J.C.KLUYVER

L’évaluation des intégrales et des fonctions elliptiques au moyen
de la transformation du second degré

Annales scientifiques de I’E.N.S. 3¢ série, tome 11 (1894), p. 37-73
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1894 3 11_ 37 0>

© Gauthier-Villars (Editions scientifiques et médicales Elsevier), 1894, tous droits réservés.

L’accés aux archives de la revue « Annales scientifiques de I'E.N.S. » (http:/www.
elsevier.com/locate/ansens) implique 1’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1894_3_11__37_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

L'EVALUATION
DES INTEGRALES ET DES FONCTIONS ELLIPTIOUES

AU MOYEN

DE LA TRANSFORMATION DU SECOND DEGRE,

Par M. J.-C. KLUYVER.

e N e

A coté des méthodes usuelles d’évaluation fondées sur le dévelop-
pement en séries, il en existe une autre moins élégante mais plus
élémentaire, simple et utile application de la transformation du sc-
cond degré.

Dans une foule de cas, cités et exposés dans les Traités, une sem-
blable transformation donne lieu a des calculs remarquablement ra-
pides. Toutefois, les procédés et les formules sont toujours adaptés
aux notations anciennes de Legendre et de Jacobi, de sorte qu’il y a
quelque intérét a étudier les changements qu’il faut y porter quand
on fait usage des notations de M. Weierstrass. Cest ce qu’on se pro-
pose dans les pages qui suivent.

Nous considérons donc la fonction p(u; w, 0'; ¢, e,, ), aux pé-
riodes 2w, 2w’, aux racines e,, e,, ¢,, 'inversion de 'intégrale

/” (ltp /""" d("’
U == -"'-%;; e ——r I = - .;‘M“‘..A,, e ——————
Vi@ —e)p—ep—e) ) VAP —gp—s

ensuite les fonctions {u et &« qui remplacent les anciennes E(u«) et
I(u, a). Quand ces fonctions sont introduites dans le calcul numé-
rique, il est tout d’abord indispensable qu’on sache trouver les pé-
riodes 20, 20’ et les quantités Lo =1, (o' =1, les racines étant
données. En second licu, il faut savoir calculer I'argument «, connais-
sant pu, ct, inversement, savoir trouver pu, (u, s'u, quand on se
donne I'argument.
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On va reconnaitre que la transformation offre tous les moyens, et
Pon s’y attend, pour effectuer ces calculs d’'une manicre facile et
sure, et avec une approximation voulue. Avant tout, il convient de
appeler succinetement en quoi consiste la transformation du second
degré ('). Or on sait qu’elle exige la solution du probleme suivant :
Sil'on considere une fonction elliptique F, on se propose de construire
une fonction nouvelle F' qui a une période de commun avee F, tandis
que I'autre est le double de la seconde période de I. Nous allons done
envisager ce probleme pour la fonction p(u; 0, w'; e, ., ¢;), dans
la supposition qu’on veut multiplier par 2 la période »o'. Les don-
nées du probleme seront les racines e,, e, e, ainsi que o el s les
inconnues seront les racines ¢, ¢,, e, de la fonction nouvelle
Pu(u; o, 205 €, e, e)).

Soit OABC (fig. 1) le parallélogramme des périodes primitives de
pu, aux cétés OA = 2w, OC == 2w’; sil'on joint les milicux D et L

Fig. 1.
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de OA et de BC, le parallélogramme ODEC aura évidemment pour
cotés les périodes primitives o et 20 de la fonction pi,,2¢. En méme
temps pgy 2w sera doublement périodique dans le parallélogramme
OABC, qui renferme les deux poles doubles O(u==0) et D(u = 0);
d’apres un théortme connu pyy2u peut done étre exprimé ration-
nellement par pu et sa dérivée p’u. Orla fonction pg, 2w étant paire
et nayant que des poles doubles, il est clair qu’on pourra poser

Payru=Apu—++Bp(u-+ o) -+ (.

(*) Tannery ot Mok, Eléments de la théorie des fonctions clliptiques, e 200.
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Les coefficients A et B se déterminent en attribuant & « successive-
ment les valeurs o et », ce qui donne A =B ={. Les trois demi-
périodes de pg seront les quantités w, ® + 20, 20; en posant

Puyw =€, Py (o +20')=é,, Po2e =e,
. . . ) 0)
es substitutions successives uw = f, —;- -+ o, » donnent

e =le +1\/(ey—e)(e— e3)+ C,

e, =356 — -1)'\/(81—(52)(@1“‘ ey) -+ G,

(3;: ie,g—"‘,l' (32-’1—(3.
En tenant compte de €| + ¢, -+ ¢, = o, on trouve G = —je,, ¢t le pro-

bleme est entierement résolu.
Dans la suite, nous écrirons, pour abréger,

Ves — ey = a, Ver— e, =0, Ver— ="

Ver—ey=a,, Vel—ei=p, Vei=ey=7,

et les formules de transformation s’écrivent

( hpmeu=pu—+pe+w)—e,

(]) { 48/1—_-61_‘”2?%7 “1:%(ﬁ0_70)’
, he, =e,—2yj, Bi=1%(Bo+ 70)»
Vihey=m —oey, 7,:\/@[,7(‘_

A ces formules, qui seront d’un usage continuel, on pourrait en-
core ajouter la relation suivante, facile a vérifier,

PU=poy a4 pe (4 4 20 ) — ¢,

Remarquons qu’on ne saurait se prononcer sur les signes des radi-
saux qui figurent dans ces équations, ni sur leur réalité; pour cela, il
faudrait connaitre & fond la nature des quantités e,, e,, ¢,, 0, o'

Dans la suite, il est nécessaire de ne pas perdre de vue la division
des fonctions elliptiques en deux classes, selon le signe du discrimi-
nant. Par leurs propriétés, les fonctions a discriminant positif se rap-
prochent plus que les autres des fonctions anciennes; ¢’est un motif
pour les considérer en premier lieu.
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Discriminants positifs.

Les racines e,, e,, ¢;, rangées par ordre de grandeur, sont réelles,
la demi-période w est réelle et positive, I'autre o est purement ima-
. - G), o, ’ o . ot e erpen
ginaire, — est positif, le parallélogramme des périodes est un rec

tangle. On a
po==e¢y, Pl =)= ey po'= ey

La fonction transformée py, est de la méme classe, ¢, e, ¢, sont
réels et en ordre décroissant. Les formules (1) ont lieu sans change-
ment aucun, tous les radicaux «, §, v sont réels et doivent étre pris
positivement.

La fonction pu peut dégénérer en fonction circulaire ou bien expo-
nentielle. La premitre circonstance a licu quand ey tend vers ¢,. Dans
le cas limite ol e, et e, coincident, on a

o= Yor of 0,
; Vpu e
== e ATC CO LTS
@o 20

P Bl eot* (ufBy).

- ' \ . P
[l en suit o = -7 quant & o', cette demi-période §'est acerue en
203

dehors de toute limite. Comme I'on sait, Vapplication répétee de Ta
transformation permet de ramener I'étude de la fonction pu i celle
de sa dégénération (') circulaire. En effet, par Papplication des for-
mules (1), on remplace en quelque sorte la fonetion pu par la fone-
tion p,yu, dont la période imaginaire est deux fois plus grande; i son
tour pgyu subit la transformation et est remplacé par pue it la pé-
riode 8o, et ainsi de suite. Il suffit généralement d’un petit nombre
de transformations successives pour arriver a une fonction p, u, dont
la période 2"*' ' est d’une si grande valeur absolue par rapport i
celle de la période réelle, restée égale 1 2w, que celte fonetion py, u
peut étre identifiée avec sa dégénération circulaire, qu’on appellera -

(1) Nous prenons le terme dégénération au sons concret de fonction dégéncréc.
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pour abréger, la cotangentielle de pu. De cette maniere on peut, dans
le calcul numérique, substituer & pu une série de fonctions circu-
laires.

Semblablement, on pourrait faire usage de la dégénération expo-
nentielle qu’on obtient en faisant tendre e, vers e,. Quand les deux
acines vont coincider, on aura

— PR B
@U‘— d()’ /() _— 0,
Vpu—e,+ B,
o = = l()g — e
239 pue—e;— By

P el ﬁn _+_ c—uB” 2
W= €y~ 5| ————— .
P 3 o et Bo o= f,

Maintenant c¢’est la période 2w qui est infinie, tandis qu’on a
'7' = :>l(3(,1 Si I'on emploie des formules de transformation analogues
qui expriment la relation entre p(u; o, o) et py,(u; 20, o), il est
clair qu’on pourrait substituer successivement & pu des fonctions
dont les périodes réelles iraient toujours en croissant, de sorte que,
finalement, pu serait exprimé par des fonctions pg, ne différant plus
sensiblement des exponentielles.

Il n’y a pas, d’ailleurs, une différence essenticlle entre les deux
modes de dégénération; on reconnait, i I’aide de ’homogénéité

. , —(u o . )
Plusmym'se, ey ey) =—p 7;7, Wl — Cyy — Coy — €y |,

que la dégénération exponenticlle de — pu est identique d la dégé-

nération circulaire de pu. Si I'on se demande & quelle dégénération

on arrive apres le plus petit nombre de transformations, il est évident

que c’est la cotangentielle dans le cas e, —e, >e,—e,, v < (i;.,: Pex-
!

()

ponentielle dans le cas contraire e, — e, < ¢, — e,, » > =

!
Calcul des demi-périodes. — Supposons d’abord w plus petit que 'i:.-,

. . o . .
ou tout au plus égal & —, la fonction p, u et mieux encore pg)u mon-

trera déja une ressemblance plus ou moins marquée avec la cotan-
Ann. de I'Fe. Normale. 3¢ Série. Tome XI. — Fivren 1894, 6
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gentielle, et, approximativement, on pourrait prendre celte ressem-
blance pour I'identité.
Cela revient & admettre qu’on a

; ( ) ol | [ L2 IO
2l =PU -+ (i 4w)—e :t:‘——«-«—*(n'(»m 5
P pu- o T 8wt e - )

ou bien
. y ) v’; ) K ’ ’
po du=pu+plu-t+— |- Pl 4=m)-+=pl - »-,~) e e 0

8 4w L /oma’
= 5 + = col® ~)
BRON ) )
Développons dans ces deux équations les deux membres, suivant le
puissances ascendantes de «, ¢’est-a-dire substituons

I ,
ple= — - 22ut 4. .

w? 20 ’

) — () il . mo,
Plu -+ -2; = p :‘;: -4 » ‘)‘ u -, 'L T; W =,y
plut+o)y=c +Lp'out-4...,

v 3o\ _ 3m ,3m Coadm
P /(-—}-T ""}T e n - o~} L - we L.,

¢

T 1) I mu
COL{ —= ) = ey e e,
G) U D)
2T U 4] ot
COL| ] 2= e 5 -l
) 2T U )

On trouvera, en égalant les coefficients des termes en «?* dans la pre-
miere équation,

LAY : .
(2) (-) e B, 40 et;

(3]

dans la seconde,

(33) <f:-;) S G e e N e Do
Le degré d’approximation de ces formules suffit déja dans un grand
nombre de cas. Prenons, par exemple, les intégrales

= .__iﬁl_:___ ) = elp

o — — S Smegiti
pu VAP —1 Jpu hph Gop — 88
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pour lesquelles on a

w = -+ =1,85407%5, 0w = —= = 0,6071627.

M &

o = 0,6071627.

) ®
) w=I

(
(:
Il va de sol que ces formules ne sont plus applicables quand on a

14
() . ;. .
® > =, mais évidemment le simple changement de ®, e, e,, ¢, en

4
)

r
. @
= — €y, — ey, — e suffit pour en faire usage pour le calcul de —

Toutefois les résultats ainsi obtenus sont toujours un peu incer-
tains. Par 'emploi de l'algorithme, indiqué par Gauss, il est aisé
d’obtenir autant d’approximation qu’on pourra le désirer. D’apres cette
méthode, on calcule successivement pour toutes les fonctions transfor-
mées Puy, Pey Py +-+» 168 racines e, e,, e; ou plutot leurs différences.
Les formules (1) indiquent le chemin & suivre. Elles montrent qu’on
aura

Bi=13 (Bo+ 70)s 71:\/5(;7—0,
Ba=3%(B1+71)s "/-z:\/m,

C’est en prenant continuellement la moyenne arithmétique 3, et la
moyenne géométrique v, qu’on parvient & connaitre les racines des
fonctions transformées. Si 'on procede ainsi, la différence B, — v,
diminuant de plus en plus, bientot ne sera plus sensible, et §, — v,
pourra étre négligé.

Cela comporte qu’on admette o) = o et qu’on identifie p,u avec la
cotangentielle. Alors les quantités 3, et y, ont acquis une valeur
limite qu’on appelle la moyenne arithmético-géométrique de B, et vy,,
et 'on aura

De cette maniere, I'approximation peut étre poussée aussi loin qu’on
le désire.
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/
. . N (r) ’ I
Parcillement, on parvient & calculer = pourva quon considere

/ \
()] .

. . U - S
maintenant la fonction J)(7; O3 = Oy == Oy — O ) Les quantités
o, B, v doivent étre remplacées par

C= \/ ¢y — Cy, B = \/ ey Cy, A \/;';, —ty,
et les relations (1) par

Bi==1 (Ao B,), A=A, By,
B,=1(A;+ B)), = VA By,

Sil'on arrive & la cotangentielle apriss 2 transformations suceessives,
¢'est-d-dire si la différence B, — A, est négligeable, on doit admettre
C: = o, ctil s’ensuit

w _om . om
i 2B, T 2A,

Evidemment la recherche des quantités Ay, By, G, n'est autre chose
que le caleul des quantités oy, B4, v 4 & indice négatil. Sans peine,
on établit les relations

s _ P

e - B
Ay

i
“/‘. iy

. m o,
[nutile de rappeler que, dans le cas o < —'lf—; cest le caleul de o, et

!
1

. () ) .o . -
que, dans le cas contraire, » > " c’est celui de o’ qui va le plus vite.

. . A . » ] ! ‘ iy
Ordinairement, méme dans le cas le moins favorable o = 5, il suftit
4
de faire trois transformations suceessives. (Vest co que montrent les
exemples suivants :

[ " (,_'Lj____ i '/‘ - . _— ,("' . ’
’ { 14 zv/:'s\//l Pt 650 Jr -~ 88
Bo==1, Bo= 2,632148, 4= 2,540460,
Br==0,8535834, 1= 0,8408063, Bi== 2,587304, = 2,586916,
Bo==0,8472249, vi== 08472014, Po= 2,087 110 =2 9,

By== 0,8472130 == y,,

n %
ty = L ==1,854074, ) =
o

P
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_wm
Calcul de la quantité ¢ = e “'. — En général, on a besoin de con-
naitre en méme temps les deux périodes, et c’est une circonstance
faicheuse qu’a cet effet il faudrait calculer deux systemes de quantités
auxiliaires, & savoir les quantités 3, v et aussi les A, B. Legendre a
montré qu’il est possible d’éviter ce double calcul, et qu’il suffit de
connaitre o et les quantités P, y pour en déduire la valeur de w’. En
effet, Legendre a établi une relation entre le module £ et la quantité

w'TT

g=-e “". Nous allons conformer ses formules aux notations actuelles.

o

1t ' n 1 A 1 1 1 ) =
Soit w < = supposons que 3, — v, soit négligeable ainsi que «

“n

la fonction p,« s’identifie avec la cotangentielle, et nous aurons
hoetit) 2 o YT\ — ] (n=1)
hel+ Ly col ) = Pu-nu+ P (@ +w)—e" 1.

La fonction p,,_,yz a la demi-période imaginaire Q'= 2"~'w’; substi-
Ql
tuons # = —; en tenant compte de

2(R) — Hln—1) 2
461 —'61 —}-2}/”,

et de
Qf Qr
Pu—1)— + (}')(n_.i) <T -+ (‘)> — cg‘n—-“’

2

on trouve
cola(%ﬁﬂ) —_Paatvi B,

] 2 7n—1

. Y , , “ . . , .
La quantité i:— étant réelle et positive, on conclut toujours en négli-

geant «, [non pas «,, quantité égale & 3(B,—, — v1,-,)],

2n—1'
T %
e w — q

A vrai dire, cette relation ne subsiste que dans la supposition que
o, est négligeable; on obtient donc, puisque lime} = o, une expres-



46 J.~C. KLUYVER.

sion de ¢ absolument exacte, en faisant infini le nombre 2 des transfor-
mations successives. Transformons dans ce but 'expression de ¢, a
I'aide des équations suivantes, faciles a vérifier,

dp 1 <CZ/1—1)2 %n __. <a1\>2"“‘ !
n _ 1 (Znzt)" (2L - - S
4 B” ll 4 —/! ﬁll 16;;—1 (j;‘ar»-z e (j:'.

et il viendra

Maintenant, faisons z s’accroitre indéfiniment, il en vésulte la for-
mule dont il s’agissait
ﬁﬂ - '/u !

(4) q = T T -5

ol ¢ est exprimé par un produit infini.
!
f

C’est par cette équation que la valeur de ’{' s’obtient pourvu qu’on

connaisse celles de w et des quantités f, v. L'erveur i craindre dépen-
dra, pour la plus grande part, de celle commise dans la détermination
de B, — v,. Ordinairement, il suffit de prendre

@_n 70 !

8

//:,7‘_‘ T

1
o (4
p'). 73

m' . .
Naturellement, dans le cas o > —'77 il y a avantage i chercher, en
premier lieu, les quantités A, B et la demi-période o', et i caleuler,
apres, la demi-période », au moyen de la relation analogue

i Bo— A, '
q'=e S e el
BIBiBY ...

—_
(514
~

Les quantités B, y exprimées par g. — La formule que nous venons
d’établir se préte & éclaircir la véritable nature des quantités B, v et
de mettre au jour leurs rapports avec les demi-périodes. Considérons
une fonction pu qui dégénere apres cing transformations successives.
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On aura, en remplacant B, — v, par la quantité égale 2(B, — B,),

.- -x...

11
Biate.

ubl»a

n_ e
Bo—Bi=4hqB}

Sil'on observe que, pour les fonctions intermédiaires py,y, Py Piays
Pup la quantité analogue & ¢ est devenue ¢*, ¢*, ¢%, ¢'°, on aura de
méme

KS

!
<
S

I
Lo~
Q.a
w

Dans ces équations, on peut regarder fB,, B, B, ;. B, comme les
inconnues, dont les valeurs exprimées en f, et ¢ se déterminent faci-
lement, sil’on observe qu'il faut négliger toutes les puissances de ¢
dont I'exposant surpasse 31, puisqu’on a

i" —;ﬁ'__ |(/ [J‘ =0,
on trouve

—r apll
=1-27'%,

"LD]

§

\/m““r"/,

(6> (2 '“I+2(/ __}_.—,flh;

\/% =1+2g g +2g",

\/g—" =1+42¢ +2¢"+2g’+2q%,

z,5:1~2(“’ \/ =t
Y. -

-/—3__ 8 I o3 a 18

— TZI—101 - = =gk 1S,
\/'/s 7 2 ﬁs g

B —9gt o gglh ! '“3 — 9 25

i SV =1 T

\/%_' =1—2g2+2gb—ag"s,

i

e A

.x

LI Ly
\/ﬁ “"/ +(/ +(/ +q°

oy 1 A 25 pal 121
Ba—,/u_,, AR AR N

O] =

Des expressions des quantités 3, on déduit immédiatement les ex-
pressions ci-jointes des quantités a, y.

. T . " , .
Il suffit de substituer B;= — dans les trois derniéres équations

pour reconnaitre les premiers termes des séries de Jacobi. Le change-

o' .,
ment de , ¢, By, Yo, %, €0 - 7', By, Ay, Cy donne encore trois équa-
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tions analogues. Cest & I'aide de ces six équations

N T S S S S B}
T
%;2 ’\'/(,_1——_?;: L—2q —agh Ao A-aglt o ag,
2—75(’—) m: 1—2g agt —ag? -Fo2glt o 0gth,
(7) 20 e 1 9 25 b 121
—l.—;'e,—e,,.: :».(//”’—p— A e L L A ),

2()’ Jp frmm—— « . , o
Ve —ey=14 g oy -0y 4ag"h o ug',
T

!

20 4/ —— ) | . "

\ o= Veg—ey=1— g A= ng"t—aq" poag'tng
in

qu'on parvient & calculer les racines, quand on se donne les deux
périodes. Il va de soi que le nombre des termes dans ces équations
saugmente quand le nombre 2 des transformations nécessaires pour
arriver & la cotangentielle devient plus grand.

Calcul de u, connaissant pu. — Quand on connait la valeur de pu,
argument n’est pas cncore completement déterminé. Pour éviter
toute ambiguité, il suffit de supposer, comme nous le ferons dans fa
suite, que le point «, représentant « sur le plan complexe, se trouve
toujours sur le contour ou bien & Uintérieur du rectangle qui a pour
sommets les points 0, », »", v’

Prenons d’abord pu réel et plus grand que ¢,, Vargument « sera
réel, positif et moindre que o; pour le trouver, nous n’avons qu’a
changer légerement les formules usuelles de la substitution de
Landen. La formule (1)

hpmere=pu-+plu-+w)— ¢
peut étre écrite de la maniere suivante :

(pu—ei—y1)*,

4 ou—e', )=
1P 1) pyrpry



L’EVALUATION DES INTEGRALES ET DES FONCTIONS ELLIPTIQUES, ETC. 49

Posons ~
YL — e Yy 2 U — €
colo,= vpu=—=a, coty, = —-*——-—*_\/‘] (w - L,
71 72
il viendra
(8) colo, = %cot'z@o.
2

Il convient de prendre pu — e, positivement; alors g, pourra étre
. ™

pris entre o et 5"
On conclut de la relation

do, 2y, sin*g,
B Y A )
dop Y2 SiN*20,

que @, et @, varient dans le méme sens. Si I'on faisait varier Pargu-
ment u de zéro vers o, 2w, 3w, ..., les angles ¢, et ¢, s’aceroitraient
aussi et prendraient simultanément les valeurs o, o; Z, T T, 273
Quelle que soit donc la valeur de o,, par la relation (8), angle ¢, se
trouve parfaitement déterminé.

Quant aux fonctions intermédiaires, nous posons

Dy b1t — e
&./_‘.,..(_2.)......____..1 f CO[’(‘PM

Vs

ce qui entraine les relations

Cotfpgz Z?‘ CO‘,Q(P“
73

(9) (JOL(P;;:—: ?QCOL?AL{J,,
A

a I'aide desquelles les angles g,, 95, ... peuvent étre trouvés facile-

ment, les relations entre 9, et 9,, o, ct ¢,, ... étant tout a fait ana-

logues 4 celle entre 9, et o,. ,
Supposons qu’on néglige «), et que p,u ne differe plus de la cotan-

gentielle, on aura

N

2%y,

Ann, de (' Fie. Normale. 3° Série, Tome X1. — Fivrier 1894. 7

147
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Yn

ou bien, puisqu’on a cotg,= 7—:00&2%»“ Yu == Yn+1s
n
Pp-1
U == ——————
([O) 2/&—1Y”

N

On le voit, ce calcul ne differe presque en rien de celui qui sert
évaluer 'intégrale

I'amplitude ¢ étant connue. Remarquons qu’on peut calculer en sens
inverse et trouver la valeur de pu pour un argument réel donné.
Passons au calcul de argument imaginaire ¢; la valeur donnée de
pu est alors réelle et moindre que e,. Si on veut éviter emploi des
guantités auxiliaires A, B et se servir sculement des quantités 3, v,
il suffit de poser
Vz?'"iﬂuiﬁz

Ver—pe \/e’l-— Py 2e
L L —=col 0 Lt L s = Ot LA LS KL DI 418 ) B¢ ...
_/1 <P ? 71 (Ph _/2 *Pfla E]

ce qui revient a changer partout dans les formules (9) cotg en
I "
=cotg. Par ce changement, les relations entre deux angles consé-
culifs deviennent
lang o, == 72 gin 29y,
71
(rn)

tang g, == i sin2 g,
72

et, au liey de (10), nous aurons

) (4 1 s
(12) - = ——log cot<~4~ —_ cpn__,>.

ki P

On remarquera que, 9, étant pris entre o ct 79-5, tous les angles ¢, en

vertu des équations (11), seront également moindres que =, de sorte
9 ) : - . 2

qu’il n'y a pas d’erreur possible dans leur détermination.
Nous avons désigné par ¢ un argument purement imaginaire entre
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o et o, il est nécessaire de restreindre davantage le champ de cet
argument. En effet, en prenant par exemple py = e, les formules pré-
cédentes ne pourraient servir a calculer ¢ qui devrait se (rouver égal
4

N ., . . . )]
d ’. Cela serait incompatible avec la supposition selon laquelle 2" —

est infiniment grand par rapport 2 . Aussi trouve-t-on pour p¢ = ¢,
T
Pr—1=— Z’ 2" — =,

comme cela doit étre. Pour des arguments ¢ trés voisins de ', le der-
nier angle auxiliaire ¢,_, se rapproche encore tres sensiblement de —T[-f
et 'usage de la formule (12) n’est pas commode. Comme nous allons
le voir, I'emploi de cette formule n’offre plus de difficultés et 'on ob-
tient un résultat méritant de la confiance, quand on a ¢ = (7’/, il suffit
donc pour remédier aux inconvénients indiqués de ne considérer que

- . . (;)l ’
des arguments imaginaires entre o ¢t —- Le calcul d'un argument ¢

!
. @ “ oA , , . . ,
qui surpasse — doit étre remplacé par la détermination de o' — ¢, c¢

qui n’exige que la connaissance de la valeur de p(o'— ), facile i
déduire de celle de po. Il reste & se convaincre de ce que la formule

. (,)' . . - ’
subsiste pour ¢ = > Faisons actucllement cette substitution; en né-

gligeant o, on aura

A
]

Pr—n2ty ="V — oty By, CoLY, == ﬁ- ,
n—1

Cp—t

COt<E""4’ —1>: > COL2<E——<{) >?‘:: Hn g
[ (VBaz+VBus)* § )T T

d’ou 1l suit

i’. = logcot(E — Qp >
2L 2%y, 4 n=t )
ce qui justifie 'assertion que nous venons d’énoncer.

En faisant maintenant ’argument suivre le contour du rectangle
aux sommets o, ©, »”, o', il prend des valeurs complexes de la forme
u—+ o ou ¢+ w, les valeurs de p(u+ ') et de p(v -+ w) étant tou-
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jours réelles. Ces cas sont immédiatement réduits aux cas déja consi-
dérés, quand on diminue I'argument d’une demi-période.

Le cas ol le point représentant 'argument est situé a Uintéricur du
rectangle des demi-périodes est un peu plus compliqué. L'argument
est complexe de la forme « + ¢, olt nous prenons « réel et positif. Pre-

!
. () . .
nons soin auparavant que ¢ ne surpasse pas —, ce qui, toujours en
14 ’ . s . N ;g .
admettant pour ~ des valeurs négatives, est facile a réaliser par 'addi-

tion ou la soustraction convenable d’une demi-période.
La valeur donnée de p (u+¢) estcomplexe; il est done tout indiqué,
eu égard aux cas précédents, de poser

Vplu+90)—¢, . P 2 (U= 9) — ¢ ‘
Vpleto)—e . = cotgye=il, Vo ale + ) — ¢, == colgye (0,
71 Y2

. , . T ,
Dans la premitre équation, on peut prendre ¢, <C 5 0, est égale-

. T . ¢ .
ment moindre que ~ et a le signe de >+ Les angles ¢,, 0, seront lics
a 9,, 0, par

012w, =200, 1 -
(:OI'CPI (3"""0, o (OI._CP? ,(.'H.,_,...; - _.I. /‘ P
2colgge iy

ce qui entraine les deux égalités

(13) l/zcoupl cos ;== cosl, cota g, 12 colg; sinfy = sinl, - »
71 71 sin2y,

d’ou il suit, en outre,

(14) colfy== colly cosa g,.

La derniere équation détermine 0, comme un angle positifou négatif
¢ l,\ ‘ ] 1 l oY 1 1 ) T ’ . ’ 0
en valeur absolue moindre que 2 De 'une ou de P'autre des premicres

équations, il résulte une valeur de g, parfaitement déterminée si 1’on
se rend compte seulement que, ¢ tendant vers zéro ainsi que 0, et 0,,
les angles o, et 9, tendent & devenir les angles auxiliaives d'un argu-
ment réel.

Le passage aux fonctions intermédiaives p), py» .- se fait de la



L’EVALUATION DES INTEGRALES ET DES FONCTIONS ELLIPTIQUES, ETC. 53

méme maniere. En posant

Pea U+ p)—e” .
Ve 4l ) —¢) —= cotg,e—its,

Vs
08 (u +9)—e :
\/p( ) ( ) IICOL(P;;G—IO’,
Y
............................. R
nous aurons
%’ﬁcoupz cos0,= cosf, cot29,, cotf,=coll, cos2q;,
2
(15) Y
7— colo, cos == cosl, col2g,, col0;=coll, cos29,,
3

Admettons que la fonction py,, dégéntre, il s’ensuivra
2"~ (U 4 ¢)y, = arc col(col g, e=0na).

La séparation en quantités réelles et imaginaires donne enfin

1
W= -——arclang(lang2¢,_, c0sl,_4),
( ()) 2%%Yn
(€
v 1 L, I-+sin2g,.;sin Ot
¢ ety P —sinag,  sinl,,

Il faut prendre ici la valeur réelle du logarithme; quant a are de la
premitre égalité, il faut choisir cette valeur qui tend vers 2¢,_, quand
0,., s’évanouit.

Comme dans les applications, les arguments réels et imaginaires
interviennent ordinairement en méme temps, le calcul que nous
venons d’exposer n’est pas sans quelque utilité; d’ailleurs, comme on
le verra, les angles ¢, 0 se présentent dans le calcul des fonctions .

Pour avoir un exemple de calcul numérique, considérons de nou-
veau la fonction p(u, w, o, 5, 0, —4), I'inversion de intégrale

o dp )
v Vip—p
J VAP



54 J.-G. KLUYVER.
prenons pu =34, po = — 33 ct par la p(u -+ ¢) = — 3¢ Onaura
Calcul de u.

3- v 0! NG
5}{— = col 9, g= 25.53.46,3,
1

9= 52.0. 0,8,
@, == 104. 0. 0,Q.
© -
(10) U= ~—;— == 0,535643.
/3

Calcul de v.

Vi

- =colg,, 0,=122.48.15,2,

T .
0;=35.45. 5,
9y==(3.28.53,5,
14 1 7r . .
([2) l_ :?3-]/— logcot <7. P cp.2> =t 0,5556‘).3.
3 I
Calcul de u -+ .
\/__.1:-1,;_..,34 . o t. u o
——?T——izcol.cpoc"oo, 9y== 32.10.01,4, Oy==  53. 7.48,4,
1
9= f7.12. 3,06, Op=2 79, 1.15,6,
0, ==133.39.33,9, 0y 88.34.23,5,
1 omp
U= 8}7, arc lang(lang29, co0sly) = 0,535622,
(16) ' . .
v 1 l0r1~+-sm:>.cp.,smf)9 53562
] 16y, P x—sinag,sing, T

La fonction Cu. — Les intégrales de la seconde espece de Jacobi
sont remplacées par la fonction Cu, qu’on pourrait définiv par les
égalilés

dtu . 1
——m e U lim (w — — ) =o.
du P weo <C u) ’

Pour pouvoir s’en servir dans le calecul numérique, il nous faut d'a-
bord connaitre les quantités {w =7, {o'== v/, liées par
e

(17) ' — =
2

. % ‘e
s1 I’on prend —':- positivement.



L’EVALUATION DES INTEGRALES ET DES FONCTIONS ELLIPTIQUES, ETC. 55
Dans ce but, intégrons la formule fondamentale

Gpmue=pu-+pe+ o) —e;
il viendra

(18) —ofmoeu=—Cu—C(t+w)—eu-+C.
Faisant tendre u vers zéro, on trouve C = v, de sorte que nous aurons

2lpyou==Cu~+L(u-+n)—n-+eu,

. ) \ s ’ .
ce qui donne pour u = — apres une légere réduction
2

13
(19) 2'[)“):1)—}-01;-

A cause de cette égalité et des égalités analogues

; @
27N (g) =MN(1) + € >

" ('.)
21(3) = "N(2)+ € >’

le calcul de 7 se réduit & la détermination de 7, quantité analogue
appartenant a la cotangentielle. On trouve, en effet,

9

n—iwe,=2"(n,y—iwe™) —o(ad+2a24 2222, 2220l ).

Quant a v, puisqu’on a

Pomy e = ey + L cot® (ufB,),
Cmu="14L2u—+ B, cot(uf,),
on obtient
Ny =3%Bro=710e".
Il en résulte
;}) r=de— (ai+ 203+ 2%ad-F. . 4 2" Ralk ).

Toutefois, 1'usage de cette formule exigerait les connaissances des
quantités a; il est préférable de n’employer que les quantités §, y, que
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le calcul de » a déja fait connaitre. Quelques simples réductions suf-
fisent pour obtenir
7

(20) - =" 1B2  — (e 4yl 2yl Ayt 2y ).

!
. . o . v .
Méme dans le cas le moins favorable w = L—f, il suffit ordinairement

de prendre n = 3, ce qui donne la formule tres simple

J— 2 2
P i £ S 2B}

La quantité v une fois connue, la relation (17) donne immédiate-
/

. . ] . . Iy .
ment la valeur dev'. Si I'on avait w > -2?, il serait préférable de faire
intervenir les quantités auxiliaires A, B et la demi-période o', pour
calculer d’abord v/, et d’en déduire ensuite la valeur de 7.

Maintenant, nous sommes en ¢lat d’évaluer la fonction Cu pour un
argument donné, qu’on suppose réel ou bien imaginaire. A cause du
théoreme d’addition, il n’y a pas d’intérét a supposer argument com-
plexe.

Reprenons les équations (18) et (19)

2020 =80 L (4 m) —n 4 e u,

)
2N =040y

On en déduit

ou’ VA !
(21) <sz “ — P"'”r“) — (m R L%

)

ce que nous écrivons

N1y 2 U ) A
(tm 2U — -“(--‘l')w-'-w) S <§u — .’L) — 5.

\ 2] ()

Pour les fonctions ), {y)s -..y uy» on établit des équations sem-
blables. En les additionnant, il vient

nu . MNiny- 2" 0 .
fu— — = <C<u;2"u - ~-‘-f»’~-{‘-; — ) A (Fo+ Fytew ot Fucy).

(]
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Prenons d’abord I'argument réel, identifions p, avec la cotangentielle,
on aura, en faisant usage fles angles auxiliaires g, ¢y, ..., g, (qu’on
doit supposer connus, puisque, dans les applications, 'argument «
est toujours donné par la valeur de pu)

N(n- 2" u

(22) . Cny2"w— — =Y. COlo,,

1)
et par la

no p =
Cu— = = yn COLo, -+ (Fot Fito o Ty,

Dans cette formule, on ne connait pas encore les quantités 5 : on les
trouve de la maniere suivante. De la formule fondamentale (1), on
déduit
5 D20 - Pl opu— (,:,_;_7?:
Pay2u—e pu—e Pl —e — 2

ou bien '
Fo= 12T, cos29,.
Pareillement, on aura )
e 9,3"2 COS29y,
Fy==275, cos2g,,

et le calcul des quantités & se trouve réduit & 'évaluation de la quan-
tité de 5,, pour laquelle on trouve immédiatement
,-? — 71/
== m—

sinag,
On peut encore simplifier légérement I’expression trouvée pour Cu, de
sorte que, finalement, le calcul de cette fonction se fait par les équa-
tions suivantes :

P R4 s 3
Cu — . ==y COLY g - (Fp=Fy =0 o jn—:’.):
1)
Fo=12F,cos20,,
(23) Fy= 2%, cos2q,,
.............. ,
o . In
Ny ==

SN2 @,y

Ann.de I Ee. Normale. 3* Sévie. Tome X1, — Fivrisn 18g4. 8
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L’emploi de ces formules est assez commode, parce que le nombre
des termes nc dépassera jamais 3. Cependant, en se servant fl(! ces
formules, on n’apercoit pas de terme principal. Dans ce but, il con-
vient de transformer encore Uexpression trouvée. Nous ne veprodui-
sons pas les calculs par lesquels on y parvient, et nous nous bornons
a établir ici le résultat. On trouve

nu .
Cu— —— = 1colgy -+ (By—71) sinag,
£l
= (Ba—72) sin2 g, (12 cos2g,)
“+ (Ba— 73) 8iN29, (14 2 CO820, -1 4 COS29; COS2 D)
A (Ba—74) $iN 295 (1 - 2 COS2Q, -1 [ COS2 Y, COSGY,

- 80829, COS2 9 COSLY,)

La formation des termes suceessifs est évidente; on reconnait v, colsy,
comme le terme principal. L’usage de cette formule se recommande
surtout lorsqu’on a 2= 3.

Il est inutile de répéter en entier ces raisonnements pour le cas
!
; . . ’ . PR . ")
d’un argument imaginaire ¢, qui doit ¢tre compris entre o et - - On
| S I .
n’a qu'i changer partout dans les formules coty en = cotz, pour intro-

duire les angles auxiliaires d’un argument imaginaire.
De cette maniere, la formule (24) devient, en prenant 7 == 3,

L . . .
(25) Lo— :—):-—«Ly,colcp(,—i—((il-—~~/1)z.lungfaqa(pl—(,@g-—w)tlun,',"'),qol (M— p ’ )
* 3

597,

Il est bon d’observer que U'errcur & craindre en employant cette for-
mule dépend, pour une grande part, de celle commise en calcalant
les différences §, — v, et p, —v,. En effet, il se peut que les angles

T s ™ .
29, et 29, ne diflerent que tres peu de =3 alors les deux derniers
termes influencent tres sensiblement le résultat.

Pour avoir un exemple de calcul numérique, reprenons la fonction

p(u; o, o5 5, 0, — 3) et les arguments « et ¢ pour lesquels les angles
auxiliaires sont déja calculés.
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Calcul de .

e, =13, o = 1,8340745,
73i=0,7071068,

(20) = =— e — i+ 2pi=0,228/73>,

Calcul de ¢ u.

w=0,535623,
pu=231%, w,==2h°53'46", 3,
o, =52 o' 0,8,
p1— y1=0,0126371,
(22— 727=0,00002305,

. , Rl . .
(23) Cu— 20 71 CoLoy~ (By— ) sinagy+ (By— 75) sina g, (1 -+ cos29,),

) -
G =1,864423.

Calcul de L.

¢ opp.
< == 0,535623,
l
pe=—34  @==22°48"15",9,

o e— AE roxn
@y = .).)°[|5 2",
(»5) v 0 e iycoly (5 Yitang 29,4 (P Yitangao,( 14 2
2% e e e ) O SR o p— ‘ 2 o — Vo & g U
g o /1 Oot={12—71) LLang 29 —-(2y —7s)llang 2 g, cosag, P

Lo mm—i€ 31 ,86[1/124.

La fonction Fu. — On pourrait définir la fonction z’u par les éga-
lités
dlogsu : ¢
Sl Tty lim — =1
du u=9

L’emploi de cette fonction n’introduit pas de nouvelles constantes
dans le calcul. En effet, on sait que oo, F”, g’ s’expriment par les
acines ¢, ey, ¢,, les périodes et les quantités v et /. En commencant
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par Pévaluation de u quand le point west situé sur le contour du
rectangle ow”w’, nous remarquons d’abord que les théoremes con-
nus sur I’addition d’une demi-période permettent de ne s’occuper que
des deux cas ol 'argument est réel ou bien purement imaginaire.

Supposons premiérement w réel, Uintégration des deux membres de
'équation (21) donne

1 f(yy 22 1 0 1 .
(26) g(mgd[ﬁ)zu - ——‘1’—0—)—~—> = <Iog12u - + Llog(pu—e¢;) -+ C.
g

En faisant tendre w vers zéro, on trouve pour la constante C la valeur
log2. Apres 'avoir introduite en méme temps que I'angle auxiliaire g,
I’équation devient

Ny - 23 uﬁ\
3

. 2
I ’ ni »
(27) S (]og:‘{-’l,zu — = (Iogs” “w— —~> -4 log (27, coty, )™

)
Les transformations successives donnent lieu & » équations semblables
a I'aide desquelles on obtient

’ nu?

1
logs?y — — | = — [ logd}, 2"t — i
. o (1) o o7 ()

on -2

I on DL v Y
— == log(ay,coly))* (2, coly,)*" " (2y;c0l9,) c(ayacoly, )k

"
Nous supposons que la fonction @, u dégéntre, il est donc facile
d’exprimer le premier terme du second membre par les fonctions cir-
culaires. En ecffet, de la formule (22) il résulte immédiatement
Ny 200> sinto,

logag, 2" u — =log —1=
) V2

par conséquent, en tenant compte de ce qu’on peut changer g, en
20,_,, NOUS AUrons

) nut I sing,—;\?
Slogu-(t~7)—~:2—lr—_llog<—irﬁ-l>
(28)( *

’

1 ne-| "=
—-2""1 log(zy,cm%)z (272(;0"(?1)2 ’---(27,,_1(30“?”_.2)2,

formule d’un usage tres commode.
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Inutile de dire qu’il faut prendre toujours la valeur réelle des loga-
rithmes, et que g'u étant positif pour z < w, on peut remplacer logs®u
par 2 logcu.

Examinons les changements & faire dans cette formule lorsque
I’'argument donné est imaginaire.

Maintenant o';y2f¢ est purement imaginaire, — &% 2%¢ est réel et
positif. L’équation (27) s'écrit

1 ) N(ny - 22 0 ' R 7 o . .
; [105’(— 329) — JﬁT—] = [108(— ) — T,f] + 3 log(2y1 cotg,)?,
ou ¢, estl’angle auxiliaire d’un argument imaginaire.
De méme, on trouve pour la fonction dégénérée o', 2"
My - 220 tang?20,_
Mn) —log .__g.._‘.”_i,

log(— 53, 2"¢) — ——— =log 3
()] }/,L

de sorte qu’on trouve finalement

-n 02 . 2
108("‘ F20) — .n_(_’_ =] _I_ lOg Lang2 9,
) 2" 27nCOLQ,—q

— 5—,;—:1 log (27, cote,)* ™ (272 €0t9 )" " .. . (27,4—1 COLY, 4 )

Il faut prendre la valeur réelle des logarithmes.

Pour la fonction c'w, il n’existe pas un véritable théoreme d’addi-
tion comme les fonctions puet Cu en possedent; il est done nécessaire
qu’on sache évaluer &(u + ¢), argument étant complexe. Effective-
ment, ce cas se présente assez fréquemment dans les applications.
Dans la supposition « réel, ¢ imaginaire, les quantités @ (u+ ¢) et
@ (u —¢) sont des complexes conjugués. Or, comme on a

Gu—+¢)d(u—y)
c*u sty

=pv—pu,

le module de @(u + ¢) est donné par 'équation

|&(u+9)|=y—a*vu(pu—pv);

), G(u—+v)
- o ] bye g .
on peut done se contenter d’évaluer log F(a—)
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Dans ce but, nous remplacons « dans I'équation (26) une fois par
u -+ ¢ et apres par u — ¢; on en déduit

I Ty 2 (0~ ¢ gy .22 ey
—[leog (1) 2 ) -2t
2 0) N

"Gy 2 (w—y)

LOluAv)  hnu \/J (1 - 0) k—(,
\21()h"’(“ ¢) o +lo h\/l>(u -«‘)“iv-w

en prenant pour chacune des fonctions logarithmiques cette branche
particuliere qui s’annule quand ¢ s’évanouit.

lei interviennent les angles auxiliaires g, 0 de Pargument complexe
que nous avons introduits dans le calcul en posant

\/p(u -+ v) — w»
'/1

= colg, ¢ O
A leur aide I’équation précédente s'éerit

2 log

Sy 2t 0)  ney.et ) Fu--¢)  hauy v
L R e 2] . e (R SR Y
PFale—y) ) X T ) " !

Sans peine, on établit les ¢équations analogues pour les fonctions =
Fiays o+ o5 Fays qui fournissent Pégalite

o loe ((( o) /;r)mv o o Lo i) ,‘u(,, ) PR AT
’, o ol o 0’\,” ,n(” i) “

((1 § ) )

-+ ;“,‘:‘31(2" Oy 2020 e Ty ).
Dans la supposition que @, 2" (« + ¢) est une fonction dégénérée, on
trouve facilement pour le premier terme du second membre I'ex-
pression

' sinf 2" (w - ¢)y,]

sin{2"(u-—v)7y,|

Py log
Les arguments w et ¢ s’expriment par les angles auxiliaires ¢, 0. En
effet, nous avons trouvé

1
U= ———arctang (1ang2 g, ., cosl,.,),
(16) >V
¢ 1 LLsin2g,_ sind,_,

] an iy, 1 —sin2g,_;sind,,
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Il s’ensuit apres quelques réductions

1 Jsin[2t (w—+0)ya] &
o=l O sin 2 (w—¢)y,] T 2r

sarctang (cos2q,_ tangf,,);

conséquemment nous aurons

]

S 2 log

F(w—+¢) hnwe
S5 (u—v) o an
(30) ( ' )

— arc lang (cos2y,_ langl,_,)

+ ;,L—t_q (27710 2" 20 4.+ O,y).
Remarquons que nous avons supposé o < u < », o< ¢ < (}:-I, que la
fonction logarithmique s’annule en méme temps que ¢, et que, ¢ ten-
dant vers zéro, tous les angles 04, 0,, ..., 0,_,, aussi bien que la fonc-
tion arc tang (cos 29, tang(,_, ), s’évanouissent. Lorsque 'argument
réel « s’annule, tous les angles 0,,0,, ..., 0,_, ainsi que la fonetion

. T m'y
arctang(cos2g¢,_, langl, ;) tendent vers - et on trouve (0 <<l f)
F(4v) .
[y IO;% :».J.w—_ === QT
F(—¢)

Pour avoir un exemple de calcul numérique, la fonction
plus w, o' L, 0, —1)

va encore nous servir. Prenons Pargument « + ¢ pour lequel les angles
auxiliaires sont déjh calculés. A cause de ¢ =, 0 = tw, nous de-

S+ ¢) .
vons trouver 2log ———— ) — iz. Actucllement nous avons :
) ( o — ")
g(u—++ ¢
Calcul de 2log St e)
S(u—y)
plee - ¢) e 22 P 32.10.51,4, O,—= 53. i 48,4,
o= 47.12. 3,6, 0= 2. 1.15,6,
w,=133.39.33,9, f,== — 88.34.23,5,
— o B3R hetn o, ape fa ane 0s) = 61957/ 50"
w=0,5300622, - — == 15°1'20", 2, arctang(cos2¢,tangly,)=1061"57'59",9,
0)
G- ¢) hu*n . &
2 (e ,):::: ! 11»}——:11"(;[:1!1{{((;052% tangt,)
(e —) ) 2

(30)

( 4 = (4020, + 0,) == i 5 180°0" o, 8.
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Application. — Pour montrer 'emploi qu'on peut faire de nos for-
mules dans les applications, envisageons le probleme suivant : Cal-
culer Ia distance géodésique s de deux points A et B, situés de part
et d’autre A égale distance de I’équateur sur une cllipsoide de révolu-
tion d’un faible aplatissement. Le rayon de I'équateur est pris pour
unité, la distance du centre au pole sera désignée par 1 — x, la lati-
tude réduite de A est égale & A, ladifférence de longitude des points A
et B est .

Soit cosh le rayon du parallele auquel la ligne géodésique AB est
tangente, les fonctions elliptiques s’introduisent au moyen des for-
mules ()

ey—pr=I1, ey~ Pl =1~ 2C08%7, Yo

ey PP =1, Cy— pit = xsin*), ok oy oy §INEA,

ey po=xc0s?d, ey pu==x(Costh — costh), Pizoepesegmeto zeosth

Iargument constant e est imaginaire; argument «, aftixe du point A,
est entre »” et »’; argument, affixe du point B, dont la latitude ré-
duite est — A, est représenté par 20" — w. Il faut résoudre le pro-
bleme a I'aide des deux équations suivantes, déduites des équations
(’Halphen,

Gt 0) T (20 1t -} 1)

2id =1
¥ Ogd((c = ) F( A e 1l e )

e[ (0 e )] (2w au),
s= (20— au)e, - L(20" — w)— Cu.

Dans ces équations, nous introduisons deux arguments nouveaux, 'un

x == wu — o' réel et moindre que w, autre y = o’ — ¢ purement ima-
. . o

ginaire et moindre que -
En désignant par « l'azimut de la ligne géodésique au point A, dé-

terminé par

ces arguments x et y seront donnés par les relations

, [~ % COs*h -
e,— py = tang?/h, pr—e = g“"”é}“,:i‘,;“”‘“) tang*a.,

(1) HaveneN, Traité des fonctions elliptiques, t. 11, p. 286.
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L’introduction de « et y donne

b= log 2E X)L, — Py
(3[) lkll—lovm —|—2}'ﬂ+2(1‘ w)<§)’—* > py —es )
!z
(32) s=2(w—2x)e + 27 ——2Ea?‘—- p—f—:—a'

Dans la premiere équation, la fonction logarithmique s’annule pour
y ==o, les points A et B étant alors sur le méme méridien.

Il s’agit maintenant d’introduire dans (31) les angles auxiliaires
des arguments @, y et « + y. Posons

, € — €
! =coto), *——%— —coto], \/__________p(r—{—y) .

= cotgge—il,
71 71

DXL — € e —
71

A cause de la petitesse de %, nous pouvons provisoirement négliger »z*,
ce qui entraine 3, =1v,. L'équation (31) devient, apres quelques ré-
ductions,

— T 290 1Py

= arctang(cos2o,tangf Op — ———2 oty — — ——=—— ).

¥ g( potangb,) + G, 7 71C0LlY, 2l py — e

En négligeant toujours les termes en x*, on vérifie facilement les rela-
tions suivantes :

p tangh L L 1 !
oy=arccot [ S (1+tuzsin?h)|, — yicotcpg—-—.—p—z,—— =1xcosh,
cosa 71 20 py —ey 2
tang o tang?h + sin%e (1 — x)
6 :arctan(r[ —2 = (1— 4 zcos?h) |, col?py = ——2
0 | Smx (3 ) o 1— L% (14~ cos*h)

d’ou il suit, apres quelques réductions,

0, -+ arc tang (cos2, tang ) = 2 arc tang (tange sin}),
T— 20,
V1

et, par conséquent,

cot ’_i_ﬂy - Y/ . b
71C0L9, 2l py—a ==z c0s/ X< arc cot(cosa cosh)

¢ =2 arctang(tange sind) — x cos/h < arc cot(cose cotd).

Considérons maintenant sur la sphere deux points A’ et B’ de Iatitude,

A et — Aayant une différence de longitude {, choisie de maniere que

le grand cercle AB est tangent & un paralléle de rayon cosk. L’azimut
Ann. de P’Ec. Normale. 3* Séric. Tome XI. — FEVRIER 1894. 9
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de ce cercle au point A’ sera oe. Désignons par s" la longueur de I'arc

A’B’, et nous aurons
b= —$s'xcosh.

Cette équation (') vanousservir d déterminer les premitres approxi-
mations de /4. Prenons un triangle sphérique P'A’B’ aux cotés

PA'= g‘— A, P'B'= g -+ A avee 'angle compris A'P'B'= .
On calcule le troisitme coté s, et la hauteur %, qui sont évidem-
ment des approximations premieres de s” et de 4. De 1'égalité

Uy = ¢+ L3}z coshy,

on déduit la premitre approximation ¢, et le triangle sphérique aux

agr T ™ . .
cotés - — A et — A maintenant avec I'angle compris A'P’'B’=={,

nous fournit par la valeur /4, de sa hauteur la seconde approximation
de A.

Pour trouver des valeurs de % encore plus exactes, reprenons (31)
et introduisons-y de nouveau les angles auxiliaires (33) ¢”, ¢’ et ¢, 0,
en retenant maintenant les termes en x, »*, »* ¢t en négligeant les
termes en »*, c¢’est-d-dire en supposant 3, = v,.

On obtient ainsi

Y ==jarclang(cos2g, tangd,) -+ 1 0, -+ 0,

34 g — ;
() ( - L},‘;& ['}’1 cot ey — (Br— 71) tang2 ¢ — "l‘ “,*'(L)X:‘J'

On calcule les angles auxiliaires &4 I'aide des relations

" lang X COSEh
coto) = tangh V1— % costh, cotgl, = Vi—xcosth
"y, co8a 71 COS A
1 I tan e
cot*@y== —; [tang®X - (1 — %) sin*a], tang 0,== wba\/l--xCO‘)zA.
71 sina

Cela se fait, ainsi que le calcul des quantités 8, v, & 1’aide de la va-

(1) Cette formule se trouve chez Halphen, II, p. 298, (33). Incompatible avee elle est
la formule (44) : ¢ = ¢'— % s'k cosh, établie p. 302.
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leur %,, apres quoi I’équation (34) nous donne une certaine valeur ¢,
de . La correction premiere de 4 se déduit de la différence —1,,
quantité du méme ordre que x*, en posant

%i‘—i = — 1sin?/, cos%cot).,
ce qui est exact, & des quantités pres du méme ordre que x.

La valeur 4, ainsi obtenue sera exacte & des quantités pres du méme
ordre que »*; en répétant ce calcul, on trouve enfin la valeur 4,, et
I'errcur commise sera comparable & x*. C’est en employant cette va-
leur de % qu’on calcule ensuite la distance géodésique s au moyen de
I'équation (32), qui s’écrit, apres lintroduction des angles auxi-
liaires (33),

p'x

"
p— I 2 " . "
K e ie—— % IS I COL — (5, — 9 Sina2g, — - ——
7 Fl 71 Po (Fl /1) Yo P — ey

Discriminants négatifs.

En considérant les fonctions elliptiques 4 discriminant négatif, nous
examinerons d'abord la maniere suivant laquelle il faut maintenant
effectuer la transformation.

Le parallélogramme des périodes primitives de pu n’est plus un
reclangle, ¢’est maintenant un losange OABC (fig. 2), dont la diago-

nale OB coincide avec I'axe des quantités réelles. .
Fig. 2.
0
e
1 e
1 S
', 0
2 Gl >
‘: 20 ]
0': 20, B
2 W,
A

Avec une modification inévitable de la notation, on a

OA =20, OB = 20),, 0C =20,

pwy=¢, Por==€y, P o= €s.
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La racine e, est réelle ainsi que la période 2w,, les deux autres ra-
cines e, et e, sont, comme les périodes correspondantes, des complexes
conjugués. Il y a, en outre, une période purement imaginaire

20, = 0D == 200; — 20y,

po, étant égal & e,, mais OB et OD ne peuvent pas étre considérés
comme une paire de périodes primitives.

Avant d’effectuer une transformation du second degré, des trois
quantités 2w,, 2w,, 2w,, il nous faut en choisir une, qui sera unc
des périodes de la fonction transformée p,u.

Sil’on choisit 2w,, ou bien 2w, le parall¢logramme des périodes de
Pyu ne serait ni un rectangle, ni un losange, par conséquent les nou-
velles racines ¢, ¢,, ¢, toutes les trois seraient complexes. Cest ce
qu’on doit éviter dans les calculs pratiques : il faut donc transformer
pu de maniere que 2w,, et en méme temps 2w,, devienne une des
périodes de la fonction p,,w.

Au lieu du losange, prenons OBEC (fig. 3) pour parallé¢logramme

Fig. 3.

des périodes de la fonction p(u; w,, wy;e,, e, ¢;), et considérons la
fonetion p,)(us w,, 2053 €|, ¢, ¢,) dont le parallélogramme des pé-
riodes est OBFG, aux cotés OB = 2w,, 0G = fw,.

En suivant les raisonnements antérieurs, on reconnait OKHG comme
le parallélogramme des périodes de la fonction p(,,2u, et 'on trouve,
en tenant compte des deux poles doubles que cette fonction possede :
Vintérieur de OBEC,

(35) hpmeu=pu—+plu-+u,) — e,.

Evidemment, il est loisible de regarder le rectangle OBGD, au licu
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de OBFG, comme le parallélogramme des périodes de la fonction trans-
formée. Autrement dit, la multiplication par 2 de la période 2w, n’a
pas eu d’autre effet que de changer pu i discriminant négatif en une
fonction p,u & discriminant positif, qui a pour périodes primitives
les quantités 2w, et 2w,, et qu’on peut par conséquent désigner par

’ ! ’ ’
Py (s 0., 0y e, ey, ey).

Pour déterminer les racines €, ¢,, e,, liées aux périodes par les
relations
! ’ ’
€y = Pp)0,, €y = (1) (02+ 0y), €y = Prz) 0y,

. \ . e Wy ) W
on attribue 2 « dans (35) successivement les valeurs —*, = —*, =2,

et 'on trouve

S 4(3’l =T @y - 2\/(02—~ e;)(ey,— e3),

’
Ly ==— 2ey,

(36)

( hey==ey—2V/(ea—ey) (ea— ¢s),

ou bien, en posant
G (P)=4p'—g:p — 83
fat =—3e,+ 2V (es),
(37) HES GV (e)s
hyi= 3e+2yf(e)

On passe maintenant de p(,, aux fonctions transformées suivantes
Pers Pay --+r Puyy qui seront toutes & discriminant positif comme
nous I’avons exposé dans la premitre partie de ce Mémoire; c’est seu-
lement le passage de pu & pu qui nécessite dans nos formules les
quelques changements que nous allons sommairement indiquer.

Calcul des périodes 20, et 20,. — D’apres les formules (37), on fait
I'évaluation des quantités a,, B,, y,, apres quoi, si 'on a «,<¥,, on
calcule @, la moyenne arithmético-géométrique de B, et v,. La demi-

’e . , s T
période réelle se trouve égale & ——-

20, ,

- . , o)
Si Ton a, au contraire, o, >v,, et par conséquent w, > 72’ nous
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désignons les quantités «,, B,, v, par A,, B,, C,, et nous cherchons la
moyenne arithmético-géométrique B, de A, et B,.

C’est alors la demi-période imaginaire qui est donnée par I’égalité

Wy T
2B,
_w:m o
En désignant ensuite par ¢, et ¢,, les quantités ¢ " ete o, on
aura
_Bi— [
7 =g o ’
o Bl - .‘\1 I
T = 3 T 11 )
BIB:BY. ..
Caleul de u connaissant pu. — Supposons d’abord « réel moindre
que w,, il convient maintenant de poser
VUL — €y Py 2t — ¢ Doy bt — ¢!
!./JL__.__.._: = colg,, \,{.,J,.(‘Q.m.-___,14 == coly,, ‘Y/_J @A % coly,, ...,
B 72 A
et 'on aura
(39) coto, = @:‘ col2 g, cotg, == ;j cot2oy, R, == ;;ﬁl’;;

Pour 'argument imaginaire ¢, que nous supposcrons tout au plus

/ s (J),‘z » \ s ) 3 ) « y
égal 7 afin que, apres la premiere transformation, "argument 2¢
. . 0y A
soit moindre que —*; nous aurons de méme
Véa—p¥ Vel —pa 29 Vel—pa by
b —ent Yo AIDZ = cot Lol EEAT = cotg .
Yl CPO7 72 <P1’ 73 -Pz, ?
tangg, = L2 si
g(le—- '—SIDZCPU,
B
tang o, = ﬁsinch“
(40) 72

= 2—:;‘ log cot(%f — (p,,,_1>.

~le
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Enfin, dans le cas de I’'argument complexe u + v<v§ w—;>, on pose
Vp(u—+0)—e -
———2 == cotg, e~0,
£
2(u +¢) —é )
VP 2 ( )— ¢y . coto, e=10,
72
u-+¢)—e’ )
\/P(z) 4( ) f — colo, e-—zf),’
73
............................. R
et ’on trouve
V2 08 0, — X 73 . o
£2 coto, cosl,= cos b, cotaq,, 7 col@, cos b, == cosf, colag,, cy
1 2
cotl, = cosl, cos2q,, cotf,= cotb, cos2q,, ...,
41) (¢ I
(41) u = —— arc tang (tang29,_, 0s0,_,),
2”Yn
[ I _I-+sin29,_,sin 0y
\ i antly, 1—8in29,_,sinf,_,

On le voit, pour avoir ces formules, il faut seulement changer ¢, et
v, en e, et B, dans les formules que nous avons déduites pour le cas
du discriminant positif.

Remarquons quc le champ de ’argument imaginaire ¢ s’est encore

! ’ b ’
. L , N2 . coG)y 3w,
restreint : de zéro il ne s’étend qu’a 7 Si 'on avait )T Lo —%
4
il faudrait introduire au licu de ¢ 'argument complexe ¢ — w,; dans le

3 w! . —
4"' < ¢ <L w),, on introduirait w, — ¢.

cas

La fonction Cu. — Les constantes a évaluer seront maintenant
Corg ==y, Lwy =y,
entre lesquelles il y a la relation
W) Ng— Wy Ny = LT.

On trouve bientot qu’il suffit de remplacer ¢, et y, par e, et B, dans
la formule (20).
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Il viendra

N __ 2 2 -3
(42) w—~2 =or2B2  —(ey+ Pl 42y 4yl .. 2m 7yl ).
3

Dans la formule (23), pour le calcul de {u dans le cas d’argument
réel, il n’y a aucun changement. On a toujours

Ty UL y
Lu— == =y C0lgpmy -+ (Fo+ Fiok oo Fus),

Fo=27, cos20,,
(43) Fi= 25, sinag,,

F——
Sin29,4
La formule (24), qui sert également & évaluer Cu, se modifie et
s’écrit maintenant
Ny UL .
Cu— -f)« = By cotgy— (By— vy) sin2g,
2
= (Ba— ys) sin2g, (11 2¢0829,)
(44) ¢ A (Ba—73) $IN29, (1-1- 2 CO329 -1 OS2 P, COS2,)
= (Ba— 74) 5IN2 0y (1-+ 2CO8 29,1 § COS$ 294 COS 2P,
-+ 80829, COSRY; COS2Y,)

On remarque que, dans le premier terme de (24), v, est vemplacé
par B,, et que le second terme a changé de signe.
. . o)) .
Pour I'argument imaginaire v<v§ Jlf)’ on trouve, en prenant n==3
§
Cy — Ty

(45) 2

)

=—iB; coty,

— (B1—y1) itang2 gy + (B, — 75) {tang2 g, <x+ ;,(‘,:2%)'

La fonction du. — L’argument u« étant réel dans la formule (28),
on n’a qu’a changer v, en §,. Il vient
2.2

u*
logo?u —
0g o

)

sing,—;\* et
=1 log< ¢ ‘>— ! log(283:C0t )" ™" (27,0t 0,)*" ™. .. (27,— COLG,—s)%

- DY 'Yn gn—1
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soalement pour 'argumentimaginaire v<9’3 on aura, aulieu de
également pour 'arg ging =0 ura, au lieu de (29),

1 1

tang2 9, \* e
— oo 2T ) — ——]oo ot 28t (g t o
o IOD (2,/” CO[CP,,,..;) on—I1 0g (zﬁ'lc CPO) ( YZCO ‘Pl)

gn—2

(47) ‘
( "'(2}/11—100“17/: 2%

Dans la formule (30), il n’y a rien & modifier : on aura toujours

0]()Wd(u+ ) Luen,
TR (w4 e) Wy

(48)

)
S7m3 ATC (ang (€082 ¢4y tang0,_1) -+ s (2770 20 0, ).

Ann, de I’FEe. Normale. 3* Série. Tome X1. — Mans 1894. 10



