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MEMOIRE SUR L’OPTIQUE.

INFLUENCE

DU

TERME DE DISPERSION DE BRIOT

SUR LES

LOIS DE LA DOUBLE REFRACTION,

Par M. E. CARVALLO,

PROFESSEUR AU LYCEE SAINT-LOUIS.

INTRODUCTION.

1. En étudiant la dispersion de la lumiere dans le spath d’Islande,
j’ai rencontré des particularités dont les conséquences peuventapporter
d’importants documents sur la théorie de la lumiere. Celle qui m’a
paru le plus remarquable, et que je me propose d’approfondir surtout
dans ce Mémoire, est relative au terme de Briot : elle permet de tran-
cher entre Phypothese de Fresnel et celle de Mac-Cullagh et Neumann
sur la position de la vibration lumineuse par rapport au plan de pola-
risation d’un rayon polarisé rectilignement.

Considérons un faisceau lumineux parallele, réfléchi par le miroir M
(fig. 1) et suivant le chemin SIR. Pour une incidence convenable, le
rayon IR est polarisé : la vibration lumineuse est rectiligne, perpendi-
culaire au rayon; de plus, elle est ou dans le plan de polarisation,
suivant @, ou perpendiculaire & ce plan, suivant 6. C’est une consé-
quence mathématique de I’expérience de Fresnel et Arago, dans la-
quelle deux rayons polarisés et sensiblement paralleles interferent st les
plans de polarisation sont paralleles et n’interférent pas st ces plans sont
perpendiculaires.
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Tout le monde est d’accord sur ce point. Mais la vibration est-elle -
perpendiculaire au plan de polarisation, suivant I’hypothese de
Fresnel? Est-elle au contraire dans le plan de polarisation, comme le
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Fig. 1.

’

N /S

veulent Mac Cullagh et Neumann? Telle est la grande et longue que-
relle.

« Il parait difficile, dit Lamé, de décider par U'expérience laquelle
de ces deux directions est la véritable; car, quelle que soit celle qu’on
adopte, les deux rayons réfractés (dans un milien biréfringent) sont
polarisés & angle droit, et toutes les conséquences relatives i la polari-
sation sont les mémes. »

In parlant ainsi, le célebre physicien n’entend s’occuper que du
terme principal de équation du mouvement lumineux. Je pense que
la question peut au contraire étre résolue par I'étude des termes de
dispersion, et j'espere pousser Ja démonstration assez loin pour con-
vaincre la généralité des physiciens et des géometres en ne leur de-
mandant que des choses admises par tous. Mais cette question m’a
conduit & diverses recherches dont plusieurs ont été fructueuses et que
je dois faire connaitre, notamment sur les formules d’interpolation et
les formules de dispersion, et sur les erreurs systématiques des me-
sures goniométriques. Le Mémoire sera partagé en quatre Chapitres.
Le premier traite des formules d’interpolation, préliminaire néces-
saire au deuxieme Chapitre; celui-ci, par I'étude des formules de dis-
persion, pose les bases du troisieme Chapitre, ol I'on s’occupe de I'in-
fluence de la dispersion sur les lois de 1a double réfraction. Enfin, le
quatrieme fournit le controle de la théorie par I'étude expérimentale
dans le spath d’Islande.
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CHAPITRE I.

FORMULES D'INTERPOLATION ET DE DISPERSION.

2. Une formule de dispersion est une relation d coefficients numé-
riques applicable & une certaine étendue du spectre et qui lie I'indice
de réfraction & la longueur d’onde. Dans la recherche d’une pareille
formule, comme dans celle de toute formule d’interpolation, on ren-
contre deux sortes de difficultés : ¢’est d’abord le choix de la forme
analytique qu’on doit adopter; celle-ci dépend des idées théoriques
particulieres au sujet; j’en remets donc 'étude & un autre Chapitre
et me contente de dire ici que, résultant d’'un développement en série,
la formule sera linéaire par rapport aux coefticients inconnus. La
forme étant choisie, il s’agit de faire concourir toutes les observations,
chacune avec le poids qui lui convient, & la détermination des coeffi-
cients en nombre moindre que contient la formule.

Deux méthodes principales sont usitées pour cet objet, celle de
Cauchy inventée tout expres pour ses études sur la dispersion, et celle
de Legendre (méthode des moindres carrés). La deuxieme scule est
conforme au Calcul des Probabilités; néanmoins fa premiere lui est
généralement préférée, a cause des grands avantages pratiques qu’elle
présente.

La divergence des deux méthodes vient de ce que les formules de
Cauchy, prises dans leur sens restreint, fixent d’une facon absolue,
et différente de celle des moindres carrés, les combinaisons a faire des

observations. J’ai pu heureusement leur donner une grande généra-

lité. La souplesse qu’elles y gagnent permet de leur faire représenter
telles combinaisons que I'on veut des observations, par suite de les
adapter & la méthode des moindres carrés en conservant tous leurs
avantages pratiques.

Bien plus, elle permet de modifier, dans le cours des calculs, le
poids d’une ou plusieurs observations. Ces modifications sont quelque-
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fois nécessitées par une évaluation erronée de la précision des expé-
riences; d’autres fois, elles simplifient les calculs sans leur faire perdre
de leur exactitude; dans tous les cas, elles permettent de faire la part
de ce que la méthode des moindres carrés présente d’utiles indications
ot de ce quelle offre de dangereuses illusions.

Jexposerai la méthode de Cauchy, puis la généralisation et I'adap-
tation de ses formules & la méthode des moindres carrés; enfin je pré-
senterai quelques observations critiques sur les deux méthodes.

§ I. — Méthode de Cauchy.

3. Soit a déterminer les coefficients @, b, ¢, ... de la formule
(1) Y =au = he 4w 4.,

dans laquelle des systemes de valeurs simultanées des variables y, «,
¢, w, ... peuvent étre déterminés expérimentalement. A chaque ob-
servation correspond une égalité telle que la précédente, de sorte que
I'observation de rang ¢ donne
Vimm @l o= e

Généralement, le second membre de la formule (1) résulte d’un dé-
veloppement en série, de sorte que les termes décroissent rapidement;
cette remarque a conduit Cauchy a procéder par approximations suc-

cessives.

4. Premucre approximation. — Je suppose d’abord que les termes

qui suivent le premier sont négligeables; alors les observations, au
nombre de 2, donnent, pour déterminer a, les égalités

Y= auy, Y= auy, Cey Vo= all,.

Je prends deux axes coordonnés Ox, Oy (fig. 2); je considere le
pointM,, quia pour coordonnées OP, = «,, P, M, = y,, et je joins OM, .
Le coefficient angulaire de OM, est %—‘; c¢’est donc la valeur qui résul-

1

terait pour a de la premiere des égalités (v). A chaque égalité répond
deméme une droite dont le coefficient angulaire est une détermination
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de a. Si donc les observations étaient exactement concordantes, toutes
ces droites coincideraient en direction; mais il n’en est pas générale-
ment ainsi. La solution de Cauchy consiste & prendre la résultante
OM (') des droites OM,, OM,, ..., OM, et & adopter pour valeur de
I'inconnue a le coefficient angulaire de cette résultante OM. Pour ob-
tenir celle-ci, il suffit, comme on sait, de joindre le point O au centre

Fig. 2.

de gravité G des points M,, M,, ..., M, et de porter sur la droite ob-

tenue le segment OM = »OG. Reste & représenter 1’écart entre I'obser-

vation et le calcul. La valeur de y correspondante & u, est, par la pre-

miere observation, y, =P, M,; si jappelle N, I'intersection de P, M,

avec OM, la valeur correspondante & l'abscisse u, est aw,=P,N,.
I’¢cart entre I'observation et le calcul est donc

P1M1—P1N1:N11\11-

Cette explication géométrique, que j’ai cru devoir substituer a I'ex-
position analytique de Cauchy, conduit aux conclusions suivantes :

1° On reconnait dans la solution adoptée une généralisation de la
moyenne arithmétique ; G mérite bienle nom de point moyen, OG celui
de direction moyenne; d’apres une propriété des centres de gravité, la
somme algébrique des écarts N,M,, N,M,, ... est égale & zéro comme
pour les moyennes arithmétiques. -

2° On doit supposer toutes les valeurs de u positives; si u,, par
exemple, était négatif, on devrait, pour ne pas diminuer la précision du
résultat, changer les signes des deux membres de la premiere égalité.
Il suffit, pour s’en convaincre, d’imaginer le cas extréme ol la somme
u, -+ u, + ...+ u, serait nulle. Le point M, qui aurait pour abscisse

(1) La figure représente la construction pour deux points My, M,.
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cette somme nulle ne pourrait pas faire connaitre la direction moyenne
cherchée.
3° De ce qui précede résulte cette regle :

Ajouter membre a membre les égalités
(1) Yi= aly, Yo T= Ally, Ceey Yn== Ql,,

apres avoir multiplie les dewx membres de chacune d’elles par +1 ou —1,
sutvant que la valeur correspondante de u est positive ou négative.

Jappelle y, et u, les sommes obtenues dans le caleul de @, ct que
(pour me servir d’'une expression empruntée a la Mécanique) j'appelle
valeurs résultantes des nombres ¥ et des nombres w aflectés des poids
-+ 1 ou — 1. L’équation ainsi formée pour le calcul de inconnue «
s’écrit
(2) V== Ullg,
d’ott I'on tire

(A) pa—

2

Les éearts entre 'observation et le caleul sont
Ay, = Ya AV = Vo — Ya Ay, — Ya
Y17 Y1 T Uy, Yo == Yo Uy, S Vn=Yn— "= Uy.
Uy Uy Uy

Comme vérification des calculs numériques, la valeur résultante de
ces différences doit étre nulle; car elle a pour expression

Ayl =y — L2 I £
I_A}’Ju~—(,}’ . u> = Ya T U= 0.

“ %

5. Deuxi¢me approximation. — Ces écarts doivent présenter les ca-
racteres d’erreurs accidentelles; s'il n’en est pas ainsi, ¢’est que cer-
tains termes négligés doivent étre rétablis, et I’équation (1) doits’éerire,
en introduisant par exemple le deuxitme terme,

(1) ¥ =au ~ by.

L’équation résultante (2) de la premiere approximation s’écrira
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alors
(2) Ya= Qg+ bo,.

Je vais combiner les égalités (1) et (2) de manikre & mettre en évi-

dence les différences du premier ordre. Pour cela, je retranche membre
amembre ces égalités apres avoir multiplié les deux membres de (2)

1 ) . Iy Ly
par - ;] obtiens ’égalité

(3) —Yay=pflo— Lo
Y @, 4 i uq,
que j’éeris avec Cauchy
(3") Ay =bAy,
’ ’ ’ g 2 r T Xll
en représentant d’une fagon générale par AX la différence X — == u.

La
Iégalité (3") écrite pour chacune des n observations fournit 2~ nouvelles
égalités ne renfermant plus que U'inconnue & et sur lesquelles jopere
comme dans la premiere approximation. Je les ajoute membre & membre
apres avoir multiplié les deux membres de chacune d’elles par + 1 ou
—1, suivant que la valeur correspondante de Av est positive ou néga-
tive. Je représente par indice b les valeurs résultantes fournies par
les nouveaux poidset, au lieu de [Ay], par exemple, j’écris Ay,, ce qui
ne risque pas d’apporter de confusion.
Jobtiens ainsi, pour déterminer &, I'équation

(hy Ay,= bAvy,.

Le systeme des équations (2) et (4) donne, pour les inconnues «
et b de la deuxieme approximation, les valeurs

B>

(p— B2
. ‘bﬁA"b’
(B) ¢ 0
’a_—_lﬁ__ Ya,
i Ug Ug

Les différences entre I’observation et le calcul s’obtiennent en écri-
Ann. de U'Ec. Normale. 3¢ Série. Tome VII. S.2
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vant, pour les n observations, la formule

Aty =Ay — Y2 Av.

Elles offrent les vérifications suivantes :
Aty,=o, Aly,=o.
6. Troisieme approximation. — Si ces différences ne présentent pas

les caracteres d’erreurs accidentelles, les égalités précédentes doivent
s’écrire, en ajoutant un troisieme lerme,

(1) Yy =au ~+be -+ cw,
(2) Ya == Uy ~+ boy ~-cwy,
Ya Pt Wy
(3) Yol e b(v _— u> - (:(sv~— - u ),
. Uy U, w,
(.9)") A} P/} A(’ —= (,'A(!‘,
4) Ay == b Avy -+ ¢ Ay,

- ,, ., . i
Multipliant les deux membres de I'égalité (4) par 4~ Av el retran-
) b

chant membre & membre de I’égalité (37), jobtiens la formule

(5) Ay — i?;l' Ap==c <Aw —_ icl: Au),

que j’éeris, toujours avec Cauchy,
(5" Ay == cA*w,

) ycette égalité servations et j’en déduis,
Jeforme cette égalité pour chacune des n observations et j'en déduis
pour déterminer la seule inconnue restante ¢, I'équation résultante

(6) Ay c Ao,

Les équations résultantes (2), (4) et (6) déterminent les trois
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inconnues a, b, c. Il vient ainsi, pour les formules de résolution,

_ Ay,
— Atw,’
) b — Ay, e A,
A("o ) A"‘[, ?
a — Lﬁ — b f‘_‘f —_ &

| Uy, Uy Uy,

Les différences entre ’observation et la théorie s’obtiennent en écri-
vant pour les n observations la formule

Ay
Je Argy,

34— A2y Ve
Aty =A%y A,

Klles offrent les vérifications
Aly,=—o, ANy,=o, Ady,.=o.

Sices différences ne présentent pas les caracteres d’erreurs acciden-
telles, on ajoute un terme aux équations précédentes et I'on continue
ainsi de suite jusqu’a ce qu’on obtienne des différences qui satisfassent
a cette condition. La loi de formation des diverses équations est d’ail-
leurs mise en ¢vidence ; pour ne pas alourdir les explications suivantes,
je supposerai la formule (1) limitée & trois termes.

§ II. — Généralisation des formules de Cauchy. Adaptation de ces formules
4 la méthode des moindres carrés.

7. Dans le but de donner plus de généralité aux formules, je rem-
place les poids + 1 et — 1 de Cauchy par des poids arbitraires; des
lors I’équation

(2) Ya= Qg+ boys—+ciw, (p. 10, n°6)

représente telle combinaison que on veut des n égalités (1). De
méme, les équations (4) et (6) (p-10,n° 6) représentent telles autres
combinaisons que 'on veut des égalités (3") et (5") et, par suite, des
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égalités (1) d'ou elles sont déduites. En conséquence, les formules (C)
qu'on tire des équations (2), (4), (6) donnent les valeurs des in-
connues qui résultent de trois combinaisons arbitraires des égalités
(1); autrement dit, si I'on dispose convenablement des poids arbi-
traires, on peut faire représenter aux formules (C) telles combinai-
sons que l'on veut des observations; ces formules renferment done
toutes les solutions imaginables et, en particulier, celle des moindres
carrés.

8. Or voici cette solution :

Multiplier les deux membres de chacune des égalités (r) par le
~multiplicateur « de @ dans cette égalité et ajouter membre & membre
les égalités obtenues; on aura une premicre équation résultante rela-
tive & @. Former de méme deux autres équations relatives i b et ¢
a Paide de poids égaux aux valeurs observées de ¢ et w. Si je dé-
signe par les indices @, & et ¢ les valeurs résultantes formées de ces
trois manieres, les trois équations obtenues pour déterminer «, b, ¢
s’écrivent

(a) Ya = AUy -t boy -t vy,
(8) Yo == atty, -+ by, - cwy,
¢ Ve ==ty + by, ~+ ¢,

Par cette solution, la somme des carrés des écarts entre Pobserva-
tion et le calcul est rendue minimum, et la probabilité de 'apparition
simultanée de ces écarts, maximum. Je me contente de rappeler ces
résultats bien connus.

9. Pour ramener les équations («, B, v) aux formules de Cauchy
généralisées, je tire @ de la premiere et je porte la valeur obtenue
dans les deux autres; il vient

% (%2
(o) a = Lo ple e,
Uy Uy U,
(4 w
(B Yo= Ya__pla __  Pa Uy~ by, -+ cwy,
Uy u, Uy

Uy Uy 7

()1 Ye= <)—/~”3 —-—bﬁ — c—p—rj—f) Uy 4= by e+ cwo.



INFLUENCE DU TERME DE DISPERSION DE BRIOT, ETC. S.13
1’équation (), s’écrit, en ordonnant par rapport 4 4 et e,

Ya Yo Vo
p— —Upy=b(v,— 2wy ) +c(w,— —2u,).
y’ u b u, b b « b

a a

Or je remarque que y, — g—“ u, représente la différence

l=n =n i=n

J’a ’Va
-‘}~—- —_— l‘."’ g T— 1’~_._ LAy lt. ('.
EI.}Q i u, E iVi=— S Yi Uy i i

i=1 i=1 i=1

i=n B
qui s’écrit avec les notations adoptées > Ay, ou encore Ay,.
=1

De cette facon, les équations (§),, (y), prennent la forme

(B). Ay,= b Av,+ c Awy,
(7)2 Ay, = bAv.+ cAsw,.

Je tire b de équation (§8), et je porte la valeur obtenue dans I'équa-
tion (v),. J'obtiens de la méme maniere que dans la premiere substi-
tution

. Ay/) ' AW[,
(£)s b= m'—cm’
(7)2 Ay, =cAw,.

D’apres les formules (v)s, (B)ss (), les formules de résolution
sont, comme dans la méthode de Cauchy,

_ Ay
= Aw,
__A}’[, AW[,
(C) b——--A—Qb—Cm;
a::Zf —_— b-‘i‘i ——Cfff-
Uy, Uy Ug

10. Le calcul se fera de méme et présentera les mémes vérifica-
tions : il n’y aura de différence que dans la maniere de former les va-
leurs résultantes; mais cette différence est essentielle, car les poids
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donnés par la méthode des moindres carrés sont sculs conformes au
Calcul des Probabilités, tandis que les poids == 1 adoptés par Cauchy
ne le sont pas. Enfin le calcul de ces valeurs résultantes ne sera guere
plus compliqué que dans la méthode de Cauchy, si 'on observe que les
poids, étant de simples coefficients de confiance, ne comportent pas
la précision assignée par la méthode des moindres carrés; que, par
suite, il est naturel de les remplacer par des valeurs grossierement
approchées; ainsi le poids 5274 sera remplacé par 5000, de facon a
¢viter 'usage des Tables de logarithmes. Je reviendrai sur ce point
comme sur d'autres considérations théoriques; mais auparavant, je
vais donner le Tableau des formules et deux applications numériques.

§ III. — Applications.
{1. Voici le Tableau des formules & employer :

1° Calculdes differences.

e approximation..  Ay=y — S u,
- Uy

. L ¢ A
2¢ approximation..  Ap=z=¢ — = ¢, Ay Ay — il A,
Uy ) v Ay,
e R w , Aw Ay,
3¢ approximation.. Aw=w—-"u, Aw=Aw— " Aw, Ay=Ay— _‘y’ A,
Uy Ay, T At
.................. f e ey e

2° Veérfications. — X représentant une quelconque des variables v,
Uy 0y 0, ooty ON A

Xu ’ AXI P ! ¢ ’
[—u—u-u‘ldzxa, AX,=o, [K‘—,TfAv]a:o, ArX =0, .izi‘;A'ﬁwJu:—;o, A X, =0, ..,
AX/‘ —/» 9 “A"XL. \ T
R e S e ] E A
A2
é;-&A"w] —AX,, AX,=o, .,
L A%, ¢
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3° Calcul des coefficients.

— A%,
= g
Ay Aw
b= Lo __ e
Ag, Avy
a= 2 _pla __ Ta
U, Uy Ug )
4° Erreurs moyennes. — Les erreurs sur les observations de y sont

données par les dernitres différences formées. L’erreur sur y, étant v,
I’erreur moyenne pour m équations i p inconnues est, comme on sait,

/ X0}
&= .
m—p

Ces formules sont aussi bien applicables aux deux méthodes; mais
celle des moindres carrés permet en outre d’évaluer simplement les
erreurs moyennes qui en résultent pour les valeurs des inconnues a,
b, ¢, .... Ces erreurs sont données par les formules suivantes ('), ou
chaque lettre grecque représente I'erreur de la lettre romaine cor-

respondante

p" - 52 - 9 A(’(’/) 2 +
T Ay, “\4av, B
et o [ Ya\? NG
p2 e 4 2 f & 4+ — ...
o . B , 7 w,

12. A titre d’exemple et dans un but de comparaison, je vais ap-
pliquer les deux méthodes au calcul des formules de dispersion pour
le rayon ordinaire du quartz. Les résultats seront d’ailleurs utilisés

(1) Poir la démonsiration de ces formules, n® 19.
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dans la suite. J'emploierai pour ces calculs les valeurs inscrites dans
le Tableau suivant ou la premiere ligne indique la raie du spectre; la
deuxieme, la longueur d’onde %; la troisieme, l'indice ordinaire n;
la quatrieme, ’erreur moyenne e.

A. a. B. C. D,

) R ok, 760 40 ot,718 36 ol 686 74 ol, 656 21 o, 588 g1

Roviennnn 1,539 19 1,540 17 1,541 00 1,541 9o 1,544 25

ER +o0,8 *o0,4 0,6 0,8 #0,6
JOR I G'. h. 1.

) ot 526 go ol, 186 07 ol 432 56 o, 410 12 ol, 396 72

Hewiwunns 1,547 17 1,549 69 1,554 13 1,556 50 1,558 16

e o, 0,4 +0,8 *o0,7 =l N

Ces déterminations d’indices, dues & M. Macé de Lépinay ('), ont
été faites avec une tres grande précision et m’ont paru mériter plus de
confiance que les mesures faites antéricurement. Jai adopté, pour
la formule de dispersion, la forme (?)

I
— =a-+ il
n

, .. 2 )
dans laquelle » représente I'indice; [ = ~ est la Tongueur d’onde dans
le cristal, quotient de la longueur d’onde dans le vide par I'indice;

2 . N , » I P
a, b, c, ... sont les coefficients A déterminer. Les valeurs de — %, [

se calculent facilement au moyen des données précédentes n et A.
Elles représentent les valeurs de y, ¢, w des formules générales
(n° 11). On doit faire ici w =1. Je donnerai d’abord le calcul par la
méthode de Cauchy, puis le calcul par celle des moindres carrés; les
premieres différences élant les mémes dans les deux méthodes, je ne
répéterai pas cette partie du calcul dans la deuxieme.

(1Y) Journal de Physique, avril 1887.
(2) Voir plus loin, Chap. 11, § L.
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13. Voici le calcul d’une formule de dispersion pour le rayon ordi-

naire du quartz, par la méthode de Cauchy :

1° Calcul des différences.

=1, . Ay, ... A, , As..
Raies. y=— Ay ——A—";At. Afy. T Avy A%y
Ao 0,422101 -+ 4345 — 4191 -+ 154 — 153 + 1
oo 0,421563 -~ 3807 — 3742 -+ 65 — 62 + 3
B..... 0,421109 -+ 3353 — 3349 + 4 — 4 o
(DRI 0,420618 -+ 2862 — 2913 — 51 -+ 45 — 6
D..... 0,419338 -+ 1389 — 1696 — 114 -+ 118 “+ 4
E..... 0,417757 -+ 1 — 128 — 127 -+ 132 -+ 5
I 0,416400 — 1356 -+ 1257 — 99 - 104 + 5
(' 0,414025 — 3731 -+ 3721 — 10 -+ 5 — 5
[/ 0,412764 — 499 -+ 5063 -+ 71 — 63 + 6
H..... 0,411885 — 5871 -+~ 5981 -+ L10 — 117 — 7
:;5' = 0,417756 Ay, =—28¢061 A2y, =+ 805
“@
AV/I i 2,,)' .
Avy = — 0,0008979, T, = -+ 0,00480.
Raies. ¢ = (2 Ar. w = {2 Acw. _Aw, Av. A%,
Avy,
A.. 4,097 — 4,668 0,2440 —+0,1027 —O0,0708 —+0,0319
a. 4,597 — 4,168 0,2175 -+0,076% —o0,0632 —+o0,0130
B.. 5,035 — 3,730 0,1986 -+0,0573 —0,0565 —+0,0008
G.. 5,021 — 3,244 0,1811 ~+0,0398 —o0,0491 —0,0093
D.. 6,876 — 1,889 0,1454% -+0,0041 —0,0286 —0,0245
B 8,69 — 0,143 0,1160 —0,0253  —+0,0022 —o0,0275
F.. 10,165 -+ 1,400 0,098 —0,0429 —+0,0212 —0,0217
G'.. 12,909 ~+ 4,144 0,0775 —0,0638 40,0627 —0,00TI
he.. 14,404 -+ 5,639 0,00694 —o0,0719 —+0,085] -+0,0135
H.. 15,426 -+ 6,661 0,0648 —o0,0765 —0,1008 -+0,0243
Y4 = 8,765 Avp=32,234 =% =o0,1/13 Aw,=—0,488> A2, = —+o0,1676
Uy a
2° Caleul des coefficicnts.
A%y, p Arep Ja __ frmm
—C = e ¢ = — 0,000897 L2 =-4-0,417756
Nag 0,00480 Aoy ’ 979 Ua Y
Awry b Cq .
—_—C— = 27 — b= =+ 0,007233
“Zop ~+ 0,0000727 oy ,007
—cZa = —0,000678
Uq

¢ =+ 0,00480

b = — 0,0008252

Ann. de UEe. Normale. 3¢ Série. Tome VIL.
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14. Voici le méme calcul fait par la méthode des moindres carrés :

1° Calcul des différences. — Les colonnes poids indiquent les multi-
plicateurs approchés que j’ai substitués aux multiplicateurs exacts.

Poids Ay,

A)..
Poids. — =t Ap, 2y, — L0 A, 5y
Raies. Ay. Poids Av, Av Af) eno,o01. o An Ay
F: W “+0,004345 X —4,7 —4180 -+ 165 < +3,4 —162 -+3
Aovvvov. +0,003807° —4 —3733 -+ 74 41,5 — 71 43
B...... “+0,003353 —3,7 —3340 ~+ 13 o — 13 o
(7 -+0,002862  —3 —2005 — 43 0 -+ 36 )
D.o..... “+0,001582 —2 —1692 — 110 —2,3 ~+110 )
E...... 0, 000001 0 — 198 ~ 127 —2,7 129 9,
F...... —0,001336 1 —+1254 — 102 —2,2 -+105 -3
G'...... —0,003731 ~+4§ +3711 — 20 o “+ 15 )
Y/ —0,0040992  +5,0 5050 + 58 1,0 - 49) Q)
H...... —0,005871 06,7 -+5965 “+ 94 —+2,0 — 98 —4
Ayp=—0,143375 100 A2y, =-41738
Ay . A2y,
= == = 0,000809)31 —_—— = 00470
A, ),00089H51, M, -+ 0,00470
] 2aide
Raies. Av. Poids. Aw. Ay Av. A, Poids
Ay, eno,0r.
Aol — 4,668 < —4,7 ~+0, 1027 —(82, “+0,0345 < 43,4
Qorvvivnnn, e 4,168 —4 +0,0762 —610 40,0152 1,5
B......... — 3,730 —3,7 -+0,0573 545 ~+0,0028 0
Cuovvennnn. — 3,244 =3 -+0,03¢8 —474 -=0,0076 o
Dooooooe, — 1,889 —2 -+0,0041 —276 —0,0235  —9,3
E......... — 0,143 0 -~0,0253 21 —0,0274 9,7
Foovoiiii -+ 1,400 1 ~—0,0420 —+205 0,022 2,2
Glvennnnn. + 4,144 4 —0,00638 -+606 —0,0032 0
/TR -~ 5,639 ~+5,6 —0,0719 824 40,0105  =+1,0
3 D -+ 6,661 +6,7 --0,0765 —-+973 40,0208 9,0
Aoy =160,106 Awy =—2,3404 100 A2 = +0,3605
Awy,
— = —0,014618,
Ay A
2° Calcul des coefficients a, b, c.
Azyc Ayp J
—rl = 4 22 55 AL 417956
Ko, -+ 0,00470 Ao, = 0,0008¢955 lg + 0,417756
Ay, , Vq
— ¢ = = 0,000068 —b0 L = 007947
v ), 0000687 P “+ 0,007247
W "
—e ¢ —% = — 0,0000664
Ya

¢ = -t~ 0,00470 b = — 0,0008268 @ =40, 42431;9
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3° Erreurs moyennes. — Je les évalue en unités du sixieme chiffre
décimal.
Raies. 75
Aooooao., 9
(<23 9
Boooooooil o
Coveennnnnn. 49
Do.oooooe o
E.......... 4
Fooooooool. 9
0 LN 25
b 8r
H.o.o........ 16
Sn?:ﬁ 2= 29 s==5,4
22 X c2 ) e2
Ké:;‘ = 3000 -AT’[, =o0, 18 ;z; = 2,9
Awp\ 2 va \?
2 — 2( = —
(5)=rro #(2) =
g\ 2

2 (2} =16

| (52 = 1o

vi= 8000 B2= 1,9 a*= 309

v == qo B==r1,4 a === 17

En résumé, les résultats obterrus par la méthode des moindres
carrés sont les suivants :

e==3,4,
¢ ==+ 0,00470, b =—0,0008268, a =+ 0,424339.
g +=r14 *1y

Comme on va voir, ce calcul n’est pas absolument correct, parce
qu’on n’a pas tenu compte de ce que 'auteur des mesures a fait con-
naitre I'erreur moyenne de chaque détermination.

§ IV. — Cas de la précision variable; formules complémentaires.

15. La solution précédente des moindres carrés suppose que toutes
les observations ont été exécutées avec la méme précision. Cette hy-
pothese, qui peut étre quelquefois suffisamment vérifiée, est, dans
certains cas, trés contraire i la vérité. Je considere le cas de la préci-



S.20 E. CARVALLO.
sion variable qui a été traité par Gauss : je suppose que la valeur v,
soit la moyenne de plusieurs mesures, de facon qu’on connaisse I'er-

1

reur moyenne ¢, et, par suite, le poids h;= = de y;.
&;

La solution qui rend maximum la probabilité des écarts qui en ré-
sultent entre I'observation et le calcul est donnée par les ¢quations

(a)' Shiu; X yp=aXhi; < wi-+bZhiu; < v~ e Zhiu X< vy,
By Ehio; X yi=ahior X i+ bZhio; X o= cXhio; Xy,
() Zhiw; < yi== aXhiwi < wp-= bERiowy < v e Zhiov X< vy,

ol les sommes X s’étendent de ¢ =1 & ¢ = n. Ces équations peuvent
s’écrire comme les équations «, B, v (n° 8). Les mémes transforma-
tions (n°® 9) s’y appliquent et, par suite, aussi les formules défini-
tives C (n°® 9). Seulement X, X,, X, représenteront, non plus Xu,X,,
Yo; X Xov; X, mais XA X, Yhio X Yhow X,

16. Tutorime. — On peut, sans changer la valeur de la différence AP X,
intervertir Uordre des lettres par rapport auxquelles sont prises les diffe-
rences.

Pour indiquer par la notation Pordre de ces différences, je pose,
X désignant une variable quelconque,

(1) X = X0y A, X, X —Mo=A,X,
Uy 12
A X, R
(2) A X — ‘] Ao ]I’L Ay =47,(A,X) =A%, X.

Je calcule A2, X afin de vérifier que celte expression est symétrique
par rapport A u et v, a et b.
On a, d’apres les notations,
XI
(3) AX=X— "Ly
WU,

et, par suite,

(%) [AX D= Xo— X uy= L [0, X,— X, ],
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On a de méme, en remplacant X par ¢,

Ya I
A =p—"2u,  [A0ls= — (tavs— vutts).
u, Uy

Portant ces valeurs dans 'expression de A2, X, il vient

X 1, Xy — Xou ¢
3/,X:X'——(flt—-‘ @ b a b((‘—— @ )

Uy, Uy ¥p— VP ULy
Le coefficient du terme en «, dans cette expression, est

}\u + uaxh—“xu up < Ca __ Saxb_ “‘I)Xa_

"y UgVh— Vully Uy Ug¥bh— Vully

Jobtiens ainsi
"erh — 0y r"{a -+ iUy Xa — Uy XI: 0.

Ug ¥y — Cally Uy ¥ — Vo Uy

A?L/,X: x -+

Cette expression est bien symétrique par rapport a u et e, a et b, et
Pon a I'identité symbolique

(5) Az, = AZ,.
Il en résulte plus généralement que la différence A7, , est indépen-
dante de 'ordre des indices. C. Q. F. D.
17. Tuioreme. — On a
YA APX . APY=X1X.APY=2XAY.A?X,
Les signes ¥ s’étendent aux valeurs de 1 a n données a U'indice [ qui a ete
supprimé ict pour simplifier I’ écruture.

Je considere d’abord les différences du premier ordre.
Jai la suite d’égalités

Sraxaxy=3 /z(X-— &‘-u> (Y- _Y_“u)
Ug Uy,
:EhX<Y— —Z'f u> —_ )ILT: 2]ld<Y—%u>

::2 hX.A, Y — Xa <Ya—— -}% ua>

Uq a
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et, en remarquant que le second terme de cette expression est nul,
Y AX. A Y=2/X.A,Y.
JVobtiens ainsi

(6) 2hAXAY=22XAY=2AY.A,X.

Jétends ensuite cette formule aux différences d’ordre plus élevé.
Je considere, par exemple, les différences du troisieme ordre.
Jai la suite d’égalités

N A3, X AL Y =X /h.A(A2,X).A.(A2,Y), daprés les notations,

=Y. A2, X A (A2,Y), d’aprés Iidentité (6),
== D00 AL (A X). Ay (A2,Y), d’aprés Pidentité (5),
=00 AKX AL(AZY), d’aprés lidentité (6),
=N AKX AL (ALY), d’aprés identité (5).

Japplique encore une fois les identités (6) et (5).
Jobtiens, en définitive, la formule

YA, XA Y =YX AL, Y.

De méme, le premier membre a aussi pour valeur X2Y.A], X.

abe

C. Q. F. D.

18. Le sccond théoreme (n°® 17) montre que, pour calculer A*X,,
par exemple, on peut appliquer aux A*X les masses 2A?w au lieu des
masses A, ce qui est généralement plus avantageux pour le calcul;
car on évite ainsi des termes négatifs qui se présenteraient dans la
somme Z/Aw A*X, tandis que tous les termes de la somme ZA.A%w . A*X
sont positifs. De plus, les coefficients se groupent mieux, de facon
qu’on peut souvent appliquer un coefficient moyen ala somme de plu-
sieurs A*X. Enfin ce mode de calcul se rapproche davantage de la
méthode de Cauchy, ce qui facilite la comparaison des deux méthodes.
Pour ces raisons, je 'ai appliqué dans 'exemple précédent (n® 14).

19. Voici un artifice basé sur le théoreme précédent, et par lequel
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on peut établir intuitivement les formules des erreurs moyennes sur

les résultats. Soit & évaluer ’erreur du terme %—3‘—”
[+

On a, par I'application du théoreme (n° 17),

Ay, Yh.A%p. Ay

Atw, T Sh(Arw)? )

s 13 . A2 .
On reconnait la I'expression de la moyenne des valeurs Ag({ affectées

des poids A(A*w)*. Le poids de la moyenne est donc

Yh(Aw) = A2w,

’ T
et le carré de son erreur moyenne est T
(4

On en conclut, pour les erreurs commises sur les quantités,

Ay, b— Ay, Aw,, Ya _ p¥a _ %

r 9 ) = — C——> a— “— —_—
A, Agy, Ay, U, u, wu,

Cc =

les formules '

I I Asw,\2? 1 0\ 2 w,\?
) 9 9 ) 9 2 @ 2 a
]/ e 3 R + ) 5 o4 —— + 3- — + "= — .
A2y, Ay, 7 ( A(f/,> Ug u,,) 7 U,

v . \ I . . .
Je viens de traiter le cas ol A= 3 est variable; s’il est constant, il

se met en facteur dans 'expression du poids 2A(A*w)* qui devient
(A2 , . . A2,
= _ " et s’écrit, dans ce cas, avec les notations correspondantes, —-
[

On trouve ainsi les formules précédemment données (n° 11).

B

20. Je vais maintenant justifier cette simplification par laquelle on
remplace les poids exacts par des valeurs grossierement approchées.

B . u
Les multiplicateurs A;u;= E—‘ ne comportent pas une plus grande
7 .

P 1 .
précision que les facteurs - Or, si 'on se reporte aux nombres de
i
’ v o . . 1
M. Macé de Lépinay (n° 12), on voit que I’erreur relative de 5 monte au
i

. N . . . - Uz
moins i o, 1; il serait donc illusoire de calculer — avec une plus grande
i
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approximation. Il ya plus : si auteur avait omis de donner les valeurs
de ¢ ou, a fortiort, s’il n’avait fait qu'une mesure de » pour chaque ra-
diation, on devrait, faute de mieux, supposer tous les ¢ égaux et em-
plover les multiplicateurs u; comme je 'ai fait dans le calcul précé-

. , o 1
dent (n° 14). Ces poids sont erronés des facteurs - dont les rapports

&;
varientde 1 4 16. Quel intéréty aurait-il alors & employer, par exemple,
le multiplicateur 5274 au lieu de 5000, quand ce multiplicateur peut
étre erroné de seize fois sa valeur? Ces remarques s’étendent i toutes
les mesures, tout particulierement aux observations astronomiques,
olt la précision des pointés dépend de tant de circonstances variables.

21. Il me reste & calculer la perte de poids dont sont alfectés les
résultats par la substitution des valeurs approchées aux multiplica-
teurs exacts. Soient deux déterminations a, et a, de poids p, et p,.
Désignant par M la moyenne proprement dite et par P son poids, on
aura

(1) M == ”‘/)’____.:tf‘li:’, P = p,—+ p,.

Si, au lieu des poids p, et p,, on emploie pour multiplicateurs p, a,
et p,x,, on aura une nouvelle moyenne

M — L% T @apy T
P11 Py

Jévalue le poids de cette détermination.
Jai successivement, le poids étant I'inverse du carré de lerreur
moyenne,

(Garré de 'erreur moyenne SUr g . ...........uuue.,. [—)-~,
1
. 12 , 2
» APIXy e e, — (pray) = p i,
. ‘ g
I
» A Pagevvenvnnnnnnnn e (Poiry)t= Py},
P2
» A PLXy = UgPaZger ... P13~ pa2},
AUPL& = QaPa Ty P17} -!j/)gm’é

P&y~ Pally (P1&y - prs)*
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J'obtiens, pour la nouvelle moyenne, les formules

A Py = (3 P32 P1LL = Po s )2
(2) W= DT TPy (B pada)t
Pry— Pais Pr1&; -+ pax;

Elles reproduisent les formules (1) quand on y remplace les x par
I'unité. Je caleule aceroissement AP = A/(x,, -, ) obtenu en augmen-
tant de dx, et dx, ces valeurs égales a 'unité. Jécris, en bornant
Papproximation au second ordre,

Ap=ar+ L.

Je pose

B N ) - . 9
Sxpa) =g, X=(p@i+paza)y,  Y=prai--paai;

il vient
df =dX . Y-+ X.dY,
Af =X . Y '+ 2dX.dY'+ XY,
AX == a2 (pay+ paxy) (p, dey+ pydxy),
A*X = o (pydxy -+ pydar,)?,
AY Vo — a(p ad - pyxl)* (pray day+ pyxs day).
Y= G (prat 4 paad) Tt (pyay day ++ paxs day)?
—a(p a4 pyxl)(p, dxi + p, dx3).

Faisanl 2, = x,== 1 et remplacant p, + p, par P, il vient

X == P2,
dX == 2P (py doe, + p, dx,),
A2 X = a(p, dey+ pydaxy)?;
Y =D,
AY-'=— 2P~ (p,dr,+ p,dx,),
Y = 4 P8 (py daey + pydacy) — aP 2 (pydat + pyde])

et, en portant ces valeurs dans les expressions de dfet de d*/,

df = oD (pydz,+pyday) P~ —P 2P (pdr,+ pydz,),
A [ (prday - padaey)* Pt —-0.2P (prde +pydry) [—2 P2 (pydary + pydi,)]
4 P2 4P=3(py dxy + py dzy)? — 2P~ (py dwt +py dxs)].
S.4

Ann.de U’ Ee. Normale. 3¢ Série. Tome VII.
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o

Jobtiens, en définitive,

prde; == pydry)?
1)

df = o, L f = — ( — (pydzx}+ p,dz}).
Par ces formules, on vérifie bien que la moyenne M a le poids maxi-
mum; on en déduit, pour la perte relative de ce poids,

(3) él_{_’ (7 f’ﬁi) L et :fi :
\

De plus, dans I’évaluation approchée du poids, on remplace ce poids
P = p, + p, par une valeur erronée justement de p, dx, + p, da,.
I’erreur relative de cette évaluation est

'y~ Py ity
e

(4) LAk

Il importe en premicre ligne que cetle erreur ne dépasse pas la li-
mite qu’on s’impose pour I'évaluation du poids, par exemple 4. Un
coup d’eeil suftit pour réaliser cette condition. Des lors les termes
de la formule (3) sont négligeables devant le terme (4), et 'on sera
certain que l'nexactitude du caleul n’entraine pas sur le poids méme
du résultat ni sur son évaluation une erreur relative égale a .
erreurs sont bien inféricures, comme je U'ai expliqué, a Verreur im-
posée par la nature méme de la question.

Pour simplifier, j'ai considéré seulement la moyenne de deax dé-

(ies

terminations; mais, quel que soit leur nombre, la démonstration sub-
siste, el le probleme général de Iinterpolation se ramene par mes
formules & des questions de moyennes.

22. Comme application, je traite par la méthode de Gauss le pro-
bleme précédemment traité par la méthode de Cauchy; seulement,
poursimplifier les caleuls, je prends pour inconnues les corrections &',
b, ¢ qu’il faut porter aux résullats fournis par la méthode de Cauchy
P P N , I . .
(n®13). De cette fagon, y représentera non plus —» mais la différence

, , I
entre la valeur calculée et la valeur observée de 3+ Les valeurs de

cette différence sont empruntées i la colonne A%y (n° 13); celles de ¢
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sont les données de M. Macé de Lépinay (n° 12). Ces valeurs se rap-
portent, il est vrai, & n; mais, & cause de la faible variation de l'indice

.. 1 .
dans le spectre visible, les erreurs de ) leur sont sensiblement pro-

portionnelles. Il suffira, pour avoir les erreurs moyennes sur les résul-
tats, de multiplier les valeurs trouvées pour o, 3, y par la valeur ab-

d—l_-,

n= - 2
solue de — qui est — =

5,5.

1° Calcul des différences.

c. h. -
ceee 0,8 1,60 -1
o, 6,2 ~+3
e 0,60 2.8 0
cev. 0,8 1,6 —6
0,6 9,8 -4
0,4 6,2 -5
ceve 0,40 6,2 5
0,8 1,6 —5
e 0,7 9,0 -6
oo Ly 0,3 —7

Uy =-+31,3

hy.

-+ 1,06
-+18,7
(0]
I,
431,92
“+31,2
- 778
H=12,9

Yo 2,8

Uy
Raies. o= [
Aceoii, 441
Qoo 4,6
B........... 5,0
[ 5,5
Dooooooiin, 6,9
Boo..oo..oo. 8,6
| 10,2
G.ovni i 12,9
/R T4,4
3 (R 15,4

Ay Ay,

—1,8 +10,8
—“+0,2 — 4,2
—2,8 +22,4
—8,8 35,2
-+1,2 — 3,6
“+2,9 -+ 8,8
“+2,2 -+30,8
“‘7;8 “‘62:»/!
“+3,2 ~+41,6
—9,8 —29,4

Ay, =-+50,0

Ay
L 0,16
Avy

ho.
6,4
28,7
13,9
8,6
19,2
53,7
63,7
20,2
29,4
5,3

Pg == =240, 1

Ay, Av. Ay oo éji- A,
Av, : > 100 At
-+0,6 — 1,2 — 6,0 -+1,7
-+0,5 -+ 0,7 4 5,6 -+0,7
-+0,5 — 2,3 — 0,0 -+0,I
—1—0,[; -_ 8,4 - 8,:1 —-—0,/1
+0,2 -+ I,i — 8,4 —1,2
-0,1 -+ 2,1 —27,3 —1,2
—0,4 -+ 1,8 —12.,6 —0,7
—0,8 — 8,6 —17,2 —+0,7
—1,0 -+ 2,2 —+13,2 1,7
—1,2 —I1,0 —11,0 -+2,4
100 A2 )y =-—53,3

A‘?‘.}‘C =_5574

A2,

Av, h Av. Av,.
—3,9 — 6 -+ 23,4
"“374 —2I + 7I,4
—3,0 — 8 -+ 24,0
—2.,5 — 4 -+~ 10,0
—1I,I — 3 -+ 3,3
-+0,6 -+ 4 -+ 2,4
2,2 14 -+ 30,8
—+4,9 + 8 + 39,2
-+6,4 —+13 -+ 83,2
“+7,4 + 3 -+ 22,2

Aoy =-+309,9
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. Aw
Raies. w =2, TN Asw. Aw,,. — Ay
i
Ao 0,244 0,30 +0,097  —0,582 —o0,066
a.... 0,217 1,348 40,070 -—1,470 0,057
B.... o,199 0,557 0,052 —0,416 —o0,051
C.... 0,181 0,200 —+0,034 0,136 0,042
D.... 0,145 0,406 —0,002 —o0,006 —0,019
E.... o,116 0,719 -—o0,031 —o0,124 0,070
F.... 0,098 0,607 -o0,0i9 —o0,686 -o0,037
3. .. 0,077 0,124 0,070 —0,560 -~0,083
feooo. 0,069 0,138 —0,078 —1,014 0,108
H.... 0,066 0,020 0,082 —0,246 40,125
We= 4,599 Awy =~ 240
Yy Awyp
— =0, 1 — = —0,016
w 1147 o, 10169

. App,

-+0,031
—+0,013
~+0,001
—0,008
—0,021
-—0,021
—0,0I2
-+0,013
-+0,030
+0,043

2° Calcul des coefficients et des erreurs moyennes.

— AR

I e )

A%y,

A,

-+ 0,004800

¢ = 0,004745

== 55

e == 0T

A2w,

Ay .
-—'l-l-f mo e 0, 16
Avy
Aw

¢ 0,08
Apy

0= — 0,8

— 0,0008252

b = — 0,0008260

juindl 16}
— == 0,003
Ay, ’
Awp\2
v2( —2) = 0,029
{ (AV[) ) .’

f2:= 0,032

f=o0,18

Uy

A,

-+0,05
-0,08

0,00
—0,01
—0,006
—0,1 3
—=0,07
-+0,02
~+0,06
0,01

At
100,
-0, 155
-+0, 104

0,000
-0, 008
-+0, 126
-+0,273
-+0,084
-+0,026
—+0,180
0,043

100 A%07, == -0, 499

= 9,706

— == 6, 50

== 0,424315

el B

0,03

2,09
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§ V. — Remarques critiques sur les trois méthodes.

23. Voiel le résumé des valeurs que nous avons obtenues pour les
coefficients a, b, ¢ de la formule de dispersion y = a -+ bl== 4+ cl* et la

comparaison des nombres calculés aux observations de

pour les radiations calorifiques :

Quarts, rayon ordinaire.

a.

(1) Cauchy........... —o0,424311
(2) Moindres carrés ... —+o0,42433g
=1y
(3) Gauss ... —+0,424315
£
h. n.
13
LIRS € 1,5191
1,77 covv evnn. 1,5247
| S S 1,528
1,08, ..., 1,5338

¢ Am
0,88 ... ...... 1,537

Je ne fais pas la méme comparaison pour

b. .
—-0,0008252 -0,00480
—0,00082068 -+0,00470
=4 it}
—o0,0008260 —~0,00475
10 =6
I 4
— obs. — —cale.
n* ons nt cale
" observé eV
— observé .
n? (1). (2). (3).
0,43334 —14 -+ 8 — 3
0,43016 — 2 —+10 -+ 5
0,42780 -+ 9 -+15 14
0,42507 -+ 3 -+ 7 -+ 6
0,42325 —12 —12 —10

M. Mouton (')

les radiations ultra-vio-

lettes, parce qu’elle serait peu significative : on verra, en effet, que ces
radiations sont affectées d'un nouveau terme de dispersion.

Voici, d’autre part, les résultats de calculs faits pour le rayon
sxtraordinaire par Ies trois méthodes et dont j’épargnerai la reproduc-
tion au lecteur. On remarquera que la méthode de Cauchy et celle de
Gauss ont donné le méme résultat.

Quartz, rayon extraordinaire.

a.
(1) Cauchy et Gauss... -+o,419507
=
(2) Moindres carrés.... —+0,419494
416

b.

—0,0008295

*7

—0,0008288

14

[
-+0,00484%
=6
-0,0048¢
=)

(1) Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences, L.

1189 1879.

LXXXVII, p. 967,

1078,
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I 1
— obs. — — cale
nt n*
R 1 . .
A. n — observé. T
n* (1). (2).
"
P S 1,5278 0, 42842 —15 —a4
1,77 coeennnns 1,5335 0,42524 — 8 —13
1,45. 1,5377 0. 42292 -5 -+ 2
1,08 ......... 1,5427 0,42018 0 — 1
0,88......... 1,5%460 0,4183%9 —12 —1

24. Je constate sur ces nombres les faits suivants :

1° Rayon ordinaire. — La formule (3) de Gauss estla plus conforme
aux observations de M. Mouton; les formules (1) de Cauchy et (2) des
moindres carrés s’en écartent également de part et d’autre.

2° Rayon extraordinaire. — La formule (1) que concordent i donner
les deux méthodes de Cauchy et de Gauss est nettement meilleure que
la formule (2) des moindres carrés.

Pour les deux rayons, les ¢earts entre les observations de M. Mou-
ton et les formules (1) présentent une uniformité remarquable @ il ne
serait pas impossible qu’il y edt, surles radiations extrémes, A== 2%, 14
et A ==0"88, des erreurs systématiques voisines de — 14 el —12;
cela est assez vraisemblable aux extrémités du champ observable par
fa pile thermo-¢électrique; j'en ai moi-méme constaté Uexistence quand
on met 'écran trop pres de la pile. Je vais exposer d’autres remarques
basées sur la comparaison des erreurs probables de chaque détermina-
tion.

25. Voici le Tableau des erreurs probables données par M. Macé de
Lépinay :

Radiation ............ A « B G D B F 3 h Il
Rayon ordinaire ...... 0,8 0,4 0,6 0,8 0,6 0,4 0,4 0,8 0,7 1,7
» extraordinaire.. 1,9 0,9 0,7 1,0 0,5 0,8 0,5 0,7 0,5 0,4

Le hasard n’a-t-il pas une grosse part dans la détermination de ces
erreurs? Pourquoi l'indice de la raic H a-t-il pour erréurs moyennes
1,7 cto,4? Aucune raison ne permet de penser que les pointés ont été
quatre fois plus précis pour le rayon extraordinaire que pour le rayon
ordinaire, alors que les pointés de la raie @ auraient été deux fois
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moins précis dans le premier cas que dans le second. La méthode de
Gauss commande d’allfecter les observations de poids inversement pro-
portionnels aux carrés de ces nombres si incertains. Quel joueur con-
sentirait & mettre ainsi des enjeux proportionnels aux carrés de nom-
bres dontles rapports peuvent étre erronés de huit fois leurs valeurs? Ce
serait jouer trop gros jeu. Faut-il donc attribuer la variation des erreurs
au simple hasard et considérer les observations comme formant une
seule série de méme erreur moyenne? C’est la méthode des moindres
sarrés (que commande alors le calcul des probabilités. Les vésultats
nous avertissent que cette solution est la plus imprudente des trois. En
voici la cause :

Malgré les contradictions signalées, le Tableau précédent donne &
penser que les observations extrémes (A et H) sont les moins précises.
Or ¢’est & ces observations extrémes que la méthode attribue le poids
prépondérant dans le calcul de b et c. Ces difficultés d’ordre purement
pratique se reproduisent sans doute dans toutes les questions. La pré-
cision des observations n’est-elle pas toujours variable et d’une facon
4 peu pres inconnue? N'est-elle pas plus faible pour les éléments
extrémes ue nos sens ct nos instruments puissent atteindre? 8'il en
est ainsi, la méthode des moindres carrés n’estjamais applicable; celle
de Gauss Uest senlement si 'on connait la précision des diverses dé-
terminations qui doivent, pour cela, résulter d’un grand nombre de
mesures.

26. Il v a plus. Imaginons le cas idéal supposé par la théorie : un
observateur habile, nullement impressionnable, a observé un phéno-
mene toujours aussi net, débarrassé de toute erreur systématique,
avec un instrument connu, d’un régime parfaitement régulier. La so-
lution la plus probable est, d’apres la théorie, celle qui rend minimum
la somme des carrés des erreurs accidentelles.

« ..... Nous devons signaler d’abord une différence essentielle
entre la valeur la plus probable et la meilleure valeur & adopter. »
Ainsi s’exprime M. Bertrand dans son admirable Caleul des probab:-
litds (*). Voici le développement de cette pensée : « La valeur la plus

(1) Page 176.
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probable est celle dont la probabilité est la plus grande. Peu importent
les autres. Elles doivent toutes cependant diriger le choix a faire. S'il
est utile d’aceroitre la probabilité des petites erreurs, il est désivable
aussi de diminuer celle des grandes. S’attacher seulement & choisir la
valeur la plas probable, ¢’est imiter le joucur qui, pouvant espérer
un grand nombre de gains différents et craindre un grand nombre de
pertes, prendrait ses décisions de maniere & accroitre la chance de
gagner le gros lot sans aucunement se soucier des autres.

» En disant : « En présence de plusieurs mesures d’une méme
» grandeur, le parti le meilleur est d’adopter Ia moyenne », et « Ia
» moyenne entre plusieurs mesures est la valeur la plus probable »,
on énonce deux propositions diflérentes. On a eu tort de les con-
fondre. »

Cela est incontestable. La deuxivme proposition qui est le fonde-
ment de la théorie des moindres carrés de Gauss est-elle bien cer-
taine? La solution la plus probable a-t-elle méme une existence objec-
tive? Il y a bien lieu d’en douter : la probabilité d’un écart déterminé
dans un systeme de mesures de précision connue peuat étre définie et
salculée en admettant la loi des éearts de Gauss. Cest une approxi-
mation (rés satisfaisante. Mais les mesures une fois faites, les erreurs
sontdéterminées quoique inconnues; on n’a pas d’action sur elles. Les
raleurs des inconnues sont aussi déterminées; elles ont une existence
certaine et non probable. La solution la plus probable, s’il est permis
d’employer une pareille expression, est celle qui répond aux valeurs
véritables des inconnues, et il y a tout & parier que ces valeurs ne
rendent pas minimum la somme des carrés des cearts. Jadmets que
ces objections sont rejetées. La solution la plus probable a une exis-
tence réelle; est-elle Ia plus pradente & adopter? Pas plus que d’ « ac-
croitre la chance de gagner le gros lot sans aucunement se soucier des
autres », sans se soucier non plus des pertes possibles.

Le premier énoncé, plus vague que le second, est une indication du
bon sens : il n’a pas de prétention scientifique. Par mesure de simple
prudence, on adopte pour la grandeur mesurée la valeur qui laisse la
méme masse d'écarts de part et d’autre. Ce principe de prudence est
rigoureusement conservé dans la méthode de Cauchys; il est violé dans
celle des moindres carrés.
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27. Soit a déterminer, en effet, le coefficient angulaire a de la droite
(1) y=au.

Pour diverses valeurs exactes de «, on a mesuré les valeurs ap-
prochées de 'ordonnée y avec la méme précision. Le premier principe
des moyennes est exactement applicable; la prudence commande
(’adopter la valeur de @ qui laisse la méme masse d’écarts de y dans
les deux sens. D’apres la méthode des moindres carrés, on doit at-
tacher un plus grand poids aux plus grandes valeurs de y et déplacer
la droite fournie par la méthode de Cauchy, pour la rapprocher des
points de grande abscisse qui prennent ainsi une influence prépon-
dérante. N’est-ce pas supposer que le hasard change la loi des écarts
quand y cesse d’étre fixe pour devenir variable? Les plus grandes va-
leurs de y seraient-elles sujettes aux plus petites erreurs absolues?
Si le hasard a voulu que la plus grande valeur de y soit la plus er-
ronée, la valeur de « sera fortement viciée par cette détermination &
laquelle on a attribué I'influence prépondérante.

28. Voici une autre considération d’un ordre purement arithmé-
tique : en ajoutant membre & membre les égalités telles que (1),
comme dans la méthode de Cauchy, on a de grandes chances pour que
les erreurs, indifféremment positives ou négatives, se détruisent en
grande partie. Multiplions au contraire les deux membres de chaque
¢quation par la valeur de wcorrespondante, comme dans la méthode des
moindres carrés : les erreurs des premiers membres deviendront tout &
fait inégales, et cela d'une facon systématique, les plus grandes répon-
dant aux plus grandes valeurs de u. Elles ne se réduiront donc que si
les plus grandes valeurs de u sont voisines et nombreuses. Quant aux
valeurs plus petites, autant vaudrait les supprimer, tant elles ont peu
d’influence sur le calcul.

Cette dernibre considération conduit & I’extension naturelle de la
méthode de Cauchy au cas ol la précision des observations est va-
riable : si 'on estime, par exemple, que les mesures de I'indice  sont
affectées d’erreurs dix fois plus fortes pour les radiations calori-
fiques que pour les radiations lumineuses, on les affectera d’un coeffi-
cient dix fois plus faible, et non cent fois plus faible comme le veut la

Ann. de ' Fic. Normale. 3* Série. Tome VII. S.5
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méthode des moindres carrés. Les erreurs qui s’ajoutent seront ainsi
de méme ordre et offriront de grandes chances de réduction.

CHAPITRE IL

FORMULES DE DISPERSION.

§ I. — Choix de la formule.

29. Une formule de dispersion est une relation entre U'indice de ré-
fraction et la longueur d’onde. De nombreuses formules ont été pro-
posées, résultant de théories dont les principales sont dues & Cauchy,
Briot, von Helmholtz. M. Kettelerles a discutées dans unMémoire public
en 1887 (1). De toutes ces formes, plusieurs sont & rejeter comme con-
traives & expérience; les théories correspondantes sont au moins in-
completes. D'autres sont acceptables & peu pres également; ¢’est un
argument en faveur des théories quiy conduisent, mais non une preuve
de leur exactitude. Ne peut-on pas suivre une marche inverse : se dé-
gager d’hypotheses rendues peu vraisemblables par leur précision
méme et chercher une formule de dispersion en se basant sur les faits
ets’aidant seulement d’idées générales communes a toutes les théories?
puis tirer de cette formule, en quelque sorte expérimentale, des con-
séquences théoriques? Tel est le but que je me propose.

30. Pour simplifier les écritures, je considere une onde plane po-
larisée rectilignement dans un miliew isotrope tres pew absorbant. 1) élon-
gation n'a qu’une composante &3 celle-ci dépend du temps ¢ et d’une
seule coordonnée x normale au plan d’onde; enfin les trois équations
générales du mouvement lumineux se réduisent & une seule. Dans ces

(1) WIEDEMANN, Annalen der Physik und Chemie, Band 30.
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conditions, le prmmpe généralement admlq (au moins comme approxi-
mation) est celui-ci :

L’ équation du mouvement lumineux est linéaire, & coefficients constants

relativement a t et x, et celte équation réduite a ses termes principaux de-
vient

") TE A

penany \’Emv

qui est I'équation du mouvement dans le vide.

Cet énoncé est conforme & toutes les théories, méme a celle de
Helmholtz quand on suppose 'absorption tres faible : cela suffit. Cepen-
dant quelques points de cet énoncé ne constituent pas des hypotheses,
mais sont 'expression ou la conséquence des faits : ’équation est li-
néaire, ¢’est la conséquence nécessaire des phénomenes d’interférence;
dire que les coefficients sont indépendants de ¢ et 2, ¢’est exprimer
que le milieu est homogene et dans un état permanent.

31. Soient, pour une radiation déterminée, n, T, A, { U'indice de ré-
fraction, la période vibratoire, les longueurs d’onde dans le vide et
dans le milieu. On a, pour cette radiation,

(2) zz:si11<i7—;f—?‘%f+go), 1:%,
= étant la phase.
Je porte cette valeur de  dans 1’équation simplifiée (1). Multlplmnt

T’
est le carré de la vitesse de propagation ¢?, ll vxent 9= A. D'ailleurs,
I'indice de réfraction est le rapport des vitesses de la lumiere dans le
milieu et dans le vide; je suis ainsi conduit & diviser les deux mem-
hres par V2, carré de la vitesse dans le vide.

Jobtiens ainsi, en désignant par a le rapport de A au carré de la vi-
tesse de la lumiere dans le vide,

l
les deux membres de I’équation obtenue par 7 et remarquant que

1

- = da.
n?

(3)
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Maintenant j introduis dans I'équation différentielle (1) une déripée
) . dru
d ora’repau Km

La valeur dc « portée dans I'équation (1) donne, pour ce terme,

(>m)r
K 7/71‘;;— us

)

ST ol T .
celui-ci, multiplié par g buis divisé par V2, devient

K (am)e=2[-a+2T-rV=2;

je remplace T et £ par leurs valeurs

il vient

K(am)r=2 < hma+2pnd-2 < A=rVrs V=2 = K(am)r-2 V2o pp+2pa-2,
terme en A=P2n7-* dont le coefticient £ = K(2m)?2V" 2 ne differe de
K que par le facteur connu (2w)?-2V"=,

It en résulte, dans la formude de dispersion, un terme en K=" pt 2.

Je ne supposerai pas qu’on puisse introduire dans I'équation (1) de
termes d’ordre impair: ces termes sont incompatibles avec la propaga-
tion inaltérée d’une vibration rectiligne de période quelconques; ils
donnent des phénomenes, tels que absorption et la polarisation rota-
toire.

32. La méthode que nous avons suivie permet d’énoncer la réci-
proque de la proposition précédente, puisqu’a chaque terme de Péqua-
tion différentielle correspond un terme de la formule de dispersion :

St l'on est certain que la formule de dispersion prise sous la forme

I
——i::a—{".-.
n

contient un terme en N"P**ni=%, on peut affirmer que I équation différen-

dPu

tielle contient un terme en ————.-
e rme en o
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Le coefficient de ce terme pourra méme étre calculé au moyen du
coefficient correspondant de la formule de dispersion.

Quand on cherche expérimentalement quel terme on doit introduire
dans la formule de dispersion, on peut bien hésiter sur I’exposant de
n, mais non sur celui qu’il faut attribuer 3 A dont la variation est beau-
coup plus rapide. Un terme en A2 s’impose, et I'on peut hésiter seu-
lement entre les formes A=2n%, A*n, ..., A=2n"2, lesquelles répondent
gf—;:{ a%; - % D’autre part,
’étude des radiations calorifiques montre la nécessité d’un terme en
A%, Celui-ci répond & une dérivée d’ordre zéro, c¢’est-d-dire 4 un terme
en u; il n’y a donc pas & hésiter ici : ce terme est nécessairement de la
Jorme

aux dérivées du quatrieme ordre

cl2n—2=cl2.

Cest le terme de Brior, qui a été contesté tant qu’on s’est borné au
spectre visible. La nécessité de ce terme a été démontrée pour la pre-
miere fois par M. Mouton (*), et cela de la facon la plus complete. Elle
a ¢lé confirmée ensuite par les expériences de M. Langley (*) sur le
sel gemme, comme je I'ai montré (*).

33. Ces considérations sont subordonnées seulement a I’hypothese
précédente (n° 30) qu’il semble bien difficile de contester. Elles jus-
tifient le choix d’une formule de la forme

De plus, pour les radiations calorifiques et les grandes valeurs de 2,
elles conduisent, comme on vient de voir, & prendre pour variable /2.
Pour les valeurs petites de A (radiations ultra-violettes), on peut
prendre pour variable A=? ou /~*; mais le choix précédent de /* conduit
a choisir {72,

D’ailleurs, il parait assez naturel de prendre la longueur d’onde dans

(1) Comptes rendus des séances de U’ Academie des Sciences, t. LXXXVI, p. 967,
1078, 1189; 1879.

(2) Annales de Chim. et de Phys., 6° série, t. IX; 1886.

(3) Journal de Physique, 2° série, t. VIII; avril 1889.
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le milieu plutot que la longueur d’onde dans le vide. J'ai été ainsi amené
i construire pour chaque corps deux especes de courbes de la forme

(1) ~ = f(#*), favorable & I'étude des radiations calorifiques;

I .
(2) == o (), » » ultra-violettes.
Ces courbes ont tres nettement la forme d’hyperboles (). Leur exa-
men dispense de toute discussion numérique; leurs équations sont trés

sensiblement

b
(1) y=a-+- e,
(_.

(2) y=ma-+ba + o
La formule de dispersion est donc, avec une grande approximation,

I

— = a4 Ol 4l

n

D’apres ce qui précede, le principe (n°30) étant admis, il n’y apas a
hésiter sur les termes @ + ¢f?; le terme en £ = A~%n? est noins certain
et n’en exclut pas d’autres en A~*n... A *n7%, puis en A~".... On peut

N I . ~
méme constater sur les courbes —; = ¢(4°?) que, pour I'extréme ultra-

violet, elles s’affaissent sensiblement au-dessous de I’hyperbole; un
terme en /=" ramene bien la concordance entre la formule et I'expé-
rience. D’autre part, on constate que, si on laisse 'ultra-violet pour ne
s'occuper que des rayons visibles et calorifiques, la formule & trois
termes
;;E = a -+ bl cl?

représente tres bien les observations, tandis que, si Pon remplace le
terme en £~ par un terme en A%, il faut ajouter un terme en A=, C'est
la un nouvel argument en faveur du choix des variables ~* ou /* au
lieu de A% ou A*.

(1) Poir ces courbes (n°* 335, 38, 93, 96 et 99).
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§ II. — Applications.

34. Je vais appliquer la formule de dispersion au sel gemme et aux
deux rayons ordinaire et extraordinaire du quartz. Plus loin, on trou-
vera son application au spath d’Islande pour les deux indices princi-
paux et le rayon extraordinaire & 30° de I’axe optique. Si j’ai choisi ces
corps et m'y suis borné, c’est parce qu’ils offrent les séries de beau-
coup les plus étendues dans les deux sens. L’application de la formule
4 d’autres corps serait bien moins concluante. On trouvera (n® 35, 38,
95, 96 et 99), pour chaque corps, deux courbes ayant pour ordon-

’ 1 . . > 9 . I
nées — et pour abscisses respectivement /2 et /-*. L’échelle des — est

de 1™® pour 0,0002 (). Or, dans le spectre visible, les erreurs sur cette
quantité montent 4 peine 4 o,00001 pour des expériences bien faites;
dans le spectre ultra-violet, la précision est la méme pour les détermi-
nations photographiques; elle est dix & vingt fois plus faible pour les
déterminations & I'oculaire fluorescent et aussi dans le spectre calori-
fique. Les premieres erreurs sont donc inappréciables sur le gra-
phique; les autres se traduisent par des écarts d’environ ™=, Pour
calculer £ et £-%, j'ai évalué A en microns (r micron = o™®,001).
1’échelle des /2 est de ™™ pour o,01; celle des /-2, de 1™ pour deux
unités. Avec ces renseignements, la considération des courbes est
tellement nette qu’elle me dispensera de toute discussion numérique
pour justifier la forme adoptée pour la formule de dispersion, I'exis-
tence de chaque terme et la valeur pratique de chaque formule nu-
mérique. On remarquera aussi sur ces courbes la faible étendue du
spectre visible, et I’on comprendra combien il était difficile d’y dé-
couvrir le terme de Briot, la courbe % = f({*) étant tres sensible-
ment une droite dans cette région.

35. Sel gemme. — Par 'application de mes formules 4 la méthode
des moindres carrés, j’ai traité les nombres de M. Langley (*). Je me

(1) Mes dessins ont 6té réduils pour la gravure.
(2) LANGLEY, Annales de Chimie et de Physique, 6° série, t. IX, p. 433; 1886.
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contente de reproduire les données et les résultats de ce calcul (*) :

. n. =. = L. Aiy.
n=

5?301 1,5186 0,433624 0,082006 12,1855 —0,0001)

4,712 1,5201 432769 0,10407 9,6091 —_— 2,

4,123 1,5215 431972 0,13617 7,3435 -+ 7

3,534 1,5997 431202 0,18564 5,3868 -+ 19

2,945 1,5243 430387 0,26788 3,7330 -+ 9,

2,356 1,5254 499767 0,41920 2,3855 -+ 12

1,767 1,527 428754 0,74700 1,338y —_ 6

1,178 1,5301 427130 1,68713 0,5927 0
S 0,75940 1,53670 493470 4,09484 0,24491 - 08
Covevinnn 0,65630 1,54051 421377 5,50065 0,18150 e 10
Dyovnnnn. 0,58961 1,51414 419399 6,85879 0, 14580 - o1
by 0,51838 1,54975 4163068 8,03773 0,11188 -t 18
| 0,48614 1,55323 414503 10,2082 0,09796 -t 14
| P 0,39687 1,56833 406560 15,6163 0,06404 — I

Ces diverses colonnes donnent pour chaque radiation les quantités
marquées par les en-tétes; les deux premicres sont empruntées au
Mémoire de M. Langley; les trois suivantes s’en déduisent par le
calcul. La colonne A’y est le résultat définitif du caleul d’interpola-
tion; on y trouve les valeurs de Pexces ;‘- observé — HL calculé, ex-
primées en unités du cinquieme chillre décimal pour la partie calori-
fique, et en unités du sixieme chiflre pour la partie visible du spectre.
La formule obtenue est

/-:—“ =a -+ bl + cl?,

avee
@ =+ 0,429 373, b ==— 0,001 461 6, ¢ =+ 0,000371,

t=ra, =90, == 18.

Je reproduis la comparaison de cette formule (), que j’appelle for-
mule de Briot, et de celle de M. Ketteler (?)

2 e NG .
e N o o DA, k = 0,0008580, D ==1,1410,
=22, a*==9,328 83, 2% = 0,016 21,

(1) Journal de Physique, 2¢ série, t. VIII; avril 1889.
(2) Dispersions-Formeln ( Wied. Ann., t. XXX).
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avec les observations de M. Langley et celles de M. Joubin ('), que je
distingue par des caracteres gras. L’écart entre ces dernieres et la
formule serait diminué par un terme en /~*; mais les déterminations

des deux observateurs ne sont pas assez comparables pour justifier ce
nouveau calcul.

Différences.
Briot. Ketteler.
— — Briot Ketteler
I n observé. n calculé. n calculé. ohs.-cale. obs.-cale.
123

5,301(==65) 1,5186(= 2) 1,51834 1,51835 +o,000264 -+0,00025
f,719.(2 43) 1,5201(== 2) 1,52007 1,52007 + 3 -+ 3
4,123 (= 29) 1,5215(= 1) 1,56162 1,56162 — 12 — 12
3,534(=x19) 1,5227(== 2) 1,52303 I,52302 — 33 — 32
2,945(==13) 1,5243 (2= 0) 1,52433 1,52431 —- 3 — 1
2,356(=2¢) 1,5254(==1) 1,52561 1,52559 — 21 — 19
1,767 (== 5) 1,5272(2= 1) 1,52710 1,52712 -+ 10 -+ 8
1,178(==2) 1,5301(=£1) 1,53010 1,53007 o -+ 3
0,75940 1,53670 1,53069 1,53666 -+ 1 -+ 4

65630 1,54051 t,54049 1,54048 -+ 2 -+ 3

64370 1,54451 1,54114 » - 40

58901 1,54414 1,54412 1,54413 -+ 2 -+ I

53771 1,54839 1,54802 » -+ 37

53363 1,54875 1,54840 » -+ 35

51838 1,54975 1,54977 1,54979 — 2 — 4

50844 1,55116 1,55079 » -~ 37

48614 1,55323 1,55324 1,55327 — I — 4

47986 1,55436 1,55404 » -+ 32

46765 1,55596 1,55568 » -+ 28

44145 1,55982 1,55955 » -+ 27

39856 1,56810 1,56793 » -+ 17

39687 1,56833 1,56832 1,56830 -+ 1 -+ 3

36090 1,57877 1,57832 1,5783 -+ 45 -+ 47

34655 1,58391 v 1,58340 1,5833 -+ 51 -+ 61

34015 1,58641 1,58591 1,5858 -+ 50 -+ 61

32470 1,59330 1,59272 41,5925 -+ 58 -+ 80

27467 1,62790 1,62647 1,6251 -+ 143 -+ 275

25713 1,64870 1,64547 1,6430 -+ 343 -+ 570

23125 1,68855 1,68682 1,6808 -+ 173 + 775

22645 1,69900 1,69836 1,6900 -+ 164 —+ 900

(1) Thése pour le doetorat (Lnnales de Chimie et de Physique, 6° série, t. XVI, p. 136
ot 139).

Ann. de UEc. Normale, 3¢ Série. Tome VI S.6
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Voici la courbe que j'obtiens (fig. 3) en prenant pour abscisses

4 ’ I
les I* et pour ordonnées les —-

Fig. 3.

Echelle des Z.
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10,415
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36. Quartz, rayon ordinaire. — A Vaide de 1'oculaire fluorescent,
M. Sarazin a déterminé (') les indices du rayon ordinaire du quartz
dans le spectre ultra-violet jusqu’a la raic 32 de 'aluminium. En com-
parant ses nombres 4 la formule que j’ai obtenue par la méthode de
Cauchy pour le spectre visible (n°13), j"obtiens les résultats suivants :

(*) SaraziN, Comptes rendus, 1. LXXXV, p. 1230.
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A n. 12, L. ;:—‘ observé. ,—:; calculé. O'If_l_ﬁ(‘

9..... o,36090 1,56348 18,768 0,0533  0,409087 0,409080 -+ 7
10..... 34655  1,56617 20,424 490 407683 407692 — 9
1..... 34015 1,56744 21,234 470 407022 4oyor4 + 8
12..... 32470 1,57094 23,408 4oy 405210 405200 —+ 10

cd. 17..... 27467  1,58750 33,405 299 396800 396889 — 89
18... .. 25713 1,59624 38,538 260 392469 392634 —165
23..... 23125  1,61402 48,715 205 383869 384210 —341
2%..... 29645  1,61816 51,062 196 381908 382268 —1360
2B..... 21935  1,62502 54,885 182, 378689 379107  —418
V26..... 0,21431  1,63040 57,878 o0,0173 0,376194 0,376633 —i39
27..... 0,209838  1,63569 60,738 0,0165 0,373764 0,374269 —505

Zn. { 28..... 2060 1,64041 63,349 158 371618 372057  —439
2..... 0,20243  1,64566 66,089 o0,0151 0,369250 0,369846 —igb
30..... 0,19881  1,65070 68,938 0,0145 0,366998 0,367493 —4g5

Al. { 31..... 19311 1,65990 73,884 135 362941 363407 —466
32..... o0,18562 1,67500 81,430 o0,0123 0,356427 0,367175 —748

Si I’on forme une courbe qui a pour abscisses les valeurs de /~* et
. e I ’ I , A
pour ordonnées les différences — observé — —; calculé, on reconnait

que cette courbe a une forme parabolique, ce qui conduit & introduire
dans la formule de dispersionun terme en/=*. Quelle méthode employer
pour ce nouveau calcul d’interpolation? La méthode des moindres
carrés proprement dite? Mais la précision des observations est tout &
fait variable. La solution de Gauss ne peut étre non plus appliquée,
puisqu’on ignore la précision de chaque observation. Il y a plus, lin-
décision porte non seulement sur la mesure de , mais aussi sur celle
de %; le calcul montre, en effet, qu'une erreur de deux unités du qua-
trieme chiffre sur la valeur de X produit sur le terme b/-* de la formule
de dispersion une erreur qui, pour la raie 32 (aluminium), entraine
sur I'indice une erreur d’environ 20 unités du cinquieme chiffre dé-
cimal. Ainsi les erreurs sur la détermination de A, qui étaient sans in-
fluence dans le spectre visible, deviennent ici prépondérantes, en sorte
quil serait presque plus raisonnable de calculer A au moyen de l'in-
dice 4 I'aide de la formule de dispersion que de déterminer la formule
de dispersion par le concours des valeurs de n et A pour les raies

extrémes de 'ultra-violet.
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Il en serait rigourcusement ainsi, si un terme en /~* ne venait ajouter
son influence. On le voit, de graves difficultés surgissent; encore pour-
raient-clles étre résolues sil’on connaissait I’erreur moyenne de chaque
détermination de z et A, mais on est dans I'ignorance complete de ces
erreurs. La méthode de Cauchy s’impose donc par ses qualités de pru-
dence; mais, malgré sa simplicité, P'effort qu’elle réclame n’est pas
justifié par le peu de valeur des données du probleme d’interpolation.
Faut-il donc renoncer a faire concourir toutes Ies observations au calcul
des coefficients? A coup sir, moins que jamais, car une observation
isolée peut se trouver trés défectueuse. Voici donc la méthode a laquelle
je me suis arrété et qui parait réunir, dans une mesure convenable, les
avantages de simplicité et d’exactitude. J’ai groupé les observations en
plusieurs séries; pour chacune d’elles, j’ai pris la moyenne des équa-
tions qu’elle contient. Enfin j’ai traité ces équations moyennes en
nombre beaucoup moindre parla méthode de Cauchy, modifiée confor-
mément aux observations que j’ai présentées (n® 28) pour le cas de la
précision variable. Les groupes, au nombre de cing, sontindiqués dans
le Tableau suivant, dont la derni¢re colonne indique le multiplicateur
employé pour la modification de la méthode de Cauchy.

Nombre
d’ohservations. Observateurs. Multiplicateurs.
I.  Radiations calorifiques.... 5 Mouton. 0,5
. A, e, B, Covvvninni. 4 Macé de Lépinay. 4
HI. D,E, Fovnn e 3 Id. 3
.G, hHoooooooeeit 3 Id. 3
V. Raies 94 32............. 16 Sarazin. 0,5

De cette facon, les groupes II, III, IV servent exclusivement pour le
calcul des coefficients @ et b et contribuent & la détermination des
deux autres; le groupe I est prépondérant pour le calcul de ¢, et le
groupe V, pour le calcul de d. J’ai ainsi obtenu, pour les cocfficients de
la formule de dispersion,

1
o= A+ Ol=2 4 ¢4~ d -,
les valeurs suivantes :

a =4 0,424301, b = —0,0008222,
¢ =+ 0,00479, d = — 0,000000164.
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Voici le Tableau général de la comparaison des valeurs de n observé
et de n calculé. Segmenté en quatre groupes pour faciliter la lecture,
il offre comme variantes les nombres de Rudberg et de M. Mascart.

23
24
23
26
27
28
29
30
31
32

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

Al

v

2,14
1,77
1,45
1,08
0,88

0,76040
71836
68674
65621
58920
52690
48607
43256
41012
39672

38190
37288
36090
35802
34655
34401
34015
33602
32470
27467
25713

23125
22645
21935
21431
20988
20610
20243
19881
19311
0,18562

Rudberg.

1,54090
1,54181
1,54418
1,54711
1,54965
»
»

1,55817

Mascart.

1,53902
»

1,54099

1,54188

1,54423

1,54718

1,54966
»

»

1,55816

1,56019
1,56150

»

n obs.

1,5191.
1,5247.
1,5289.
1,5338.
1,5371.

1,53919
1,54017
1,54100
1,54190
1,54425
1,54717
1,54969
1,55413
1,55650
1,55816

»

»
1,56348
»
1,56617
»
1,56744
»
1,57004
1,58750
1,59624

1,61402
1,61816
1,62502
1,63040
1,63569
1,64041
1,64566
1,65070
1,65990
1,67500

» cale.

1,5190.
1,5247.
1,5291.
1,5339.
1,5370.

1,53919
1,54017
1,54100
1,54189
1,54424
1,54717
1, 54969
1,55411
1,55652
1,55815

1,56018
1,56154
1,56352
1,56402
1,56618
1,56670
1,56750
1,56839
1,57102
1,58751
1,59618

1,61383
1,61800
1,62485
1,63028
1,63553
1,64038
1,64551
1,65089
1,66040
1,67525

Diff.
0. — C.

-+

L+ 4+t

I.
0.
2.
I.
I.

WS = N RN =

(=2

19
16
7
12
16

15
19
50
25
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37. Quarts, rayon extraordinaire. — Les mémes considérations mon-
trent qu’il faut introduire un terme en /~* dans la formule de disper-
sion si on veut lui faire embrasser les déterminations de M. Sarazin.
D’ailleurs, il suffit de regarder les courbes de la fig. 4 pour voir que la
loi de dispersion est sensiblement la méme pour le rayon ordinaire et
le rayon extraordinaire du quartz. J’ai donc opéré comme dans le calcul
précédent. Seulement I'expérience du premier calcul m’ayant appris
que la précision des observations est assez bonne jusqu’a la raie 18,
pour devenir brusquement plus mauvaise a partir de la raie 23, j’ai fait
un groupe de plus; le cinquieme groupe allant de la raie 9 & la raie 18
du cadmium, et le sixieme, de la raie 23 du cadmium & la raie 32
de Paluminium.

J'ai ainsi obtenu la formule

,.‘ =@+ bl el dlb,

2
avec
a =-+ 0,419480, b == — 0,0008256,
¢ ==+ 0,00485, d == — 0,0000001253.

Enfin je compare les valeurs de n observé et de n calculé; le Tableau
suivant, disposé comme pour le rayon ordinaire, présente des écarts de
méme ordre.

A Rudberg.  Mascart. r obs. n cale. 0 Ii{‘:r'(]
2!:;4 » » 1,5278. 1,5276. i 2.
1,77 » » 1,5335. 1,5334. -+ 1.
1,45 » » 1,5377. 1,5378. — L.
1,08 » » 1,5427. 1,527, o.
0,88 » » 1,5460. 1,5458. 4+ 2.
Ao, 0,76040 » 1,54812 1,54813 1,54816 -3
Qovivnnn. 71836 » » 1,54915 1,54917 2
B........ 68674 1,54990 1,55002 1,55000 1,55001 1
Covvnnntn 65621 1,54083 1,55095 1,55093 1,55093 0
Dol 58920 1,55328 1,55338 1,55336 1,55337 —
E........ 52690 1,55631 1,55636 1,55640 1,55639 “+ i
Fooooo... 58607 1,55894 1,55897 1,55899 1,55899 0
Gl 43256 » » 1,56357 1,56356 “+ 1
/P 41012 » » 1,56604 1,56602 -+ o
H........ 0.3a672 1.56772 1.56770 1.56775 1 ABm4 -
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A, Rudberg. Mascart. n obs. n cale. 0 Dfic‘
| PPN o‘: 38190 » 1,50974 » 156985  — 11
M........ 37288 - » 1,57121 » 1,5%124 = 3
Deevninn 36090 » » 1,57319 1,57329 — 10
Novoooonn 35802 » 1,57381 » 1,57381 0
10....... 34655 » » 1,57599 13576006 — 7
L0 2 34401 » 1,57659 » 1,57659 o
£ 3 U 34015 » » 1,5774t 1,57741 0
P....o.. 33602 » 1,57822 » 1,5783% — 12
Queenenen 32856 » 1,57998 » 1,58011 — 13
12....... 32470 » » 1,58097 1,58106 — 9
R.o.o...e. 31798 » 1,58273 » I,58292 — 19
17....... 27467 » » 1,59812 1,59815 — 3
18....... 25713 » » 1,60713 1,60714 — I
22 SR 23125 » » 1,62561 1,62550 -+ 11
7 SN 220645 » » 1,62992 1,62982 -+ 10
/) SN 21935 » » 1,63705 1,63695 -~ 10
26....... 21431 » » 1,64268 1,64201 + 7
. AR 20088 » » 1,64813 1,64807 + 6
98,0t 20610 » » 1,65308 £,65312 — 4
20, ... ... 20943 » » 1,65852 1,65847 -+ 5
30....... 19881 » » 1,66410 1,66415 — 5
3l....... 19311 » » 1,67410 1,07415 — 5
32....... 0,18562 » » 1,68910 1,68957 — 47

38. Pour les rayons ordinaire et extraordinaire du quartz, I’accord
entre 'observation et le calcul est, on le voit, tres satisfaisant; les
écarts sont certainement imputables aux erreurs d’observation. S’ils
n’ont pas toujours les caracteres d’erreurs accidentelles, c’est qu'en
effet il y a des erreurs systématiques assez fortes provenant de ce que
les séries dues 2 des observateurs différents ne sont pas comparables.
Ce fait est mis en évidence par la comparaison des nombres dans la
partie visible : pour la raie B du rayon extraordinaire, la différence
entre les nombres de Rudberg et de M. Mascart monte 4 douze unités
du cinquieme chiffre décimal. Cette différence, beaucoup plus grande
que les écarts entre la formule et les nombres de M. Macé de Lépinay,
est de lordre des autres écarts. Deux seulement sont bien forts : — 50
pour la raie 31 du rayon ordinaire et — 47 pour la raie 32 du rayon
extraordinaire. Ce sont & coup str des accidents explicables dans ces
observations difficiles. Comme je 'ai montré, il faudrait tenir compte
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aussi de I'influence considérable des erreurs de A dans cette région
extréme du spectre.

Si maintenant on considere sur la fig. 4 Tétendue énorme des
courbes, on sera convaincu que la forme adoptée pour la formule pos-
sede une remarquable aptitude i représenter le phénomene de la

Fig. 4.
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dispersion. C’est [a une preuve sérieuse a 'appui de notre postulatum
(n° 30). Elle est de nature & donner un grand poids aux importantes
conséquences que nous allons étudier dans le Chapitre suivant.
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CHAPITRE TII.

DISPERSION ET DOUBLE REFRACTION.

§ I. — Influence du terme de dispersion de Briot sur les lois
de la double réfraction.

39. La double réfraction a provoqué bien des théories : illustrée
par les noms de Fresnel, Cauchy, Lamé, Mac Cullagh, Neumann, elle
a été Vobjet de travaux remarquables de MM. Maxwell, Sarrau, Bous-
sinesq.

Quoique tres différentes par les hypotheses, I'analyse et les résultats,
ces théories ont des caracteres communs : partir d’hypotheses précises
plusou moins vraisemblables, mais nullement nécessaires; en déduire
les formules du mouvement lumineux ; enfin vérifier que ces formules
conduisent aux lois expérimentales de la double réfraction. On néglige
d’ailleurs les phénomenes accessoires. La dispersion est 'objet de
théories spéciales.

On vient de lire dans la premiere Partie une marche inverse et qui
consiste & remonter de I'expérience a la théorie en partant seulement
d’idées générales qui sont en quelque sorte I’expression méme des
faits observés : c’est la méthode expérimentale. Dans cette voie,
M. Maurice Lévy a donné (') tous les systemes d’équations capables
de représenter les lois de la double réfraction pour une lumitre homo-
gene. Ils sont nombreux. Combien de théories pourraient enrichir en-
core le nombre de celles qui existent déja! Toutes seraient aussi in-
certaines. Au contraire, I'examen attentif des faits et leur comparaison
conduit 2 des conséquences nécessaires. Une seule de ces consé-
quences peut renverser tout un groupe de théories; aucune ne saurait

(1) Comptes rendus, t. GV, p. 10443 1887.
Ann. de UFc. Normale, 3¢ Série. Tome VIIL

w
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étre mise en suspicion par les conséquences d’hypotheses qui, pour
étre trés précises, n’en sont que moins probables. Je n’exposerai pas
les recherches que j’ai poursuivies dans la méme voie que M. Maurice
Lévy. Elles sortiraient du cadre de ce travail que je tiens & limiter
aux résultats positifs et utiles et ne pourraient guere étre exposées
sans le secours puissant des systémes linéaires. La simplicité d’éeri-
ture que donne cctte méthode de Laguerre, jointe & celle des quater-
nions, m’a permis d’aborder les termes de dispersion dans I'étude de
la double réfraction et de découvrir les conséquences que je vais ex-
poser apres les avoir dégagées de ces recherches.

40. Jai appliqué la formule de dispersion de Briot

,—:~ =cl4a+ 0l L

aux nombres donnés par M. Mascart (*) pour les rayons ordinaire et
extraordinaire du spath d’Islande. Les calculs, faits par la méthode de
Cauchy, montrent comment la méthode permet de s’arréter juste au
nombre de termes nécessaires pour renfermer les ohservations dans
une méme formule, trois termes pour le rayon ordinaire et deux pour
le rayon extraordinaire. Il importe de remarquer que cet avantage est
entierement conservé par I'usage des formules que j’ai données pour
Papplication de la méthode des moindres carrés. Cest Ia un résultat
nouveau dont I'intérét pratique n’échappera a personne. Ces considé-
ations me décident i reproduire les calculs, qui offrent d’ailleurs cet
intérét d’étre 'origine du présent Mémoire. Mais voiei d’abord le Ta-
bleau des données de M. Mascart :

Raies. A, Ny n,.
7 S 0,76040 1,65012 1,48285
Boooraoiiiii 68671 1,65296 1,48409
Covnriii e 65607 1,65446 1,48474
Doooe oo 58920 1,65846 1,48654
Eoeoriiiion. 52678 1,66354 1,48885
0,48607 1,66793 1,49084

(*) Comptes rendus, t. LVIIL
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Raies A, n,. n,.
1 0,43075 1,67620 1,49470
S 39681 1,68330 1,49777
38190 1,68706 1,49941
P 37288 1,68966 1,50054
N, 35802 1,69441 1,50256
L 34401 1,69955 1,50486
33602 1,70276 1,50628
Queenniniieaan.. 32856 1,70613 1,50780
Rooooiiioooa.. 0,31775 1,71155 1,51028

Dans ce Tableau, la colonne A donne les longueurs d’onde; les
colonnes n, et n,, les indices ordinaire et extraordinaire du spath,
pour les raies indiquées par la premiere colonne. On déduit de la les

1 N . . . ~ .
valeurs de — 7, I qui servent au calcul d’interpolation. Celui-ci

é¢tant disposé comme les précédents ne demande aucune explication.

1. Spath, rayon ordinaire.

Raies, D= ;l,‘- Ay. — AA—);:—: Av. Aty — Z‘%’A”w. Ay
Ao 0,36726 “+ 1275 — 12352 +23 —I9 -4
B...... 36600 + 1149 —1138 11 — 8 -+3
Cowrnn. 36533 -+ 1089 —1078 -+ 4 — 4 0
Do, 36357 “+  9gob — 911 — 5 “+ 4 —1I
E...... 36135 + 684 — 696 —12 + 8 —4
Fooo... 35945 -+ 494 — 504 — 10 -+10 0
Goooon 355 = 141 — 149 — 8 -+ 9 -+
Hooooon 35002 — 159 + 154 — 5 “+ 7 +2
Loooo.. 35135 — 316 ~+ 314 — 2 + 5 -+3
M...... 35027 — 424 -+ 422 — 2 -+~ 4 -+
N...... 34830 — 621 —+ 619 — 2 -+ 2 o
O 34620 — 831 ~+ 832 —+ 1 — 1 o
P...... 34490 — gb61 -+ 966 “+ 5 — 3 -+
Quennnn 34354 — 1097 ~+1102 + 5 — 5 o
R...... 34136 — 1315 —+1319 -+ 4 — 9 —5

Ja 0,35451 Ayp=—11455 A? o =99
Uq
Are _ 0,001058, e, 0,00346.

Agy

v
Az,
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Rales. v =1["2 Ar. “r. A, A Ae, Azgp,
Avy,
Ao 4,709 — 11,838 0,2124 ~+0,1276 -0,0713 -+0,0563
B.... 5,795 — 10,753 1796 “+ 878 — 648 -+ 230
G. 6,359 — 10,188 1573 -+ 725 — 614 -+ I
D.. 7,934 — 8,614 1261 “+ 413 -—  big — 106
E.. 9,973 — 6,574 1003 + 155 - 396 — 241
F.. 11,780 — 4,767 848 4= 2 — 287 — 285
G.. 15,143 — 1,404 660 — 187 —_ 85 — 272
I.. 18,003 -+ 1,456 556 — 202 + 88 — 20§
L.. 19,515 -+ 2,968 512 — 335 “+ 179 — 156
M.. 20,533 -+ 3,986 487 — 360 -+ 240 — 120
N.. 22,399 -+ 5,85 447 —  4o1 -+~ 353 — 48
0.. 24,408 “+ 7,861 410 — 438 “+ 474 -+ 36
P.... 25,679 -+ 9,132 389 — 458 “+  5bo -+ 92
Q.... 206,964 + 10,417 371 - 476 + 628 - 152
R.. 20,015 -+ 12,4068 345 — 503 -+~ 751 -+ 248
I(-;i‘ =16,547 Avp=-108,276 %:1 =~+0,0847 Aw,=—0,06525 A2 =0, 286§
a a
Ay, . Ayy ¥ -
Km‘;:—&-o,ooﬁ(} Ku—,,) =—0,001058 ﬁf = 0,354
Awy Ya .
— g, =T 21 ——-1)[-—(;~--.L 1716
Y o
e Tt
¢ =-0,00346 b =—o0,001037 o =4 0,37138
42. Spath, rayon extraordinaire,
Raies. yoe= -l— Ay. A7 Av. A1y
n- o, .
Ao veee o 0,45479 ~= 800 =7l -+ 4
B............. 45403 -+ 721 =7l 4 3
G 43363 4+ 684 —(82 N,
) P §5953 - 574 —i74 0
B, 45113 -+ 434 436 — 9
Fovooooooionss 4499 -+ 313 —313 o
Grovvvnninnnin, 44760 + 81 — 87 —_t
3 (O 44577 ~— 102, -+103 -1
44480 — 199 207 - 4
Moooowiooin, . 44413 — 266 “+971 -+ 5
|\ 44203 — 386 + 3092 + 6
[0 2 44158 — bl =593 -,
| 44075 - boj ~+606) -+ 9
[0 43987 — tigo ~-68¢) — 3
Roeoovoooans, 43842 — 837 891 —16
J e
E=0,46679  Ayp=—7217
(22
Ay
/A 0,00086.

Agy



Raies. v = [, Ar.
Ao 3,803 — 9,248
B 4,671 — 8,380
G e 5,121 — 7,930
Do 6,374 — 6,677
B 7,988 — 5,063
9,412 . — 3,640
Govrrtien e 12,041 — 1,010
14,253 -+ 1,202
15,415 -+ 2,364
Moo i 16,194 -+ 3,143
N 17,614 -+ 4,563
O 19,136 + 6,085
P 20,095 =+ 7,044
L 21,060 -+ 8,009
Rooovo il 22,591 . -+ 9,540

Ja _ 13,051 Aoy =-+83,896
Ug
Arp Ya
—~— = — 0,000806 — =+ 0,44679
Ay, Ug
—b® =4+ 1o
Ug
b= — 0,00086 a =+ 0,45800

43. Portons notre attention sur le coefficient ¢ qui, nous I'avons
vu, a par la certitude de sa signification une grande importance théo-
rique. Pour le rayon extraordinaire, sa valeur ¢, est tellement petite
que les observations de M. Mascart ne permettent pas de la déter-
mincr. Au contraire, pour le rayon ordinaire, ce terme a la valeur no-
table ¢, = + 0,00346.

Etudions les conséquences de cette remarque, en nous rappelant
que, dans la détermination des indices principaux, le plan de I'onde
passe par l'axe du cristal, le prisme ayant ses arétes paralleles a
I'axe.

Soient Oz I’axe du spath, Ox et Oy deux axes perpendiculaires
entre eux et & Oz. Faisons arriver une onde plane parallele 8 20=.

I. Systéme de Fresnel. — Dans ce systeme, la vibration du rayon ex-
traordinaire est dirigée suivant Oz (fig. 5); celle du rayon ordinaire,
suivant Ox. Des lors, la réaction proportionnelle & 1’écart est sensi-
blement nulle pour une élongation parallele & O=, puisque ¢, est in-
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sensible; elle a une valeur notable correspondante & ¢, pour toute
élongation parallele & O, et par suite aussi pour toute élongation
située dans le plan 20y. Si’on fait tourner le plan d’onde autour de
Ox, depuis 20z jusqu’a 20y, la vibration ordinaire demeure suivant
O la réaction proportionnelle & I’écart ne change donc pas, et, par

&

suite, le coefficient de dispersion relatif au rayon ordinaire conserve
la valeur ¢, pour toutes les directions d’ondes planes. Au contraire,
pour le rayon extraordinaire, la vibration se déplace de Oz & Oy et le
coefficient ¢ doit croitre de e, e,

II. Systéme de Mac Cullagh. — Pour 'onde plane 20z, ce systeme
suppose que la vibration du rayon extraordinaire est dirigée suivant
Oz, celle du rayon ordinaire suivant Oz. Des lors, le coefficient ¢ a une
valeur notable ¢, pour une vibration parallele & Oz; il a la valeur sen-
siblement nulle ¢, pour une vibration parallile 2 Oz et, par suite, pour
toute vibration située dans le plan xOy. Si 'on fait tourner le plan
d’onde autour de Ox de 05 4 20y, la vibration ordinaire tournera
de Oz & Oy; done pour ce rayon ordinaire ¢ décroitra de ¢, & c.. Au
contraire, la vibration extraordinaire demeurant suivant Ox, le coef-
ficient ¢ conservera pour le rayon extraordinaire la valeur inscn-
sible e,.

En résumé, si hypothese de Fresnel est vraie, le coefficient ¢ re-
latifau rayon ordinaire aura la valeur constante ¢, quelle que soit’onde
plane considérée; il croitra de ¢, & ¢, pour le rayon extraordinaire.
Au contraire, dans le systtme de Mac Cullagh, le coefficient ¢ relatif
au rayon extraordinaire conservera la valeur insensible ¢,; pour le
-ayon ordinaire, il décroitra de ¢, A c,.

A ces conclusions nettement contradictoires, I’expérience répond
d’une fagon aussi nette, comme on verra plus loin.
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44. Ces considérations géométriques suffisent. Elles ont le double
avantage d’étre intuitives et trés générales, n’attribuant pas une forme
particulitre aux équations de la lumiere. Il y a plus, si le langage
suppose ¢longation et force, ce n’est 1a qu’une fiction commode ; en
réalité, le raisonnement est général et s’applique 2 toute autre hypo-
these sur la nature de la lumiere, pourvu qu’on admette le principe
relatif & I’équation différentielle du phénoméene lumineux (n° 30);
mais il importe de voir comment le terme de Briot affecte les équations
auxquelles conduisent les principalesthéories. Notre assertion sur la
généralité du raisonnement géométrique en ressortira d’ailleurs plus
nette. Pour simplifier, je supposerai négligeables les termes de disper-
sion (ui contiennent les puissances négatives de A, de facon 4 ne con-
server que le terme principal et le terme de Briot. Pour que cette sim-
plification soit justifiée, il suffit de considérer les radiations infra-rouges
d’une longueur d’onde assez grande; la refuser ne servirait qu’a entraver
la démonstration sans changer sa force, en obligeant & des digressions
longues et peu fructueuses sur des termes difficiles & bien connaitre.

§ II. — Terme de Briot dans les diverses théories
de la double réfraction.

45. Je désigne par x, y, = les coordonnées d’un peint du milieu;
par &, 1, Cles composantes en ce point du vecteur qu’on appelle géné-
ralement élongation, mais qui peut représenter tout élément dirigé

) , . d2E dn A2t
(vitesse, force, rotation, etc.). Les valeurs de -2, == —=, compo-
santes de laccélération, sont dans une premiere approximation des
fonctions linéaires des dérivées secondes de &, 7, { par rapport & x, v,

L& A Rl Pk & A
Z, savolr az ‘7‘—)/27 7=’ mﬂ st CTLT‘E, IR TR
fonctions par F, F,, F,, les équations différentielles s’écrivent, dans

cette premiére approximation,

.-+ Si je désigne ces

CE_p Ay P
— 4 T T 1y

— —_ = Fn .
di? clt? de? -

Tenons compte maintenant du terme de dispersion de Briot. Nous
savons qu’d ce terme correspondent nécessairement dans les équations
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différentielles des termes proportionnels & I’élongation. Les équations
seront donc de la forme

a2é -
dt; =F —G:i—H1—K ¢,
2 . .
——(d;’ ”—-:I'i"‘G1£—'I’I:71—K1§,
&l -
T =F,— G, —Hyn—K,2Z.

N’ayant pour objet que le spath, je suppose le cristal muni de trois
plans de symétrie rectangulaires, et je choisis ces plans comme plans
coordonnés. Les conditions de symétrie réduisent les équations a la
forme

daxé ;
S = F —GE,
dt? iy
(1211 <
—ﬂ'ﬁ_;:lfl—*”'f;.,
d*¢ .
—— ==, — K.
ot* ¥y g

Je vais maintenant étudier ces équations, enremplacantF, F,, F, suc-
cessivement par les expressions particulieres qui résultent de la théorie
de Fresnel, puis de celles de MM. Maxwell, Boussinesq, Sarrau, enfin
de celles de Lamé, Neumann, Mac Cullagh.

46. Equations de Lamé. — Ces équations ordonnées et complétées
par les termes de Briot s’écrivent (') :
i d*E [ LAty L d* A -
d*n d*E L d? GAY a2t ]
(1) W'_'—C(,Zxd_y +<“‘ dr? +A7E>O—A'a{y d= — Hu,
d*¢ d*E A l? d? ;
dcr T Vdsdz —A dy dz - <A ;7};‘—*— BclTr-'2 ¢— K¢

Je considere une onde plane dont la normale a pour cosinus direc-

(1) Lami, Elasticite, 2° 6dition, p. 234. Les lottres u, ¢, w; a2, b2, ¢2 de Lamé sont
remplacées respectivement par £, 7, ¢; A, B, C.
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teurs , 8, y. Les équations du mouvement de cette onde sont de la
forme
£ =Le", n=MeP, = NeP",

™ P=E§—f(ax+ﬁy+7:—vt),

ou [ représente la longueur d’onde et ¢ la vitesse de la lumitre dans le
cristal; L, M, N sont les amplitudes des trois vibrations composantes
suivant les axes.

Je substitue les valeurs (2) dans les équations (r). La premiere de
ces équations devient

<’;f>; - <2_f_‘)'[(n-,~z+ CBY)E — Cofn — Byat] — GE.

Désignant par V la vitesse de la lumiere dans le vide, je divise les

deux membres par
AL 4m*V?
2TV ye— .
(7 v=—"%

Je rappelle que on a, avec les notations précédemment employées,

G
—=a, —_o

4ﬁz y: T 97

p2

(3) VT2:

?

=

| -
<|»

e

n

Il vient

2

7}2&:([)72—&— cfB2)e —cafn— byol + glE.

Jordonne cette équation par rapport & £, 7, {, et j’écris les deux autres
équations qui résultent de méme du systeme (1).
Jobtiens ainsi

1 , . . .
(F ~—b~/’——0@2—-gl’>£+ cofn + by =o,
caPt -+ <nl~’ —cot—ay*— hF)w—i— aByt =o,
byt + afByn +<;§§ ——aﬁi—baz—kﬁ)’;:o_

Je vais appliquer ces équations au spath d’Islande. Je choisis pour
0 ’axe optique; pour Oz, la trace du plan de I'onde sur le plan per-
Ann, de ' Ec. Normale. 3¢ Série. Tome VII. 5.8
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pendiculaire & Oz. La normale A I'onde sera dans le plan yOs, et, si je
désigne par 0 'angle qu’elle fait avec Oz, les cosinus directeurs de
cette normale auront pour valeurs

«=o, B =sind, y = cos0.

On aura d’ailleurs
b=a, g=nh.

Enfin, pour simplifier I'écriture et me conformer & la notation que j’ai
employée dans les formules de dispersion, je remplacerai les lettres
a, b, c; g, h, k;

respectivement par
a, a, a'; ¢, ¢, ¢'; s.

Les équations précédentes s’écrivent alors

S (s —acos?—a'sin?0 — cl*)E =0,
(s — acos®d — cl*)n - asin(costf =o,
( asinfcosf.n + (s — asin®*0 — ' *) = o,

Ces équations sont satisfaites par

(6) s=acos?0 - a’'sin?0 + cl2, == 0, = 0.

La vibration est dirigée suivant Ox; elle répond au rayon extraordi-
naire; la vitesse de propagation, représentée par la premicre de ces
trois formules, donne en particulier :

Pour 0=o.................. So=a - ¢l?
Pour O=vydr. .. ... ......... sy a/ + cl?

: A, . R
Si la valeur de = —; était la méme dans ces deux égalités, en les

multipliant respectivement par cos*0 et sin®0, et ajoutant, on obtien-

drait
8, €0820 45, 8in20 == s,

qui représente la loi connue des vitesses de propagation du rayon

extraordinaire. Comme ’hypothése n’est pas exacte, cette loi est lége-
rement altérée.
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On peut encore satisfaire aux équations (5) en posant

s — a cos?h —cl? asinb cosfd
asinfcosfd s—asin20—c'2 |

=0,

(7)

O,

:
m__ . asinfcosf
{7 —s—+acos?f+cl

On obtient ainsi deux vibrations dans le plan des y=. Si I’on néglige

cet ¢, ces solutions deviennent

1° s=o, = tangl;

NS ees

20 s—a, = — cotf.

La premitre représente une vibration longitudinale incapable de se
propager; la seconde donne une vibration transversale, dans le plan
de polarisation, et qui se propage avec une vitesse constante. Elle
répond au rayon ordinaire. Si l’on tient compte maintenant des termes
en c et ¢, les vibrations restent dans le plan de polarisation y0z, mais
deviennent quasi longitudinale et quasi transversale. Pour la premiere,
qui est parasite, s est de 'ordre de c/*. Pour le rayon ordinaire, la
valeur de s s’obtient en développant et ordonnant I’équation (7). Il
vient ainsi

s2—T[a-+(c+c")?]s +a(csin?l + ¢’ cos?0) 2+ cc'lr=o
et, en résolvant,

a-+(¢c—+c)e [a~+ (e+c")2]?
— - -~ 7

— a(csin®*g + ¢' cos*0) 12— cc' I,

Les lois relatives au rayon ordinaire sont donc altérées par les termes

2

. - , 9 . c
de Briot. Sil'on néglige les termes du second ordre par rapport a —

¢ .
et —» la derniere formule donne

(8) s=a -+ (ccos?0 + ¢'sin*0) L2
On a, en particulier,

Pour 0=—o...cocvviuueen... So=—=a —+ cl?
Pour 0—=1d................ sy;—=a—+c' 2
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Les formules (6) et (8), relatives aux vitesses du rayon ordinaire et
du rayon extraordinaire, sont tout & fait accessibles a I'expérience;

elles sont conformes aux conséquences que nous avons tirées par la
Géométrie (n° 43) de 'hypothese de Neumann et Mac Cullagh.

47. Equations de M. Boussinesq (*). — Ordonnées et complétées par
les termes de Briot, elles s’écrivent

[ E)em ® 1
S dee _A[<EZ}—/§+}75—‘{ E'_—d.vdyn __dzdx: J—('"’
I G N & AN\ @ o
(l ) ) d£2 ”—B[-— (l\%'d')/g "}‘ (a?"‘m 1 —"‘dydzc ]lf),
d2¢ - ar dz & 42
| deE :C‘_ﬁ dz dz° _W'” "’f'(a;crz -Fzyg)q—'](t.

En substituant dans ces équations les valeurs (2) (n°® 46), comme
précédemment, j’obtiens les équations

TI_‘)——(Z(@L—}‘ -/’3)_‘ng2/’£ “‘“((‘zﬁ-'ﬂ "‘(IZY.C:()_‘
——()af3.5+ "Lr"“/)( Pa?) — R MII@'/.C‘:O.

bl _
—erag ——Cﬁy--n+[,—i§—c(a2--~-|~(sf)~-- I\ C == 0.

Appliquées au spath avec le choix d’axes et le changement de nota-
tions expliqué précédemment (n° 46), les équations (4') deviennent

S (s—a—cl)t =0,
(5" + (s —acos?0—cl*)n —asinfcosh.{=o,
{ —a'sinf cosf.n+ (s —a' sin*0 — '), =o.

Ces équations admettent d’abord la solution
(6" s=a -+ cl, 1 =0, {=o.

Elle répond au rayon ordinaire dont les lois ne sont pas altérées ici
par les termes de Briot : la vibration, dirigée suivant Oz, se propage

(1) Poir M. PoiNcarE, Theorie lmatlw’mat‘ique de la lumiére, p. 277 (n° 176).
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avec une vitesse constante quelle que soit orientation du rayon lumi-
neux.
On a ensuite deux autres solutions données par les équations

[ s*—[acos?0 + a'sin?0 + (¢ 4 ¢') 2]
‘ —+ (ac’ c0s*0 + ca’sin?0) 2+ cc’ it =o,

(7"
o n _ asinfcosf
R {7 s—acos?f—cl

L]es' vibrations sont dans le plan yOz; quand on néglige ¢ et ¢, on
obtient

n
1° s—o, + =— tang0;
¢
o 2 ' ein2 n a
2 §—= acos*f + a' sin24, 7 = Z,cot@.

De ces deux solutions, la premiere représente une vibration longitu-
dinale parasite sans vitesse de propagation; la seconde, une vibration
quasi transversale répondant au rayon extraordinaire.

Tenant compte maintenant des termes ¢ et ¢/, nous aurons d’abord
une vibration quasi longitudinale, dont la vitesse de propagation est
de ordre de c/*; puis, pour le rayon extraordinaire, une vibration quasi
transversale : la vibration est dans un azimut perpendiculaire au plan
de polarisation et la vitesse de propagation est donnée par la formule
i @ c0s%0 + a' 8in?0 + (¢ + ¢')

2

» 2 ! ain?2 1y [272
4, /lacos’l +a’sin*0 + (c + ) P]F (@c’ c0s*0 + ca' sin?0) B— cc' It

4

ou, en négligeant le second ordre relativement aux rapports de ¢/* et
cdlPaaeta,
ac cos?0 + a'c'sin%0 P

a cos*f + a' sin*0

(8" s =acos*d + a'sin?6 +

Faisant successivement 0 = o et 6 =19, 1l vient

Pour0=o.................. so=a +cl
Pour 0=ud................. s;i—=a + '
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On n’a pas exactement
s =5, C0s20 —+ s, sin%0,
mais la différence entre les deux membres est tres petite, comme onle

verra (n° 97). La loi de la vitesse du rayon extraordinaire n’est donc
pas sensiblement altérée.

48. Equations de M. Poincaré. — M. Poincaré a montré (') que les
résultats de la théorie de Fresnel conduisent aux équations

d? ?

eE (A BN, _
det = (_137‘+‘d~z_‘l>g-—Bdwdyn_cclsdwc’
! [0 @ ‘P _d_ n—c-L
") de Aclgrd‘yg_}_I T d)" Cdyd: &
d*¢ d* d* o? d*
W—_—Adza’xgﬁBc{yd; n_l—c<(.—l_._13 - Tﬂ)g

Le déterminant des cocfficients symboliques de %, 7, € se déduit de
celui de M. Boussinesq en le faisant tourner autour de sa diagonale
principale. Si donc on introduit les termes de Briot, on obtiendra la
méme équation pour les vitesses de propagation. La vibration ordi-
naire sera dirigée suivant Oz. La vibration du rayon extraordinaire
est transversale quand on néglige ¢ et ¢, mais quasi transversale quand
on en tient compte. Une vibration quasi longitudinale parasite se pro-
page avec une vitesse qui est de I'ordre de ¢/* et ¢’ /2.

On arrive & des conséquences tout & fait analogues en partant des
équations

g (/.‘12 d? dr\ . d d . d L d d/d, d

pre = A \m—i——-cl.—y-_z—}—-(—[?)q c—{z<A@Q+B@~ﬂ+tgz§>"“A“;(Z‘LQ’*‘ZE/Q+

d*n d? d? d? d d d [« d
—B — e ) e . — B - L —

it <dx2+dy2 +(l:2>n ly( £+B C(lzc> de<(l¢€+zlyn+

arg L/ ad? d? d: d d . d d(d, d

dt”ﬁw(‘<dx2+2}3+?l?5_>c < ar 5-1' d)/ﬂ+(4£t>-cc—lz<%g+%"'ﬂ"}—

qui répondent 4 la forme attribuée a I’équation de la surface de pola-

(*) Theorie mathématique de la lumiére, p. 257.
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risation par M. Poincaré ('), savoir
M=(Az*+By?+Cz?)(a+ B2+ ) —2(Aaz+BEy+Cys) (ax+Py+73)=o.

L’auteur a montré que cette forme satisfait aussi aux lois de Fresnel
relatives aux deux rayons lumineux. Il importe d’ajouter qu’elle donne
lieu & des vibrations longitudinales; en ce sens, elle ne répond pas
aux idées de Fresnel.

De leur coté, les équations (1”) ne sont pas’expression des principes
du grand physicien, mais donnent seulement les mémes résultats;
il n’est donc pas étonnant que l'addition des termes de Briot dans
les seconds membres de ces équations conduise & des résultats con-
traires & ces principes : vibration lumineuse & peu prés transversale
au lieu de I'étre rigoureusement, vibration quasi longitudinale pa-
rasite.

49. Théorie de Fresnel. — Prenons maintenant pour point de dé-
part les principes mémes de Fresnel, ou mieux, les hypotheses équi-
valentes, mais plus correctes, par lesquelles M. Poincaré lesremplace,
savoir :

1° L’éther offre une résistance infinie 4 la compression.

2° L’ellipsoide de polarisation est indépendant du plan de 'onde.
L’équation d’incompressibilité est, comme on sait,

a d d,
azg—l— "z;n +d—:'§:0-
Pour une onde plane, dont la normale a pour cosinus directeurs o, 3, v,

cette équation devient
af + B+ yL=o.

Elle constitue donc une laison par laquelle le mouvement a nécessai-
rement lieu dans le plan de Ponde. D’apres cela, la seule composante
efficace d’une force quelconque est sa projection sur le plan d’onde.
C'est le principe admis par Fresnel pour les réactions élastiques de

(1) Théorie mathematique de la lumiére, p. 257, équation (7).
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I’éther, et qui doit étre étendu a toute force, en particulier a celle de
Briot.

En second lieu, Iellipsoide de polarisation étant supposé fixe, secs
axes coincident en direction avec ceux du cristal; son équation est

done
(AE2+Bn>+ CL%) (2 + L2+ y2) =1.

Pour remonter de laaux forces élastiques de I’éther, il suffit de prendre
les demi-dérivéeq par rapport & £, 1, Cet de remplacer o, (3, v respecti-

d d d? d? da?
vement par —— dy 725 e l_;_(.a/__*_ =
qu’on a I’habitude de désigner par A. 1l vient ainsi, pour les trois com-
posantes de la force élastique, A A, BAxn, CAL. A ces forces, s'ajoutent
les termes de Briot — G5, — Hv, — KC, et les composantes de la réac-
tion de liaison N, P, Q. D’apres cela, les équations completes, avee la

condition de liaison, s’écrivent

o* + B* ++* devient » symbole

d@ .
de

d?n , 174 d 174

—=(AA — G)E +N,

et — — H ) > — — e e -
(1) e =(BA—-H)n~+ D, et &y -+ =L o

d*t

o =(CA —K)¢ +Q,

Dans ces équations, je remplace &, 7, { par les valeurs (2), n® 46. La
réaction de liaison étant alors normale au plan d’onde, N, P, Q de-
viennent proportionnels & e, §, y. Il vient done, avec les notations
adoptées (3), n° 46, et en appelant 7 la valeur algébrique de la réac-
tion de liaison,

& =(a+gME +ar,

(4) Iz—-i‘n:(b—}-hﬁ)‘n -+ fBr, o+ B+ y¢ = o.
1
‘,?;C =(c -+ kY +yr,

Ces quatre équations homogenes par rapport a &, 7, ¢, 7 ne sont sa-
tisfaites que pour les valeurs de —3 qui annulent le déterminant de
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leurs coefficients : elles déterminent alors des quantités proportion-
nelles & cesinconnues. J’applique ces équations au spath, avec le chan-
gement de notations et le choix d’axes précédemment employés (n° 46).

Il vient

st =(a+c P)E,
(5) sn=(a -+ c )n—+rsiné, nsind 4+ {cosfd —o.

s = (a'+ ") 4+ rcosh,

On n’a plus que deux solutions pour le probleme, la quatrieme équa-
tion (5) mettant obstacle aux vibrations longitudinales. La premiere
est

n=—o, {=o, r—o, s=a-+ cl.

L.a vibration est dirigée suivant O« : sa vitesse de propagation est con-
stante, quelle que soit la direction du plan d’onde. Les propriétés du
rayon ordinaire ne sont pas changées par I'introduction des termes de
Briot.

La deuxieme solution répond au rayon extraordinaire, elle donne

t=o, = — cot#.

n
3
L.a vibration est donc dans le plan d’onde perpendiculaire & la pre-
miere; ¢’est bien la loi de Fresnel. La vitesse de propagation s’obtient
en tirant v et ¢ des deuxieme et troisieme équations (5) et portant
dans la quatrieme. Il vient ainsi

rsinf . rcos#

= = ———)
¢ s—a—c'l2

$— a— cl?

[ sinz0 cos?6 ]
r -+ 5| = o.

s—a—cl? s—a'—c' 2

La derniere donne, pour la vitesse de propagation,
s==(a + cl?) cos?0 + (a'—+ ¢’ I?) sin®@.

Cette formule reproduirait exactement la loi de Fresnel pour la vitesse
du rayon extraordinaire, si / était indépendant de ~.

Comme il n’en est pas ainsi, cette loi est légerement altérée.

Ann. de PEc. Normale. 3° Série. Tome VII. S.9
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50. Voici une remarque intéressante qui résulte des observations de
M. Poincaré ('). L’hypothese sur la fixité de I’ellipsoide de polarisa-
tion n’est pas nécessaire pour arriver aux lois de Fresnel : il suffit que
son équation soit de la forme

M= (A& +Bn*+ C8) (o + B2+ %)
+ 2D (Aaé -+ BB+ Cyg) (e + B+ y§) + E (el + B+ 70)*=1,

qui reproduit celle qu’on a précédemment adoptée, en faisant
D=E=o.

En effet, si 'on adopte cette nouvelle forme plus générale, il faut,
dans les deux membres des ¢quations (4), ajouter les termes qui pro-
viennent des nouveaux termes de Il et qui s’en déduisent en les déri-

N

vant par rapport 2 &, v, {. La demi-dérivée par rapport a & donne
(DA -+ E) ot (ak + B~ y8) ~+ aD (A zk -+ BBn 4 Cy3).

Le premier de ces deux termes est nul en vertu de la liaisons; le
deuxieme terme se compose de deux facteurs, dont 'un est « et autre
une fonction symétrique. On pourra donc, en mettant o en facteur,
joindre ce terme au terme de liaison ar de la premitre équation (4).
Si donc on désigne maintenant par r 'ancienne valeur de r augmentée
de cette fonction symétrique Aaf-+Bfn -+ Cy(, les équations (4) con-
servent la méme forme et conduisent aux mémes conséquences. On le
voit, les termes ajoutés dans 'équation de Icllipsoide de polarisation
n’ont pour effet que de changer la réaction de la liaison. En particu-
lier, cette remarque s’applique aux équations déji signalées de M. Poin-
caré (n°48), en faisant D = — 1, E = o. Elle s’applique aussi aux pre-
mieres équations de M. Poincaré qui peuvent s’écrire

ik’ —Aar— 2 <,\f{§. -+ B;{{g e g/;>’

dtt dr dx “ds
A A d dt dn ,dg
-(Tlﬁ‘ =B Af) —— ;Z:)j (A {7; -+ B ‘7) - C z[—':>7
d*¢ o é o dn Ldze

(V) Theorie mathdmatique de la lumiére, p. 156 el 157.
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quoique ces équations ne donnent pas lieu 4 un ellipsoide de polarisa-
tion proprement dit. On voit que notre remarque s’applique égale-
ment aux équations de M. Boussinesq, dont la premiere se met sous la
forme

Aig’_ﬁ_ r _c_i_ d . d d
d[:’—AACE Adw(d—x;+c_{;n+cz'c>'

§ III. — Sur l'incompressibilité de l'éther.

51. De ce qui précede résulte un moyen de conclure sur I’incom-
pressibilité de I’éther, ou, si I'on préfere le langage des faits a celui
des hypotheses, sur la transversalité rigoureuse des vibrations. Nous
avons dit que seules les théories du groupe de Fresnel restent i dis-
cuter, 'hypothese de Mac Cullagh et Neumann conduisant & des con-
clusions nettement contraires aux faits de la dispersion, et nous avons
trouvé que, si on assujettit les vibrations lumineuses & étre rigou-
reusement transversales, les équations différentielles de toutes les
théories connues de ce groupe conduisent a2 la méme formule, non
seulement pour le rayon ordinaire, mais aussi pour I'indice du rayon
extraordinaire, savoir

! . s .
(r) — = a c0s?0 + a'sin?0 + (¢ cos*f + ¢'sin20) 2.

La condition de transversalité supprimée, le premier terme peut
bien conserver la méme forme, comme dans les théories de MM. Bous-
sinesq, Sarrau, Maxwell, comme aussi avec les équations de M. Poin-
caré; mais le terme de Briot est changé. Dans ces cas, nous avons en
effet trouvé

1 ac cos*f + a'c'sin®6
2 — = a cos*6 'sin*@ ; : 2
(2) o5 = acos 0+ a'sin*0 + ool = 'Sl
La différence entre les formules (1) et (2), quoique faible, est acces-
sible & I'expérience, comme on verra plus loin (n° 100). L’expérience
peut donc un jour renseigner sur la rigoureuse transversalité des vi-
brations.

52. Pour donner plus de généralité a ce résultat, j'en reprends
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7

I'étude par la méthode géométrique, dont j'ai déja signalé les avan-
tages (n° 44).
Soient
C la réaction de Briot pour un déplacement égal & 1 suivant Oy (/fig. ())
(' la réaction de Briot pour un déplacement eﬂ"a[ a 1 suivant Os;
ON la normale au plan d’onde, située dans le plan yOz;
0 Pangle que fait cette normale avec I'axe optique Oz;
Ol ’élongation rigoureusement transversale et égale a 1.

Fig. 6. .

Je décompose Ol suivant Oy et Oz en deux composantes
OK == cos9, OL = sinf.
Ces composantes donnent lieu aux forces

Ccos0 suivant Oy,
C'sin0 » 0Oz,

dont les composantes efficaces, dirigées suivant OI, sont
Ccos?0 et C'sin?0.

Le terme de dispersion de Briot sera donc, quelles que soient les réac-
tions élastiques de I’éther,

(¢ cos?0 + ¢'sin0) L2,

Sila vibration n’est pas rigoureusement transversale et faitavec le plan
de l'onde un angle constant o, compté positivement quand la vibra-
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tion se rapproche de 'axe Oz, on trouve de méme, pour le terme dé
Briot,
[ccos?(0 + w) =+ ¢'sin%(8 + w)] L.

Si 'on connait ¢, ¢/, 0 et la valeur numérique du coefficient de /%,
on peut, jusqu’a un certain point, en déduire © regardé comme indé-
pendant de A. Ainsi, sans admettre d’autre idée précongue que le prin-
cipe fondamental adopté (n° 30), on peut, par I'étude expérimentale
du terme de Briot, non seulement savoir si la vibration est dans le plan
de 'onde, mais encore mesurer jusqu’a un certain point 'angle qu’elle
fait avec ce plan. Ce dernier résultat est, il est vrai, moins certain,
car ’angle o peut varier un peu quand on passe d’une radiation i une
autre.

§ IV. — Vérification expérimentale des théories précédentes.

53. Mes observations, je dois le dire, ne permettent pas de résoudre
cet important probleme de la transversalité rigoureuse des vibrations;
mais elles touchent de bien pres & la solution, et je ne doute pas que
celle-ci ne puisse étre atteinte par des moyens supérieurs & ceux dont
j’ai pu disposer. Donc je m’abstiendrai de conclure dans ce Mémoire
sur I'incompressibilité de I'éther, pour m’attacher seulement aux hypo-
théses de Fresnel et de Mac Cullagh et Neumann; mais je feral I'exa-
men expérimental de ces hypotheses avec tous les soins et tous les dé-
veloppements que mérite une si grave controverse.

54. Tout d’abord, il faut assurer la base de I’analyse précédente
par une bonne détermination des coefficients de dispersion c et ¢’ re-
latifs aux deux indices principaux. Les valeurs déduites des nombres
de M. Mascart n’ont pas une précision suffisante. Cette base, solide.
ment posée, je rappelle les conclusions a vérifier. Dans I'hypothése de
Fresnel, le coefficient du terme de Briot a la valeur constante ¢, pour
le rayon ordinaire; ce coefficient augmente de ¢, & ¢, pour le rayon

1

oA

extraordinaire quand I’angle de I'onde plane avec I'axe croit de o &

Dans le systéme de Neumann, c¢’est 'inverse : constant pour le rayon
extraordinaire, il décroit de ¢, a c. pour le rayon ordinaire.
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55. Voict d’abord un fait incontesté :

L’indice de réfraction de chaque radiation est constant pour le rayon
ordinaire, quelle que soit la direction de l’onde plane.

Compatible avec la premiere hypothese, cette loi est manifestement
contraire 4 la deuxieme. Quelle est donc sa certitude? Quelles expé-
riences ont été faites pour la controler? Verdet rapporte (') celle de
Brewster (*), qui est seulement qualitative, et celles de Swan (*). Ce
savant mesure U'indice ordinaire du spath au moyen de prismes taillés
dans différentes directions; il emploie la méthode du minimum de dé-
viation et opere avec la lumiere de 'alcool salé. Il obtient les résultats

suivants :
Indice ordinaire

du spath.

Rayon réfraeté paralléle a I'axe................ 1,658367
» perpendiculaire a I'axe. ......... 66

» B e 61

n D ie s e 84

» agbh°delaxe,.ovenneen s, 85

» aGo"delaxe.....ovevevvn. .. 89
Moyenne....... .. 1,658375

Les différences ne portent que sur le cinquieme chiffre décimal; elles
sont de 'ordre des erreurs d’observation. D’autre part, pour la raie D
et d’apres les calculs précédents (n 41 et 42), la valeur de ¢, {* serait
0,000436, tandis que celle de ¢,/* est négligeable. Ainsi, dans I'hypo-
these de Neumann, Uindice ordinaire varierait d’environ 43,6 unités
du cinquieme chiffre décimal, quand on passe du rayon parallele au
‘ayon perpendiculaire & I'axe optique du spath. La réponse est écla-
tante.

56. Cependant, malgré leur précision, ces expériences laissent place
au doute : peut-étre une compensation s’établit-elle entre la variation
du terme de Briot et celle des autres termes de dispersion, de facon &
maintenir approximativement la constance de 'indice ordinaire de la

(1) Lecons d’Optique physique, 1.1, p. 530.
(2) 13" Rep. of. Brit. dssoc., p. 7.
(3) Edimb. Trans., t. XVI, p. 375.
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raie D? Pour lever cette objection, il faut observer les indices ordi-
naires dans une grande étendue du spectre. La constance de tous ces
indices entrainera nécessairement celle du terme de Briot et méme
aussi celle des autres termes de dispersion. Telles sont les vérifica-
tions faciles et décisives qu’on peut opérer sur le rayon ordinaire.

57. Pour faire la démonstration plus complete, on doit étudier la
variation du terme de Briot pour le rayon extraordinaire. Aucune vé-
rification n’a été faite dans ce sens; cependant on sait que, pour une
onde plane perpendiculaire i I'axe, le rayon ordinaire et le rayon ex-
traordinaire coincident. La constance du coefficient ¢ du rayon ordi-
naire une fois établie, il résulte de cette loi que, pour le rayon extraor-
dinaire, le coefficient de Briot varie de ¢, & ¢,, quand 'angle de 'onde

plane avec I'axe du cristal varie de o a —- Mais, cette démonstration a

I'inconvénientde faire rentrer la nouvelle vérification dans la premiere,
relative au rayon ordinaire; aussi déterminerai-je les valeurs du terme
de Briot, pour le rayon ordinaire et le rayon extraordinaire, dans un

. . PR T
azimut intermédiaire entre o et 5

58. Voici le plan d’expériences que ces considérations m’ont conduit
a adopter :

1° Reprendre la détermination des formules de dispersion pour les
indices principaux du spath;

2° Mesurer les indices ordinaire et extraordinaire des différentes
radiations pour une onde plane faisant avec I'axe un angle constant
connu, de facon 4 en déduire les formules de dispersion pour les deux
rayons dans cette direction.

Les grandes longueurs d’onde influent le plus sur le terme de dis-
persion de Briot : des calculs précédents il résulte (n® 35, 36, 37, 41,
42) que, dans le spectre ultra-violet, le terme de Briot est négligeable:
dans le spectre visible il est sensible, pour devenir prépondérant dans
le spectre infra-rouge. Les courbes montrent ces faits avec évidence.

Jai donc borné a ces deux dernieres régions du spectre mes recherches
qui, & cet égard, se divisent en deux parties : .
1° ObSOI‘thIOnb des raies de Fraunhofer avec le goniometre ordi-

naire;
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2° Observations des radiations calorifiques par la méthode de
M. Mouton.

La précision des pointés est au moins dix fois plus forte dans le pre-
mier cas que dans le second; de Ia la nécessité, pour les premieres ob-
servations, d’une étude minutieuse des erreurs systématiques; cette
étude devient & peu pres inutile dans le second cas.

CHAPITRE 1IV.

ETUDES EXPERIMENTALES SUR LE SPATH D'ISLANDE.

§ I. — Observations dans le spectre visible.

GONIOMETRE ET PRISME.

59. Ces observations ont été faites 2 I'eole Polytechnique, au labo-
atoire de M. Cornu, avec un goniomeétre de Babinet, construit par
MM. Brunner. Cet admirable instrument, que mon ancien professeur
m’a fait 'honneur de me confier, a été décrit par lui-méme (*). Le
cercle est divisé dans le sens des aiguilles d’une montre; la division
extréme du vernier donne les 3”. Je comptais employer aussi le prisme
de spath quiluia servi dans son second Mémoire sur le spectre normal
du Soleil (*). L’utilisant lui-méme pour la suite de ce travail, M. Cornu
a poussé la bienveillance jusqu’a m’offrir d’en commander un 4 mon
gré 4 M. Pellin.

Voici la taille que j’ai adoptée.

60. Soit decg, afbh,d'e . .. le rhomboedre de spath, appuyant par sa
face d'e'c’ g’ sur le plan vertical et ayant son axe ac, a’¢’ horizontal. Le

(1) dnnales de I’ Ecole Normale, »* séric, t. I, p. 15.
(%) Tbid., 2° gérie, t. IX; 1880,
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plan horizontal de cet axe découpe dans le cristal un parallélogramme
abed. Je choisis les hases du prisme paralleles & ce plan; par suite, les
aréles sont verticales. Enfin, pour définir Porientation des faces latérales
du prisme, je méne deux plans AB, AC ( fig. 7), faisant avec I'axe ac des

angles de 30°, puis un troisieme plan BC perpendiculaire & I'axe. J'ob-
tiens ainsi le prisme équilatéral ABC, tel que I'axe est, dans le plan de
la section droite, la bissectrice de I'angle A. Pour reconnaitre les
angles, j'ai inscrit les lettres A, B, C, en tournant de droite & gauche
sur la base supérieure. Des petites faces naturelles, que jai fait con-
server comme faces témoins sur les sommets, permettent de définir
exactement 'orientation cristallographique des faces du prisme.

61. Les avantages que j'ai trouvés dans cette taille sont les suivants:
d’abord les faces naturelles laissées sur les arétes verticales A et G
sont trés propres a définir la position de 'axe dans le plan de la base
du prisme; puis, si 'on observe successivement a travers les trois
angles A, B, C, onde plane passera par I'axe, puis fera avec lui, de

Ann. de UEc. Normale. 3° Série. Tome VII. S.10
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part et d’autre, des angles de 30°. Pourle rayon ordinaire, on pourra
vérifierla constance de 'indice; de plus, les deux positions symétriques
devant, dans toutes les théories, donner le méme indice, la variation
de celui-ci fera connaitre la grandeur des erreurs accidentelles. Pour
le rayon extraordinaire, 'observation i travers A donne l'indice mini-
mum ; puis la double observation & travers les angles B et C constitue
un retournement qui permet d’éliminer l'erreur provenant de I'indéci-
ston sur la position de 'axe optique.

o

METHODES D'OBSERVATION.

62. Le réglage a ¢été fait par les méthodes de M. Cornu ("), sauf de
légeres modifications que j’indiquerai. Pour la mesure de I'angle ré-
fringent, on connait deux procédés : le premier, utilisant oculaire na-
diral qui permet de pointer le réticule sur son image par réflexion
normale, a dit étre abandonné parce que la lunctte ne possédait plus
cet oculaire. Jai alors employé la méthode qui consiste & mesurer le
double de Pangle réfringent : on pointe avee la lunelte successive-
ment les images de la fente du collimatear réfléchies par les deux faces
du prisme.

Contrairement & une opinion assez répandue, cette méthode peut
donner d’aussi bons résultats que la premicre, pourvu qu’on ait soin
d’éliminer les erreurs systématiques.

Pour Pindice du rayon ordinaire, la méthode employée est celle du
minimum de déviation; elle s’applique au rayon extraordinaire observé
a travers langle A; mais, dans les angles B et C, la variation de I'in-
dice avec la position du rayon lumineux fait que, dans la position du
minimum de déviation, les rayons incident et ¢émergent cessent d’oc-
caper des positions symétriques par rapport a la bissectrice de I'angle
réfringent, et la formule classique

. A4-A
8L e —
9

N -
sin -
A

(1) Spectre normal du Soleil, 20 Partic ( dnnales de [ Ecole Normale, ¢ série, t. X ;
1880).
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n’est plus vraie. Il faudrait employer les formules de M. Cornu ('),
qui exigent la mesure difficile des angles d'incidence et d’émergence.
Iy a plus, les diverses radiations inégalement réfrangibles suivraient
dans le cristal des chemins différents, circonstance peu favorable &
I'étude de la dispersion dans une direction déterminée. J'ai préféré
faire 'observation dans la position symétrique, de facon que, dans le
cristal, le rayon lumineux soit toujours perpendiculaire i la bissectrice
de Pangle réfringent. J'ai utilisé dans ce but I'image du collimateur
réfléchie sur la troisieme face du prisme.

63. Il suffirait, en eflet, de faire coincider l'image réfléchie et
I'image réfractée si la troisieme face était rigoureusement perpendicu-
laive & la bissectrice de I'angle réfringent; mais il n’en est pas ainsi.
Soient
ABC la section droite du prisme ( fig. 8);

ADF la bissectrice de I’angle A;
DG la normale & BC.

On peut assimiler le rayon réfracté dans la position symétrique & un

rayon réfléchi sur une face idéale DE, dont la normale est ADF. Des

Tig. 8.

A

lors, soient SD le rayon incident, DR et DR’ les rayons réfléchis sur les
faces DE, BC. J’imagine que toutes les droites menées par D sont limi-

(1) Annales de I’ Ecole Normale, 2° série, t. III, p. 238.
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tées 2 un cercle qui a pour centre ce point, puis je mesure les angles
par les arcs interceptés sur sa circonférence et comptés positivement
de gauche & droite, dans le sens de la graduation du goniometre. On a
ainsi

(1) lecture R'— lecture R = RR'= 2 FG.

Pour évaluer FG au moyen des angles du triangle, je méne DH pa-
rallele & AB; il vient
FG=FI + HB + BG.
Or on a

lf‘[{_—_-f—%, HB=~+1B; Bl =——

wia

Portant ces valeurs dans I’égalité (1), j’obtiens

lecture R’— lecture R=A -+ o8 — r== B — (.

Si I'on désigne par réfl. la lecture du cercle gradué pour la position
de la lunette pointant le rayon réfléchi, par réfrac. la lecture pour le
rayon réfracté, enfin, si I'on joint au précédent résultat ceux qu’on
obtient pour lés autres angles, on a

A travers A, véfl. —réfrac........ .. B—C
. S
» B, D e C—A
y s /
» C, D e A—B

64. Avant de passer i 'étude des causes d’erreurs, il importe de
savoir avec quelle précision il faut pointer I'image réfléchie pour que
'erreur commise sur ce pointé n’entraine pas une erreur sensible sur
la valeur de I'indice. L’indice  du rayon extraordinaire qui fait avec
I’axe optique du cristal un angle 0 est donné par la formule

L 1 I .« g
— g cos?l - '7511'1‘ //,
n n? n}

ou n, et n, représentent les indices principaux ordinaire et extraordi-
naire.
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Cette formule différentiée donne

nd /o 1 .
dn —— — (—‘, —_ —,) sin26 d4.
2 \ n? n;

Si I'on fait 0 = 30°, puis qu’on remplace les indices par les valeurs
relatives & la raie D, et d0 par la mesure trigonométrique de l'arc
de 1', on trouve

dn = 0,000 047.

St donc on veut que dn ne dépasse pas + unité du cinquieme chifire
décimal, il faudra que d0 ne dépasse paso’,1. D'ailleurs, la variation 9
égale la variation dr de I'angle de réfraction; or, de la formule

sini=nsinr,
on déduit

. HORTA
di=n o ,. dr.
CcoSste
faisant, dans ces formules,
r = 3o0°, n=1,6,
il vient
di=12,3dr.

Ainsi, 'angle ¢, et par suite la position du prisme sur la plate-forme
devra étre déterminée i o/, 2 pres. Enfin, la rotation de I'image réflé-
chie étant double de celle du prisme, le pointé de cette image devra
étre fait & moins de o’,4 ou 24”. Cette précision trés grossiere sera
facilement atteinte malgré la mauvaise qualité de I'image réfléchie,
qui est fortement dépointée quand la lunette est disposée pour la me-
sure de la déviation du rayon réfracté.

§ II. — Erreurs systématiques.

65. La principale cause d’erreur dans les mesures d’indices est due
aux dépointements que la courbure des faces du prisme conduit i faire
subir & la lunette. Dans la mesure de I’angle réfringent par la méthode
que j’ai employée, une. autre cause grave d’erreur résulte de la diffi-
culté de régler le collimateur, de fagon que la fente soit exactement au
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foyer principal de Pobjectif. M. Cornu, qui a signalé ces causes d’er-
reurs, en a donné la théorie et caleulé les formules de correction (*).
Je vais reprendre cette double étude & un point de vue différent ct plus
général; je comparerai les formules obtenues par les deux méthodes;
entin, je montrerai quels avantages présentent les miennes.

Dans P'observation des raies de Fraunhofer, 'usage d’une lentille
collectrice placée en avant de la fente fait que le pinceau lumineux
couvre tout le prisme; de cette facon, son axe passe par les centres
des faces. C’est lh une condition nécessaire & I'é¢tablissement de la
theovie; car, si 'axe du pinceau perce les faces du prisme en des
points qui varient d’'une facon inconnue, I'angle réfringent n’est pas
exactement défini et varie d’une observation & l'autre. Il en résulte
une grande incertitude sur 'indice malgré la finesse des images et la
précision des pointés qui devient illusoire quand on ne fait pas usage
de la lentille collectrice. D’ailleurs, pour conserver la finesse des
images, il sulfit, comme I'indique M. Cornu, de diaphragmer le prisme
afin d’éviter 'influence des bords des faces; cette opération doit étre
faite avec soin pour que les diaphragmes des trois faces se corres-
pondent exactement dans la position symétrique du prisme pour la
mesure de la déviation du rayon réfracté. Le prisme ainsi diaphragmé,
réglé avee soin par les méthodes de M. Cornu, a été centré sur la
plate-forme par le procédé des tourneurs.

Je me suis assuré, en outre, que I'axe du tirage de la lunette coin-
cide avec son axe optique. Pour cela, j’ai pointé la lunette directement
sur le collimateur, puis j’ai fait varier le tirage. J’ai ainsi constaté que
le réticule, dans son mouvement, reste au centre de 'image dépointée
du collimateur. Cette condition ’est utile & remplir que si U'on ne fait
pas les pointés a droite et & gauche avec le méme tirage. Elle n’¢tait
done pas nécessaire pour mes observations définitives, o, naturelle-
ment, cetle précaution a été prise, mais seulement pour celles qui ont
servi & vérifier les formules que je vais établir.

(1) Annales de U Ecole Normale, »° séric, t. X; 1880.
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INFLUENCE DU DEPOINTEMENT DE LA LUNETTE.
66. Swur {'asimut du rayon réfléchi. — Soient
ABC le prisme supposé convexe ( fig. 9);
I la trace de 'axe de U'instrument et le centre du prismes
Q le centre de la face AB;
SQ l'axe du pinceau incident supposé parallele & Al;
QR T'axe du pinceau réfléchi d gauche;
/O la position de I’axe optique de la lunette supposé parallele & QR;:
J/ laposition du réticule dans le plan focal principal;
0 le centre optique de 'objectif.

Fig ¢

Le rayon SQ, réfléchi suivant la droite QR parallele a 'axe optique /0O,
vient passer par le foyer principal /. Mais le pinceau qui a pour axe QR
est divergent en vertu de la convexité des faces du prisme; il vient
done converger, apres avoir traversé Uobjectif, en un point F de Rf
situé au deld de /. On devra done commencer par donner & la Junette
un dépointement '

o =+ fF,.
Le réticule étant alors en F,, il faudra faire tourner la lunette d’un
angle correspondant & F,F, de facon 2 amener le réticule de F, en F.
Ce mouvement aura pour effet de diminuer la lecture du rayon réfléchi
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. N . .
a gauche et, par suite, la mesure de A. On devra donc appliquer a cette

) N . .. . -
lecture (ou & I’angle A) une correction positive 3A. Pour I'évaluer, je
mene QQ' parallele & OR, puis je désigne par p 'apotheme 1Q du

triangle ABC, par o I'angle R/0 et par / la distance focale principale
de la lunette. On a successivement

) 2N A
OR =QQ'=1QsinQIQ'=p cos 50
_OR_p cosé
) —(v __f 5 9

i N FI )
Angle correspondant & FF, ou A = -t = /—

OF, ~ f (,os;o/.(/—}—o./),

{’ol1, en définitive, en négligeant Sf devant /,
o P A
(n JA —+'-/:5 of cos -

Telle est la correction qu’il faut porter 4 la lecture du rayon réfléchi a

S
gauche ou par ce fait 2 A, pour un allongement ¢/ de lalunette.

67. Sur l'asimut du rayon réfracté. — Soit SPQR ( fig. 10) la marche
de I'axe du pinceau lumineux réfracté & gauche. Pour avoir la valeur
exacte de la déviation A, je devrais placer I'axe de la lunette suivant
SO parallele & QR. Dans cette position, QR parallele a I'axe optique se
réfracte suivant R/, et, comme le pinceau QR est rendu convergent par
la convexité du prisme, son foyer est sur R/ en deca de f, quelque
part en F. On est donc conduit & raccourcir d’abord la lunette en ame-
nant le réticule de f en F,. Je désigne ce dépointement par

of =—JF.

On fera ensuite tourner la lunette de facon 4 amener le réticule de F,
en F. Cette opération a pour effet de diminuer la lecture du rayon
réfracté & gauche ct, par suite, la déviation A d’un angle correspon-
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dant & F,F. Il faut donc porter a cette lecture ou & A une correction
positive ¢A dont voici le calcul :

OR =QQ'=1QsinQIQ'= p@mA+A

)-—9—13-—ﬁsin————A_}‘A
“"()f—f 2

o, — s P pof . A+A
FFy=uw. fF, 7sm (-— of) = 7———51[1 S
Angle correspondant & FF, ou 6A = —{)Li- = p;fsm T (f+9f),

, ~ P oapo A
(2) 0A =— Z of sin ———-
| pYET,

68. Remarquons que, dzms les formules (1) et (2), la ligne trigo-

o A A - S
nometrique cos - ou sin qu1 multiplie ——o/ représente toujours

sinQIQ’; de sorto que, si, (Lms I’observation du vayon réfléchi, au lieu
de considérer un rayon incident parallele a Al, comme dans la fig. 9,
on considere le rayon qui se réfléchit dans la positlon du minimum de

réfraction (fig. 10), 'angle QIQ’ est égal & 3 A2 ot la correction qu’il

Ann. de U"Ec. Normale. 3¢ Série. Tome VII. S.11
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[

{

faut porter a la lecture du rayon réfléchi a4 gauche devient

N of . A+A
O0A =+ ————p.(,;fsm a3,
S? 2
69. Je vais maintenant montrer que les formules (1) et (2) con-
cordent avec celles de M. Cornu.
Correspondante & la formule (1), ’éminent physicien trouve (')
~A p A x 2 .m A

0= = £ cot — avece - T (= — — —,
2 2 - f p COSt 2 2

ol z représente le dépointement §/. On en déduit

2p A 2 df . A
a=2Leot2  avee = —4sm =
e s PR
d’olut 'on tire
o
) Of A
OA == l.,'/ oS —,
J? 2

ce qui est la formule (1).
Dans le deuxieme cas, M. Cornu fait porter la correction sur angle A,
au lieu de la faire porter sur A, et il trouve (*) les formules

sin = cos? A ~F—A
~A_p A+ A n RIS COST
0 — = —tang > 3 — A ,
) P JS*sin =

ou y représente — of.
Je tire de Ia

. A Y
sin — cos

: A-A q.l.f\—r-A
A+A  py T 5 ST

sin — COs
2

et en remplacant -’)—fﬂl sinA 4

par oA, d’apres ma formule (2),

. A A+ A
sin — cos —
/A = 0A —=

sin -
2

(1) Spectre normal du Soledl, 11° Partie, p. 59 ot 61.
(2) Ibid., p. 58 et 64.
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Si, au lieu de faire porter la correction sur A, on veut la faire porter
sur A, comme dans ma formule, on doit différentier la formule qui
donne 7 en laissant n constant; il vient

A+ A

2

sin

. A
=nsin—,

A+
2

cos A (dA +dA)Yy=n cos’-édA,
A A+ A
n ¢os — — CoS
2 2
A+A
2

dA =

dA H
CcOS

remplacant, dans cette formule, dA par la valeur ¢’A de M. Cornu, on
aura la valeur équivalente de JA; je remplace en méme temps » par

— il vient

sin
2 A A+ A
— 0S8 — — COS :
2 2

. A A+A .
sin— cos — sin —
dA = dA = e
. A
sin = cos

2

JA /. A+A A A+A . A
sin ——cos - — cos — )

N\

sin—
2

ou enfin
dA — oA.

Ainsi la valeur de dA qu’on déduit de la formule de M. Cornu est égale
a la valeur 8A donnée par ma formule (2).

70. On le voit, il y a bien concordance entre les formules de
M. Cornu et les miennes; mais elles présentent une différence essen-
tielle. Dans mes formules, je fais intervenir, non pas le rayon de cour-
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bure p des faces du prisme, mais le dépointement méme de la lunette.
Si I’on s’abstient, par exemple, d’exécuter le changement de mise au
point provoqué par la courbure des faces, les corrections données par
mes formules (1) et (2) s’annulent.

Les corrections de M. Cornu supposcnt, au contraire, quon opere
exactement la mise au point de la lunette & chaque pointé. Si, dans
cette opération qui est toujours un peu indécise, on commet une erreur
df, il en résulte, sur les corrections mémes, des erreurs proportion-
nelles & df; et que font connaitre mes formules.

Un autre avantage est dans la démonstration méme que j’ai em-
ployée. Celle-ci distingue explicitement I’axe du pinceau lumineux et
I'axe optique de la lunette. Elle ne permet donc pas, entre ces élé-
ments, la confusion que la théorie de M. Cornu parait avoir laissé
échapper & M. Macé de Lépinay (*). Cet habile observateur pense éli-
miner U'influence de la courbure des faces sur la mesure de A par
Pusage de la Ientille collectrice. « Par Ii, dit-il, les axes des faisceaux
» lumineux percent les faces du prisme en lears centres. » Cela est
vrai. Les angles réfringents, conclut 'auteur, sont formés parles plans
tangents au prisme en ces points. La est la confusion. La conclusion
est vraie & proprement parler; elle est vraie dans ma théorie, mais
il n’en faut pas moins appliquer la correction de dépointement de ma
formule (2). Elle doit étre regardée comme fausse dans la théorie
de M. Cornu.

Ici en effet, par un élégant artifice de démonstration, on regarde
comme angle réfringent P'angle des plans tangents au prisme aux
points ol celui-ci est percé, non par les axes des faisceaux lumineux,
mais par les axes optiques des luncttes. Ma méthode de démonstration
ne permet pas le doute & cet égard. Heurcusement, la courbure des
faces du prisme était tres faible dans les recherches en question (les
résultats de lamesure des angles en sont la preuve), de sorte qu’il n’en
est pas résulté d’erreur sensible sur les indices. Ceux-ci demeurent
tres bons ().

(Y) Journal de Physique, p. 192, avril 1887.
I i) 1 14 /\‘ s /) .
(2) D’aprés I'auteur, l'erreur commise sur A est 6”, sur j—\; elle est 3"; on en déduit, par
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S.85
INFLUENCE D’UN DEFAUT DE MISE AU POINT DU COLLIMATEUR.
71. Sur la mesure de U'angle réfringeni. — Soient O (fig. 11) le
. e . . .
centre optique de 'objectif et F la fente du collimateur. FO coupe en f
Fig. 11.
F
w
e

le plan focal principal, de sorte que le collimateur a subi sur sa posi-
tion normale le dépointement

of =+ fF.

la formule de M. Cornu,

o

o |

|

0 I~
b

tang -

N

~

r

= 0,000 008.

La correction qu'il faut appliquer & I'angle réfringent, dans la mesure de I'indice, est
donnée par la seconde formule de M. Cornu

A A+ A
3= = Etang— -
> P) )

‘ 2
A -

- A
Pour = 50°, elle donne

ny &
0 - =
P

0,000 01 = "= 0',03.
Il en résulte sur Tindice I'erreur, & peu prés négligeable,

0,00001.
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Soit FRQR’ la marche de I'axe du pinceau réfléchi & gauche. FR coupe
le plan focal principal en ¢. Des lors, RQ est parallele 3 Oy au lieu de
I’étre h O/ La lecture du rayon réfléchi et, par suite, la valeur de A
doit donc subir la correction

PA =— fO0.

Je calcule cet angle; jai successivement, en désignant par o 'angle
OFR et confondant OR avec QQ" qui n’en differe que d’une quantité de
Pordre de of,

. . A R P
— . < - 2 . — cos 2,
OR =QQ'=IQsinQIQ'=p cos 5 9= OF = 7- ~———()f.c0:~
__rof fe rof A

SJo= va o8 —> JOo= (—)7 = 7 oS —-

Portant cette valeur dans expression de ¢A, j'obtiens enfin

. SA = L oA
(3) oA = 7 €os —

72. Sur la mesure de la déviation du rayon réfracté. — Soit FRQPR'
(fig.12) la marche de I’axe du pinceau qui traverse le prisme. FR

Fig. 1o,

T

coupe le plan focal principal du collimateur en 5. Des lors, QR est pa-
vallele & Oz au lieu de I'étre 2 O/,



INFLUENCE DU TERME DE DISPERSION DE BRIOT, ETC. 587

La lecture du rayon réfracté, et par suite la déviation A, doit done
subir la correction

Comme précédemment, cet angle se calcule au moyen de I'angle QIQ’

. A+A AP
(qui a pour valeur ——3 on a, en définitive,

. . nof . A+ A
(4) oA=—1 ;fsm a2,
S 2
Je vais maintenant examiner quelques conséquences des quatre for-
mules que je viens d’établir.

73. Pour simplifier les explications, je supposerai que le collima-
teur et la lunette ont méme distance focale principale; mais cette hy-
pothese n’est pas nécessaire aux conclusions. J'imagine qu’on ait pu
régler exactement les deux instruments sur 'infini. Je passe & la me-

sure de I'angle A; je suis conduit & changer la mise au point de la lu-
nette. Si les faces du prisme sont convexes, il faut allonger le tirage.
Au lieu d’opérer cet allongement tout entier sur la lunette, je le ré-
partis ¢galement sur la lunette et sur le collimateur. Soit ¢f = ¢, f la
valeur commune des deux allongements; je dois ajouter a la lecture du
rayon réfléchi, & gauche, les corrections données par mes formules (1)
et (3), savoir

3 of oA
(l) oA :—I—'Lj—_," COS;)
(3) 61A:——%?,-—,'_,'Zcos%,

dont la somme est nulle.

Ainsi Uerreur qu'entraine la courbure des faces sur la mesure de A
peut lire éliminée.

Au contraire, les formules (2) et (4) donnant des corrections de
méme signe, ce procédé ne permet pas d’éliminer la méme cause d’erreur
dans la mesure de A. Cette erreur est constante quel que soit le sys-
teme adopté pour les tirages conjugués du collimateur et de la lu-
nette. ‘
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74. Je viens de supposer que la fente du collimateur a été primiti-
vement placée au foyer principal de I'objectif. Mais c’ést Ia le point le
plus difficile du réglage. Cette difficulté était encore augmentée pour
moi par I’absence d’oculaire nadiral. Ce qu’on peut faire avec une
arande précision, ¢’est de régler un des instruments sur I'autre. Si
donc le collimateur posseéde le dépointement &/, la lunette est par la
affectée d’un dépointement ¢, f = — ¢f, de sorte que la somme des
corrections données par les formules (1) et (3) sera

apof A

co8
TR

Au contraire, la somme des corrections données par les formules (2)

et (4)

(2) 5A :—1}02/ sinA-——:———A,
(4) d, ::*Ii}ﬁisin—/\'—l—A

est ici nulle.
Ainsi Uinfluence d’une erreur sur le réglage du collimateur est doublée

N . .
dans la mesure de A et compensée dans la mesure de A par le dépointement
conjuguc de la lunette.

75. L’erreur de mise au point du collimateur est la plus grave parce
qu’'elle est inconnue, tandis que les dépointements causés par la cour-
bure des faces étant connus, on en peut tenir compte par le calcul. JFai
pu I’éliminer grice aux qualités de mon prisme. Les trois faces sont
sensiblement paralleles 2 une méme droite et leurs courbures peu dif-
férentes. J’ai pu alors conserver le méme tirage pour les pointés sur les
trois faces. L’erreur commise sur les trois angles est ainsi la méme, et
exces de la somme des trois sur 180° fait connaitre le triple de I'er-
reur commise sur chacun d’eux. Ce procédé, employé par M. Macé de
Lépinay, permet d’éliminer en méme temps l'influence du dépointe-
ment de la lunette quand on n’établit pas la compensation précédente
(n°73). Cependant les calculs de correction n’étant qu’approchés, etles
circonstances n’étant pas rigoureusement les mémes dans les mesures
des trois angles, il est préférable d’éviter les grands écarts et d’effec-
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tuer cette compensation, au moins en partie. Comme vérification, j’ai
opéré avec divers systemes de tirages conjugués.

76. D’apres ce quiprécede (n°74), 'erreur de réglage du collimateur
n’a pas d'influence sur la mesure de A; au contraire, I'effet du dépoin-
tement d & la courbure des faces du prisme ne peut pas étre com-
pens¢ comme dans la mesure de I'angle réfringent. Pour la partie
moyenne du spectre visible, il suffit d’appliquer la formule de correc-
tion (2). L’achromatisme des objectifs rend / sensiblement constant,
de fagon que ¢f est donné par le dépointement que subit la lunette
quand on vise I'image de la fente du collimateur directement, puis &
travers le prisme. Mais, pour les radiations extrémes, la valeur de f,
-ariable avee chaque radiation est mal connue; renoncant alors & me-
surer of et, par suite, & calculer la correction, j'ai songé i faire dispa-
aitre ereeur. Or, d’apres ce qui précede (n° 67), elle provient de ce
que I'axe durayon lumineux SPQR /( fig. 10) ne pénetre pas dans 1'ob-
jectil de la Tunette par son centre optique, mais s’en écarte de OR. Si
donce on fait glisser le prisme sur la plate-forme parallelement & la bis-

sectrice de 'angle A d’une quantité convenable, I'axe PQ du pinceau
qui traverse le prisme passera par les centres optiques des objectifs, et
les changements de tirage de la lunette et du collimateur seront sans
effet sur la lecture du rayon réfracté. Je vais montrer que cette pro-
pri¢té est conservée quand on passe de la déviation & gauche,  la dé-
viation & droite, sans nouveau déplacement du prisme sur la plate-
forme.

77. Le principe est celui-ci :

Je considere une figure quelconque A,B,C,D, ( fig. 13), et une
_droite ID, coupant I'axe en I. Si I'on améne la figure dans la position
A,B,C,D, en la faisant tourner autour de 'axe I de I'angle

D IDy=2D,10;

si ensuite on retourne la figure autour de ID,, de fagon & lui faire oc-
cuper la position A,;B,C,, cette dernitre position est symétrique de la
premitre par rapportd 10. Ce principe, assez intuitif, est démontré par

Ann. de UEe. Normale, 3° Série. Tome VII. S.12
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les égalités suivantes entre les arcs comptés sur la circonférence que

décrit le point A, :
DI"\I:‘ ],);p‘\g: ng.‘\g,

OD,=.....=0D,;
d’ot1 'on déduit, par addition,
OA,=0A,.

De cette égalité résulte que A, et A, sont symétriques par rapport a
10, ct il en est de méme pour les autres points.

Si la figure donnée est symétrique par rapport a ID,, le dernier re-
tournement ne fait qu’échanger entre eux les points symétriques; donc
g
la deuxieme figure A, B, C, est, dans ce cas, symétrique de la premiere
par rapport & I0; seulement les points symétriques des deux figures ne
sont pas homologues.

78. Voici I'application de ce principe & la mesure des indices.
Soient
[ le centre de la plate-forme (/fig. 14);
0/, 0,/ les axes optiques du collimateur ct de la Tunette;
A,B,C, le prisme centré dans la position du minimum de déviation:
E, le centre de la face A,C,;

B, G la parallele 4 O,/, coupant la bissectrice de A, au point G.

Je transporte le prisme parallelement 4 lui-méme de A;B,C, en
A,B,C,, de la quantité A,A, = GI, de fagon que le centre E, de la face
vienne se placer en B, sur I’axe optique O, /.
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En méme temps, I'axe optique du collimateur percera la face A, B,
en son centre.

Pourla déviation & droite, j"amene le prisme dans la position A, B,C,,
en faisant tourner la plate-forme de I’angle

DID,=2D,10=0,10 =180°— A.

D’apres le théoreme précédent, la nouvelle position du prisme est
symétrique de la premiere par rapport 2 10. La condition théorique est

rig. 14.
;

Q

done encore réalisée, a savoir que les axes optiques O/ et O, f, du col-
limateur et de la nouvelle position de la lunette percent les faces du
prisme cn leurs centres.

79. La longucur GI, dont il faut faire glisser le prisme et que je dé-
signe par e, se calcule i I'aide du triangle E,IG dans lequel on a

nf
L sink
G[Z’:‘.Ilbg*"";ﬁ7

sinG
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avee
. " A
Gl =e, = 90"—;»
- oy [ A+ A
IE,=p, By=1800— 1 — (G = —
on en déduit
A+A L
psin— sin—
e= =p.n——0-
A p Y
COS — cCOS—
2 2

Pour

A A
p=1°, n=r1,66, — = a6", 5 = 3o0°,

on trouve
e ==0°%92.

Pour mesurer cette valeur du transport du prisme sur la plate-forme,
jal fixé & celle-ci un disque gradué en millimetres suivant trois direc-
tions & 60°, comme le montre la fig. 15.

Fig. 15.

O

O O

Dans cette figure, ABC représente le prisme supposé centré ou plu-
tot le support concentrique du prisme. De 5m™ en 5™™ les traits sont
prolongés suivant toute la longueur de ce support, pour servir de di-
rectrices. On évalue 4 I'ceil le dixieme de millimbtre. Ce dispositif m’a
donné d’excellents résultats.

80. Dans I’observation du rayon extraordinaire 4 travers les angles B
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et G, jai dit (n° 63) que je fixe la position du prisme par la distance
de'image réfléchie et de 'image réfractée de la fente du collimateur;
les positions de ces images sont affectées des erveurs étudiées (n°* 66
et 67). Ces erreurs étant de signes contraires se détruiraient en partie;
mais on les annule, la premitre en faisant porter le dépointement
moiti¢ sur la lunette, moitié sur le collimateur, la seconde en dépla-
cant le prisme comme je viens de l'indiquer.

81. Voici quelques observations destinées a vérifier les formules
précédentes et & montrer I'importance des erreurs qu’elles représen-
tent.

Tirages de la lunette pointde sur Uimage de la fente du collimateur, O = 22°.

- mm

Directement........................ 26,86
Par réflexion sur la face @............ 18,82
Dépointement : 8f........... — 8,04

On en conclut que la face a est concave. Le rayon de courbure se
caleule par la formule de M. Cornu (')

) ( /: 4[407
2= .
P= ;'—,i——.) avece = 600,
0/ cost N
of =— Smm o4,

On obtient
p=— 96‘“, 50.

La face est relativement tres bonne, sa courbure faible; les autres faces
sont aussi concaves ct ont des courbures peu différentes de la pre-
miere. Il m’a fallu, pour arriver i ce résultat, rendre plusieurs fois le
prisme au constructeur en lui indiquant les modifications & apporter a
chaque face.

Vai fait ensuite varier le tirage de la lunette. Pointant, pour chaque
tirage, I'image réfléchie a droite sur la face a et lisant un seul micro-
scope, j’ai obtenu les résultats suivants :

(1) Spectre normal du Soleil, 11° Partie, p. 63.
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.

Microscope ,_‘O(_A Différence

Tirages. af. droit. obs. cale. 0. — .
‘ min ’ ° ’ I3 v " .
26 ... ... » 300.32.51 » » »
2 ceei.n — 0 32.30 21 “+17 -~ 4
DDA — 4 32.18 33 35 —
20 e - 6 31.54 A= 5o, -+ 5
[ — 8 31.48 63 70 —
16........ —10 3r.24 Kl .87 0
Ifeevenees —I12 300 31.15 96 96 o

ans ce Tableau, toutes les différences sont rapportées a lapremiere
observation ; la colonne ¢fdonne les dépointements; ¢C obs. représente
ce qu'il faut ajouter & chaque observation pourreproduire la premiere;
oG cale. est la correction calculée par la formule

N
o )0 A
O(J e ’l‘].l/“‘ C¢OS T,‘ ( 1 ),
ol 'on fait
p =0 ()5) /: !K /on - = 300

La vérification est, on le voit, tres bonne et indique que I'axe du
tirage de la lunette coincide trés exactement avee son axe optique. Le
Tableau montre que, pour le tirage qui correspond a la mise au point
exact (environ 18m™), I'erreur commise sur G par le fait du dépointe-
ment est environ 1’. Pour n =1,066, cette errcur entraine sur n 'er-
reur énorme 0,00025. Avec une courbure double de la face, ce qui
n’est pas exagéré dans le cas duspath, il en résulterait une erreur égale
1 0,0005. Si 'on observe avee deux prismes de courbures inverses,
Iécart des deux observations sera doublé. Les erreurs sur la mesure
de A sont de méme ordre. On voit combien la précision des pointés et
des lectures du cercle peut devenir illusoire. On ne doit donc pas
s'¢tonner des grands écarts que présentent les déterminations des dif-
férents physiciens pour le corps qui nous occupe, et il convient de
les attribuer bien plutot aux causes signalées qu'a la variéte des

(1) Le changement de signe de cette correction vient de ce que I'image est réfléchic 4
droile et non & gauche comme dans la formule (1) (n° 66).
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¢chantillons employés pour la matitre transparente du prisme. Cest
la d’ailleurs un point qui a été tres bien mis en lumiere par M. Cornu
dans son Mémoire souvent cité sur le spectre normal du Soleil.

CORRECTIONS DE TEMPERATURE.

82. D’apres M. Fizeau (*), 0 étant la température exprimée en degrés,
n, et n., les deux indices principaux du spath, on a, pour la raie D.

dn,

—2 == 0,000000563
1747} ’ ’
e 0,0000108
d9 T ’

Dan§ mes expériences, ’écart de température n’a jamais dépassé
ro°; jai done pu négliger la variation de n,. Celle de n, est notable:
je rameneral toutes les observations & la température de 22°, qui est
celle du plus grand nombre de mes expériences.

L'influence de la température est surtout treés grande sur la varia-
tion des angles réfringents. M. Fizeau (*) donne en effet pour coefti-
cients de dilatation du spath,

Dans la divection de axe optique ... oon s o == -+ 0,000026790
Dans la direction perpendiculaire & 'axe optique ... ... o' == — 0,000005327

On en déduit facilement

A B G
o j (l—; d ;’
-l = 0!, 048, —— e = 40/, 024.
di o A7 T dY oA

Ces valeurs coincident avec celles que j'ai obtenues par Pobservation
directe des angles, comme on verra plus loin (n° 83).
. A , .. .
Pour ¢0) =+ 10°, on aurait 8% =-—0',48. Sur I'indice 1,60, cette
. . f\A X A . . v A
variation ¢ — entraine la correction considérable

on = - 0,000245.

(1) dnnales de Chimic et de Physique, 3° série, (. LXVI, p. 460.
(2) Ibid., p. 467, 468 et 471.
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§ III. — Résultats des mesures dans le spectre visible.

83. dAngles du prisme. — Voici le Tableau des valeurs brutes ob-
tenues pour la mesure de chaque angle, avec 'indication de la tempé-
ature O et du tirage <~ de la lunette :

N, 0. 2. 2 B. 2 C. Dates. .
“ o ’ o ' o ‘' mm
Tooooooo 20.5 120.15,62 119.32,78 120.15,55 4 aoul 1888 23
2.0 97 14,60 33,57 16,75 14 » 21
I 27 14,55 33,25 16,65 » " »
E Z, 27 14,67 3‘},4‘% 16,8‘.) " » »
[ I 29 15,73 33,30 15,95 16 woo "
Goooooe. 292 15,80 33,13 16,02 » » »
Tooeon.. .20 16,05 39,87 15,85 21 » »
ks PP 22 13,60 30,98 13,82 2% » 25
oo 2 16,05 30,99 13,30 7 déc. 1888 »
i [ . 10 120.15,48 119.30,%2 120,712,715 » » »

*Les observations 8, 9, 10 marquées d’un astérisque sont les seules
ott le dépointement ait ¢té réparti sur la lunette et le collimateur.

observation 8, faite & 22°, comparée a4 la moyenne des observa-
tions 9 et 10, faites d 12°, donne pour les coefficients de dilatation des
angles les valeurs précédemment déduites des données de M. Fizeau
(n° 82). Ces observations, corrigées des erreurs de dépointement de
la lunette (n° 75) et ramenées & 22° (n° 82), devicnnent

New, 2 A, 2 B. 2C.
) I RN 120?14;0r 119131260 |20f11;37
D, 13,92 31,45 14,063
B coae 14,03 31,27 14,69
oviiiiiiiiian, 13,98 31,29 14,72
S . 14,06 31,65 14,28
G 14,15 31,48 14,37
Toiinininn fee 14,08 31,47 14,45
8..ivnn. Ceeee e 14,13 31,51 14,35
Oviniian i 16, 19 30,36 13,46
)N 15,96 30,80 13,93

Moyennes. . ... 120. 14,125 119.31,528 120.14,342
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Jai exclu des moyennes les quatre premieres déterminations : ce
sont les premieres que j’aie faites, elles sont un peu défectueuses; la
température, particulierement, n’a pas été observée a chaque pointé,
mais seulement au commencement et i la fin de la séance, ce qui est
trés insuffisant. On remarquera la concordance des moyennes avec les
nombres de la série 8, i laquelle j’ai porté un soin tout particulier. A
titre de vérification, j’ai mesuré en méme temps, dans cette série,
les déviations du rayon ordinaire & travers les trois angles, pour la
flamme du sodium. Jai obtenu, avec les valeurs trouvées pour les
angles,

Atravers A ..ooiiiiiiiiiiienn . 1,638398
: » £ N 398
» O 390
Moyenne..... 1,658395

La concordance de ces trois nombres est un contrdle précieux de la
mesure des angles réfringents. Le méme accord se soutient d'une
facon tres suffisante dans toutes les mesures des indices ordinaires,
comme on va voir. D’apres cela, nous avons adopté, pour les moitiés
des angles réfringents, les formules définitives qui ont servi au calcul
des indices

%:.:30n 3,54 — 0/,048(0 — 22),
]; — oNal 88 ! 0
L = 29°02,88 +o0 ,024(6 — 22),
€ = 30° 3,58 ! 9
5 =300 31 + 0/,024(0 — 22).

MESURES D’INDICES.

84. Toutes les mesures sont réunies dans les cing Tableaux suivants,
donnant le numéro de 'observation, la date, le tirage = de la lunette,
la température 0, I'indication de I’angle réfringent o, le double de la
déviation 24, la raie spectrale observée, enfin la valeur conclue pour
I'indice .

Ann., de UFe. Normale. 3¢ Sévie. Tome VII. S.13



Numéro.

pr

.....

.....

.....

.....

.....

Date.

6 aotit 1888

»

D]

»
- n
7

9

»n

»
9 »

27} »
n
»
»
N
13 nov

. 1888

mm
26,85
27

26,85

31,3
26,85

26,85
38
26,85
35
26,85
35

wW W W e
NN N N Nl

37

30,24
33,21
31,23
30,24
33,01
31,23
30,24
33,21
31,23
30,24
33,21
31,23

CARVALLO.
I.

0. oMo
20,9 A
21,0 A
20, 4 A
20,9 A
20,2 B
20,0 B
21,9 B
21,3 B
29,6 G
22,6 G
23,7 i
23,7 C

II.
20, I A
20,1 B
20,1 G
22,0 A
22,0 B
22,0 G
29,9 A
A%, 2 A

1.

15 , 5 A
16,5 B
17,7 G
15,1 A
16,5 B
17,2 Y
16,92 A
17,2 B
17,0 G
17,5 A
17,0 B
17,5 G

104.
7.

103.

104

103.

104.

104

103.

104

104 .

104

104

103.

104.

/
104

103.

104

-

94

7.
93.

o4

T2
93.

24,

26;60
28,33
15,15
16,18
18,58
29,93
.44,88
18,30
26,106
29,08
.46, 40
49,32

29,35
21,97
29,15
29,10
29,35
029,28
26, 10,
06,10

28,43
18,97
25,72
28,37
18,69
.25,50
15,97
45,05
45,90
15,85
/f/g 3 89,
.45,58

Raie.

Do
Do

D,
Do
Do
D,
D,
Do
D,
D,
D.

Do
Do
Do
D,
Do
D,
Do

Do

D,
Do
D,
Do
D,
D,

D,
D,
D,

1,65840
1,65838
1,48646
1,48645
1,65833
1,65835
1,606
1,60973
1,65837
1,6584%
1,61002
1,60999

1,65837
39
A1
398
398
390
4o

1,65840

1,65811
4.
39
40
39
38
1,486470
1,609778
1,610056
1,486477
1,6097063
1,610030
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Numéro. Date. T.
mm
1..... 8 aout 1888 39
2..... » 39
3. » 39
/N » 39
| A » 39
6..... » 39
Tourn. T » 35
8..... » 35
9..... » 35
10..... » 35
11..... » 35
12..... » 35
13..... 13 » 34
14..... » 31
15..... » 34
16..... » 31
17..... » 34
18..... » 3
1..... 24 aolt 1888 39
2..... » 3
K » 30,
boo... » 30,
B..... » 30,
6..... » 39
Toeun. » 34
8..... » 34
9..... » 33
10..... » 39,
1..... 25 35
12..... Y 33

N

Iv.

NoN N
v G v O
o i O ow

A
B

G

106.
96.
108.
97-
103.

71

106.
73.
108.

102.

01

102.

71

92.

93

109.
108.

109
74
97

98

24.

o

2.16,48
92.
105.
95.
106.
96.
103.

56,75
18,58
19,40
56,80
35,70
22,40
56,75
26,92
22,15

7,78
40,05
19,83
.50,96
25,45

1,63

5,38
.39,30

43,97
.38,55
43,82
.36,7n
26,85
.26,40
38,28
26,68
.38,68
13,1
46,65
-49,95

Raie.

F.
!
G()
~/
Ge

A,
11,
1,
H,
H,
1,
H,

S.99

n.

1,65292
1,605214
1,66787
1,617640
1,67579
1,6242006
1,65296
1,605547
1,66783
1,618000
1,67583
1,624595
1,65292
1,484100
1,66788
1,490947
1,6758
[7i94576

1,650054
1,650061
1,650057
1,482737
1,602887
1,603153
1,683205
1,683228
1,683209
1,497880
1,630369
1,630700

Les séries I, II, III ont été faites avec la lumiere du sodium; les
séries IV et V, avec le Soleil. Dans les séries III et V et dans les cing
dernitres mesures de la série II, on a fait usage du disque gradué. Ces
mesures n’ont donc pas i subir la correction de dépointement (n° 76).
La série I, faite dans le but de vérifier la formule de cette correction,
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offre pour chaque observation deux pointés. Tandis que le second est
fait en mettant I'image bien au point, on a pour le premier laissé le
réticule au foyer principal de Ja lunette; la premiere de ces deux me-
sures n’a donc pas non plus & subir la correction de dépointement.
Pour toutes les autres mesures, il a fallu porter & la demi-déviation la
correction

——5 SII

2 2

A pof . A+A
2T S 2

avec
p=0%95, J =44 of =t — 2,685,

§ IV. — Observations dans le spectre calorifique.

85. L’étude du spectre infra-rouge dans le spath a été faite au labo-
-atoire d’enseignement de M. Bouty, qui m’a offert la plus bicnveil-
lante hospitalité. Je dois aussi mes remerciements & M. Mouton, qui
m’a autoris¢ & emplover les appareils dont il s’est lui-méme servi dans
ses recherches sur la dispersion du flint et du quartz. Je renverrai ases
travaux (') pour I’étude détaillée de sa méthode. Le principe consiste
 prendre comme points de repere les franges du spectre cannelé de
MM. Fizeau etFoucault, obtenu par I'interposition d’une lame de quartz
entre deux polariseurs. Les lames que j’ai employées sont celles dont
s’est servi M. Mouton. En voici la désignation :

Numdro. e. Ondes.
(]
. 125 .
e e 181 3
S Z 247 4
B 303,6 5

- Z P 616 10

Les trois colonnes de ce Tableau donnent respectivement un numéro
d’ordre, I'épaisseur e en microns; enfin la colonne Ondes indique en

(1) dnnales de Chimic et de Physique, 5° série, t. XVUI, et Comptes rendus,
t. LXXXVII; 1879.
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n—n'

nombres ronds les valeurs de )\

e pour la lumiere blanche

n—n'

A

= o0,016.

Ces lames ont été employées, tantot isolément, tantot superposées de
fagon & obtenir de plus grandes épaisseurs.

Jajouterai seulement & ces renseignements les modifications aux-
quelles j’ai été conduit, une description sommaire du dispositif expé-
rimental, enfin les résultats.

86. Une modification essentielle résulte de la nécessité o j’étais de
remplacer les deux prismes & 30° de M. Mouton par un prisme unique
4 60°. Cette nécessité est double : tout d’abord, pour avoir de I'inten-
sité, il faut de gros prismes; je devais donc, & cause du prix élevé du
spath, utiliser les prismes existants & 60°. De plus, je me proposais de
prolonger I'étude du rayon extraordinaire & 30° de 'axe. Avec deux
prismes, I'orientation cristallographique du rayon lumineux eut été
mal définie, ne pouvant étre rigoureusement la méme dans les deux
prismes. On sait quel’avantage de ceux-ci est de maintenir toujours e
rayon lumineux dans la position symétrique qui correspond au mi-
nimum de déviation d'un rayon d’indice constant. J’obtiens ce résultat
par la méme méthode qui m’a servi dans le spectre visible, en utili-
sant I'image réfléchie sur la face du prisme qui est opposée a I'angle
réfringent.

L’appareil de polarisation destiné a produire le spectre cannelé a
recu lui aussi une importante simplification : il se compose, comme
on sait, d’'une lame de quartz comprise entre un polariseur et un ana-
lyseur. J’ai remarqué que le prisme, étant biréfringent, peut lui-méme
remplacer 'analyseur. J’ai donc supprimé cette piece encombrante qui
a 'inconvénient de faire perdre une partie de I'intensité calorifique.

87. La disposition expérimentale est suffisamment expliquée par la
fig. 16 et la légende suivante, dont ordre suit la marche des rayons

lumineux.



S.102 ‘ E. CARVALLO.

1. Appareil d’éclairage de la fente.
L, lanterne.
B, lampe Bourbouze.
I, lentille collectrice donnant une image de B en F.

2. dppareil de polarisation.
R, rhomboédre de spath servant de polariseur.
Q, lame de quartz paralléle a I'axe.

I analyseur est le prisme P lui-méme.

3. Goniométre.

Construit par M. Lutz pour M. Mouton, qui d’ailleurs n’a pas eu I'occasion de s’en servir,
il contient les pieces suivantes :
¥, fente
0, objectif
P, prisme placé sur la plate-forme centrale.

formant collimateur.

O, objectif ;

2 Jeckit formant lunette.

F', fente

r, 7', régles portant lo collimateur et la lunelte.
G, cercle gradué mesurant les rotations de »'.

Les graduations du cercle représentent les to’; deux verniers sont entrainés par la

Fig. 16.

rotation de r'; ils sont au vingtieme, de sorte que leur lecture donne la demi-minute. La
graduation étant trés honne, j'ai eu avantage & lire un seul vernier. Les objectifs, achro-
matisés pour la lumiére blanche, sont en erown ot flint. Leur dislance focale est o™, 2g.

4. Appareil thermo-électrique.

p. pile fixée derriére la fente F'.

b, boite surmontant la pile et munie d’une glace sans tain sur la face antérieure.
(x, galvanometre fermant le circuit de la pile.

i, miroir coneave (ixé au fil de suspension de I'aiguille.
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5. Lecture des déviations du galpanométre.
I, bec de gaz.
M, miroir fixe.
f, fenétre munie d’un fil vertical.
m, miroir concave tournant avec l'aiguille du galvanométre.
i, échelle transparente divisée en millimétres.

La lumiére de I se réfléchit sur M, éclaire la fente # en la traversant, se réfléchit sur le
miroir m qui donne une image de f sur I'échelle E. Celte image, observée par transpa-
rence, mesure par son déplacement la rotation da miroir m et, par suite, la déviation de
l'aiguille du galvanométre.

PRISMES.

88. Les observations effectuées sont de deux sortes. Les premieres
ont pour but de déterminer de bonnes formules de dispersion pour les
indices principaux du spath d’Islande. Elles ont été faites avec un
prisme de M. Lutz, qui appartient au laboratoire. Tres limpide, il offre
une belle dimension et une taille tres parfaite. Ses arétes sont paral-
leles 4 I'axe, ce qui assure la constance des angles réfringents. Ceux-ci,
mesurés 3 'Ecole Polytechnique, au grand goniometre de Brunner, ont
donné

A
— == 30° 0,05,
2
B ~ -
5 = 29°59’,85,
(’\
— ==30° o/, 10

J’ai utilisé seulement 'angle A.

La deuxieme partie des obscrvations avait pour but de prolonger les
études faites i I'Ecole Polytechnique, avec le prisme de M. Pellin, sur
le rayon extraordinaire & 30° de I’axe et sur la constance du rayon ordi-
naire. Ce prisme, de dimensions plus petites et dont les angles varient
avec la température, rend les observations plus difficiles. J'ai observe
seulement & travers I’angle B, 4 cause de la facilité que présente cet
angle pour mettre le prisme dans la position symétrique par rapport &
la marche des rayons lumineux en faisant coincider I'image réfractée

‘

de la fente F avec son image réfléchie par la face opposée a I'angle
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réfringent. On a en effet obtenu, pour I'observation dans cet angle,

E. CARVALLO.

la formule (n® 63 et 83)

Cette valeur, négligeable dans le cas actuel des observations & la pile
thermo-électrique, doit étre encore diminuée, parce que ces observa-
tions ont été faites & une température inférieure a 22°, environ 15°.

A N N
réflex. — réfract.=C — A =0',08 (a 22°).

RESULTATS DES MESURES D’INDICES DANS LE SPECTRE CALORIFIQUE.

89. Ces résultats sont résumés dans les Tableaux suivants, dont les
diverses colonnes offrent un numéro d’ordre, la date, les renseigne-
ments relatifs aux lames de quartz employées, la longueur d’onde A et

I'indice obtenu n.
Avec le prisme de M. Lutz :

Nos,

A
— =300/, 0.
9
VI. — Rayon extraordinaire.
Lames.
—— e .
Dates. Nes,  Ondes. e.
A
3 et 4 aolt 1888 4 5 3031,(3
4 ¢t 6 dée. 1888 4 5 303,06
3o juillet 1888 3 4 247
1 et 2 aolt 888 4 5 303,06
g juillet 1888 [ 2 125
2 février 1889 [ 2 125

VII. — Rayon ordinaire.

Lames.

_ N
Dates. Nee, Ondes. e.

20 juillet 1888 4 5 303‘,"6
15 février 188¢ 5 10 616
25 juillet 1888 3 4 247
15 février 1889 5 10 616

23 juillet 1888 4 5  303,6
1 mars 1889 5 ¢t o 13 797
30 juin 1888 5 10 616

o
1,08
1,08
1,45
1,77
2,15
2,15

>

=

’

N 2
N X

Ny Cv
-t

O m i = om e
)
%\

=~

7,

1,48019
1,47988
1,47789
1,47661
t,47456
1,47534

n,.

1,6424
1,6403
1,6361
1,6350
1,6308
1,6279

v Raln
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Avee le prisme de M. Pellin :

B -
= = 29° 32,73 § ==15° (valeur moyenne).
VIII. — Ravon a 30° de U'axe optique du cristal.
Lames.
R
Nos, Dates. Nos,  Ondes. e, e n,.
. . R v . ..
12, avril 1889 y o 616 1,54 1,6350 (rayon ordinaire)
2. 5w 5 10 6106 1,51 1,5907 (rayon extraordinaire)
3.... 6 » Sela 13 797 1,98 1,5833 (rayon extraordinaire)

Les observations 1 et 5 du Tableau VI, 5 et 7 du Tableau VII, mar-
quées d’un astérisque, sont défectueuses pour la raison que voici :
I’écran qui doit intercepter la marche de la lumiere et qui doit étre
levé & P'instant ott 'on veut mesurer Uintensité du rayon réfracté avait
été placé contre la glace méme de la boite b (fig. 16). Dans ces con-
ditions, quand on leve Iécran, la chaleur rayonnée vers la pile et qui
détermine le mouvement de I'aiguille du galvanometre provient non
sculement du rayon réfracté, mais aussi de toute la salle, en particu-
lier de U'observateur et de la lanterne. M'étant apercu de cette cause
’erreur qui influe beaucoup plus sur les régions extrémes du spectre,
je lai évitée en placant I'écran devant la fente F du collimateur. Pour
la raison que je viens de dire, les observations 1 et 5 du Tableau VI
sont remplacées par les valeurs 2 et 6. Si je n’ai pas repris les obser-
vations 5 et 7 du Tableau VII, c’est parce que les bandes pointées
étaient trop larges pour donner une honne détermination; jai préféré
leur substituer les observations 2, 4, 6 qui portent sur des bandes plus
resserrées. J'abandonnerai donc pour les calculs les résultats 5 et 7,
ne les retenant que pour les tracés graphiques.

90. Je dois ajouter que ces déterminations par la pile sont tres lon-
gues; elles sont, de plus, tres énervantes dans les conditions ot jétais
placé par la nécessité. La lampe Bourbouze se trouvant, en effet, dans
la méme salle que le goniometre géne Pobservateur par son bruit étour-
dissant et trouble les indications de la pile par la chaleur qu’elle dé-

Ann. de I'Ec. Normale. 3¢ Série. Tome VII. S.14
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gage. Il faut attendre un certain état d’équilibre pour que lalecture de
la déviation ne soit pas entachée de I’erreur qui provient d’une marche
réguliere de l'aiguille. Au bout d’un certain temps les indications de-
viennent de nouveau défectueuses, I’aiguille prenant, en général, une
marche inverse de celle de la premiere période. D’ailleurs, la fatigue
de 'observateur devient une nouvelle cause d’erreur. Enfin, dans le
temps intermédiaire le plus propice 4 I'observation, il est hon d’ap-
porter une certaine vitesse moyenne aux observations pour que I’état
d’équilibre atteint ne soit pas changé par des irradiations inégales sur
la pile. On ne s’étonnera pas que, tres ignorant au début de toutes ces
difficultés, j’aie modifié plusicurs fois ma maniere d’opérer dans le
cours de ces longues observations. Il serait fastidieux d’entrer dans ces
détails; cela serait aussi peu utile, le mieux étant d’éviter la princi-
pale difficulté en placant, comme M. Mouton, la lampe dans une autre
salle.

§ V. — Nouvelles réductions; indices conclus.

CORRECTIONS DE TEMPERATURE.

91. Ces corrections, inutiles pour le rayon ordinaire, sont impor-
tantes pour le rayon extraordinaire. Je ramencrai tous les indices a la
température 0 = 22°, en faisant usage du coefticient de M. Fizeau

dn,

(1) db

== 0,0000108

relatif & 'indice minimum. Ce coefficient n’est, il est vrai, déterminé
que pour la raic D; mais il est peu variable dans ’étendue du spectre
visible; de plus, les écarts de température sont tres faibles; il n’y aura
donc pas d’erreur sensible & employer le méme coefticient pour toutes
les radiations.
Pour 'indice du rayon extraordinaire & 30° de I’axe, on a

L= L 08?300+ — sin?300;

nt " n? nt ’
d’ot, en différentiant par rapport i n, et divisant par 0,

dn __ n?*

dn,
— 8in230° —; .
4 dY

Bl
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dn,

nt . . . .
Je remplace - sin*30° par sa valeur 0,32 relative & la raie D et —

par la valeur (1); j'obtiens

dn

— — 0,0000035.
db ’

Vapplique ces coefficients aux valeurs de n dans le spectre visible,
. . R ~
le premier pour les observations & travers 'angle A, le second pour les

. N AS N\ . . .
observations a travers les angles B et C. J'obtiens le Tableau suivant
qui s’explique de lui-méme :

IX. — A travers Uangle A.

n conelu
Raie. dh. dn. n observé. pour § = 200,

Ao, -+ 1‘:5 -+0,000016 1,482737 1,482753
B..o...... — 3,3 o 36 1,484100 1,484064
Do -+ 5,8 -+ 63 1,486470 1,486533
D........ “+ 4,5 -+ 49 1,486477 1,486526
| — 3,5 — 38 1,490947 1,490909
G ....... — 3,5 e 38 1,494576 1,494538
H........ — 0,5 —0,000005 1,497880 1,497875

X. — A travers l'angle B.
Ao -+ 0,5 —-+0, 000002 1,602887 1,60288¢9
B........ -+ 0,1 : o 1,605214 1,605214
Do....... -+ 4,8 4= 17 1,609778 1,609795
D.o....... -+ 5,0 -+ 17 1,609763 1,609780
F.o....... -+ 1,1 -+ 4 1,617640 1,617644
G o -+ 0,6 -+ 2, 1,6242006 1,0624208
15 0,0 0,000000 1,630369 1,630369

XI1. — A travers l’angle C.
W — 0,1 0,000000 1,603153 1,603153
B........ — 3,5 12 1,605547 1,605535
D........ -+ 5,0 -+ 17 1,610056 1,6r0073
D........ -+ 4,5 -+ 16 1,6r0030 1,610046
Foooo.o... — 3,5 — 12 1,618000 1,6r7988
G .ol — 3,5 - 12 1,624595 1,624583

Ho.ooooo.. 0,0 0,000000 1,630700 1,630700
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CORRECTIONS D’AZIMUT DU RAYON EXTRAORDINAIRE A 30° DE L’AXE.

92. Ces observations demandent une autre correction pour ramener
I'indice & la valeur qu’il aurait & 30° de 'axe exactement. Le rayon
réfracté, en effet, est dirigé, non pas dans cette direction précise, mais
suivant la perpendiculaire & la bissectrice de 'angle réfringent. Je dé-
termine done d’abord Dorientation cristallographique des faces du
prisme, ce que je fais & Paide de la facette naturelle laissée comme teé-
moin, le long de 'aréte verticale de angle C.

Soient

ABC la section droite du prisme (fig. 17):

Fig. 17.

A

mn la facette natuvelle;

ADX l'axe cristallographique;
Da la normale & la face BC;
Dp la normale & la face mn.

Je compte les angles sur une circonférence de centre 1. Jobtiens

Moyenne de trois observalions, g ¢t 11 mai 1889 (0 =17° environ)... pa = §
A
i

. 74(»
D'aprés M. Cornu (1) (0 ==17"2)0 « ovurriniiii .., pX =, i

1O

(1) Réfraction a travers un prisme suivant unc loi quetconque (Ann. de I’ Ecole Normale,
2% série, t. IIl, p. 23).
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Dés lors, soient D8 et Dy les normales aux bissectrices des angles
BetC;ona

B . .
& < 4 o « N
a =-=30—7,1 ay = — =30+ 3,6
e 5 75 =3 ;
aX = -+ 9,5 —aX = — 9,5
8X = 30—+ 2, Xy = 30—35,9

Tels sont les azimuts des rayons réfractés. La petitesse de I'angle aX
dispense de tenir compte de sa dilatation. 1l n’en est pas de méme de
ces derniers angles BX et Xy dont la dilatation est sensible dans mes
observations de la raie D.

Les azimuts o des rayons réfractés dans les angles B et C devront
donc étre corrigés respectivement de

4B al
—alh— —2d et 45— ——db
AT g " g

La correction correspondante sur I'indice se calcule par la formule

(1) : L cos?e + — sin?
— = — 2 — sin?w;
n* n? ’ nt ’
d’ott 'on déduit
dn 1. WA I
2 — = —sinz2w.2 | — — — )-
(2) dew 2 (n;f 113)

Dans cette formule, je remplace 20 par 60°; puis n, n,, n, par les va-
leurs trouvées pour chaque radiation. J’obtiens les résultats consignés
dans le Tableau suivant :

XIT. — A travers ﬁ

Raie. do. % %(lw. n observé. Ny sizoc:]):cll’;”.
1‘?98 ...... — 2,4 — 40,9 ~+ 10. 1,58539. 1,5854.
1,5 ...... - 2,4 — 42,0 -+ 10. 1,59067. 1,59077.
A -— 2.4 — 45,4 ~+ 109 1,60288¢9 1,602998
Boooovonn — 2,4 — 46,4 -+ {11 1,605214 1,605325
D......... — 2,3 — 46,9 -+ 107 1,609795 1, 609902
) DO -— 2,3 — 46,9 -+ 107 1,609780 1,609887
| — 2,4 — 48,1 -+ 115 1,61764% 1,617759
G ... ~ 2,4 — 49,4 ~+ 119 1,624208 1,624327
H.o....... — 2.4 — 50,7 -+ 121 1,63036q 1,630190
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XIII. — A travers (/]\

Raie. dw . (i’—l-dm. n observé. . ,,” concl’u
dw do 4 Jo° de Paxe.
AL, -+ 5,9 — 45,4 — 268 1,603153 1,602885
B......... -+ 5,9 — 46,4 — 274 1,605535 1,605261
Doooooot -+ 6,0 — 46,9 — 281 1,610073 1,609792
D..oooaat. + 6,0 — 46,9 — 281 1,610046 1,609765
Foo.ooooo. + 5,9 — 48,1 — 284 1,617988 1,617704
G + 5,9 — 40,4 — 202 1,624583 1,624291
H.o........ -+ 5,9 — 50,7 — 299 1,630700 1,630401

. . . -5
93. Les valeurs de n déduites des observations faites dans ’angle C
5]

. A

different notablement de celles qu’on obtient par I'angle B. Ces der-
nieres concordent d’ailleurs beaucoup micux avec la formule (1)
(n° 92), qui représente la loi de Fresnel. J’ai cherché la cause de cet
écart dans mes cahiers d’observation, et j’ai trouvé 'erreur systéma-
tique que voici :

" . N A . 9

Dans ’observation & travers I'angle C, au licu d’employer la formule

réfl. — rvéfrac. = A — B,

—B

- La lecture du rayon réfléchi aurait

donc dii étre augmentée (') de A——l—; pour cela, il aurait fallu faire

2
. A—DB s L . .
tourner le prisme de ——- Par la, I'angle d’incidence ¢, dans la posi-
i

tion ABC correspondante au rayon réfracté a gauche, serait augmenté
de

jal pris pour cette quantité

A—B
4

et il en résulterait, pour ’angle de réfraction r, 'accroissement qu’on
déduit de la formule -

di = 2

sini{ = nsinr,
savoir
I COSE
~ n cosr

(*) Dans ce raisonnement, jo néglige la variation de la lecture du rayon réfracté qui ré-
sulte de la rotation du prisme; cette variation est en offet petite relativernent & celle du
rayon réfléchi.
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Faisant dans cette formule

C+A

=

il vient

dr::tanggcotc—:A < ATB-
2 4

Le rayon réfracté subirait ainsi, dans 'intérieur du cristal, la rota-
tion
dw,=—dr.

L’indice de réfraction doit donc subir la nouvelle correction

dn, = %dml.

Kn voici le calcul avec

A—B C
e =+ 5/, 33, — = 3o0°.
/ 2
XIV.
- G4 dn dn n valeur n conclu
Raie. v dv,=—dr. du’ dw, o, précédente. & 3o° de l'axe.
Ao, 53,4 —2,28 —45,4 ~+104 1,602885 1,602989g
B...... 53,5 —2,28 —46,4 -+1006 1,605261 1,605367
D...... 53,7 -, 26 —i46,9 ~+106 1,609792 1,609898
D...... 53,7 2,26 —46,9 —+106 1,609765 1,609871
F.o.o.... 5,1 —2,23 -—48,1 —+107 1,617704 1,617811
G 54,5 -—0,,20 —149,4 -+109 1,624291 1,624400
H...... 54,8 —2,18 —50,7 ~+110 1,630401 1,630511

Les observations a travers I’angle B devraient & la rigueur subir une
correction semblable, car j'ai commis la méme erreur. Mais la peti-
tesse de 'angle

C—A
4

=+ 0,01

rend cette correction insignifiante.
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Les nombres observés ayant subi toutes les corrections voulues, jen
peux désormais déduire les conclusions que je poursuis.

§ VI. -- Conclusions.

CONSTANGE DE L’INDICE DU RAYON ORDINAIRE DU SPATH.

94. Je reporte iei les résultats trouvés (n° 84 et 89) :

1%,51. A. B (). D (+). F (). G (). IL.

Ao 1,63% 1,600054 1,65292  1,0658398 1,66788  r,6758% 1,68320%
B...... 1,63% ol o 308 87 7 908
T » ohy o6 390 83 83 204)

Moy.. 1,63% 1,6%00%7 1,0632933 1,658395 1,667860 1r,675813 1 ,68321]

On le voit, les écarts entre les trois valeurs de chaque indice sont
certainement dus aux errcurs d’observation. Dans le spectre visible, la
valeur de I'indice trouvée par 'angle A coincide, & une unité pres de
Pordre du cinquieme chiffre décimal, soit avec la moyenne des valeurs
trouvées par les angles B et C, soit avec 'une de ces valeurs. La con-
clusion est done incontestable :

A Uapproximation des experiences, Uindice ordinaire est indépendant
de Uazimut du rayon lumineux dans toute Uétendue du spectre calori-
Jique et du spectre visible.

FORMULES DE DISPERSION POUR LES TROIS ENDICES.

95. Rayon ordinaire. — J'ai adopté, pour les indices ordinaires dans
le spectre visible, les moyennes précédentes (n° 94). Pour te spectre

(1) Les observations des raies B, F, G’ proviennent du Tableau IV (n° 84). Elles sont un
peu moing précises que celles des raies A, D, II. Pour cetle raison, jo donne seulement le
cinquiéme chiffre décimal.

(*) Parmi louates les déterminations de la raie D, je reporte seulement les observations 4,
3, 6 du Tableau II (n° 84). Elles ont 6t6 failes avec un soin tout particulier, et leur moyenne
coineide avee la moyenne générale de toutes mes déterminations.
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calorifique, j’ai pris les valeurs inscrites au Tableau VII (n° 89). A ces
nombres, j’ai joint, pour le spectre ultra-violet, les déterminations de
M. Cornu (*) de la raie O a la raie U, et celles de M. Sarazin (*) (pre-
mier prisme) de la raie ¢ & la raie 26 du cadmium. J’ai ainsi obtenu la
formule

Sl @+ bl diY,

2

n

avee les valeurs numériques

a =+ 0,37107, b =—o,001011,

¢ =+ 0,0047, d = — 0,0000005.

La comparaison de la formule aux observations que je viens de dire
est contenue dans le Tableau suivant XV.

Sectionné suivant les régions du spectre, pour faciliter la lecture, ce
Tableau offre, & titre de variantes, les nombres non adoptés, trouves
par d'autres observateurs. On y remarquera les particularités sui-
vantes.

Mes nombres présentent avec ceux de M. Cornu, dans la partie vi-
sible, un écart systématique de 7 & 8 unités du cinquieme chiffre. Cet
écart n’étant pas trop grand, je n’ai pas porté aux observations la cor-
rection qui serait nécessaire pour les rendre comparables. De I, la dif-
férence sensiblement constante + 3 dans le spectre visible, et la dif-
férence — 5 pour la raie O. Celle-ci, retranchée de + 3, donne bien
I’¢écart systématique -+ 8 entre mes observations et celles de M. Cornu.

Cette réserve faite, la concordance entre I'observation et la formule
st meilleure méme qu’il n’était permis de 'espérer, surtout si Pon
considere les écarts énormes qui existent entre les déterminations des
divers physiciens.

(1) Spectre rnormal du Soleil ( Annales de U’Kecote Normale, 2° série, t. IX; 1880).
(%) Journal de Physique, 2° série, t. II; 1883.

.
-
[543

Ann.de U'Ec. Normale. 3° Série. Tome VII.
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0,76070
68671
58920
48607
43256
3967
36090
34655
34397
35359
32800
31790
3144
30998
30418
30198
29840
20179
27467
257173
23125
29615
21930
21441

E.

CARVALLO.

XV. — Dispersion du rayon ordinaire.

Rudberg.

1,65308
1,65850
1, 66802

1,683%0

Mascart.

1,6501%
1,65296
1,65846
1,66793

1,683%0

Gaah s
1,6995%
1,70070

Lad 19
1,70613

1,7119)

Sarazin.

1,65000
1,65285
1,65839
1,66783

1,68%19

1,71h80 (%)

1,719%9

Cornu.

1,6583
1,66779

n obsorvé.

1,6279.
1,63%0.
1,6361.
1,6503.
1,6421.
1,6%006
1,065293
1,65840
1,66-86
1,65581
1,68321
1,69395
1,608 12
1,0690928
1,70251
1,70583
1,700 10
1,71303
1,71550
1,71901
1,720%]
1,72060
1,72595
1, 74151
1,76050
1,80248
1,81300
1,83000
1,81580

n caleuld.

1,697q.
1,6350.
1,6363.
1,639
1,6123.
1,6500%
1,65293
1,65857
1,66783
1,67578
1,68518
1,605
1,698%5
1,609735
1,70263
1,703
1,70010
1,71503
1, 71501
1,71847
1,707
I,79970
11,7291
1,74159
17004
r,800073
1,81981
1,83101
1,81598

Diff.
0. —C.

)
- 8
=25
~- 16

It
e L)

) ] , I
Voici les courbes obtenues en prenant pour ordonnées 0 ebpour

abscisses, soit £ (courbe 1), soit =2 (courbes 2 et 3) ( /i

.
o
o

LI8).

96. Indice minimum. — Jai adopté mes nombres pour les spectrees
calorifique et visible (n° 89, Tableau VI, et n® 91). Pour le spectre
ultra-violet, il était naturel de prendre encore les nombres de M. Sa-
azin (premier prisme). Seulement, les différences entre les nombres
de ce physicien et les miens sont ici un peu fortes, comme on en ju-
gera par le Tableau suivant :
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¢

Carvallo. Sarazin. Dilférence.
7 1,48275 1,48261 - 1]
B.o.o.ooooooiiii, 1,48506 1,48391 - 15
Do, 1,48653 1,418614 -~ 9
Foooooooiiiiie, 1,49091 1,4907¢ = 1
Hooooooooo . 1,49788 1,49774 S
Moyenne....... -+ 13
Fig. 18.
Echelle des /2.
20 15 10 3 0
0380 ||
2414
ZIN
1577 X
1548 43
037 ik \"k
%‘a
A I\A
[l -
- { B B
v DHETAN
n No D D
)
=
g \R \
~ 032600340
" F F
z
j="

o 0,330 75
= O
, 2
2 2
~ <
= e
T osslo 20'? A
- -~
= :
@
o,
i )} |
0,31 A
R
0840030
Edhelle des|i* (Coyrbe 3D
20 Wo S‘O

e

10

Echelle des i~ (courbe 2).

15 20 25"

J’ai donc ajouté + 13 aux nombres de M. Sarazin. J'ai ainsi obtenu,
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pour les coefficients de la formule de dispersion,

a =+ 0,45778, b == — 0,000840,
¢ = + 0,00098, d == — 0,00000084.

Dans le Tableau XVI, on trouve la comparaison des nombres obser-
vés et des nombres calculés avec les variantes de Rudberg et de
MM. Mascart et Sarazin. Les nombres de celui-ci n’ont pas été changés;
mais, pour ses observations, on a augmenté de +13 la différence entre
n observé et n calculé. On y verra que 'accord entre I'observation et
la formule est encore tres satisfaisant.

Ainsi, quoique les observations de M. Mascart n’aient pas permis
(n° 42) de calculer le terme de dispersion de Briot, ce terme n’esl pas
négligeable quand on considere les radiations calorifiques. Seulement
il est environ cinq fois plus petit que pour le rayon ordinaire, puisque
le coefficient ¢ a pour valeurs

Pour le rayon ordinaire........ Co == -+ 0,00470,
» extraordinaire .... c,==+ 0,00008.

XVI. — Dispersion de l’indice minimum.

DAff.
X Rudberg.  Mascart. Sarazin.  n observé. n caleuld. Ol.ir—TC.
L

7.‘,15 1,47h3. 1,4753. 0.

1,77 1,4766.  1,4767. 1.

X,45 1,4779.  1,4779. 0.

1,08 1,4799. 1,4797.  -+a.

AL 0,76040 1,i8285  1,48261  1,48275 1,48277 —02
B...... 68674  1,4839r1 1,48409 l, 48! }gr 1,48406  1,48405 - 1
D...... 58920  1,48635  1,48654 1,48644 1,48653  1,48650 —+ 3
Fo..... 48607  1,49075  1,49084 1, 49079  1,49091  1,49087 -+ 4
G'.. ... 43256 1,49454  1,49451  + 3
H...... 39672 1,49780  1,49777  1,49774  1,49788  1,49788 0

0.— C.+1x3.

Qevnns 36090 1,50298  1,50240 -+ 1
10..... 34655 1,50452 1 ’301()5 o
... 34015 1,50559  1,50676 — 4
2..... 32475 1,50857 1 ‘3087. -
17.0... 27467 1,62296  1,h9083 -+ 6
18..... 25723 1,63019 1 5‘}033 ]
23... . 23135 1,54659  1,54562  —-10
Y 29655 : 1,54920  1,54923 —10
25..... 21945 1,5551/, 1,55520 -+ 7

26..... 21441 1,55993 1,55997 -+ 9
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Voici les courbes de dispersion pour I'indice minimum ( fig. 19).

Fig. 19.

Echelle des I2.
50 20 I5 10

e s 0
I e e e N
i | e
\A X 4t 08* T~
It ! B\ F\
B
N D\
50 Fl £
G“
il
i
e w\
w
40 <
2
AN
7 7
130 i . .
1
\\
N
v AN
- 2
\\23
N
’ 78 |
» . 2
) o 26 30, %0 50

Echelle des 2.

97. Rayon extraordinaire & 30° de I'axe. — Tout d’abord, avec Ia
formule
Y

1 r .
(1) — = —; €0s*30"+ —;sin*30°,
n n, n,
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qui exprime la loi admise pour les vitesses du rayon extraordinaire, je
calcule les valeurs de » qu’on déduit des valeurs observées de n, et r,
(n°s 95 et 96). Seulement, les valeurs de », pour 1%,98 et 1*,54
n’ayant pu étre observées, je les ai calculées par la formule d’interpo-
lation (n® 96). Puis, je compare les valeurs de » ainsi calculées aux
valeurs observées au moyen des angles B et C (n° 92, XII, et n° 93,
XIV). Ces nombres se trouvent dans les trois premieres colonnes du
Tableau suivant :

XVIl. — Rayon extraordinaire a 30° de l’axe.
n observé n calculé
N S ——
angle B. angle C. formule (1). formule (2).
1 %8 ....... 1,5854 » 1,585% 1,5856
| I R 1,5008 » 1, 5909 1,5909
T 1,60300 1,60999 1,60298 1,60297
Booooooo. 1,60533 1,60537 1,60537 1,60538
Do, 160990 1,60900 1,60990 1,60090
Fooooooooo. 1,61776 1,61781 1,61778 1,61778
Glvannnnn, 1,62133 1,60470 1,62438 1,62438
Hoooooo 1,63049 1,63051 1,63051 1,63051

Par leur comparaison, on voit que la loi représentée par la for-
mule (1) est plus exacte que n'aurait pu le faire prévoir la double
réfraction si intense du spath avec des termes de dispersion si diffé-
rents pour les indices principaux. Il est & penser, que pour le rayon
extraordinaire & 30° de 'axe, la méme forme convient & la formule de
dispersion que pour les indices principaux. Si donc on remplace dans
la formule (1) 7;—2; ,—;5 et I-LI: par leurs développements dontles deux der-

niers sont connus et dont le premier est de méme forme

I

5= el a -+ bl - dl-*,

on pourra calculer les coefficients inconnus a, b, ¢, d au moyen des
coefficients connus relatifs aux deux indices principaux, en identi-
fiant les deux membres apres les avoir développés en séries suivant les
puissances de A%. A la vérité, j’ai d0 modifier tres légerement les ré-
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sultats de ce calcul pour rendre la concordance plus parfaite. Ce fait,
un peu paradoxal, s’explique en remarquant que les données du calcul
sont quelque peu incertaines. J'ai ainsi adopté pour les coefficients
de la formule de dispersion

(2) i;:cl‘-’—l—a—i—bl—ﬁ—i—dl-‘,

les valeurs
' a =+ 0,392734, b = —0,000985,
¢ =+ 0,0037, d = — 0,0000000.

Les nombres déduits de cette formule (2) sont inserits dans la der-
niere colonne du Tableau XVII. La comparaison des deux dernieres
colonnes montre 'identité a peu prées complete des formules (1) et(2).
La comparaison aux deux premitres colonnes montre que ces deux
formules représentent bien les observations.

CONCLUSIONS THEORIQUES.

9S. Hypothéses de Fresnel et de Neumann. — Les diverses valeurs
du coefticient ¢ du terme de Briot obtenues (n° 95, 96, 97) sont :

Pour le rayon ordinaire....... ..o Co ==+ 0,0047
.. perpendiculaire a I'axe.... ¢, =- 0,00098

» extraordinaire | | , R
a3o0delaxe............. C3y== -+ 0,0037

Voici les valeurs qui en résultent pour le terme ¢/* du rayon ordi-
naire :

e, b [ c, 2
1
1,08..... .. -+ 0,00698 ~~ 0,00550 - 0,00145
| T/ 417 328 87
A.......... 100 78 91
| ) I 59 47 10
| § (P 26 2.0 5

Dans 'hypothese de Neumann, le terme c/* devrait (n° 43), pour le
rayon ordinaire, prendre successivement les valeurs ¢, 2, ¢, %, ¢ 0?
quand I'angle du rayon lumineux avee I'axe est égal d go?, 30° et 0.
Il en résulterait une variation énorme de l'indice, environ double de
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. . 1 . . . .y .
la variation de —5 Cette variation affecterait donc le deuxieme chiffre

décimal pour la raie 1*,98, le troisicme pour la raie A. Mes expé-
riences précédemment exposées et celles de Schwab répondent catégo-
riquement qu’il n’en est pasainsi, mais que I'indice du rayon ordinaire
est constant, conformément & I'hypothese de Fresnel (n° 43). Il en
est de méme d’'une série d’expériences que j'ai faites 2 Rennes, au la-
boratoire de M. Gripon, et dans lesquelles j'ai observé aussi & 6o° et
a 0° de I'axe sur toute I'étendue du spectre visible. Malheureusement
je ne connaissais pas alors les beaux travaux de M. Cornu, ¢t mes
nombres sont entachés des erreurs dues a la courbure qui était consi-
dérable. Ils ne méritent donc pas la publicité; mais ils suffisent pour
la démonstration actuelle.

Rayon extraordinaire. — La preuve fournic par le rayon extraordi-
naire n’est pas moins catégorique. Dans 'hypothese de Neumann, le
coefficient ¢ devrait conserver la valeur c,; dans celle de Fresnel, il
doit prendre successivement les valeurs ¢, ¢,,, ¢, quand I'angle que
le rayon fait avec I'axe prend les valeurs go°, 30°, o°. Il en résulte,
dans les deux hypotheses, des valeurs de ¢/* dont les différences sont
du méme ordre que pour le rayon ordinaire. Ici encore, expérience
donne raison i Fresnel d’une facon absolue.

99. La discussion numérique, que je n’ai pas voulu négliger parce
qu'elle présente toujours U'intérét de la précision, n’est méme pas né-
cessaire a la démonstration. Les tracés graphiques suffisent en raison
de la netteté des faits (fig. 20). La valeur de ¢ est, en effet, le coeffi-

. . . I
cient angulaire de I'asymptote non verticale de la courbe — = f(£).

A I'échelle du dessin (*), les erreurs d’observation sont environ de 1™
pour les radiations calorifiques. Pour le rayon ordinaire, les points
%54, A, B, D, F, ¢, Hmarqués d’une croix ont été observés & go° et
a 30° de 'axe. On voit avec quelle certitude ces coefficients angulaires
se conforment aux conséquences de I’hypothese de Fresnel, contraire-
ment & celle de Neumann.

(1) Mon dessin a été réduit de 4 par la gravure.
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INCOMPRESSIBILITE DE L'ETHER.

100. Je I'ai déja dit (n° 53), sur ce point je ne puis conclure, mais
je tiens & montrer combien mes expériences approchent de la solution.

Suivant que 1'éther est incompressible ou, au contraire, infiniment
compressible, on obtient (n° 51) les formules

(1) e == ¢, c08%m - ¢ sin%w (Gther incompressible),
(2) ac,= da,c, cose + a,c, sin*e»  (éther compressible).

Je remplace dans ces formules o par 30°, a,, . ¢, c. par les valeurs
précédentes et @ par sa valeur

a = a, cos2o -+ a,sin%n.
Jobtiens pour ¢ les deux valeurs

(1) ¢, = - 0,00377,

(2) ¢y = - 0,00360.

Or, pour la raie de longueur d’onde 1*,98 et I'angle de 30°, on a
[*=1,5606, et il en résulte pour le terme ¢/* les valeurs

¢ *=+ 0,00590 (éther incompressible),
¢y l* ==+ 0,00563 (&ther compressible),

9

“ppr 1 1
Différence : — — — = -+ 0,00027.
ny )L'2'

Il en résulte sur n la différence
ny— Ny ==+ 0,0000.

Elle est & la rigueur accessible & I'expérience, puisque I'erreur d’ob-
servation est de 2 & 3 unités du quatrieme chiffre décimal. Mais, si 'on
tient compte de I'indécision qui régne sur chacun des nombres qui
servent & calculer ¢, et ¢,, on comprendra que cette différence ne suffit
pas pour trancher la question qui nous occupe. On voit aussi qu’il suf-
firait de pouvoir pousser les déterminations un peu plus avant dans le
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spectre calorifique, de perfectionner un peu les méthodes d’observa-
tion ou seulement de trouver un cristal plus favorable encore que le
spath pour arriver & une conclusion. Qu’il nous soit donc permis d’es-
pérer connaitre aussi un jour la solution de ce nouveau probleme si im-
portant par ses liens avec toutes les branches des Sciences physiques.

P —



