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SUR U N E

TRANSFORMATION DE MOUVEMENT,
PAR M. DAUTHE VILLE,

PHOFESSEl'R A LA FACULTE DES SCIENCES DE MïNTPELLîER.

M'. Appel l a mont ré dans un récent. Mémoire ( î ) que les transfor-
mations horno^rapiliques peuvent être appliquées avec avantage à
diverses questions de Mécanique. A la f in de son Mémoire, M. Appel l
propose la. généralisation suivante des résultats qu ' i l a obtenus.

Soient les équa t ions de Lagrang'e
d / < ) T \ (Yï ,, , dq, . . . .^ _ := Q., q1^ ^ [ i = i, .-)., . . ., k ,
dk \àqij àqi dt

où T est une forme quadra t ique de q\,..., q,, avec des coefficients fonc-
tions de q^ ..., q^ et où Q < , . . . , Q/(. dépenden t seulement, de q^ , . . , y/,.
Trouver les t ransformat ions de la forme

/• /r=^(yi , q,^ . . ., q/;) ( / r = i , a, . . ., / c ) ,

df^ =A(/71,^ /2 , - ̂ q k } d t

qui transforment ces équations en d'autres de la forme

d ( à^\ dS ,., , <//•/• , . , „___ ^^ ^B,, ^=-7- (,^i,^ . . . , A i ) ,
a^ \à^iJ (^ i ^i

où S désigne une forme quadratique de r\, . , . , r^ avec des coeffi-
cients fonctions de i\, .:.,, ^ et où R,, . . . , R/, dépendent seulement
de ^, . . . , ^.

( l ) De riioino^Tûpfnc en Mécanique, par M. Appell (Ainai'icnii tournai of Mathciiuïtics,
vol. XII , i[». io3).
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362 DAUTHEVÏLLE.

Nous nous proposons de considérer le cas du mouvement d 'un po in t
sur une surface (K= i ) ' e t de montrer que les transformations cher-
chées sont celles qui conservent les l ignes géodésiques, a ins i que l'a
prévu M. Appel l .

Considérons deux surfaces S et S^ , et faisons correspondre un po in t
réel de la première à un point réel, de la seconde. On sait, par un théo-
rème dû à AL Tissot, qu ' i l existe sur la. première un système orthogonal
auquel correspond sur la seconde un système orthogonal . Rappor tons
les surfaces à ces deux systèmes or thogonaux. Soient:

d^ = E du2- 4- G d^, d^ ::= Ei ffi^ 4"- î s i d^

les expressions des éléments l inéaires de S et S,,. Considérons un po in t
matériel , de masse égale a l 'unité, dont le mouvement sur la surface S
est dé te rminé par les équat ions

0)

ou

^^I^^^-p ^-..^,
dt \()u1) au 9 "" (,U

^(^\ • ^».o .^^.
dl \^' j ô^ """'" ' î ' dt/

2T=E^^4-G(^ 2 ,

et où. P, Q dépendent de u, ^ seulement.
Considérons m a i n t e n a n t un second point , de masse égale à, l ' un i t é ,

en mouvement sur la surface Si, et imaginons que les coordonnées de
ce point sont fonctions d'une nouvelle variable ^, l iée à £ par l'équa-
tion
(9/) dt^ == X ( u^ c ) dl.

Le mouvement du, second point sera. déterminé par les équations
d f(n\\ "<n\ _., , _ da

dî, \ Wu\ ) "~" "Ju :"" 1>19 Hiii "~" d^
(3)

^(^^ (n^ o </ -^
j^ \d^ ) d7 " ''llî l '"'"" d^

2Ti=Ei^^4-Gi^.
ou
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La question que l'on se propose de résoudre se réduit à celle-ci :
Est-il possible de déterminer la fonction X de manière que P, et Q)
soient indépendants de u'^ et de (\ ?

Des équat ions (i) et (3) on déduit
, „ .-, du' \ ôE „ àE , , i ()G ,,

P = E -y- -+- - — u 2 -l- -r ^ f — ~ -i— c ',\ dt :>- au àc :î au
('0 I ., ,, d^' i ÔE „ à(j , , i ^G ,,

f 0 •=: (r —— — - —— '̂—t- -.— // ' (^-h - -.- t -fl

\ " di 2 €lv OU 2 d(1

. .. „ du, r dEi ,, àE, , , i (X«i ,,I > :̂  E .—— -i- - 1 / / a _^ _ ^ ^ t, _ _ t, -
1 ^i 9- au i dv l i '.>. ou

} ,, ., dv\ i ÔE, „ àG, , . i ^Gi .,
^ Ql = (il ̂  - . ̂  ̂  + -^ ̂  ̂  4- . W r f t

On a main tenan t
/ ( ' :•= //.i / ( / / , r), . ('/ .-= ̂  /( /z, c),

d'oiî l 'on tire
du' i f//^ i fol /., ^À , /\^^^^^^^^H-^^,,J,

^^i - ï ^'/ ! {^ ' ' - ̂  ' " },̂  _, ̂  ̂  ̂ ^^a, ̂  -i- ^^ r^ .

Bemplaçant dans ces équations —5' ^- parles valeurs déduites de

(4), et portant dans (5) les valeurs ainsi obtenues pour <^-L5 ^-^ on
trouve f inalement

l̂' _ ( El àE - 1 aE! E! <^^ / -lirr: E/.^ V a E ^ ^ 2 rf^ À (hj 1

/Ei ^E 0^ E, ^/.\ / .
"""YE" ^ --^r+y ^"^^i^

/Ei <X. i ^Gt\ ^
^^ÏE^7"' •î a u ) ç l '

^ G i 0 . / ' ( i - i ^ i àEAQ^ ̂ ^ ̂  ̂  ̂  »- ^ ^^ ^ U,

/G, ^G ^Gi Gi dÀ\ / ,
-i-d <^ ^'Ju ^T d^ / " 1 ' 1 1

^/'^L^^l^ii în ̂ V^
V a G ^^ 2 ^P 7. ^(? y 1
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En expr imant que P i , Q, sont indépendants de //,, < \ , on a les
équations

Ei_ ÔE _^ ^E ^
•-I.E ( ) ( / ;>. 6^/ I" À (̂

EI 6>E ()E, ^ Ei < .̂
"E jÏÏ 7h" !"~ A ^p^0 '

Ei <Xr ^Gi ^
E ou ou

th ̂  ^ (m!
G J^ """" r)c :=::::0?

GI ^0 ^di (il ^À

G ^^ ^^
<;i ()G i (̂;i <;i ^(î,
;-îG (^t' 9- r)r À ()^

Ces équations sont équivalentes aux suivantes :

r /)Â ,,^_ i / i <},E i <}E,,\
j /, /J// """" '.>. \E ^^ Jîi cJ//. /

i ^/. ^ _ /' ( <^î _ ^ .̂!^ \
À ̂  :r::;'"" \È ^ ~~ E^ ' < } p / ?

I <^a ( iH^
} l1^1 (^^ E] ( ) n

•i M i <):Ei
la' JP ' (ri Jl»

'.ï ois ï àE -i (H^ i f) EI
(,r J^ E à(( " " " " " Gi j//. Èi r)^
a /}E r (Wv 9, ()l^ i ()(^^ ^ ̂  .„..,. ^ ̂  .,,., ^ .̂ .̂  .._ ^^ .

' Les quatre dernières, é tant indépendantes de A, sont les conditions
nécessaires et suffisantes pour que le problème proposé admet te une
solu t ion . On reconnaît dans ces conditions celles qui expr imen tque
les lignes géodésiques se correspondent sur les deux surtaces considé-
rées ( f ).

Si l'on suppose ces équations ident iquement véri fiées, les deux pré-

( 1 ; G'. DAHBO'UX» .Lcço/ï.v sur' la théorie géndmie dos surjwe,^ IIP Partie, p. ..{(.)»
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mières donnent A. On en déduit, en effet,

à , EP à , EÀ^log^-=o, ^log^o

ou bien
_;V,, — = I Lfi^i i^i

V^ désignant une fonction de (\ et IL une fonction, de «. Adoptons les
notat ions employées par M. Darboux clans son Livre Sur la théorie géné-
rale clés surfaces (r). L'intégration des quatre dernières équations (6)
donne

1|= vu-,

V étant une fonct ion de r et U une fonction de a. On aura donc

__Vjî . _ Ua
VSJ2- / t — Vl.]̂

De là

K étant une constante.
On a, par suite,

V.V=(^.K.,

V1^1^ U , = K U , )^^.

La solution du problème est achevée, et l'on voit que les transfor-
mations cherchées sont précisément celles qui permettent de repré-
senter géodésiquement l'une des surfaces considérées sur l 'aulre.

II.

Considérons en particulier le cas où l 'une des surfaces est un plan.
Nous pourrons effectuer complètement les calculs et obtenir sous forme
explicite les transformations que nous avons en vue.

( l ) Loc. cit.
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Soitïin mouvement plan défini par les équat ions
dî•T -_ v ^y _ v( ï ) ^"-"'A? -^r-ï,

où .r, ^y désignent des coordonnées cartésiennes rectangulaires et où
l'on suppose que X, Y sont fonct ions de x, y seulement. Considérons
une surface rapportée au système de coordonnées curvi l ignes formées
par une f ami l l e de géodésiques et leurs trajectoires orthogonales.
L'expression de l 'élément l inéa i re est

^2=^+C2<^•2.

Le mouvement sur la surface d 'un point de masse égale à l ' u n i t é est
déterminé par les équations

d ^V àT^ ^
dï, {à^j "" au î ""1"' cU,'

(->/) < d /()T\ <rr d^Tu, ̂ ^-^^.Q, ( ..„„•:. ̂
\ aT^^^+C2^2 ,

où /,, désigne le temps.
Proposons-nous de trouver les transformations de la forme

( 3 ) x -:-/( a, tQ, y = cp ( a, F ), dt^ — À ( u, v ) di,

qu i transforment les équations (i) en les équations (2), avec la condi-
tion que P et Q soient indépendants de u'\ ^ ' .

On déduit de (2)

[ p—^ ̂ f^t^
^ j -dt, -à a -

(o^^^+.c^^^+c^^.l dt^ au àv

En différentiant (3) et tenant compte de (î), on a,

^^^^vf^^(^^^f)^ou at^ o^ dt^ \ ou" au au/
( ,, y/ ^ àf . à ^ à f \ , , f^yf .(Tk àf\ „

+ à).2 '—^ 4- ^ -j- -L 4" ^ — — u 1 v' 4", V -r- 4- A .- — ) ̂ \\ àuàv àç au ô u à v ) \ àv^ à^ ov J
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,.,. ^ào du' ^à^ d^ f^à^ . à\ â^
\ •==. À2 -r1 ——--+- P —— -7- -4- ^ ——— -4- À —- ——au elt^ àc cit^ \ au- au au^

àv) > (ï\ ÔQ <)}. ào\ , , i
„____ _4_ A __ _i- -4- 7 __ _~ i //' (?' -4- I-_F- /,_ —p. /„ i et v T, i
y^ d^ ()v au du ô^ à^ ô^ à ^ f

Portant dans (4 ) les valeurs de c—^ — fournies par ces équations,
on obtient les valeurs de P, Q en fonction de u, v, u\ (< En égalant, à
zéro les coefficients de ^/3, /^V, ^2 clans P et Q, on a six équat ions
•pour déterminer/, ç et À. On trouve ainsi, en posant, pour abréger
i, / ., , ()f ()(o ()^ àf1 écr i ture, A ̂  — — — -— — ?ou ()^ au à^

5)

î fà\f
A [,0^
•>. / à^f ày
A \àuà^ Je
i f(}\f
AWp1

àf (^o
ou au'2

^ (àf
A \()u
i (ôf

^ A Y au

à^
()^

à") .
^

ào
au

(^(D

au àv
à2 ©
à^

à^Q
au2 û v }
û^ àf\

ou ôv ô ^ j
à'2^

"" ^Tt

à\f
Ôl^

(}o
au
00

un.

àf\

à.f\
37- )
0—

à^f ^
au àv j

y'.f\
àv ' 1 ' }

I+^

1
+ ^

+c

} + l
) À au C

i
+ T i rÀ a^ L

al
—— —0,
au
ùl̂
-0,

àC „
au

à), a

<;À i
àC
au
àC
()^

: o.

La quatrième équation s'intègre immédiatement et. donne

/^Vç+V,,

V et Vi désignant deux fonctions de v.
Imaginons que la famille de géodésiques qui intervient dans le sys-

tème de coordonnées curvilignes auquel on rapporte la surface soit
formée par les géodésiques passant par le point de la surface qui. cor-
respond à l'origine des coordonnées dans le plan. Alors à chaque va-
leur de v en correspond une de u pour laquelle on a iden t iquement
f= y = o. .11 en résulte que V.i est ident iquement nul le et que l 'on a
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/'=Va. Cela posé, le système (:'>) devient, par quelques réductions
simples,

(6)

/=-

^

0

(̂̂

^
/h1

r}
< /̂

1 ^
^

=v®,
^Y
d̂es
àt.

log(

log ]

los(

i"s(

,̂,,
i

v

,^^
àTi)

ï(^
\à,U

?2

/,^\ ,
-^ ) -
Vly'-''^ -

ôo à^ 9
^ ^ ,.^(^

6?0 <)(p <^/

au on

-r:.: (•),

'•]...
= 0,

) - o,

"V et V" étant les dérivées première et seconde de la fonction V.
On intègre inimédiatement les quatre dernières équations, et l 'on

trouve
. ̂  ,„.
îi^^- àf^Y-u. ^-v. '^^9*2 \()u )

'V,, V^ désignant des fonct ions de e, et U^ U^ des f o n c t i o n s de u. Ces
équa t ions s'écrivent

i <^9 U'i7 ^0 ^ v
'^ ̂  t ' 9^ "au """ V/

VI v-c^ 0 2 .
T a

Les deux dernières montrent que C doit être le produi t d*ii ne fonc-
tion de u par une fonclion de p. Posons donc

G=:ap,

a désignant une fonction donnée de u et ^ une fonc t i on donnée de e.
On aura

a , ï B v^T 1 „.„„„„.„, A •ï>^"v, •~"1 ?am,IL -^Ty^ —^

3S.A, B désignant deux constantes. De là

V^A^/IP rr . . . ,ABy ^ ^,_ .,.-,«,
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et ensuite

1 <?9
02 <h/ : B -

/V7Vr
în intégrant la dernière équation, on obtient

(7)

où l'on a posé

R
U -4- S

R:=

U==- -/ r///
"o^

et où S désigne une fonction de p.
On voit par ce qui précède que le système (6) peut être remplacé par

le suivant,
/=V9,;
?

2

r == V

<^?
au ~

(
0

"" D
<^9\
jp y
ô^
au

?»

=A

R
+

f

v/^-
s'

v'/ ̂• <?(•
"t- v^®

au

y-^
à^
ào
au

(8)

^a'^,

où a/ = ^a? et tout se réduit à déterminer les fonctions V et S au moyen
du

de la dernière équation (8). Remplaçant ç par sa valeur, on a

(U 4- S) (RR'V7- aR^- RR/V)
-h ^ R R' S' V^ + R2 S' V^ —"R2 y'V == R2 V7 (32 [!' a a'.

^/^. de l ' É c . Normale. 3e Série. Tome Vr i .— DECEMBRE 1890. 47
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Dif fé ren t i an t par rapport à u,

nR^v^^aR/->v^-^R^v^ ^ I^^u '̂l^j^^^.__„ .̂  ̂  ̂  ,..,,: . _ , ^
•R^pa - [y

oïl bien
BR^w—^R^-RR^

R^V^2 ^ay/--^2^!),

U étant une constante.
I/équation devient alors

'DSRV^2^ '2R /s /y /+ RS^^- uyv ,.,, , „,.. ,,
—••--—-—————.^—^——.-.——————— ,-:: Ij'aa'— DU = ï),,

Di étant une nouvelle constante.
Par suite, si l'on pose

^ 1) ^aa '—^,
(9)

} D^V'^'-BV,

on aura, pour déterminer V et pu i s S, les équat ions

(10) Rl^y7— 2 R^'W — KR'V^— Bi^V^2 ̂  o,

(i i) DSRV^J2 + îlR /S /V7+ RS'V^— RS^V'— Di RV^2 = 0.

Si l'on di f férent ie la première équat ion (9), on a

d . a". log — =: o,
r/^ 0 a ?

a
— —.: consL
a

ou bien, comme on le voit aisément,

i <PC-, ^—- ::= const.
L ^^''

Cette quantité constante exprime la courbure totale de la surface,
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d'après une formule due àGauss ( 1) . Ainsi la t ransformation cherchée
ne peu t être effectuée que si la surface donnée est à courbure constante.

Plaçons-nous dans cette hypothèse. Les formules données par M. Dar-
boux ( 2 ) nous permettront d'achever le ca lcu l .

Si Fou suppose la courbure nulle, on a

de là
a=r u,

^=1.
On trouve alors

1) =-r,

Di=o.

Les équations (10) et (n) deviennent

SV^^V^-h^^o»

S' -+-S: : o.

On en dédu i t

et ensuite

( 1 2 )

V=Et .ang(^-+-F)-+-G,
S -= H sin v •+• K cos c,

m' ( ̂  sin (-0 -J- n/ ( ̂  cos t?) ~+" /•?/

'"wYiTsirr^) -+- /i ( ?^ cos c ) -h 7?
m" ( u sin (Q •+• n"{Lt cos^+p^
m{u sm^) -^r n{u cos^) -+-/?/=

t X = = < 7 [ m ( a s i n ( 0 4- / i ( ^cos^ ) -î-/?]S

m, /?, /?, . * . étant des constantes.

(1) G. D A H R O U X , Z^CD^ -w ^ //^or^ générale des .wrfree.^ t. II, p. 4 i ( > -
( 2 ) 7/^U, p. 46.
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Si l'on suppose que la courbure est positive et égale h -3? on aura

C^a^in2-,ci

. ILa == ci sin — ?rt
P==i.

De là

a t a n f f —a
D = — i ,

I)i=:o.

On trouve, pour déterminer V, S, les mêmes équations que dans le
cas précédent, et l'on obt ient f ina lement

(i3)

/ ( sini' tan^ ) 4-- fi1 ( cosc ta t t ^ - ; ) 4-" /^

.̂ (sinp tan g ̂  ) 4- n ( COSP tan^ •r- ) "•l"1- />
\ ' a / \ , a /

m" ( sin P tan^ — M- /^/ ( cos v lang -' ) + /^
/::==

ni ( sin (; tang - ) -4- /^ ( cos v tang - ) -l- p

lînfin, si la courbure vaut — —,? on a

U= / /< ^^y
a \ e'1— e a f

D==-i,
iï)

L'équation en V est la même que dans les cas précédents, et l 'équa-
tion en S est

S^.s—— ==o.a
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Elle donne
S = H sin r -4- K cos r 4-

cl l'on trouve

m. e'1 — e '/ .————— sm^ -,/COSP 4-^

9=:
• e a . \ / e.11 — e a \-^ Sin r -+- /À ( -^———^ cos r + p

e'1 -\- e lt

m' -.-. sint1» COS t» -/;/

f
.e/' . ff" -4- e <l

m. sinp -;COSi' \+p

.ea-+-e a

Telles sont les transformations que nous nous proposions d'obtenir.
Dans le Chapitre que nous avons précédemment cité, M.. Darboux

donne les équations suivantes pour les lignes géodésiques :

A. u cos v -+- ,B u sin P -h- C ==. o,

A tang -~ cos P 4- B tan^ ~ sin ^ -+- C =. o,

f>iï ___ ^» «Tf , gtt ___ (0 <':

A ———"-— cos ^ -h B ———— sin (•' + C == o.
e" -}- e e^e

Nous avons écrit dans les deux dernières - au lieu de u, pour fairea l

concorder les notations. L/éminent géomètre a joute :

« Si l'on représente là surface sur le plan en prenant pour les
coordonnées rectangulaires x et y du point du plan les coefficients
de A et de B dans les équations précédentes, les lignes géodésiques
de la surface correspondent aux droites du plan.... Quand on a effectué
une représentation de la surface considérée sur le plan, on les ob-



374 D A U T H E V ï L L E . —— SUR U N E TRANSFORMATION DE M O U V E M E N T .

t i e n t toutes en faisant suivre celte r ep résen ta t ion , que lque particu-
l ière qu 'e l le soit , de la t r ans format ion homo^raphiquo la p lus séné-
raie dans le p l a n . )i

Cela étant acquis , i l su f f i t de considérer les fo rmules (12), ( i 3 )
et ( i4) pour constater que les t ransformat ions qui répondent au pro-
blème proposé par M. Appell sont celles q u i t r ans fo rmen t les droites
du plan en lignes géodésiques de la surface ( j ) .

l 1 ) Les résultais contenus dans cette Note ont f a i L robjcl d'une communication que
nous avons eu l'honneur do présenior ù l 'Académie des Sciences (séance du 8 décernbro
1890).

m DU TOMî.î VU DE LA TROISIÈME1 SÉRIE.


