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SUR LES

DISSOLUTIONS D'UN SEL MAGNETIQUE,
Par P. DUHEM.

——— S e e

Il ne parait pas que les propriétés d’une dissolution formée par un
sel sensible & I'action de I'aimant aient été jusqu’ici 'objet d’aucunc
étude théorique. La Thermodynamique, cependant, fournit une dé-
monstration tres simple de quelques-unes de ces propriétés; certaines
des conclusions auxquelles elle parvient paraissent susceptibles d’une
vérification expérimentale. C’est & 'exposé de ces conséquences de la
Thermodynamique que sera consacré ce Mémoire.

§ I. — Potentiel thermodynamique d'un systéme aimanté
renfermant une dissolution.

Le potentiel thermodynamique interne d’un systeme aimanté peut
se mettre sous la forme suivante :

F=E(Y —T2)+d+ [F(On)dy.
Dans cette formule,

E est I’équivalent mécanique de la chaleur:

T est la température absolue;

Y est ’énergie interne que posséderait le systeme si on le ramenait &
I’état neutre magnétique ;

Y est I'entropie qu’il posséderait dans les mémes conditions;

5§ est le potentiel magnétique;

o est I'intensité d’aimantation en un point de I’élément dv;

F(o) est une fonction dont la forme dépend de la nature de la sub-
stance qui compose I’élément dy;
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le signe / enfin indique unc intégration qui s’étend a tous les élé-
ments de volume du systeme.

Ce potentiel thermodynamique interne ne figure jamais, dans aucune
question, que par sa variation; il en résulte que I’on peut, sans incon-
vénient, y supprimer tous les termes qui sont assujeltis & demeurer
constants.

Supposons le systeme formé d’aimants permanents 1 et d’un corps
parfaitement doux 2; soit dv, un élément de volume des aimants per-
manents; soit dv, un élément de volume du corps parfaitement doux;
I'aimantation a pour composantes -\, wb,, S, en un point du premier
élément, et A, w,, 2, en un point du second; soient ©, la fonction
potentielle magnétique des aimants permanents et ©, la fonction po-
tentielle de 'aimantation distribuée sur le corps parfaitement doux.

Nous aurons
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Mais les aimants permanents ayant une forme et une aimantation inva-
riables, la quantité

1 00, AV, A
-~ Moy e o U e,
2 /( Yy N dy, + = 03, s

demeure absolument invariable, ce qui permet d’écrire

: o0 J0 00V
N= Mo P, 2t 2 !
Y /< 2() vy ‘)2()_}’2+ ddg) 12

I ()Ul 00, [AOR
-+ - Mog ~—— ) [
2/( -() Ly po? () Y2 B ()N‘z)( ber

en négligeant, comme nous I'avons dit, les termes constants.

Nous admettrons que les aimants permanents sont formés par une
substance de constitution invariable, tandis que le corps parfaitement
doux aura une constitution variable; ce dernier sera formé par une
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dissolution dont la concentration pourra étre différente d’un point &
I'autre au méme instant et d'un instant 4 autre au méme point. Cette
dissolution sera incompressible, de telle fagon que la densité en chaque
point dépende uniquement de la concentration au méme point. En dé-
signant par s cette concentration, on pourra écrire

E(Y —TZ)= [@(s) dvs,

O (s) étant une certaine fonction de s dont il n’est pas utile pour le
moment de préciser davantage la nature.
L’aimantation des aimants permanents étant invariable, on peut
réduire ]
'/:jf(.‘)ll)dv

a la quantité y
[F(O, 5) de,.

De ces diverses considérations il résulte que, le potentiel thermodyna-
mique interne d’un systeme formé par des aimants permanents et une
dissolution magnétique peut s’écrire

. g 9 9)
F= Jlng()i)i "l""‘E?-giE‘l -+ 82 011 df’g
dx, dys

(0 o+ 5/@’201‘)2 YA, B
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v
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dy,

<
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2 0,
+  JT®(s) +F (I, 5)] dos.

§ II. — Aimantation d’'une dissolution magnétique.

Imaginons que les composantes du,, by, €, de Paimantation aux
divers points de la dissolution éprouvent des variations arbitraires
Sy, CUby, 02,. Le potentiel thermodynamique interne, défini par I’é-
galité (1), subira une variation donnée par I'égalité

3 -~
57 :/§[0((91+ 0,) N 9 F (I, $) filn_i] S
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Cette variation doit, pour 1’équilibre, étre égale a zéro, quelles que
soient les quantités 6., Sub,, 62,. On doit donc avoir, en tout point
de la dissolution,

S
doyg==— F (I, 5) (0 +0,)

oz, ?
(2) [ aby=— F (9, 5) ‘_)(_9‘5;‘_“)
e,=— F (N, 5) ()L’:):ﬂ,
égalités dans lesquelles on a posé
T
(3) F(am,s):_m.
9NT

La fonction F(ar, s) est la fonction magnétisante. Un cas approximatif
intéressant est celui ou elle se transforme en un coefficient d’aiman-
tation indépendant de 'intensité d’aimantation.

Ce coefficient dépend de la concentration de la dissolution. Il peut
arriver que le dissolvant, pris a 'état de pureté, soit tellement peu
sensible & l'action de I'aimant qu’on puisse, sans erreur notable, le
regarder comme non magnétique; c’est ce qul arrivera, par exemple,
pour I'eau, sil’on compare son aimantation & celle d’'un composé fer-
rugineux en dissolution. Dans ce cas, du moins pour les faibles concen-
trations, on peut regarder ce coefficient comme proportionnel i la
concentration. Les équations (2) deviennent alors

0(0,+ 0,)
_—

o= —Ks 0z,

(4) Wy — Ks W 0a),
()_)’2

e — —Ks 0(0; 4+ (‘)2)’
2 03,

K étant un coefficient qui dépend de la nature du sel dissous et de la
température.

Ce coefficient est, en général, assez petit; il en est alors de méme
de oy, Wy, 2, et partant de ©,; de sorte que, sil’on néglige les termes
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de 'ovdre de K* devant les termes de I'ordre de K, les équations pré-
cédentes prennent la forme approchée

90
m!log:—stz:,
(5) Wy = — Ks 21,
? o
00,
€-> = — K .
2 Sdz?_
D’une maniere générale, on a
M 9
6 FN, 5) = e L.
(6) F (T, s) [ F(m’s)dm

Dans le cas particulier ou Ion a

F(o,s)=Ks,
cette relation devient
- oo
(7) FM, 5) =~
§ III. — Conditions d’équilibre d'une dissolution magnétique;

conditions hydrostatiques.

Une dissolution magnétique 2 est soumise a 'action d’aimants per-
manents 1. Aux divers éléments do de la surface déformable qui limite
cette dissolution sont appliquées des pressions normales P dw. Aux
divers éléments de volume dv de cette dissolution sont appliquées des
forces extérieures. Les composantes de la force appliquée a I'élé-
ment dv, sont

X=— p(s)%d%,

\4
Y =—p(s) -———3)/2 des,
, av
17 =— p(S)Ez—dez,

e(s) étant la densité en un point de I'élément dy,, et V une fonction
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uniforme finie et continue de x,, y,, 5., fonction dont la forme ne
dépend pas de la figure du fluide.

Ces dernieres forces extérieures admettent un potentiel qui est
donné par I'expression

(8) W= [p(s) Vdos,

les sommations s’¢tendant au volume entier du fluide.
Cherchons & quelles conditions la dissolution considérée pourra de-
meurer immobile.

Pour que I équilibre soit assure, il fawt et il suffit que, dans toute deéfor-
mation virtuelle imposée au fluide, la variation éprouvée par le potentiel
thermodynamique interne du fluide soit égale ou supérieure au travail ef-
Sectué par les forces extéricures.

St I'on désigne par 5le potentiel thermodynamique interne du fluide,
par dg, le travail des forces extérieures, cette condition s’exprimera
ainsi
ou
(9) 0F — d&,Zo.

Dans le cas particulier ot la déformation virtuelle imposée au fluide
est renversable, ¢’est-a-dire ot 'on obtient une nouvelle déformation
virtuelle en changeant tous les signes des déplacements que les divers
points éprouvent dans la premiere, le signe d’inégalité doit évidem-
ment disparaitre de la condition précédente, qui devient

(10) 0F — d&, = o.

Le travail externe dg, est la somme du travail dg,, effectué par les
pressions que supporte la surface du fluide et du travail dg,, des forces
appliquéés a ses divers éléments de volume

(11) A%, = d&, 4 d&..

Nous avons d’ailleurs

(13) ds, = S Plucos(Ni ) + v cos(Ny, y) + w cos(Ny, 3)] dw,
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u, ¢, w étant les composantes du déplacement d’un point de 1'é1é-
ment dw; N; ¢tant la normale a cet élément vers 'intérieur du fluide,
et Pintégrale s’étendant a la surface déformable qui limite le fluide.

Le tmvall de, est égal a la variation changée de signe de la quan-
tité W. Si s est la variation que subit la concentration au point
(24, Vs, 52)3 81 u, v, w sont les composantes du déplacement du point
matériel qui avait pour coordonnées initiales x,, y., z.; si nous re-
marquons enfin que

adc’.l:(% + ;% +%>(luﬂ,
\ 2 2 Sy
nous aurons

/V ps_) 0s dp,

-—jp(<>‘)/———u—&—ﬂ )4 gi w’)dri

—/vp(s)<i)"—‘_ + (—%‘i + ‘0):‘) dv,

dp(s) [ 0s ds Jds .
_/V PR (01u+d —i—D—;w)(l‘g.

Les égalités (11), (12), (13) nous fournissent I’expression complete
de de,.
Calculons maintenant la variation 5 subie par le potentiel thermo-
dynamique interne de la dissolution.
apres Végalité sut éerire
D’apres Uégalité (1), on peut écrire

(13)

(14) 3F=A+B+C,

les trois quantités A, B, C ayant les significations suivantes :

A== 5/.(1)(.8‘)6[(’2,

B= a/j(;m,s)dm_,,
(16) * o
“ 90, 20, . 00"
frt 2oy —— ‘ro -+ Ty s
C o/('\ dx ~Ub A 2 93, ’)(l‘_
/ (¢} 00, a0,
1 cafhy, ——= 2, —= ) dy,,
\ +.’. f( V2 d)’ﬁ -+ 2 ()52) V2,
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Calculons successivement les trois quantités A, B, C.

1° Calcul de A. — Le calcul de A est facile; le volume de ’élément

dv, augmente de
ddvy = ﬁl—‘--}—ﬂ—i i dv
2 ()xg ()y_g 03 )> ver

En méme temps, la concentration en un point de cet élément augmente
de ds. On a donc

- ) ([(IJ(.) du Jdv Jw
§A~— S0 (55~ 5+ 55)

ad(s) [ os ()9 Js ,
( +'f N (()x + +()_~.“>d‘2'

2° Calcul de B. — Supposons que, dans la déformation du fluide,
chaque élément entraine avec lui son aimantation sans que celle-ci
change de grandeur ni de direction; 91 demeurera invariable, et on
aura simplement

‘B:: /[01’(9)} $) 35 -+ T(‘)K”.)<()U L9 ()(' - gw>'ld‘,
2 EB

{
( 0,&(3“; S‘)<()S [‘_*__(_)'_q‘,.*_ .0_—(\'1 dy,.
0s dx oy ds

d‘)

(16)

(17)

3° Calcul de C. — La quantité dont C est la variation dépend uni-
quement de la forme du fluide et de I'aimantation de chaque élément
de volume. Donc, pour calculer C, on peut calculer la variation subie
par la quantité en question dans une série quelconque de modifications
amenant les éléments dont il s’agit du méme état initial au méme état
final que la modification considérée.

Soient

V (fig. 1) le volume occupé par le fluide avant et apres la modification ;

V, le volume qui était rempli par du fluide avant la modification et ne
I'est pas apres; :

V, le volume qui n’était pas rempli par le fluide avant la modification
et est apres.

Il est aisé de voir que, en négligeant les infiniment petits d’ordre






