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SUR LES

INVARIANTS FONDAMENTAUX

DES

EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES DU SECOND ORDRE,

Par M. H. VOGT,

ANCIEN ELEVE DE L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE, PROFESSEUR AU LYCEE DE NANCY.

INTRODUCTION.

Les mémorables travaux de M. Fuchs (Journal de Crelle, t. 66) ont é(é
le point de départ d'importantes recherches sur les équations différen-
tielles lin¢aires et homogenes. M. Tannery fit connaitre en France les
idées de 'éminent géometre de Berlin et étudia la nature des intégrales
(Annales de ! Ecole Normale, 1874); M. Floquet, suivant les traces de
Thome et de Frobenius, et M. Appell (7d., 1879 et 1881) montréerent
I'analogie qui existe entre ces équations et les équations algébriques;
plusieurs mathématiciens, entre autres MM. Fuchs, Schwarz, Klein,
Goursat, Halphen, étudierent les relations algébriques qui peuvent
exister entre les intégrales; enfin M. Poincaré, généralisant, apres
M. Fuchs, la méthode d’inversion si féconde en résultats, fit paraitre
ses importantes recherches sur les groupes fuchsiens, et sur les fone-
tions fuchsiennes et kleinéennes (Acta mathemateca, t. 1,11, IV, V).

A étude des équations différentielles se rattache intimement celle
du groupe de substitutions que subissent leurs intégrales lorsque la
variable décrit un contour autour des points singuliers. MM. Fuchs et
Hamburger ont cherché i calculer numériquementles coefficients de ces
substitutions au moyen des paramétres de I'équation différenticlle;
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M. Poincaré, dans un de ses Mémoires Sur les groupes des eéquations li-
néaires (Acta mathematica, t. 1V), se place 4 un autre point de vue,
celui de la théorie des fonctions, et montre que les groupes de substi-
tutions dépendent de certaines fonctions de ces paramétres, qu’il ap-
pelle invariants fondamentaux. CGest I'étude de ces invariants et de
leurs propriétés qui forme I'objet de ce travail; je le divise en trois
Parties.

Dans la premiere, je cherche a exprimer les coefficients du groupe
au moyen des invariants fondamentaux supposés connus et & en dé-
duire les invariants de toutes les substitutions; je montre quelles re-
lations existent entre les invariants et les polygones fuchsiens. Dans la
deuxieme, j’étudie les invariants comme fonctions des parametres de
Péquation différenticlle, ces fonctions dépendant de certaines autres
analogues au logarithme et dont je donne d’abord les propriétés.
Enfin, dans la derniere Partie, jétudie les parametres de I'équation
comme fonctions des invariants; je montre en particulier comment
on peut déduire d'une équation différentielle toutes les autres ayant
mémes points singuliers et mémes invariants fondamentaux.

Je suppose toujours que les équations différentielles sont du second
ordre, de la forme

d?y

Z =P

et & intégrales partout régulieres; de plus, que le déterminant
Yi1¥a=Yah

est égal & I'unité, ainsi que le déterminant des coefficients de toute
substitution ; deux groupes transformés 'un de I'autre par une méme
substitution ne sont pas considérés comme distincts.

Jaural & construire des triangles formés d’arcs de cercle orthogo-
naux & un cercle fondamental de rayon 1; si 5 = pe® est affixe d’un
point de U'intérieur de ce cercle, je définis la L d’un arc par

mod dz

L=o2

les coordonnées ¢ et O peuvent étre remplacées par R et 0, R étant la I
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de ¢; on a alors

R=1 1F°f.
r—p

Toutes les formules de la géométrie non euclidienne sont applica-
bles a ces triangles; de plus, le 5 d’'un point de 'intérieur du cercle
est exprimé en fonction de R et de 0 par

R .
s =tangh—e,

formule analogue a celle qui donne la projection stéréographique d’un
point d’une sphere défini par un arc de grand cercle égal i R issu de
Porigine et par I'angle 0 que fait cet arc avec OX. On a, en effet, dans
ce cas,

R,
5= lang — ¢,

i ) it e

PREMIERE PARTIE.

ETUDE ALGEBRIQUE DES GROUPES DE SUBSTITUTIONS.

1. Considérons un systeme fondamental d’intégrales d’une équation
différentielle du second ordre, et la substitution
%

:(7 6) (o —By=1)

7]

que subit ce systeme lorsque la variable décrit un certain contour; il
existe, relativement & ce contour, deux intégrales particulierement
simples qui se reproduisent multipliées par des facteurs constants : ces
facteurs sont les racines de I’équation fondamentale
o — 0) )
N F = O
7 0 — )

ou

= (c~+ 0)m +1==0.
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Ces racines, et par suite leur somme, sont des invariants relatifs au
contour, en ce sens qu’elles sont indépendantes du systeme d’inté-
grales choisi; & chaque substitution ou & chaque contour correspond
ainsi un invariant, qui est lasomme o - S.

La connaissance du groupe de substitutions se déduit de celle des
invariants de ces substitutions; il n’est pas nécessaire cependant d’a-
voir tous les invariants, mais un certain nombre d’entre d’cux, d’ou
'on déduit tous les autres, et qui sont des invariants fondamentaux.

Supposons que I'équation différentielle possede » points véritable-
ment singuliers, & distance finie, et que le point infini soit un point
singulier de méme nature; je dis que le nombre des invariants fonda-
mentaux est 3(n — 1), quel que soit d’ailleurs le nombre des points
apparents.

Si I'on trace, en effet, des lacets issus d’'un point quelconque el en-
tourant chacun des » points singuliers et si I'on connait les » substitu-
tions fondamentales que subitl un systéme particulier d’intégrales
lorsque la variable décrit ces lacets, le groupe est entierement déter-
miné, car on connait @ priori la substitution de ce systeme autour d'un
point apparent; elle est de I'une des formes

I 0 il | O
G G2

et, de plus, un lacet entourant l'infini se ramene 4 une succession de
lacets situés a distance finie. Or les n substitutions fondamentales
exigent la connaissance de 3 coefficients ; mais trois d’entre cux peu-
vent étre pris arbitrairement, car on peut transformer le groupe par
une substitution quelconque renfermant trois indéterminées. 11 suffit
done de connaitre 3(n — 1) quantités, par exemple les invariants de
3(n — 1) substitutions convenablement choisies; il y a done 3(n — 1)
invariants fondamentaux.

Nous considérerons d’abord les groupes de substitutions indépen-
damment des équations différentielles qui les produisent et des con-
tours auxquels se rapportent ces substitutions, et nous nous proposons
de résoudre les problemes suivants :

1° Ktant donné un systéme particulier d’invariants fondamentauz,
comment détermine-t-on le groupe?
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2¢ Comment calcule-t-on 'tnyariant d’une substitution quelcongue?
3° Quelles sont les dyfférentes maniéres de cholsir les inparianis fonda-
mentaux?

Nous allons nous occuper d’abord des deux premiers problemes.
M. Poincaré a déja donné la solution du second, dans les cas de n = =
et n =23, dans son Mémoire Sur les fonctions fuchsiennes et I Arithme-
tique, § V(). Avant d’aller plus loin, je donne les formules générales
suivantes, relatives aux calculs des invariants :

I, ou I, désignant I'invariant de la substitution S,, [,, celui de la
substitution S,S,, on a

IS:I —1,
L=z 15,
(1) Liag -+ Ly = L Loy == LTy -+ L0 — L L0,
(f).) llg“i"‘:ll'“lﬂ.-’:lllg,
9
(3) o =1 — nlps o 22 B g

Cette derniere formule n’est autre que celle qui donne o} + ) en
fonction de w, -+ w,, sachant que v, w, =1.

2. Je considere d’abord le cas den = 2 : legroupe est dérivé de deux
substitutions fondamentales S,, S,, etil y a trois invariants fondamen-
taux; je prends ceux des substitutions S,, S, et S,S,, et je désigne ces
invariants par I, I, et I,,.

Le groupe ainsi déterminé est celui de I'équation de Gauss, & la-
quelle satisfait la série hypergéométrique. Je ne m’y arréte que pour
montrer, sur un exemple simple, la méthode employée.

Les équations

‘ w2—1m,41=0,
wi—Ilm+1=0

déterminent d’abord les substitutions canoniques
w; O )y O )
Sy == ;o Sp T2 Nk

o o 0 W,

(1) Journal de Liouville, t.111; 1887.
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dont S, et S, ne sont que des transformées; comme on peut choisir
arbitrairement 'ordre des racines , on peut les supposer connues
aussi bien que les invariants. Il ne reste plus qu’a trouver la substitu-
tion auxiliaire qui permet de passer de s, & s,; je la désigne par

- %12 @12 .
PRy p— IS .
712 912

c’est la substitution par laquelle il faut transformer s, pour avoir la
substitution S, du groupe, lorsqu’on suppose S, =s,; si ,, a une si-
gnification analogue, le produit %,,X,, est égal a 'unité.

En écrivant que I,, est 'invariant de la substitution s, X7}5,%,, ¢t en
posant, pour simplifier,
ol — LI,

(4) M”:(0)1——0)'1)(0)2——0)'2)’

on trouve
0(1‘)610 - .1_; (M12+ ]),
1

) o

X, dépend de deux parametres variables; mais tous les groupes dé-
rivés de s, s,, X, obtenus en faisant varier ces parametres sont des
transformés les uns des autres et ne sont pas distincts, comme nous
'avons dit.

llya cxceptmn lorsque M, , est égal & == 1; la condition nécessaire
ot suffisante pour que ce fait se plodume est que les invariants véri-
fient la relation

(6) D12, — LT, — 4 =o;

on peut toujours supposer, par un choix convenable des racines w, que
M,, =—1. On peut alors distinguer deux cas :
1° L’une des quantités f,,, v,, est nulle et I'autre est quelconque;
Y,, a alors Ia forme
¥ I 0
2= (3%

et tous les groupes obtenus en faisant varier £ ne sont pas distincts.

2° B, et v,, sontnuls, et £,, = 1; le groupe est dérivé de s, ets,, ct
se compose de substitutions toutes permutables entre elles : ce n’est
pas un groupe transformé du précédent.
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Une équation différenticlle qui possede de Llels groupes est réduc-
tible; dans le premier cas, 'une des intégrales est

yi=(x —a) (2 —a,)"

yazm y f'dx_
2 )l },;;_)

dans le second cas, les deux intégrales sont

et lautre

yi=(r—a)i (@ —a)h el py=(2—a)IT (2 —ay)i

Mais alors on a r, +7, =1, el le point infini est 4 apparence singuliere.

[invariant d’une substitution quelconque est une fonction ration-
nelle et entiere des invariants fondamentaux, que 'on obtient par ap-
plication des formules (1), (2) et (3). La premiere permet d’exprimer
Pinvariant d’une substitution quelconque S7'STS! S ... au moyen de
coux de la forme 87, ST, ST'ST; on a, en effet, en désignant par s une
substitution quelconque

l pHEan g g -»]-— []mv(vm' al g po— l'.!" ]1":4"“1"7 —}— llmr l 1Mmaltg —}-— l2n e ll”‘ G _[211 Il"“ll'" T

de sorte que Tywynym, est exprimé au moyen d’invariants plus simples
et, de proche en proche, au moyen d’invariants de la forme I,», 1,
Iy yn.

La formule (2) permet de ramener le calcul au cas ol tous les expo-
sants sont positifs; la formule (3) donne I» en fonction de I, ; quant &
Iy, ¢’est Uinvariant de 72 s7%,,5 par suite, M,y = M,, ou bien
2 Lymgn— T ymIyn al,— I 1,

(") (0 — o) (o — o)) (02— 0y) )

Cette équation donne Iy .

3. Je considere maintenant le cas de n = 3; le groupe est dérivé de
trois substitutions fondamentales S,, S,, S,; je prends pour les six in-
variants fondamentaux I,, I,, I,; I,,, Ly, I, et je vais en déduire le
groupe. Les trois premiers déterminent d’abord les substitutions cano-

niques
Si:(w 0) (i=1.2.3);

'
O 0y

.
Ann. de Ufic. Normale, 3¢ Série. Tome VI. 5.2
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les autres donnent les substitutions auxiliaires X,,, .5, Z,, définies
comme précédemment. Ces substitutions ne sont pas indépendantes ;
car toute substitution S, transformée successivement par X,,, Za,,
%,,, doit donner la méme substitution S : on en conclut que le produit

¥, 5., X, doit avoir 'une des formes

10 — 1 (6]

oI ’ 0o — 1
Mais on peut se limiter au premier cas; car on peut changer les signes
des coefficients d’une substitution auxiliaire sans changer le groupe

dérivé de S,, S, S,.
Les coefficients des substitutions X sont donnés par

_ 2l —1 1,

My = (0, — o)) (0e— 0)'2),
%1301 = § (M +1),
@12712:%(1“12"‘ 1)

et les ‘équations analogues; il existe encore entre les coefficients une
équation que 'on obtient en exprimant que 2,,2,,%,, = 1; on trouve
Oy Otag 01 = 01y 02y Oy = 3 (Mys = Myg -+ My 1),

0120,

0
23031 = § (Mya 1) (Myy 1) (M, -+ 1),

yg 0oy Chyy

. ) N . , .
de sorte que a,,0,,0,, et 9,,0,50,, sont racines de I'équation du se-
cond degré

(8) Py — & (Mp +Myy+ My; 1) Prgg -+ L (Mg -+1) (Myy -+ 1) (My 1) == 0;

je désignerai désormais par P’ la racine que je prendrai pour o, oy, 2y,
et par P” I’autre racine.

Les substitutions = dépendent de trois parametres : par exemple, de
Bias %y €t @y, et des racines de I'équation précédente; mais les
groupes que l'on obtient en faisant varier les trois parametres ne sont
pas distincts, et 'on arrive finalement & ce résultat :

Les invarwants fondamentaux déterminent deux groupes, qui se dis-
tinguent l'un de I'autre par le choix des racines de I’équation (8).

Je vais former tous les invariants au moyen des six invariants fon-
damentaux; ceux des substitutions dérivées d’une ou de deux substi-
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tutions fondamentales S,, S,, S, ont été formés au n°® 4; tous les
autres se ramenent, 4 I’aide des formules (1), (2), (3), aux précédents
et aux invariants I,,, et I,,,; tout revient donc & calculer ces deux
derniers. Ce sont ceux des substitutions

¥-1
s 278, 23 sy 20,

Vl.l“ 1 -1 ¥—1.,
.1.41;,5 g Sy gy

en les formant directement, on trouve

5 112:: = ‘[132 = 11 1‘23"*_ I2 I31 +I3Il‘l'— 1112137

[ Las— T = (P, — Pluy) (00— @) (02— 0)) (05— o} );

(9)

ce sont des fonctions rationnelles des invariants fondamentaux et des
racines de I’équation (8); ils sont racines d’une équation du second
degré que I'on obtient en remarquant que

(10) f(Ligy— L) =3 (12 — 4) (21py — L1;)— 201 (21, — L 1) — I (12 —
et 'équation da second degré est
(1) 12y, — (30 1y — 1L 0y) Ly = 312 - 312, — 3L L, 1+ Iy Loy, — 4 = o5

tous les invariants sont, par suite, des fonctions rationnelles des in-
ariants fondamentaux et des racines de I'équation (8) ou de Iéqua-
tion (11).

On pouvait prévoir que les invariants choisis fourniraient deux
groupes : si S,, S,, S, est un systeme de substitutions fondamentales,
r(epondant a la question, le groupe dérivé de S, =8', S(_,:g','l,
5, = S: a les mémes invariants fondamentaux-que le premier, mais
Pinvariant de S S, S, est ¢gal & I,,, et non & I,,,; ces deux dernieres
quantités (lowent donc se permuter lorsqu’on passe d’un groupe i
Pautre.

On arriverait aux mémes conclusions en choisissant I,, I, 1,, 1,5,
I, etl,,; comme invariants fondamentaux; car, si un groupe (S,S,8S,)
répond a la question, il en est de méme du groupe dérivé de

5} =587, 8, =8,85187, 8, =85
Pinvariant de S, S| n’est pas égal & I,;, mais &

Ly = I Dgg -+ Ly — Doy — Tno L
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I'équation (11) donne du reste pour I, deux valeurs s¢ déduisant!'une
de I'autre d’apres I'équation précédente.

Sixinvariants quelconques ne peuvent déterminer un groupe unique,
car le cas le plus favorable qui puisse se présenter est celui ol 'on
déduirait de ces six quantités un seul systeme de valeurs des six in-
variants fondamentaux choisis précédemment; on peut trouver en
général plusieurs systémes, & chacun desquels correspondent deux
groupes. Il est par suite nécessaire, pour définir un seul groupe, de
donner sept invariants, par exemple les six premiers et I,,;, reliés par
I'équation (11).

Nous avons jusqu’ici considéré les groupes en eux-mémes; lorsqu’on
les étudie comme groupes d’équations différentielles, il est nécessaire
de donner, en méme temps queles invariants, les chemins joignant les
points singuliers deux a4 deux, et servant & définir les substitutions
auxiliaires X; nous supposons pour le moment que ces chemins sont
les droites joignant les points singuliers; nous verrons plus loin
quelles modifications il faut faire subir au groupe lorsque 'on fait
d’autres hypotheses.

Si l'on donne les coefficients de 'équation différenticlle, on peut
calculer, comme nous I'expliquerons dans la deuxieme Partie, les inva-
riants fondamentaux; il n’existe cependant qu’un scul groupe, et 1.,
il est égal & I_, est parfaitement déterminé; au contraire, si 'on
donne les six invariants fondamentausx, il existe en général deux équa-
tions différentielles possédant ces invariants; pour 'une, I, est égal &
'une des racines de 'équation (11); pour 'autre, I est égal & autre
racine; & chacune de ces équations correspond un groupe déterminé.

- 4. Les développements que nous avons donnés dans les numéros
précédents permettent d’énoncer rapidement les résultats relatifs au
cas général, olt le groupe est dérivé de ~ substitutions fondamentales
S, Ssy ..., S,;5 je prendrai pour les 3n— 3 invariants fondamen-
taux : 11, Lo, oo, Ly 29 Lo, Ligy ooy L 32 0y, Loy ooy Ty s oD
voit que, si Pon considere ~ points @,, as, ..., a, auxquels correspon-
dentles substitutions fondamentales, les invariants choisis sont ceux
qul se rapportent aux sommets, aux cotés du polygone a,a,...a,q,
parcourus dans cet ordre, et aux diagonales issues du point a,.
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Les » premiers invariants déterminent les substitutions canoniques

w; 0 .
s[:<” > (i=1, 2, ...n),

’
0 o)

les autres déterminent les substitutions auxiliaires £,,, 2.5, X,,3 £,,,
T Zavs ov s Bygy Dpprir Zpr,is --- AU moyen d’équations analogues
aux équations (4) et (5), etden — 2 équations du second degré ana-

logues a 'équation (8),

(12) ‘ P‘I),/;,lrﬂ - %(Ml/;—l* M/.-,/.:H A+ Mg, 1) Pi,/u,‘/c—:—l
2 '

g (M 1) (Mg 1) (Mpr, +1) =0,

£ variant de 2 & n — 1. Ces substitutions X dépendent de n paramétres
arbitraives, par exemple de ., o0, tay, -.., %,_, , €t des racines des
¢quations précédentes; les parametres n’influent pas sur le groupe;
mais, en combinant de toutes les manieres possibles les racines des
équations (12), on obtient des groupes différents, de sorte que les
3n — 3 invariants choisis déterminent 2"~* groupes distinets.

Lorsque 'on a pris un systeme particulier de racines des équations
précédentes, le groupe correspondant est parfaitement déterminé; il
en résulte que les substitutions auxiliaires reliant deux substitutions
canoniques quelconques sy, s, sont déterminées : elles sont données
par I'équation

S ZanZpy =05
on en déduit la valeur des invariants de la forme Ij;; par exemple, I,
est donné par I'équation
My, My, -+ My, Moy 4+ My -+ My -+ My, 4 Moy + My, 1
My, —1
(%) Py Py, + Py [""“

—8 136 13k
\ Mi, —1

M‘:M:::

ot P’ désigne, comme précédemment, la racine égale au produit des
coefficients «, ¢t P” la racine ¢gale au produit des coefficients ¢. Les
deux valeurs de M,, sont racines de I’équation
1 M, My M,
M,y 1 Mi My
v My Mo o1 M,
My M Mg I

= 0,
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ce qui donne, entre les invariants, la relation

2l — L L) (o1 — LL)?
—a3(aly— L) (el — L) el —L1) (2L — L)
+2X(I—4)(ele— 1) (2Ls— L) (1 — L))
— X - -4l —-LL)?+~HJ} —4)=o.

On calcule les invariants I, 4 ,,, par la méthode employée pour le
cas de n = 3; les autres invariants des produits de trois substitutions
quelconques sont des fonctions rationnelles des précédents : on déter-
mine, par exemple, I,,, par 'équation
(l")) ( 4([’”123 - P/m:;) (P,f_r:u. - [)12:;/.)

TUl = Mg (Mg Myy — My My, — My My, ) -+ Moy My —+ My My, 4 My — My,
que I'on déduit de équation (13) et des équations analogues; on peut

remarquer la relation
P, P,,, P
PTaestags Y esalen

My+1 o My -1

et les autres analogues, qui relient les produits de trois substitutions
formées au moyen de quatre substitutions fondamentales.

On peut, d’apres ce qui précede, calculer au moyen des invariants
fondamentaux et des racines des équations (12) les invariants des sub-
stitutions dépendant de deux ou de trois substitutions fondamentales.
Tous les autres sont des fonctions rationnelles des précédents; car on
a, pour déterminer I'invariant du produit de quatre substitutions quel-
conques, 1'équation ‘

2 1(«:/;(.‘{;’ = lu l»/zc(l -+ [/)lc(lu -+ ‘le]da{; -+ ]dlabc -+ lub l(f(l -+ ll:(,' lzlu - ]u(: l/nl
- lu]hIc{l_“ ]I) [c']zla - [u ldla{; had ](lla vll;c —+- la I/: [c l(l-

On peut, par suite, ramener le calcul des invariants dépendant de
m substitutions fondamentales & celui des invariants dépendant de
m — 1, et, de proche en proche, & celui des invariants déterminés
précédemment.

En fonction des 32 — 3 invariants fondamentaux primitifs, chacun
des autres a en général 2”2 valeurs, qui se déduisent 'une de I'autre
par permutation des racines d'une ou de plusicurs des équations (12).
La présence de ces 2"~2 valeurs s’explique, comme dans le cas de (rois
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points singuliers, par la multiplicité des groupes déterminés par les
invariants.

SilU'on considere une équation différentielle ayant n points singu-
liers a,, a,, ..., a,, ct si I’on suppose ces points rangés dans un ordre
tel qu’on rencontre successivement les diagonales @, a,, a,a,, ..., a,q,
en tournant autour de @, dans le sens positif; s’il y a, de plus,
p points & apparence singuliere avec la substitution

(7o)

g = ’

o —1I

I'invariant L. est celui de la substitution (S,S,...S,) "7, et il est
égal &

(- ')I)Il;:,..n;

il a une seule valeur calculée au moyen des parametres de I'équation
différentielle, tandis qu’il en a 27-2 ¢n fonction des invariants fonda-
mentaux; il faut done choisir, dans le cas d’une équation donnée, une
de ces valeurs, ce qui revient & choisir d'une seule maniere les racines
des équations (12); on peut dire qu’en général aux invariants fonda-
mentaux correspondent 2”~* équations différentielles, qui se distin-
guent par la valeur de L., et chacune d’elles possede un groupe déter-
miné.

Les cas particuliers qui peuvent se présenter sont ceux olt quelques-
unes des équations (12) ont une racine double; en général, le nombre
des groupes est diminué de moitié pour chaque équalion présentant
ce caractere; il faut encore considérer le cas ol 'une des quantités M
est égale & == 13 la substitution auxiliaire correspondante peut prendre
I'une des formes (; ?>v (; ?)’ etle nombre des groupes est en général
double. .

Je pose

g 6')11110:-j (F[u[w"" ll)ac)2
(16) ! =HE(2—4) (2Tpe— 1,102 — 2 Ml (21— I 1) — I(13 — 4)]
[ Hyp = 12+ I3+ 12, — 1,1, 0, — 4.

Si toutes les équations (r2) ont une racine double, sans que les
quantités M soient égales == 1, il y a un seul groupe; les quantités
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©,.s.4+1 sont nulles par hypothese, et il en est de méme des quantités
quelconques 0, comme cela résulte du reste de la considération des
déterminants symétriques analogues a (14).

Je ne m’arréte qu’au cas particulier ol le groupe est celui d’une
équation différentielle réductible, ¢’est-a-dire possédant une intégrale
de la forme

(x— ) (x—ay) ... (2x—d,)'n;

les conditions nécessaires pour que cette circonstance se présente
sont en nombre 2n — 3, et sont

9123:0’ 613’4:03 -y Gl,n—i,n:();

(17)

H,, =o, Hyy = o, . H,—,, =o.

Ces -conditions sont suffisantes, car, si elles sont remplies, (ous
les H sont nuls; on peut choisir les racines w de telle sorte que toutes
les quantités M soient égales & -+ 1 et que toutes les substitutions
auxiliaires aient 'une des deux formes énoncées précédemment; elles
ne sont pas suffisantes pour exprimer que toutes les substitutions du
groupe sont permutables entre elles, mais le caleul des invariants est
le méme que si elles jouissaient de cette propriété.

Des différents systémes d'invariants fondamentaux.

5. Nous passons maintenant a la résolution du troisieme probleme :

Quelles sont les dyfférentes maniéres de choisir les invariants fonda-
mentanx?

Nous supposons d'abord que I'on cherche des invariants fournissant
le méme systeme de substitutions fondamentales S,, S,, ..., S,, que
Pon conserve par conséquent I,, I,, ..., I,, et que 'on remplace les
2n — 3 autres par des quantités convenablement choisies.

Nous avons vu que, si 'on prend n points a,, a,, ..., ,, auxquels
sont affectées les substitutions fondamentales S, les 27 — 3 derniers
invarian(s se rapportent aux cotés a,a,, a,a,, ..., a,a, et aux diugo-
nales issues de «,; leur nombre est celui des ¢léments dont la connais-
sance est nécessaire pour déterminer le polygone; nous verrons du
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reste plus loin qu’il existe souvent une analogie compléte entre les in-
variants et un polygone de nsommets; 2n — 3 quantités, angles, cotés
ou diagonales, servant & déterminer ce polygone, pourront étre prises
comme invariants fondamentaux; 4 la place de I, et I, on peut
prendre Iy et Lngp, au moyen desquels s’expriment rationnellement
les premicres quantités.

Sil'on considere un seul groupe (8), il est nécessaire de donner
4n —5 invariants, tels que T,, 1,, ..., L Lo, ooy T Thage e,
I,y reliés par n — 2 équations du second degré; aux invariants
I, I, ..., I, on peut joindre 3n» — 5 quantités s’exprimant ration-
nellement au moyen des premicres, et réciproquement.

Nous considérons maintenant le cas plus important ou le nouveau
systeme d'invariants définit un autre groupe de substitutions fonda-
mentales que le groupe (S,, S,, ..., 8,); nous supposons, d’une part,
que I'on prenne comme systéeme primitif celui que nous avons consi-
déré jusqu’a présent,

‘h l‘n ) lll; lliw sy l]ll; ll:!:h L] [l,n-—i,n:

d"autre part, que 'on prenne, comme nouveau systeme, les invariants
de nsubstitutions dugroupe (8), T,, T,, ..., T, deleurs produits deux
4 deux et trois & trois; nous les désignons par

'lh Jz, LRRE] 'In; Jl-_’.y J*_’:h “ery v’/zi; len ] ']12.'57 ] Jl,/z-l,n'

Nous pouvons toujours, d’aprés ce qui précede, ramener a ce cas celul
ot on prend J,, J,, J, et 3n — 5 autres invariants quelconques du
groupe dérivé de T,, T,, ..., T,. .

Si le systeme (J) est fondamental, le groupe (T) qu’il détermine
doit contenir les substitutions S,, S,, ..., S, exprimées au moyen de
combinaisons des substitutions T et de leurs inverses. Le probleme se
raméne par suite au suivant : .

Troucer tous les systémes de substitutions de la forme
(&) To== S8, . 8. Sm. .. (h=1.2...n).

lels que 'on puisse déduire des équations précédentes les valeurs de S,
Ann. de UEe. Normale. 3¢ Série. Tome VI. S.3



S.18 - H. VOGT.

S,, ..., S, en fonctionde T,, T,, ..., T,, c'est-a-dire trouver des expres-
sions

(19) Sp=TWTyTm. . T . . Th. .. (k=1.2...n)
qui rendent tdentiques les dewx membres des équations (18).

Une premiere condition que doivent remplir les exposants mnp est
que le déterminant

| Mg mp—..., np4+np—..., prFprt+... |

formé avec la somme des exposants de S,, de S,, ... dans T,, T,, ...,
T, soit égal & == 1; car son produit par le déterminant

&+ .}L.-l—-..., Ve Vi, T T
Bt

doit étre égal a I'unité; chacun d’eux est, par suite, égal & == 1.

Cette condition est suffisante dans le cas ol toutes les substitu-
tions S sont permutables entre clles, mais elle ne est pas dans e
cas général; je vais montrer que les conditions nécessaires et suffi-
santes sont que les substitutions T soient obtenues par combinaison
et répétition des opérations suivantes :

1 T,,T,, ..., T, sont, dans un autre ordre, identiques aux substi-
tutions S;

20 T, =8, T,=8;", T,=S8,, ..., T, = S,;

¥ T,=85,T,=5,8,,T,=S,,...,T,=8,.

T,, T,, ..., T, peuvent étre les transformés de S,, S,, ..., S,,
mais les groupes sont identiques, et il n’y a pas a tenir compte de
cette opération.

Je vais montrer que, si le groupe (T) est identique au groupe (S),
on obtient T,, T,, ..., T,, en cffectuant les opérations précédentes sur
S,, S, ..., S,. Transportons les valeurs des S dans les seconds membres
des équations (18), si
(20) T,=S28f8Y...8

AQu
Ibim

le second membre doit se réduire & T,; comme les substitutions ne
sont pas permutables, cela ne peut avoir lieu que si I’on supprime
dans le produit deux substitutions T consécutives dont le produit est
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¢gal a I'unité, et si 'on peut continuer cette suppression jusqu’a ce
qu’il ne reste que Ty.

Si cette substitution restante ne provient pas du premier facteur S?,
la derniere substitution S;' de ce produit S? doit avoir tous ses
termes T détruits par des termes T inverses composant les substitu-
tions suivantes; on a donc une équation de la forme

St SES;{U“: I.

En appliquant au groupe (S) les opérations dont nous avons parlé,
on peut remplacer S, par S;'S!ST =U", en conservant S,, S, ...;
alors U a, par rapport aux substitutions T, une expression plus
simple que S,. Si la substitution restante T, se présentait dans le pre-
mier facteur S%, on ferait la méme réduction en considérant le der-
nier S¥ .

En répétant cette réduction, on forme, a I'aide des opérations énon-
cées, des combinaisons de substitutions S, ayant, par rapport aux
substitutions T, les formes simples

V,=T%, V,= T4, ey V,.=T:;

mais m, n, ..., p doivent étre égaux i 'unité; car, sinon le déter-
minant des exposants des substitutions T ne serait pas égal & =15 on
a, par suite,

T, =V, T,=V,, ce T,= V.,

et la proposition est démontrée.

M. Stouff (*) est arrivé a4 des résultats analogues en cherchant la
transformation des polygones fuchsiens. Le résultat précédent est gé-
néral et est obtenu par la considération seule des substitutions.

Les opérations précédentes, effectuées sur les substitutions, condui-
sent aux transformations suivantes des 4n — 5 invariants fondamen-
taux :

1° Permutation des indices 1, 2, ..., n;

I ~

(1) Thése Sur la transformation des fonctions fuchsiennes ; 1888, p. 68 ot suivantes.
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S Jo =L1, — 1,
Jos = L1 — 1y,

{ Jm: LI, — Lsy;

(21)

tous les autres invariants I sont conservés;

30
Cdy =1,
(‘l'_]) ‘ Jm == [1]12 - lz;
Jos = Lyay,

L J =1 ey — I,

¢t tous les autres sont conservés.

La premiere transformation conserve les substitutions fondamen-
tales. En laissant ce cas de cOté, on voit que, si un systeme de
4n — 5 invariants est fondamental, ils s’expriment en fonction entiere
des premiers, et réciproquement. On peut encore énoncer ce résultat
sous la forme suivante : Si 'on cherche une transformation d’inva-
riants fournie par les équations

Ye=fr(I, Loy oo Liay o 00), (h=1,2,...,4n—07),

olt les fonctions / soient obtenues d’apres les regles de calcul données
pour les invariants, et si cette transformation est réversible rationnel-
lement, elle est obtenue par combinaison de transformations conser-
vant S, S,, ..., S,, et des transformations (21) et (22); ces dernitres
sont entieres, ainsi ue les transformations inverses.

Les 4n — 5 invariants primitifs étant reliés par les n — 2 équa-
tions (12), ceux du nouveau systeme doivent satisfaire A n — 2 équa-
tions analogues; les transformations (21) et (22) laissent invariables
les premiers membres de ces équations, qui sont de véritables inva-
riants. On a donc des transformations en elle-méme d’une multipli-
cité d’ordre 3n — 3 dans un espace 4 4n — 5 dimensions.

Sile groupe (8) offre certaines particularités, il en est de méme du
nouveau groupe (T); en particulier, si le premier est formé de substi-
tutions toutes permutables entre clles ou s’il est le groupe d’une équa-
tion différenticlle réductible, le nouveau groupe jouit de la méme
propriété. On vérifie, en effet, que les opérations simples transfor-
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ment en lui-méme le systeme des 22 — 3 équations (17)

0, =0, 0, =o, ey 01,11—1,11,:0;
}Ilg =0, 1133 =0, ey H

n—i,n — 0.

L’opération (21) laisse invariables les premiers membres de ces
¢quations; I'opération (22) les change en des combinaisons ration-
nelles de ces premiers membres. Si 'on a, par exemple, n = 3, et si
I’on représente par Q le premier membre de I’équation

Q=Tl— i L+ LI+ LL,—LLL)=o0;
si, de plus, on désigne par [F] une fonction F des I, dans laquelle on

remplace les I par les J, et les J par leurs valeurs données par la trans-
formation (22), on a

[Q1= Qi sy [Ouas - Mo (1 — ) — g (13 — &) — Hoy (13 — 1),

[0103] =015+ 4[Q]*— 4 Q2
[Hm]:Hm, [[Ils]:Hls,

0 . LI,
Py (el + L+ LI — LI+ 1L, LIL) —0,,, A ;112‘1—_‘71“]—5

(L1, —2ly) 112(];';—.4) .
2(2l,— 1, 1) 2(2l,,—1,1,)

[“23] -

(11, —21))

+ Ha 2 (2l —L,T,)

-+ Hy, —H,,

On a ainsi des transformations en elle-méme d’une multiplicité
d’ordre n prise dans une multiplicit¢ d’ordre 3~ — 3 dans I'espace a
4n—>5 dimensions. En particulier, dans le cas de » = 2, une permu-
tation des variables et la transformation

X=ux, Y=y, l—=xy—z
transforment en elle-méme la surface dont I'équation est
24y 50— zys — f=o.

6. Au probleme que nous venons de résoudre se rattache la ques-
tion plus générale suivante : Ktant donné un systeme de n substitu-
tions d’un groupe (S), V,, V,, ..., V,, déterminer les substitutions
fondamentales S,, S,, ..., S,.
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Nous calculerons les 4n» — 5 invariants fondamentaux du groupe
dérivé deV,,V,, ..., V,enfonction des coefficients de ces substitutions ;
nous prendrons J,, Jo, .oy 35 340y Jags oo 0y Jyay, ... comme précédem-
ment. Tout revient alors & calculer les invariants I du groupe (S);
nous exprimerons pour cela les J au moyen des 47 — 5 invariants fon-
damentaux I d’aprés les regles données dans les premiers paragra-
phes, et nous résoudrons le systeme des équations algébriques ainsi
formées : elles nous fourniront un ou plusieurs systemes de valeurs
des inconnues I ou méme une infinité si le systeme est indéterminé.

Si'on obtient une seule solution, les groupes (V) et (S) sont iden-
tiques, et nous avons considéré ce cas. Si I'on trouve p systemes de
valeurs des I, il y a p groupes (8) répondant & la question; ils sont
isomorphes entre eux et contiennent tous le groupe (V).

Si l'on prend, par exemple, dans le cas de n = 2,

Vl: S?Sg, VQZ S]Sg
et si Pon représente parx, y, 5, X, Y, Z les invariants fondamentaux
des groupes (S) et (V), on a

X=(&"—1) (ys — ) —2(y*—2),
Y =3,

7L =(2*—1)(ys*— a5 —y)— Y5 + 2y + 25,

on en déduit
=Y,
y=7—XY~+zY,

2 étant donné par I’équation du troisieme degré
22— Y (XY —7) + 2(V+ 22 +-X2Y2— 2XYZ — 3) — Y(XY—Z) + X =o,

de sorte qu’il y a trois groupes (S) répondant i la question.

Relations entre les invariants et la représentation conforme.

7. Nous étudions maintenant les relations qui existent entre les
invariants et les équations différentielles. Nous considérons une équa-
tion ayant » points singuliers a distance finie, le point infini étant de
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méme nature, et ne possédant aucun point a apparence singuliere;
nous nous proposons le probleme suivant :

Etant donnés les invarants du groupe de I’équation, reconnaitre si ce
groupe est formé de substitutions laissant invariable un cercle fondamen-
tal de rayon un, et, en particulier, si ¢’est un groupe fuchsien.

C’est le principe de la représentation conforme qui nous donnera la
solution de la question. Les ¢léments d’un polygone fuchsien sont des
invariants qui doivent s’exprimer au moyen de ceux (ue nous avons
considérés jusqu’a présent; nous sommes done amené a chercher les
relations qui existent entre ces différentes quantités. Nous en dédui-
rons méme, dans le cas ot clles sont réelles, des constructions géomé-
triques simples remplacant les calculs algébriques que nous avons
donnés pour la détermination du groupe et des invariants des substi-
tutions quelconques au moyen des invariants fondamentaux.

Le cas le plus simple est celui de I'équation de Gauss & deux points
singuliers. La représentation conforme a été faite au moyen des inté-
grales de cette équation par M. Schwarz, dans son Mémoire Sur la série
hypergéométrigue (Journal de Crelle, t.75).

Soient A, Ay, A, les différences des racines des trois équations fon-
damentales déterminantes; le triangle ayant pour angles wA,, =4, et
wA; est la représentation d’un demi-plan de la variable limité par I'axe

réel, représentation faite au moyen du rapport %71 de deux intégrales
2
particuliéres; deux triangles symétriques ayant un c6té commun for-
ment un polygone analogue aux polygones fuchsiens.
Les formules
I, =— 2cosni,

0y — wh =— 2 sinml,

et les formules analogues donnent les invariants fondamentaux I,, I,
et Iy =1,,, et, par suite, le groupe. Si (hyy, [y 2 SOt les longueurs
ou les L des cotés opposés aux angles wh,, ©A,, Th,, il faut distinguer
plusieurs cas, suivant que le triangle existe sur la sphere ou est formé
’arcs orthogonaux au cercle de rayon 1. Les substitutions canoniques
sy, 85, 8, sont données par les équations précédentes; la substitution
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auxiliaire X,, par

Mo = cosp,s ou M, = chpps,
s
(24) a,gc?[z:cos‘l%“’ » amam:ch?!ﬁ—‘,
(24 2
7 .
B = » 512712:5]12[‘”2'

Les invariants fondamentaux I,, I,, I; doivent étre réels et compris
entre — 2 et + 2; dansle premier cas, ou le triangle est sphérique, la
quantité ,

M=+, — LLL,—
doit étre négative; dans le second cas, positive. Les substitutions du
groupe laissent alors invariable le cercle de rayon 1, et il suffit que
hiy ke, A, soient les inverses de nombres entiers pour que le groupe
soit fuchsien; enfin, si H,, est nulle, 'une des quantités A, =4, == 2,
est nulle ou entiere, et le triangle existe dans le plan.

Soit A, A, A, le triangle de Schwarz; on en déduit différents points
aflectés aux différentes substitutions du groupe, et ces substitutions
elles-mémes par la regle suivante :

° A un sommet A, et & un nombre A,, déterminé par des équations
analogues & (23), correspondent toutes les substitutions S;', m élant
positif ou négatif, et 'on a

Iym = (—1)™2 cos mmly;

2° L’arc qui joint deux points A,, Ag définit la substitution auxi-
liaire Z,g et
Meog == Mympgr = cosAgAg ou chAyAg;
3% Sil'on construit sur A, Ag un triangle A, AgA,g ayant pour angles
adjacents A, et Thg, le sommet opposé A,g est le point représentatif
de (S.Sg)~" oude S,Sg, et

Tug = — 2 cosmhyg,
Wuf == WeB == — 2 SINTAyp,

Th.p étant I'angle A,g du triangle, pris en signe contraire.

Les trois angles A,, Ag, A, sont supposés positifs lorsqu’on les dé-
crit dans le sens inverse du sens ordinaire de la Trigonométrie, en
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parcourant le périmetre dans le sens A, AgA,g; de la sorte, ils corres-
pondent toujours & trois substitutions S,, Sg, (S,Sg)~', dont le pro-
duit dans cet ordre est égal & Punité.

Cette regle, qui est évidente pour le triangle primitif, se vérifie dans
tous les cas au moyen des formules données dans le calcul des inva-
riants. Dans le cas des triangles sphériques, les arcs se coupent tou-
jours en des points réels, et les invariants de toutes les substitutions
ont un module inférieur & 2; il peut ne plus en étre de méme dans le
cas de la pseudosphere, mais les constructions sont toujours possibles
cependant, car on peut construire un arc orthogonal au cercle fonda-
mental et passant par le point de rencontre imaginaire de deux arcs
qui ne se coupent pas.

8. Considérons le cas général et le polygone de rveprésentation con-
forme : nous supposons qu’il est formé d’arcs orthogonaux au cercle
fondamental, les raisonnements étant les mémes lorsqu’il est tracé sur
la sphere; nous nous limitons au cas ol il est de premiere famille et
de genre zéro; il a » 4 1 cycles correspondant aux points singuliers
a,, a,, ..., @, ¢t au point infini que nous appellerons a,.,, et la
somme des angles de chacun d’eux doit étre un sous-multiple de 2%
pour que le groupe soit fuchsien; cependant, pour plus de généralité,
nous supposerons cette somme quelconque, ce qui ne change rien aux
raisonnements.

Comme on peut ajouter au polygone et en retrancher des parties
congruentes, on peut le ramener a la forme o, o, ... o, 0, By .. By, cON-
sidérée par M. Poincaré dans son Mémoire sur le groupe des équations
lintaires (Acta mathematica, t. 1V). Deux des cycles sont o, et a,.,
avec les angles 2wk, et 2wh,,.,; les autres comprennent deux sommets :
o, et By, oy et By, ... avee les angles 2amh,, 2wy, ..., 27A,.

L’arc diagonal e, a,.,, décompose le polygone en deux parties : 'une
d’elles et les n quantités X,, A,, ..., A, déterminent completement la
seconde, car les cotés conjugués sont congruents; je dis de plus que
ces nquantités ket les » sommets «,, o,, ..., o, suflisent pour connaitre
le polygone tout entier. Il dépend, en effet, de 4n — 3 parametres, mais
la condition que les cotés soient deux i deux congruents fournit
n équations; la connaissance de A,, A,, ..., A, en fournit n autres, de

Ann.de U'Ec. Normale. 3° Série. Tome VI. S.4
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sorte qu'il reste 2 n— 3 arbitraires, ce qui est le nombre des pavametres
déterminant le polygone «,«,...z,.

Nous obtenons ainsi 3» — 3 quantités pour déterminer le polygone :
¢’est le nombre des invariants fondamentaux du groupe. Nous allons
les former explicitement au moyen des éléments du polygone.

Les quantités k donnent d’abord les invariants I, et les substitutions
canoniques au moyen des équations analogues a (23 ). St nous tracons
les arcs dlagonaux 0Ly Oyy Oy Oyy -ny %, 0, 18SUS de o, et si nous désignons
DAL ey Peigy wens Begns Poags -os By, 108 Lide ces arcs et des cotés du poly-
gone, nous déterminons les quantités M et, par suite, les invariants |
par les formules

M. = chppse

Nous obtenons ainsi les 32 — 3 invariants d’un groupe: il est vrai
qu’ils déterminent 2”2 groupes différents, et cette multiplicité des
groupes est intimement liée & cette remarque : les cotés d’un polygone
et les diagonales issues d’un sommet déterminent » — 2 triangles par-
tiels; on peut remplacer plusicurs d’entre eux par des triangles symé-
triques et former ainsi 2"* polygones distinets de n cotés, en assem-
blant ces triangles de toutes les manieres possibles.

Nous obtiendrons un groupe unique en eonsidérant les angles que
font entre eux les arcs issus de 2,5 nous les désignons par 2., 7., ...,
©pr,n» €t NOUS les considérons comme positifs lorsqu’ils sont déerits
dans le sens ordinaire de la Trigonométrie. Ces n — 2 angles et les
= L ATCS [yyy Ueyyy +o ey Uy donncn(, en désignant par A, le sinus du
triangle «, 2,2, pris avee un signe convenable,

My, =ch Mhde = (hflm CII{Jm—- bll[J-l/: sh cosg Y nks

(35) g A[hﬁ = sh J.I/ISII‘U,/CSH]@/L/,

( P Vi ™ mk = ',;Alhl.',

P et P étant les racines des équations (12).

Les équations (23), (24), (25) déterminent les substitutions cano-
niques et les substitutions auxiliaires £; en choisissant pour S, la
substitution canonique s,, on a, en général,

8=

i

N r ! N
: 01041k~ O B1k Y1k (0= o) Bis
- fe Sk k= .

Y1
! N i )
(g — o) YAV UV Dp Ly g O O ﬁm‘/u-
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S, dépend d’un paramétre arbitraire; mais toutes les autres substi-
tutions sont déterminées, car

e} 1
ZuPin _ Myt 4P, _ shyny (COS Dy, + £ 5in0y,)
- /1 - — 4 " Uy Al o 2A
apfra T Mp—r1  Mi,— shpp, 72/ P2l
N
Tk Ok ‘*thl
'/‘"'"r*“ = (COsy— (8INQ,,).
712012 sll[-/-lg

On peut prendre, par suite,

N S 12 S e 7
wych? B2 oy gpe Pz (00— o) sh 212 ol 212,
Q 2 - 2 R 2

[J. ().
(_mg-—r,);)sh[ 2 op 2, 'n'.z(:hﬂ[ 2wy she £
- 23 ] 2 2
(26) /
[V ke k -
o e ch-’z—- — sh’[ (0 — o) shl "% ¢ch [ L (COSQy+Ising,y),

(fn,;—»m,) sh

1 s o [1/
‘) {' ((0592/~~—zsmqoz,‘>, (:)//..Clll{—l sh‘l L

On vérifie que ces substitutions sont bien de la forme

(6. %)

olt o, et B, sont les quantités imaginaives conjuguées de o et 5, et ol
ao, — PP, =1 elles laissent donc invariable le cercle fondamental.

On arriverait & des conclusions analogues dans le cas ot e polygone
est trac¢ sur la sphere, en remplacant les sinus et les cosinus hyper-
boliques par des sinus et des cosinus ordinaires.

Les conditions nécessaires pour que le polygone existe sur la sphere,
exprimées au moyen des invariants I, sont : 1° que les n — 2 quantités
05y Oygay oo vy Oy, soient positives; 2° que 'une quelconque des
quantités H,, ou Hy 2., soit négative; 3° que les 32 — 3 invariants fon-
damentaux soient réels et que I'un quelconque d’entre eux ait un mo-
dule inférieur & 2. Ces conditions sont suffisantes; car, si elles sont
remplies, tous les invariants sont compris entre — 2 et -+ 2, et toutes
les quantités H sont négatives. On peut déterminer les quantités p. et ¢
et construire le polygone.

Si 'une des quantités @ est nulle, les trois sommets du triangle
correspondant sont sur un méme arc de grand cercle; si elles sont toutes
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nulles, ce E]ui alieu dans le cas o les invariants déterminent un seul
groupe, tous les points &,, a,, ..., &, sont sur un méme arc.

Pour que le polygone existe sur la pseudo-sphere, il est nécessaire :
1o que les invariants fondamentaux soient réels et que les 7+ t in-
variants I,, I,, ..., L., soient compris entre — 2 et + 235 2° que les
n—1 quantités ©,55,0 5, oy Oy 0,41 SOlENL pOSitives; 3° que
'une quelconque des quantités H soit positive; les conditions précé-
dentes indiquent que toutes le sont alors.

Si Pon joint & ces conditions d’inégalité les I’eldllOHb exprimant
que A, Ay, - ooy Ay Ayuy sont les inverses de nombres entiers, on ob-
tient les con(htlons nécessaires pour que le groupe soit fuchsien.

Si toutes les quantités © et H sont nulles et si les quantités A sont
réelles, on a vu que 'équation est réductible; le polygone existe alors
dans le plan. Je dis que les conditions nécessaires que 'on vient de
donner pour I’existence d'un polygone fuchsien sont aussi suffisantes.
En effet, un groupe de trois invariants, tels que I,, I,, I,,, permet de
construire un triangle o, «,e,, analogue au triangle de Schwarz; le
sommet «,, peut étre imaginaire, si I,, a un module supéricur a 2;
mais les autres sommets sont toujours réels; construisons de méme

les triangles o,y o0, o500, %,,, ..., de la méme maniere; les cotés
‘ . ’ - s s
Oy Oy, O Oy, .+ .. SONE EZAUX A (hya, Py, ---. A 'un des 2”2 groupes dé-

finis par les 3n — 3 invariants fondamentaux correspond un seul
systeme d’angles ¢, déterminés par les équations (25); ces angles
sont réels, car les quantités ® sont positives, et ils permettent de con-
struire le polygone o, a,...2,.

Ses sommets, et les sommets réels ou imaginaires «,,, o.,, ... des
triangles auxiliaires définissent un groupe; ses substitutions sont
données par les équations (26 ), mais on les obticnt aussi au moyen
de constructions géométriques; la regle donnée au numéro précédent
pour la construction des points relatifs & toutes les substitutions du
groupe et des invariants de ces substitutions subsiste sans exception,
comme on le vérifie facilement; quelques-uns de ces points peuvent
étre imaginaires, mais le pointe,., représentatifde S, S, ...S, est réel,
car A, estréel, et @, , ., est positif.

Ainsi donc, un systeme de 3~ — 3 invariants étant donné indépen-
damment de toute équation différenticlle, et satisfaisant aux condi-
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tions énoncées plus haut, fournit un polygone o, a,...x,, ou plutot
un systeme de 2"~* polygones formés des mémes triangles partiels:
considérons celui pour lequel tous les angles ¢ sont de méme signe:
on en déduit un sommet «,,,, puis des sommets 8., B, ..., 5, en pre-
nant 8, B, congruent & «,«, et faisant avec lui un angle égal & 2w4,, et
ainsi de suite. Ce polygone est fuchsien, et il lui correspond une équa-
tion fuchsienne que I'on peut former, é¢quation qui fournit la repré-
sentation conforme sur le polygone construit. Nous avons ainsi
reconnu sur les invariants si le groupe est fuchsien, et de plus con-
struit géométriquement le polygone fuchsien correspondant.

Nous verrons dans la deuxieme Partic comment on calcule les
invariants fondamentaux au moyen des coefficients d’une équation
différenticlle donnée; en la prenant sous la forme

dry A A, A, B, B, B,

e et

o 7+ 7 et L+ +
da? (r— ) (- y)? (r—a,)*  w—ay =, =,

on doit avoir

B+ By+...++B,=o0,
el 'on peut choisira, = o et a, =1. Cherchons les conditions pour que
I'équation soit fuchsienne; Ay, Ay, ..., A,y A,y doivent étre les inverses
de nombres entiers, et A,, Ay, ..., A, et B,a, + B,ya, + ... + B,q,
sont donnés par

12—
.’\[{ e —i"?—'—“ﬁ
b
22—
By, Boar +...+B,a, = L‘—‘;—- .

Il existe 2 — 4 aulres invariants; en éerivant qu’ils sontréels, on ob-
tient 2n — /4 ¢quations réelles entre les coefficients B et les points sin-
guliersa,. a,, ..., a,; en particulier, si ces derniers sont donnés, on a
autant d’équations que de parametres réels dans les coefficients B, et
I'on sait que ces équations ont toujours une seule solution. Il faut de
plus que les inégalités dont on a parlé soient vérifiées.

9. Lorsque I'on considere les invariants du groupe d’une équation
différentielle, il est nécessaire de donner non seulement leur valeur,
mais encore leur signification géométrique, ou plutot les chemins
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relatifs aux substitutions auxiliaires ¥ qui relient les systemes canoni-
ques appartenant aux différents points singuliers; cette remarque n’a
pas d'importance dans le cas de n = 2, car les chemins se ramenent
tous aux trois segments — oo, o, 1, + o de I'axe réel, mais il n’en est
plus de méme dans le cas général.

Apres avoir fait des hypotheses particulieres et déterminé le groupe
d’une équation différentielle E au moyen d’invariants I, on peut se
demander ce qu’il advient lorsque ’on change les chemins auxiliaires,
tout en conservant aux invariants leurs valeurs primitives.

Soient S,, S,, ..., S, les substitutions que subit un systeme d’inté-
grales relatif au point «, lorsque la variable tourne autour de ce point
ou décrit les lacets a,a,, a,ma,, ..., a,a,; supposons maintenant

Fig. 1.

que X, se rapporte & @, na, au lieu de @, ma, et que les autres lacets
soient conservés;le groupe (S) se rapporte alors & une équation diffé-
renticlle B différente de la premiere, quoique ayant les mémes points
singuliers; relativement au systeme primitif de lacets a, a,, a,ma,, les
équations E et I ont des groupes différents (S) et (S) tels que

§,=87'8,8,,
Sy =8, (k#£3);

on voit que le groupe (S") se déduit de (S) en lui appliquant les opé-
rations du n* 5; les deux groupes sont formés de substitutions iden-
tiques, mais notées différemment. On arrive aux mémes conclusions
en changeant d’une maniere queleonque les chemins auxiliaires.

Il est plus important de déterminer quel changement il faut faire
subir aux invariants I, et quels invariants J,, J,, ... il faut employer
pour que I'équation E’, dontle groupe (T) se déduit des J lorsqu’on les
rapporte aux nouveaux lacets @, a,, @, na,, ..., ne soit pas distincte de
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'équation E, et pour que la substitution T,, relative a a,na, qu'on
déduit de J,,, conduise au méme systeme d’intégrales pour le point @,
que la substitution S, relative & @, ma,; le raisonnement précédent
nous fournitlasolution;les nouveaux invariantsJ sont identiques auxl,
sauf J,y, Joyu Jyan Jioy et )y, qui sont les invariants des substitutions

8,8,8,8;1, 88,8

QS Q Q-1Q N0 Q- S AR N
l, bgb;gb.zlb/” blbgs‘gb.}l Slbgb;gbilhn

W

et que Pon exprime au moyen des I par des formules connues.

Comme on applique les opérations dun® 5, les J forment un nouveau
systeme d’invariants fondamentaux.

Dans le cas ot les invariants satisfont aux conditions d’existence
d'un polygone fuchsien, les cotés et les diagonales de ce polygone
correspondent & un systeme de coupures tracées dans le plan de la
variable, et les triangles ainsi formés dans les deux plans sont la
représentation conforme les uns des autres; un changement des
coupures joignant les points singuliers donne une (ransformation
simple du polygone fuchsien auquel on ajoute ou retranche certaines
partics congruentes. Cela nous indique que les invariants J sont,
comme les I, véels et satisfont aux inégalités nécessaires pour 'exis-
tenee d’un polygone; nous arrivons i cette eonclusion que les opéra-
tions du n® 5, appliquées comme nous venons de le faire, conservent
le signe des quantités @ et H; tout point dont les coordonnées sont les
invariants dans un espaced 4o — 5 dimensions, et situé a'intérieur de
la variété limitée par les équations © = o, H = o est transformé en un
point situé également & U'intérieur de cette variété; nous avons déja vu
que les points de la variété limite définie par ® = o, H = o sont trans-
formés en d'autres points de cette méme limite.

Nous verrons plus loin & quoi tiennent les différences des valeurs
des invariants du groupe d’une équation donnée, lorsqu’on change le
systeme des lacets; ¢’est & la présence de fonctions multiformes dans
leur expression.
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DEUXIEME PARTIE.

ETUDE DES FONCTIONS A.

10. Je vais exprimer U'invariant d’une substitution quelconque et,
en particulier, les invariants fondamentaux au moyen des parametres
A et B de I'équation différentielle mise sous la forme

Cdby A, A, A, B, B,
..}_

— -+ 5 .. - B
da? ™ (v —a,)? (2 — ay)? (x — a,)*  x—ua, €ro—d,

M. Poincaré a montré que I'intégrale générale est une fonction uni-
forme de ces parametres, developpablc en une série de la forme

(2) V= foo..(2) +f(;g‘,,(x)A1+. s Spd ARAL L UBABS ...

l' !s-"

Les fonctions / s’obtiennent par quadrature; car

(l.L'l /00...20,
a 1
d /= w—ay

et, en général,

I

=G may gt @ e

2// ks e St b Heeed

flII Xl 11__1 /

les quadratures successives conduisent aux fonctions A, définies par

les équations
T dz
A(xyxoval):/ )
L

x — a,

‘o
x
dx
Az, zy, ay, a) :f Az, 29, ay)
Xy z

?
_aﬂ

et U'on voit de suite que toute fonction / est une fonction linéaire
d’expressions A, avec des coefficients fonctions entieres de z, de la
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forme
(3) =go(x)+gi(2) A+ ga(x) Ay+. ...

Ces fonctions A ne sont pas uniformes; je vais montrer que, si la
rariable décrit un contour fermé, une fonction A renfermant 4 points
singuliers reprend sa valeur primitive, augmentée de fonctions analo-
gues renfermant au plus £ — 1 points singuliers.

Je considere, pour fixer les idées, la fonction

A(x, xo, ayy ay,y a3);
elle satisfait & 'équation différentielle linéaire du troisieme ordre et &
second membre

/ I

0
x —

—_ 1
T—ar —a) =
1 2 —2 _ 1
(x—ay) (x—a,) (r—a;) (r—ay)® (r—a)? (@ —a,) (x—a)(r—a)?

dont P'intégrale générale s’obtient en ajoutant a l'intégrale particu-

liere, qui est la fonction considérée, 'intégrale générale de I’équation
sans second membre, c¢’est-d-dire

Ci+ Cy A(z, 2y, a3) + Cy A(z, 2y @3, a3).

On verrait de méme que les valeurs de A(x, %, @, a,, ..., a;) diffe-
rent d'une somme de fonctions A, obtenues en supprimant successive-
ment les points @, a,, ..., @; dans la fonction primitive, et sont, en
général,

A= A(.Z, Loy iy Aoy« -y als)

I
b . ,
() +Ci Az, 2p, @9y ...y ar) +. ..+ Cpey Az, 24, az) + Cy.

Pour déterminer les constantes, faisons x=x, dans les deux membres
et leurs £ — 1 premieres dérivées, on obtient

Ck = A(J), 2oy Q15 oy o v vy Afoeys ak).x’:—:rw
Cromi=A(2, 2oy @y, gy .+ o5 Aty )x:.ru;
................ te et sessrs s iy
Cl :A(.Z', Zyy ai)x::a'p

Ann. de I'ie. Normale. 3¢ Série. Tome VI. S.5
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x rveprenant la valeur x, apres avoir décrit le contour, puis suivi en
sens inverse le chemin primitif d’intégration x,. ...

Si I'on connait la valeur des seconds membres pour deux contours C
et €/, équation (4) et d’autres analogues fourniront leur valeur pour le
contour C—+ C’; il suffit donc d’avoir leur valeur pour des contours
simples pour en déduire celle qu’ils acquierent pour des contours
quelconques.

Je vais me servir de cette proposition pour démontrer que le déve-
loppement (2) n’est possible que d'une seule maniere ou que le déve-
loppement (3) d’un coefficient f est unique. Cela revient & montrer
qu’il ne peut exister entre des fonctions A distinctes aucune relation
de la forme

() Go(x)+gi(2)A 1+ g2 A+ ..+ grAp=0,

olt g4» s -+ -» gasont des fonctions uniformes quelconques.

Supposons d’abord que chacune des fonctions A ne dépende que
d’un point singulier, A, de a, par exemple. Si la variable décrit un
contour autour du seul point a,, toutes les fonctions A reprennent la
méme valeur, & exception de A, qui s’augmente de 2¢7; comme la
relation subsiste, on doit avoir

2T g (z)=o,

et g, (z) doit étre identiquement nulle. Il en est de méme des autres.
Supposons maintenant que le théoreme soit exact lorsque les fonc-
tions A renferment au plus £ — 1 points singuliers, je vais montrer
qu'il est vrai lorsqu’elles en renferment £.
Je sépare les fonctions A renfermant £ points singuliers en groupes

Ay Ay oo A Aary, Agus, o., A L,

les fonctions de chaque groupe ne différant que par le premier point,
que je désigneral par

i, a, ceey @i (tin, ey Qs ey
suivant qu’il appartient & 'une ou I'autre des fonctions.

Lorsque @ décrit un contour fermé C, le premier membre de 1’é¢qua-
tion (5) saugmente d’'une somme de fonctions A renfermant au plus
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k — 1 points singuliers, et cette somme doit étre identiquement nulle.
ITen résulte, d’apres I’hypothese, une série d’équations

Cigi(2) +Ciga(@) +. ..+ Cagu(x) =0,

Cov1 ar1(2) + CopaGasa(x) +. . .+ Cﬁg{i(l') =0,

Cy, Gy, ..., Gy sont respectivement égales aux valeurs que prennent
Az, 2y, a;)y Az, zy, @), A(z,24,a;,),

lorsque x reprend la valeur «, aprés avoir décrit le contour C. En choi-
sissant convenablement ce contour, on peut faire en sorte que toutes
les constantes C,, C,, ..., C, soient nulles, & I'exception d’une seule
qui est égale & 2073 la fonction g qui a méme indice doit étre identi-
quement nulle. On verrait de méme que toutes les fonctions g doivent
¢tre nulles, et le théoreme est démontré.

11. TI existe des fonctions A ou des sommes de ces fonctions qui
jouissent de propriétés analogues au logarithme et que je me propose
d’é¢tudier, parce qu’elles seront utiles dans la suite.

Je désignerai, pour simplifier, par A(x, %,,a") une fonction ren-
fermant 4 points singuliers identiques & @, et, en général, par
Az, x,, @, a’, ...) une fonction dont les % premiers points sont iden-
tiques & @,, les [ suivants a a,, ete.

Je considere la fonction A(z, 2, a’) et je suppose que la variable,
en partant de =,, décrive, dans le sens direct, autour de «,, un cercle
de rayon p; si @, = a, + pe', on a

0
A(z, z,, “1):/ di®=1(0—0,),
/4,
“ (0=
A(z, xo,af):f {0 —0,)did = —
0, ;

et, en général,
‘ . (0 —0,)*
(6) A(x, x, “/{):—I——Q_}z/\_.

. . 2im)¥
Lorsque 0 prend la valeur 0, -+ 2=, la fonction A devient l—(—z—‘—)—P et
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si O prend la valeur 6,+ 2n=, la fonction devient

(aniw)F
r.a...k

Je considere maintenant une fonction renfermant £ points singu-
liers, dont £, égauxa a,, £, égaux a a,, ..., £, 4 a,, et toutes les fonc-
tions obtenues en faisant sur ces £ points singuliers toutes les permu-
tations possibles, en nombre

k!
kolkolo ookt

Je dis que la somme de toutes ces fonctions £ A(x,x,,al, at, ...)
prend une valeur constante, indépendante de x, et des points singuliers,
lorsque x reprend la valeur x, aprés avoir decrit un contour quelconque.

Cette somme, pour une valeur quelconque de , est une fonction de «
et de a,, @y, ..., a,: je la considere comme fonction de x et de a,;
x élant dans le voisinage du point z, ¢t @, d’un point a{, elle est déve-
loppable suivant les puissances croissantes de a, — a, pourvu que le
module de cette quantité soit suflisamment petit et que « reste dans le
domaine du point z,. On peut continuer cette fonction lorsque x sort
de ce domaine et décrit un chemin quelconque.

Les dérivées, par rapport a a,, des différentes fonctions se calculent
d’apres la formule suivante :

| 0
“d‘[TlA(xaxma)f’ay;:“' q:auaﬁ’-"’ag:a,f)
— ! ! ‘ A h—1_
= xﬂ—-al—,_a — (2, zy, a1, aly, .. )
— I o
+—A(x, g, at, a7 )~ ———— A ,art,al, ..
(7) ap— a ( 0y A1y Ap ) aq—-all (.- s @1, )
+( 1 >A(- al, a1, af, )+ —— A (. ak, ab~t
a,— a, a,— ay 7 1y — @y . 11 ’

S 1 1 .
- A( ’ag laa)f)_< -+ )A(-“,ag’a)f_l)'

! as— a, ay — a; z— a,

Ladérivée de la somme est formée de fonctions A renfermant # — 1 points
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U2
[@%
N~

singuliers; elle se réduit &

I I
v \ p ko kg
—_ - AT, g, O} (425
(\*730—“1 ;[;_al) ( ) 0y £y > *2 )’

la somme s’étendant a toutes les permutations des £ — 1 points singu-
liers.

On peut former les dérivées successives de la somme par rapport
a a,, y faire a, = a et écrire le développement suivant les puis-
sances de a, — af.

Pour continuer la fonction de « au deld du domaine du point x,, il
suffit de continuer les coefficients du développement suivant les puis-
sances de @, — a}; lorsque @, aprés avoir décrit un certain contour,
reprend la valeur x,, tous ces coefficients s’annulent, excepté le terme
tout connu; la somme prend donc une valeur indépendante de «,; on
verrait de méme qu’elle acquiert une valeur indépendante des autres
points singuliers.

Pour avoir cette valeur, je distinguerai deux cas :

1° 2, partant de x,, décrit un contour simple entourant tous les
points singuliers qui entrent dans les fonctions A, c¢’est-d-dire un
contour équivalent & un lacet autour de I'infini; on peut alors sup-
poser que les points singuliers occupent des positions quelconques,
et se rapprochent indéfiniment de I'un d’eux a,; chaque partie de la
somme devient A(@,z,,a}), et lorsque « reprend la valeur z,, la
somme acquiert la valeur

(2im)*
kiU ool k0

2° 2 décrit un contour simple entourant un ou plusieurs des points
singuliers, mais en laissant d’autres & son extérieur; on peut sup-
poser les premiers réunis en un seul et les seconds rejetés a I'infini:
les éléments d’intégration relatifs & ces points singuliers sont alors
nuls, et la somme est nulle lorsque x reprend la valeur x,.

En particulier, la somme A(x, %), a,, a,) + A(x, x,, a,, a,) prend
la valeur o ou — 4=* suivant que « reprend la valeur x, apres avoir
décrit un contour simple entourant un point ou les deux points @,, a,.

Comme au paragraphe précédent, on peut, en partant de contours
simples, calculer la valeur que prend une somme de fonctions A
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lorsque « reprend la valeur x, apres avoir décrit un contour quel-
conque; c¢’est une fonction de 2i7.

12. Une somme de fonctions A ne contenant que deux points singu-
liers
Az, 2, &y, al, ) + Az, 2, ay ™y, oo, a)+. ..,
étendue a toutes les permutations circulaires des lettres qui y entrent,
prend une valeur constante, indépendante de x,, a, et a,, lorsque x re-
prend la valeur x, apres ayour décrit un contour quelconque.

En répétant le raisonnement du paragraphe précédent, on trouve
que les dérivées de cette somme, prises par rapport & @, ou i a,, s’an-
nulent identiquement lorsque « reprend la valeur «,; la somme ac-
quiert une valeur constante; elle est nulle si « décrit un contour
simple autour de I'un des deux points; elle est égale a

(2im)k

k)

st @ décrit un contour simple autour de deux points, £ étant la somme
des exposants des points singuliers, et » le nombre des fonctions.
Ainsi
Az, 2o, yy @y, Ay, n) + Az, 24, 3, ayy @y, ay)
(2im)*
4!
point ou de deux points.

devient o ou 2 suivant que x décrit un contour autour d’un

Une somme de fonctions A renfermant un nombre quelconque de
points singuliers et étendue a toutes les permutations circulaires des lettres
prend une valeur indépendante de x, lorsque x reprend la valeur x, apres
avoir décrit un contour quelconque.

Soit £ la somme des exposants, je suppose que le théoreme soit vrai
lorsque cette somme est égale & £ — 1; la dérivée de la somme des
fonctions, prise par rapport a a,, devient, pour x=ux,, une somme de
termes de la forme

I

— 3 Az, zy, 1,0
a— ay (’0’1,27

.o z=mys

les fonctions A ne renfermant que £ — 1 points singuliers, et les
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sommes étant étendues aux permulations circulaires; ces sommes
étant indépendantes de x,, il en est de méme de la somme des fone-
tions considérées.

En prenant la dérivée de ces sommes qui renferment 2 — 1 points
singuliers, on peut, apres plusieurs dérivations analogues, faire dis-
paraitre 'un des points singuliers dans les fonctions A qui composent
les dérivées; on est finalement ramené & des sommes renfermant
deux points singuliers; le théoreme étant vrai pour ces sommes, il esl
vrai dans tous les cas.

Le calcul précédent montre qu'une somme de fonctions A étendue
aux permutations circulaires prend, pour x = x,, une valeur que ’on
peut calculer par des quadraturcs successives effectuées par rapport
da,,a, a,, .... Considérons, par exemple, la somme

S=A(ay, ay, ay) 4+ A(ay, as, a;) + A(ay, a,, @),

x et x, élant omis, pour montrer que I'on fait x = x,; nous avons

s I 1 s I s I .
- = — - ~ ) gy gy T
da, Xy — ty a;— ay a,— ay a,— a,

Yo Zyes By, représentant A(a,, a;) + A(a,, a,) et les sommes ana-
logues; par suite, en intégrant par rapport 4 a,,
ay a;,— a

. 3 a — . — a, 1 ! ; -
S = .\-u_>3 l()g ;—ﬂ‘ -+ )".'H ]()g ;""—a -+ Em lOg e Clzg;;"f" C‘_u-‘-t:;l—f‘ (:321-_:,
(| — Uy / 37 2

o Cay Gy étant des constantes indépendantes de a,, a,, a,, et dont [a
présence tient & la multiplicité des déterminations des-logarithmes.

Pour évaluer les fonctions A qui composent la somme S, nous suppo-
sons que le contour décrit par la variable se compose de lacets formés
de droites partant du point z, et de petits cercles entourant les points
singuliers. Nous convenons de plus de prendre pour valeur de

@y — s . , [P . . X
log —— Z‘ celle qui-se réduit a zéro lorsque a, vient se confondre
17 3

avec a, apres avoir parcouru la droite @,xz,, puis la droite x,a,; nous
prenons d’une maniere analogue les deux autres logarithmes.

En faisant ces conventions, les constantes C,, C,, C, sont nulles. En
effet, si « décrit les lacets entourant a, et a,, X,, et X,, sont nuls, X,,
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est égal & — 4=*, de sorte que
a 5 ay— Qs ~
S —— 4n-<log—‘—-——~ + L1>.

Si, de plus, a, vient se confondre avec @;, en suivant le chemin
a,x,a,, S devient

Alay, ad) + A(a3, @) + Alas, ar, as)

et a une valeur nulle, car le contour n’entoure que I'un des points;
comme le logarithme devient nul, on doit avoir C, = o. On verrait de
méme que C, et C; sont nuls.

La fonction S que nous venons de déterminer jouit de propriétés
remarquables; elle dépend de la nature du contour, de I'origine et des
points singuliers a,, a.,, a;.

1° L’origine «, étant un point fixe déterminé et les logarithmes
étant pris comme nous I’avons dit, on obtiendra la valeur de S relative
a un contour quelconque en remplagant %,,, X;,, X,, par les valeurs
qu’acquierent ces fonctions apres que « a décrit le contour; nous
les supposons connues; ce sont des fonctions de 2.

Fig. 2.

2° S est une fonction de z,, bien que x, ne figure pas explicitement
dans son expression; & ce point de yue, c’est une fonction présentant
des coupures, comme celles qu’a considérées M. Hermite ('), et ces
coupures sont les prolongements des cotés du triangle obtenu en joi-
gnant les points a,, a,, a; (fig. 2) : cela tient & ce que I'ordre de suc-

(') Cours rédigé par M. Andoyer, XV®et XVI® Lecon.
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cession des lacets (a,), (a.), (a@;) change lorsque «, traverse une de
ces coupures.
SiS,, S,, S, Sy sont les valeurs de S aux points A, B, C, D, on a

Sp = Sx+2(73,,,
S¢ =8+ 2inl,,
Sp=S,+2imX,.

Sile point A est tel que les lacets pris dans Uordre («,), (a,), (a,)
ne donnent plus le lacet de Vinfini, il faut changer le signe de 27%.

3° 8§ est une fonction de «,, a,, a,; en supposant que a,, a, et x,
restent fixes, ¢’est une fonction de @, qui admet a, et @, comme points
singuliers, et qui possede, de plus, comme coupures, les droites joi-
gnant «, aux points a, et a, et les prolongements de ces droites

(fig.3).

Fig. 5.

Zp

Si le point @, se déplace et traverse ces coupures; s’il passe, par
exemple, de m au point 7’ infiniment rapproché de m, mais situé de
autre coté de z,a,, S éprouve le méme changement que si «,, a, et
a, vestent fixes, et &, traverse la coupure aboutissant au point @, dans
la tigure précédente. On a, par suite,

S/n’: Sm -+ 2 iTEEZ:h
Sll’ = Sn -+ 2’:7’:213:
SI)’ = Sp -+ 25‘7‘:}:12.

Ces formules donnent la variation de S lorsque a, revient a sa position
premitre apres avoir décrit un contour quelconque.
Les développements qui précedent permettent d’énoncer les résul-
Ann. de UEc. Normale. 3¢ Série. Tome VI. S.6
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tats obtenus dans le cas général. Sil’on a calculé les sommes de fonc-
tions A étendues aux permutations circulaires des lettres, lorsque la
somme des exposants est égale & £ — 1, on peut en déduire, par qua-
dratures, les sommes analogues dans lesquelles la somme des expo-
sants est égale & £; on aura, en général,

day, day. et
YA a, a al, ... E : IA ak, a aly ..
- ( sy Chy Ly ol p— (l[ ai— ay, ( o Cops COf 9 Uy ’

les sommes de fonctions A étant étendues aux permutations circulaires
et les intégrales qui composent le second membre élant obtenues en
prenant pour «, tous les points singuliers dans U'ordre ot ils se présen-
tent. De la sorte, une somme de fonctions A s’exprimera au moyen des
sommes d’intégrales A portant sur deux points singuliers, multipliées
par des intégrales multiples analogues aux fonctions A, mais ou la va-
riable est'un ou l'autre des points singuliers a,, a,, ....

Les prolongements des droites joignant entre eux les points singu-
liers deux & deux sont des coupures pour la somme considérée comme
fonction de z,; cette fonction reste constante tant que x, ne traverse
pas les coupures, sinon elle s’augmente d’une somme d’intégrales ana-
logues a celles dont elle est composée, le nombre des quadratures étant
diminué d’une ou de plusieurs unités. De méme, la somme considérée
comme fonction de 'un des points singuliers @, a pour coupures les
droites qui joignent x, aux autres points singuliers.

Calcul des invariants.

13. Je passe maintenant & la détermination des invariants. Si I'on
considere deux intégrales particulieres y, et y, développées autour
dupoint z, I’apres la méthode donnée précédemment, on peut chercher
ce qu’elles deviennent lorsque x a décrit un contour fermé; leurs nou-
velles valeurs, ainsi que celles de leurs dérivées, serviront & calculer
les coefficients de la substitution.

Ce calcul s’effectue simplement si I'on choisit deux intégrales parti-
culierement simples. J'appellerai ¢, Vintégrale qui, pour o = x,, est
égale & I'unité et dont la dérivée est nulle, et ¢, I'intégrale qui est nulle
pour x = x, ¢t dont la dérivée se réduit & 'unité.



SUR LES INVARIANTS FONDAMENTAUX, ETC.

u
—

Soient
uy = 2 =+ B oy,

U= =+ 06,

ce que deviennent ces intégrales lorsque « a décrit un certain contour.
Si I'on fait @ = x, dans les deux membres de ces équations et dans
leurs dérivées, on a, pour I'invariant de la substitution,

o 0= (y )+ (uy)o-

En développant U'intégrale ¢, suivant les puissances croissantes des
parametres A et B, on devra prendre pour terme indépendant I'unité;
les autres se calculeront d’apres la méthode du n° 10, et 'on aura, en
général, '

.

dx & T de
f/rh/n ].,, E f ({‘L'f ( 7 :_—a—l—)z— / (l.l[ (7= {;:)—2 cey

danslasuite desintégrations successives se présentent £, fois (x —a,)?,
k, fois (z — a,)*, ..., {, fois x — a,, ..., [, fois x — a,, et la somme ¥
est étendue a toutes les permutations possibles de ces quantités dans
I"intégrale multiple.
X
Pour la seconde intégrale ¢,, on doit prendre /,, .. =/ dax, et les
Xy

autres s’en déduisent par quadratures; comme on n’a besoin que des
coefficients de la dérivée de la seconde intégrale, j'écrirai

P

" (l r v dr
TRV e 2: P ZL —_— j d.r,
P AN 0 (x—a,)?, o, (& d2) -

[

la somme ayant la méme signification que précédemment. Finalement,
le coefficient de A% A% ... Bi» dans I'invariant sera

AL B = s -+ o A )
[A1AS V= [Tt Ppata]
2 reprenant la valeur x, apres avoir déerit le contour donné.
Nous avons vu que les. coefficients f se mettent sous la forme (3)
ou les g sont des fonctions entieres; les coefficients z se mettront sous
Ja méme forme ol les g pourront étre des fonctions rationnelles ayant
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pour infinis a,, a,, ..., @, Il enrésulte que chaque coefficient du dé-
veloppement de I'invariant sera de la forme

SG(x) Az ayy oo vy @y),

ou les G sont des fonctions rationnelles.

Avant d’entrer dans le détail du calcul, je vais donner quelques pro-
priétés générales des invariants et des coefficients qui entrent dans leur
développement.

Ils sont indépendants du point a,, origine du contour. Sil’on choisit,
en effet, un autre point x,, et si w, et w, sont deux intégrales déter-
minées dans le domaine de 2,, comme ¢, ete, le sont dans celui de x,,
les substitutions subies parw, et w, sont des transformées de celles
qui sont subies par ¢, et ¢, et ont mémes invariants; x, ne doit done
pas entrer dans leur expression.

Si 'on effectue sur la variable une substitution

x =5+ f,
les intégrales qui serventalors pour le calcul des invariants sont v, == ¢,

T
el 7, = 5925 comme on a

. [n + (]{]2 . [‘ - ({(:2'J
1 7 =" 5 ’
d"a . 5:‘:50 (l"l' X=Xy

les invariants ne sont pas altérés par cette substitution. L’équation &
laquelle satisfont 7, et 0, étant

d*n A A, B, _
(/_’:1—{‘ g -+ 6 s+ 4+ —— L ,

s a—p 2 L a—[\? ay — 53
N o ’ o o

il en résulte que les invariants né sont pas altérés par la transformation

AN

Alu A/l.;
B/n B/l.d;

=8,
A

(8)
Ay
\

On en conclut d’abord qu’ils ne sont fonctions que des seules diffé-
reNces @, — @y, @,—a,, ..., @;— a;, ...; de plus, que les coefficients
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des puissances des parametres A ou des produits de ces puissances
sont des fonctions homogenes et de degré zéro des points singuliers a,,
a,, ..., a,, etenfin que le coefficient d’un terme ot la somme des expo-
sants des parametres B est égale & m est une fonction homogene et de
degré m des points singuliers.

On pourrait déterminer par un seul calcual tous les coefficients des
termes ol la somme des exposants est égale & p. Considérons p points
singuliers distincts et 'expression suivante, ot 'on fait 2 = x, apris
un contour donné,

B (/_I'
l”l-‘-"”/ﬂ“‘Z/ a’x[ 1——J1/ dlf 1——0(,.“‘[ x— a,
dr " dx "
2/ :'zf f e

o

les sommes X étant étendues aux p! permutations des p points o,
%y oy %, Onoaura, si la somme des exposants £ est égale h ¢=p,

1 07

Al A s o Bl Bl =
[AGAL.. AG By B = ki lko Vo o0 4,! Doy Day . . Doty

[egey. ..o,

:n faisant ensuite dans le second membre les £, premiers points o,
égaux i a,, les £, suivants égaux a a,, ....

14. Je vais calculer les invariants des substitutions que 'on obtient
lorsque « décrit un contour entourant un seul point singulier &, ; on
peut, en appliquant la transformation (8) du numéro précédent, choi-
sir o ct § de telle sorte que

@ —p

— = Uy,

et donner & « un module aussi petit que I'on veut; de la sorte a,,
a,, ..., a, sont remplacés par des points s’éloignant a Dinfini, et
B,B,...B, par des quantités tendant vers zéro; en d’autres termes, les
invariants cherchés sont les mémes pour I'équation donnée et pour
I’équation plus simple

Aty A, )

T = m )i-
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Le calcul donne

[A°T=32, [All=o, [Al]=2A(a}), ...,

/.,.

[AS]=[(— 1+ 1] A(ad) + [(= ) —1] = Aal™) +- .

(k+D)(k+2)...(k+s—1) k
1.2...(8s—1)

(k+1D)(k+2)...(2k—=3) 2
1.2...(k—3) k—

+ [(— 1)+ (= 1)°]

— -
- A(al=sy+ ...

+ (=0 +(=0F7]

5 A(a?).

(2im)*

71 et en

On obtiendra U'invariant I, en remplacant A(a’) par
(2nim)*

k!

Le résultat obtenu concorde bien avec celui que I'on déduit de la
considération de I’équation fondamentale déterminante relative a a,;
cette équation est

général I,» en remplacant A(“}:) par

rP—r—A;=o,
et
I, = e¥™r 4 AT = — 2 cOST \/1 -+ ﬁ,
ﬁ2 TL'" n
=—09 [1 — = (+4A) + 5~ (1 +/4A,)2—...J.
2. 4
Ce développement ordonné suivant les puissances de A, est iden-
tique & celui que nous avons obtenu, comme cela résulte des identités
suivantes, faciles & démontrer,

Vit 7,:1 ,Irfl.\' ]
—_— e — — — J— S
2=—2COST = 2[1 2’I—§—4!—s—...—+—( 1) 2&_!—|—...J,
w27t s m%¢
o=—8| — S 4+ 2T (—r)p ST
[ YIRS Bt el vy }

et, en général,

77_.2/.'-;—2

2k 13
A = — o ph | (— Ve T Yk T
[AT] 2.4 [( Nk~ +(—1) — GRT T

+(_I>ss(s~—1)...(/c+1) T2 }

L2, (s—A)y 2s!

15. Je considere maintenant I'invariant d’une substitution quel-
conque; un coefficient du développement suivant les puissances des
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parametres A et B est une fonction linéaire des fonctions A, les coef-
ficients étant des fonctions rationnelles de «, et des points singuliers
Ay sy oony Qe

Je vais d’abord montrer qu'on ne peut le mettre sous cette forme
que d'une seule maniere; autrement dit, il n’existe entre des fonc-
tions A ol 'on a donné & « la valeur , apres lui avoir fait décrire un
contour quelconque, aucune relation de la forme

g1(2gy @y Agy ) Af(@y, @y, o) G A+ ga A =0
En effet, la fonction de # qui donne naissance au premier membre,
g, ayy )AL, 2y, Ay @y o) S9N 2 Ay

reprendrait la valeur zéro lorsqu’on donnerait & x la valeur a, apres
lui avoir fait décrire un contour quelconque; ce serait une fonction
uniforme de x, ce que nous avons reconnu étre impossible.

Cela posé, soit G un coefficient du développement de 'invariant
suivant les puissances des A et des B; ¢’est une somme de fonctions A
affectées de coefficients g; je vais démontrer le théoreme suivant :

Les coefficients g sont indépendants de x5 les fonctions A se partagent
en groupes, chacun d’eux contenant toutes les fonctions A qui se dédui-
sent de la premicre par permutation circulaire des lettres; de plus, toutes

T8 y ' 20 ] 9 } .)
les fonctions d’un groupe sont affectées du méme coefficient g.

Soit £ la somme des exposants des points singuliers dans les fonc-
tions A ol1 elle est la plus élevée; A,, A,, ..., A, un groupe de fonc-
tions A renfermant Z points singuliers, et se déduisant de la premiere
par permutation circulaire des lettres, Ag.i» Agras .., Ag les autres
fonctions A renfermant £ points singuliers, et partagées également en
groupes; soient enfin Agy,, Ag.., ... celles qui renferment au plus
k — 1 points singuliers. On aura, par exemple,

- ) X . s )
C== g (@, Ayy ) My (20, @y asy ooy af) + g2 Ay (20, &Y, 4, o a2, ay)
A ga g+ Gula A Gurr (Toy ry o) Agy (20, @, @y, o) L

: —1 U
+ g8A8 + g841 (2o @yy - -) Agar (2, a=tak, ..., al)+. ...

C étant indépendant de a,, comme nous l'avons vu, ne change pas si
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I'on remplace «, par «, + &, de sorte que

C=g (@y+Eay, .. A (Ze+Edhy o)+

la définition d’une fonction A et sa représentation par des quadratures
montrent, d’autre part, que

Az, +&, [171‘, a![J;, o) = Al (4 — 5)7‘, (@ap—85) ... ]

ou, en développant le second membre suivant les puissances de %,

E/ 0 Jd S
=Azy, @, al, ...)— T(()_a: -+ a, —+.. .>A(;1'(,,(¢(;,af,’,, e )+

Les termes qui suivent le premier se calculent d’apres la for-
mule (7) dun® 11, et sont une somme de fonctions A en nombre fini,
renfermant au plus £—1 points singuliers. En remplacant les fonc-
tions A par leurs valeurs ainsi calculées, on a

C=gi(@y+§& ay, )N (g, al, aby .. ... gpla, +E ay, ... ) Ag,

plus des termes renfermant au plus £ — 1 points singuliers; en identi-
fiant les deux valeurs ainsi trouvées pour C, on a, pour les termes
renfermant £ points,

gi(xy+ & ay, ) =g (2, @y, -..),
................................ ,
gel@o+&, ay, .. ) =gp(xe, ay, - ..),

ce qui indique que les cocfficients g,, g., ..., gg sont indépendants
de x,.

Considérons maintenant les termes renfermant £ — 1 points singu-
liers, ¢t en particulier la fonction

Aﬁ-!-l (xO’ a7f—l’ a%: ] (lf) 5

dans la premiere valeur de C, son coefficient est gg., (%, a,, ...); dans
laseconde valeur, apres transformation des fonctions A, les termes ren-
fermant Ag,,(xy, @)™, ...) sont :
IO
ga+1(wo+5, gy .. .) Az, a"i—la f‘%v cea)s
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2° Des termes provenant des dérivées

J N 0 5
—— A (g, @, ... A2y, at, ab, ..
()al I( 0 %y » )9 ()f(,) ( 0% %19 Sps )
0 ) h—1 [} t—1 T
;)Z—'\Q(”/ll”al 9""as9al); ()(( \(l(nﬂl ,"-’as’al)
1
et d’autres analogues, telles que
J u. o1 5
Aorn(xy, u1 Lab, ..,af™, o a?).

Jda, a,

En les caleculant d’apres les formules (7), on trouve que le coefti-
cient de Ag,, est égal 4
I

(g Yo+ >
- ‘l' ,____.‘11'2 U — L ——— g
S\ ol S Al o (’1 *-;m(A ”/

- ' i . e
le premier terme contenant seul le facteur o5 en identifiant les
0"
deux coefficients de Ag,.,, on a

‘ . . 1 > - i
,%’{54-1(‘1'0, gy od) 7:.6’”{34-1(-1’0 2, @y ) — 5 (g1— %2 7‘:“‘”1 —+- 2 CEm 7 —a’
0 z J
d’olr
Jd_ (20, 2 )+ g or = ) i N, I
[ e L1y v o) ~ — — 3 P — R
Jirg SB+1( gy Lqy 12 0z _} & B+1 S17 82 T —a, Em o a;

Une telle égalité est lmposslblc, car le seul terme du second membre
renfermant x, est (g, — g») ?—}T’ et ne peut étre la dérivée par rap-
R (S |

port & x, d’une fonction rationnelle de cette quantité; on doit done
avoir

et 'on verra de méme que

Le théoreme étant ainsi démontré pour les termes renfermant
£ points singuliers, il résulte d’'un théoreme énoncé au n° 12 que
I’ensemble de ces termes est indépendant de x,; si I'on représente
cet ensemble par C,. la quantité C — C, est également indépendante
de x,; comme les fonctions A qui la composent renferment au plus

Ann. de I'Ec. Normale. 3° Série. Tome VI. S~7
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k—1 points singuliers, on voit, en répélant le raisonnement précé-
dent, et en continuant ainsi de proche en proche, que le théoreme
énoncé est completement général, et s'applique & tous les termes du
coefficient C. '

Ainsi l'on trouve

[A A ] =2[A(a,, @) + Ay, )],
[ByB,] =—(a,— a2 [ N(ay, ay) 4+ A(as, a,)],

(a,— a,)? .
|\\\g~? w—mﬂm—mﬂﬂm”ﬁ+““””’
[BiByBy] =— (a,— @) (s — ay) (ay— ay) [A(a,, ay, a3) + A(ay, ay, ay) + Alay, ay, @5)]

+ () — @) (ay— a3) (ay— a;) [A (s ay, a3) + A(ay, ay, @) + A(ay, ay, a,)]
+ X(a,— @) (2a3— ay— ay) [A(ay, ay) + A(ay, ay)],

les £ étant étendues aux permutations circulaires des indices.

On peut faire, en outre, les remarques suivantes : les coeffi-
cients [ Bf] et [A#B/| sont tous nuls; ils ne dépendent, en effet, que
de a; et sont homogenes ct de degré £ par rapport 4 cette quantité;
mais cette propriété est incompatible avee celle de rester invariables
lorsque I'on remplace a; par a; + o ils sont donc nuls. Parmi les coet-
ficients dont I'expression ne renferme qu'un seul indice, il n’y a que
les coelficients [A}] qui ne soient pas nuls; ils ont été caleulés au
n° 14.

Ce sont également les seuls qui renferment des fonctions A ne con-
tenant qu’un seul point singulier, ou de la forme A(al). Supposons
que x décrive un contour autour du seul point a;; Pinvariant doit se
réduire a I; que nous avons déterminé et tous les coefficients, i 'ex-
ception de ceux de la forme [Af], doivent devenir nuls; si un autre
coefficient a pour expression

[AAfL Bh =g A (a@) -+ g N (a})+. o+ ga XA (ay, @y ) .,

les fonctions XA renfermant plusieurs points singuliers s’annulent
lorsque le contour entoure un seul point, car ce sont des intégrales
multipliées par des sommes de fonctions A & deux points singuliers,
et ces dernieres deviennent nulles; la somme

g1 M)+ A (af) +...
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doit, par suite, se réduire & zéro, ce qui exige que g, =o, g,=o, ..

[ ne doit donc entrer dans le coefficient d’un terme renfermant plu-
sieurs indices que des fonctions A renfermant au moins deux points
singuliers.

16. L’expression d’un invariant quelconque est une combinaison
de sommes de fonctions A étendues aux permutations circulaires, et
I"étude que nous avons faite de ces sommes nous donnera des pro-
priétés des invariants.

Rien ne distingue les invariants les uns des autres, au point de vue
de leur développement, lorsqu’on laisse aux fonctions A qui y entrent
toule leur généralité; ce n’est qu’en donnant a ces fonctions la valeur
qu’elles acquierent pour un contour donné que 'on aura I'invariant
relatif & ce contour.

Un invariant est une fonction de Dorigine du contovr, des para-
metres A, B, des points singuliers a,, a,, ..., @, et enfin da contour
choisi.

(Zest d’abord une fonction uniforme des parametres A et B; nous
verrons dans la ITI¢ Partie que cette fonction ne change pas lorsqu’on
fait subir aux parametres des transformations rationnelles et réver-
sibles analogues aux transformations Cremona.

Supposons maintenant que l'origine et les points singuliers soient
fixes, et que 'on fasse varier le contour; on donnera aux fonctions A
les valeurs qu’elles acquierent relativement & ces contours, et I'on
aura les valeurs de I'invariant. Nous savons que ces valeurs ne sont
pas indépendantes, et qu’elles sont fonctions entieres de 3(n —r1)
d’entre clles, et des racines de » — 2 ¢quations algébriques du second
degré; on peut inversement se servir de ces résultats connus pour
trouver de nouvelles propriétés de combinaisons de fonctions A. Ces
combinaisons, lorsque « décrit des contours quelconques, sont des
fonctions algébriques de 3(n — 1) valeurs distinctes qu’elles prennent
pour des contours simples.

Pour donner un exemple, considérons la fonction

= I A(ay, ay, ay) — A (ay, ay; as),

elle entre dans les invariants d'une équation ayant trois points sin-
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culiers, et a trois valeurs fondamentales, correspondant aux con-
tours S,8S,, S,S,, S,S,; st nous voulons sa valeur pour le con-
tour 8,S,8,, nous considérerons ’équation (r1) (n° 3, I'* Partie)
qui donne I,,, et, dans le premier membre, le coefficient de B2B2B?;
en représentant par [ o |¢ la valeur du coefficient [ o] relative & un con-
tour S, on obtient

{[B1 Bs Bylisa— [By B2 Balia— [ By B2 Bylay— [By By By s
+[ByBy]ia [BaBslas [Bs Byl = 0

d’ol1, en se reportant aux valeurs trouvées au n® 15, on trouve
(Frog— Fig — Foy— Fy )2+ (47%)3 =0,

équation qui donne la valeur de F relative au contour S, S,S; en fonc-
tion de ses valeurs relatives aux trois contours fondamentaux; elle est
du second degré comme I’équation d’olt 'on est parti, ce que I'on ex-
plique comme nous I'avons vu.

La valeur de F relative & un contour quelconque est une fonction
rationnelle et entiere des quatre valeurs précédentes Fy,, Fu,, Fyy, Fuy.

Supposons maintenant que les points singuliers soient fixes, et que
'on fasse varier l'origine 2, du contour; cherchons ce que devient
invariant d’une substitution donnée S*SP...; nous supposons,
comme dans le caleul des fonctions A, que a dérive autour de «,
a,, ..., a, des lacets formés de droites issues de x,, et de petits cer-
cles entourant les points singuliers.

Un invariant est une fonction de a, ayant pour coupures les pro-
longements des droites joignant les points singuliers deux & deux;
elle a une valeur constante dans chacune des parties du plan limitées
par ces coupures, et change de valeur lorsque «, traverse l'une de ces
droites.

Cette propriété résulte de la propriété analogue que nous avons dé-
montrée pour les sommes de fonctions A; la transformation de 'inva-
riant résulte de celle de ces fonctions.

Mais on peut déterminer a priorc la transformation de I'invariant
au moyen de celle de la substitution et, comme dans ce qui précede,
en déduire inversement la transformation subie par des combinaisons
de fonctions A.
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SoientS,, S,, ..., S;, ..., S, les substitutions relatives aux lacets issus
de 2, et entourant Ies points singuliers lorsque x, occupe une posi-
tion A (fig. 4); si ce point traverse la coupure formée par le prolon-
gement de a;a, au dela de @, pour occuper la position B, et si X,,

Fig. 4
B
a @), a_'z R
™ A
b X sont les substitutions relatives aux nouveaux lacets,

—y e ey dmdfy ea e B

clles sont identiques aux substitutions S, & 'exception de I, qui est
E/,'“: SIS/,SYI.

Il en résulte que Pinvariant relatif & un contour ...S*SPSY
change de valear et devient Iinvariant relatif a

CNEXEXY. .. 878,808, 18],
ou hien que
[t Jo= [ oantemr. s

Sia, traversait la coupure en tournant dans le sens inverse autour
de a,, il faudrait remplacer X, par S;'S;S,.

Si I’on a choisi un systeme d’invariants fondamentaux, et sil'on dé-
place Uorigine du contour, on obtient un autre sysfem(' également
fondamental.

Nous pouvons préciser ce que nous avons dit au n® 9 (I* Partie);
nous avons défini les substitutions auxiliaires ,,, X,,, ... au moyen
de droites joignant les points a4, a,, ..., a,, ou de coupures se rame-
nant & ces droites; on peut supposer, sans rien changer, que l'on
prenne une origine des contours x, a l'intéricur du polygone a,«,...4,,
et que le chemin a;a; soit formé des deux droites a;z,, x,a; ou de
coupures se ramenant i ces droites; les invariants sont alors bien
définis. Si maintenant 2, varie dans le plan, les invariants, tout en
gardant le méme nom, changent de valeurs, les chemins auxiliaires
uh(mgcnt également, mais lc groupe reste le méme. On peut donc,
sans changer le groupe, faire subir aux invariants les transformations
résultant de la variation de I'origine z,; & chaque transformation cor-
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respond un changement des coupures a,a,, a,a,, ..., a,a, et un
changement correspondant des invariants.

Si 'on considere un invariant particulier, calculé lorsque x, oc-
cupe une position déterminée dans le plan, et si «, varie, le nombre
de valeurs distinctes de cet invariant est fini, car le nombre des ré-
gions déterminées parles prolongements des droites @, a., ..., a;a;, ...
est limité. Les combinaisons de fonctions A entrant dans les coefti-
cients du développement, et calculés relativement & un contour donné,
ont un nombre fini de valeurs.

Ainsi, si 'on a deux points singuliers @,, a,, les invariants n’ont
qu'une seule valeur, quelle que soit la position de x,; cela résulte du
reste de ce que les coefficients sont formés au moyen de fonctions A
renfermant deux points singuliers, et ce sont des fonctions numé-
riques de 2., par conséquent des constantes.

Sil’'on a trois points singuliers, chaque invariant a quatre valeurs
distinctes.

Finalement, un invariant est une fonction des points singuliers a,,
a,, ..., @, Sil'on suppose z, fixe, ainsi que a,, «,, ..., a,, etsia,
est variable, il résulte de I'étude des fonctions A que I'invariant est
une fonction de @, ayant pour points singuliers les autres points, et
pour coupures les droites joignant x, aux points a,, a, ..., @,; on
obtient les transformations de I'invariant au moyen de ce qui précede.
Si I'on se reporte & la figure (3) du n° 12, on voit que

[I...i”'llf“ﬂ/c"‘.. .]m’ = [ l A%hA12T11 8. l m

[I...i"-}u"z'flc"‘. ..]}L' = [I...2"’1”-21z321’/u’9. . l ne

On voit, en particulier, que si, dans cette figure, a, décrit autour
de @, et dans le sens direct un lacet ne rencontrant aucune autre cou-
pure que x,a,, ct s'il revient & sa premiére position, 'invariant pré-
cédent se transforme en

L..ommanpr=atisd....
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TROISIEME PARTIE.

EQUATIONS DIFFERENTIELLES AYANT MEMES INVARIANTS.

17. Nous nous proposons d’étudier les coefficients d’une équation
différentielle considérés comme fonctions des invariants fondamentaux;
nous supposons qu’elle a » points véritablement singuliers et p points
a apparence singuliere, les racines des équations déterminantes rela-
tives & ces derniers étant — § et 3. L’¢quation est alors de la forme

d*y
da*

B Dy
P“—z .L-—-(ll)l 2(1——%)2 Zw—ia;—'—Zm

el o Dy satisfait & I’équation

=Py,

(1)

ol

('.2) l);‘? o E/;,
E; étant le résultat de substitution de b, & la place de x dans

p_ 1 D,

(x — by)? T - /)/;.

Le nombre des parametres dont dépend I’équation est3(n — 1) + p,
car on peut choisir arbitrairement deux des » -+ p points singuliers, et
les coefficients B et D doivent avoir une somme nulle. Comme I’équa-
tion possede 3(n — 1) invariants fondamentaux, il doit étre possible,
en général, de prendre p paramétres arbitraires et de déterminer les
autres en fonction des invariants; en particulier, on peut supposer que
I’6quation n’a pas de points & apparence singuliere et se proposer de
déterminer les points a,, a,, ..., a,, et les parametres A et B. Nous ne
traiterons pas ce probleme et nous supposerons les points véritable-
ment singuliers donnés; il faudra alors supposer p 2 n — 2 pour que le
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nombre des inconnues soit au moins égal a celui des invariants fonda-
mentaux.

Nous nous limiterons & la question suivante :

Si l’on connalt une équation dyférentielle du second ordre, a intégrales
réguliéres, et ayant n points veritablement singuliers donnés a Iavance :
a,, ay, ..., a,, comment peut-on déterminer toutes les autres équations
différentielles de méme nature, ayant les mémes points veritablement sin-
guliers et les mémes invariants fondamentaux que la premicre?

Nous supposerons de plus que I'équation donnée a p = n — 2 points
a apparence singuliere, comme cela a lieu, en général, pour les équa-
tions réduites, au sens donné par M. Poincaré (Acta mathematica, t.V,
P+ 200 et suiv.).

Siles équations ont mémes invariants fondamentaux, lesvaleurs de ces
invariants, lorsque 'origine z, du contour se déplace, devront encore
étre égales. Or les nouvelles valeurs sont des fonctions non seulement
des 3(n — 1) invariants primitifs, mais encore des » — 2 invariants, tels
que I,,,, c’est-d-dire des racines des » — 2 équations du second degré
dont nous avons parlé. Il est donce nécessaire, pour que les 3(n — 1)
invariants restent égaux pour toutes les positions de x,, que 1’on choi-
sisse de la méme maniere les racines de ces » — 2 équations pour les
deux équations différentielles; mais alors elles ont des groupes iden-
tiques, relativement aux contours entourant les points véritablement
singuliers. La question peut donc s’énoncer ainsi :

Etant donnée une équation différentielle ayant n points véritablement
singuliers a,, a,, ..., a, donnés, et n— 2 poinis apparents, trouger
toules les équations ayant les mémes points veritablement singuliers et le
méme groupe que la premiere pour les contours entourant ces points sin-
gudiers.

Le cas de I'équation de Gauss se traite directement. Si A, A,, A,
sont les différences des racines des trois équations déterminantes de
Uéquation donnée; A, A}, X, les quantités analogues relatives & une
nouvelle équation; A,, A,, B,, A, A}, B les paramétres, on a.

Iy =— 2 cosmh =— 2 cosmly,

Ny=2k, £,
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1721
Ot
~d

k, étant un nombre entier. On en déduit la relation

VIi+4A =1+ 4A, =24,
(A — A —2h3(A\+A) + ki — k2 =o;
de méme
(A — Ay)?— 2 k2 (A, Ay) + kb — k2=—o,
[AT+ A+ B (e, —a,) — A — Ay — B, (a, — a,)]*
— 2 ki[A AL+ B (a;— @) + A+ Ay + B, (a, — a,)] =4k} — k=0,

ki, &y, £y étant des nombres entiers.

Ces transformations reviennent, soit & une permutation des deux
racines de I'une des équations déterminantes, soit & 1'addition d’un
nombre entier quelconque a 'une des racines.

{8. Dans le cas général, cette méthode n’est applicable qua la re-
cherche des relations qui lient les parametres A; elles sont de méme
nature que les précédentes et indiquent que les racines des équations
fondamentales des équations cherchées et de I'équation donnée, rela-
tivesau méme pointsingulier, different d’un nombre entier. Mais, pour
trouver les relations entre les cocfficients B et entre les points appa-
reuts, il faut opérer d’une autre maniere et chercher les équations qui
ont méme groupe relativement aux contours entourant les points a,,
Ayyovey Ay

Les ¢quations de méme espece que I'équation donnée répondent a la
question. Leurs intégrales sont données par

Y=/ y+er,

oul f et o sontdes fonctions rationnelles de ; elles subissent la méme
substitution que y pour un contour quelconque. Une autre solution
est fournie par certaines des équations de méme famille que la pre-
miere : celles dont les intégrales sont données par

Y = \/:p(f)” “+ 93,

ot f et g sont des fonctions rationnelles de et o { est une fonction
rationnelle n’ayant pour zéro ni pour infini aucun des points singu-
Ann. de U'Ee. Normale. 3¢ Série. Tome VI. S.8
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liers a;, a,, ..., a,; Y et y ont, en effet, méme substitution pour tout
contour entourant les points a,, a,, ..., @, et ne contenant a son inté-
rieur aucun pointde ramification de v ; d’autre part, lamultiplication
par cette quantité ne peut avoir d’autre effet que de faire disparaitre
ou d'introduire des points apparents, qui n’ont pas d’influence sur la
solution du probleme.

Je dis que, réciproquement, toutes les équations répondant i la ques-
tion sont contenues parmi celles que je viens de mentionner. Soient,
en effet, y, et y, un systeme fondamental de la premitre équation, tel
que y,y,— ¥y, =1; Y., Y, un systeme analogue d’une autre équa-
tions b, b,, ..., b, les points apparents de la premitre; ¢y, ¢y, ..., ¢,
ceux de la seconde. Soient, de plus,

T=(x—0)(x—0)...(x—10,),
II-

l

(2—e) (#—=ea) .o (@ =)

|

les deux fonctions
VILY, V'HY._,I vITY, VIT'Y,
Vars VEys | VEyy VEys

se reproduisent apres un contour quelconque, entourant ou non les
points b et c: ce sont, par suite, des fonctions rationnelles de z, ct, en
les représentant par — g et /; on a

; T

Y= — ! )
! \/ﬂ[<fy1+<?y1)

I
Y= —== ([y2+ 904
NS (Srat9y2)
la proposition est par la démontrée.

Je suivrai une marche analogue & celle qu'emploie M. Poincaré pour
la réduction des équations; je poserai

(3) Y="4(=0y+)"),

0 étant une fonction rationnelle de a, ¢ étant le produit d’une fonction
ationnelle par la racine d’une fonction analogue n’ayant aucun des
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points a,, a,, ..., a, pour zéro ni infini (*); Ysatisfait & une é¢quation

du second ordre

()

si g et 0 sont liés par la relation

(%) Oz—f—O":l’—i—l—é,
ol (G est une constante ; Q est alors donné par I'équation
. ) L Lo !
(6) ()_—:l”—f—-ﬁ-——fz("u)~
. he '_!j 4,

La recherche de 0 se ramene & Pintégration d’une équation linéaire
du second ordre; si I'on pose, en effet,

= —, dg:('u',
p

on a
ol C

- S )

(/) P =3} -+ ‘Iﬁ, .
" C

on a, par suite, a déterminer ¢ de maniere que I’équation (7) ait une
intégrale dont la dérivée logarithmique soit rationnelle, et 4 intégrer
celte équation; la symétrie des équations (7) et (8) montre que I'on
passera inversement de la seconde équation & la premiere en posant

y=W(—0Y+Y),
Uy = @.4_0:%}_'.
I q)

Nous introduirons des quantités B et ¢ qui se déduisent des para-

1

(1) La fonction désignée ici par 0 est égale ct de signe contraire a celle qu’emploie
M. Poincaré dans son Mémoire (Acta mathematica, t. V, p. 219); de méme, la fonction dé-
signée par ¢ est I'inverse du carré de la fonction ¢ du Mémoire cité.
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metres A, B et D, et jouent le méme role; nous poserons

r r, L
—t E +. = - 7
! v — @, £y v v—>0p
Pmia g Pt S P N %
- ! OV e p— @ e 0 — by
ol
! 1
I "' ) o3
b= B ar (T T _ )
a;— a, ;- a;,— b, a;—bp
(9) | !

/ ) .

N . [ 'y 9 B

O0r= Dy (-————-——— cet 5 — ' — —-—-‘——~—>-
( k ket br— a, - + by— a, bpr— by br— b,

On doit avoir

E'x?’i -+ 5= o0,
(10) i / N O
[ =280 =) = (P )
L b/.r, 2=y L= blx x=by

Nous poserons ensuite

O =0, 0,, O =06, bz ey, Py ¥y T2 I, 0:=0, 4 0,

oy ¢ o) EI8 Y ,
01:‘:7-, G_,T— = o Pl — 6‘)2?: I;:-7 (\) e} (‘9;—{——({‘)'—}— sz
1 Y2 gt "2

et nous aurons

2 , C
0% + 29,9, + 02.—:1’24—@—2,
C

0,+20,0,+0,=Q,+ -,

pour déterminer 0,, Q, ct, par suite, Q.

La réduction est possible de plusieurs manieres, car on peut rem-
placer 'une des racines ry par 1 — ry, et — % par 3.

19. Un cas particulierement simple est celul ot la constante C esl
nulle; cela ne peut avoir lieu, d’apres I'équation (7), que si 'équa-
tion donnée a une intégrale dont la dérivée logarithmique soit ration-
nelle; toutes les équations cherchées jouissent de la méme propriété,
ct sont réductibles; 'une des intégrales est précisément

1
o= —a)h (@ — ) (2 — b)) F (@ — b))
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o /’ dx
1 2
<« (’l

on prendra dans ce cas v,=1; { sera une fonction quelconque de la
forme

et ["autre est

-

~t _L , 1
Y=(2— @) (2 —ay) e (2 —a,) e — b)) f(x—by) % (x—cy) 2 w(z—cy) 2,

de sorte que I'une des intégrales de la nouvelle équation sera

-

1 1
5

Y=o, = (x—a )™ "(x— ay)"™ (2 — @) (2 — cl)_ o=y ) %

et l'on aura
‘-"l/

Q= 1-1—: :®f+®',§
on pourra, du reste, choisir g, de facon que la nouvelle équation n’ait
plus de pmnt a apparence singuliere.

Les racines des équations déterminantes de Q different de nombres
entiers des racines correspondantes relatives & P, de sorte qu’il existe
entre les parametres A les relations déja trouvées

(Af— A2 —2(mi—1)* (A -+ A)) + (my— 1) — (m;—1)>=0;

les coefficients B, et ¢, sont nuls dans chacune des équations.
On peut faire & ce sujet la remarque suivante : les équations

@13: 9, ﬁﬁv:: 0, BRRR} ﬁ‘”:O

sonl les conditions nécessaires et suffisantes pour que 1’équation ait
pour mtograle ¢, : onvoit, en effet, que ces équations entrainent ¢, = o,
8, =0, ..., 0,= 0; car, si dans les é¢quations (10) on fait les § égaux
a zéro, on a, enl,x ¢ les p quantités 8, p + 1 équations qui n’admettent
en général d’autre solution que zéro. ‘

Il existe plusicurs systemes de quantités 3, obtenus en permutant
les racines des équations déterminantes; tous les éléments de 'un de
ces systemes doivent étre nuls pour que I’équation soit réductible.
Nous avons trouvé, d’autre part, au n® 4 (I'® Partie), 2 — 3 équa-
tions (17); ce sont des relations algébriques entre les invariants fon-
damentaux, qui sont des fonctions transcendantes des parametres A
et B; les deux systemes d’équations doivent étre équivalents.
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Pour le montrer sur un exemple, considérons le cas de I'équation
hypergéométrique, sans points apparents; il y a quatre systemes de
valeurs de (3, :

LYRTN 1

Bu=DB— z—a e 7—a, (ry—ry—ry) (ry-Fri—+ry+1),

Bre== B — ?“%——_——_’—;% = al—idz (rs4ri—ry— 1) (ry—ri+ry+2),
Biy=B,— ?L(I;Ei—:ta_:‘l—) = '(‘Z“l“i Z (ry—ri-=ry— 1) (ry+ri—ry+2),
rfﬂ”:t: B, — Q('_:lil—)-((l(: ra) o (I,,—I—(lg (ry+ri+ry—o)(rg—ri—ro+3);

'équation est réductible des que 'une des quantités r, == r, == r, est
nulle ou égale & un nombre entier; pour 'exprimer sous forme de rela-
tion invariante, nous écrirons

SINT(ry—ro—ry) sinm(ry—+ ro—ry) Sinm(ry—ry-+ry) sinT(—ri+ry-+ry) =—0;

le premier membre n’est autre que le carré du sinus du triangle de
Schwarz, et cette relation n’est autre que

B+ + 1B —LLL—4=o0;

I'équation B,,3,,8/s8,.=o0 et la précédente sont donc bien équiva-
lentes. ‘

20. Je considere le cas général out C n’est pas nul; on voit a priors
que les racines des équations déterminantes relatives a Y different de
nombres entiers des racines correspondantes relatives 4 y; je suppose
p =n— 2, etje cherche la transformation qui remplacerait les racines
deléquation déterminante du pointa, :r, et 1 —r, par —r, et 1 +r,.

Je pose

E:__ C (x—0)(r—0by)...(x—b,.9)(®—c))...(x —cCph_y)
g2 (— @) (@ —ay)*. .. (x—a,)*
N\ hi i
"2 (0 — a;)? + z—a;
2 2
0,—= 5 e S

x— a, x—a,’
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'équation
G

4
2
¢‘|.J 2

O+ 00,0,+6,=Py+

fournit entre les inconnues G, ¢,, ¢y, «.., Cpea, $ay ..., 5, los relations
suivantes : '

(vr)  sP—siorsi=72,

. 85 s
(o) '-’:”1(““1——}-...4—-*——-1— =8,
\ U — (ly a,—a,
n ; n , n—2 .
- ) Wl Shn ' %
(13) 2(si+1) }, ——"— + 25, E : "Z 2 = B+
a;,— ay, ' a;— wy, ai— by B ps
2 1 1
n
N N
(r4) 7—»-5»—« — O
ey,

¢varie de 2 & n, et £ de 14 n— 2; les sommes X sont prises par rap-
port d 2 ou k, et dans X’ on doit exclure la valeur 4 = 1.

Les équations (r2) et (14) sont » — 2 équations linéaires entre les
n— 2 inconnues s, ¢t ont une scule solution, car le déterminant des
coefficients des inconnues n’est pas nul en général; les équations (11)
donnent ensuite les quantités A, d’ott 'on déduit C, ¢, ¢a, ..., ¢, ,. Si
I'on représente, en effet, par F,, £, /. les produits

Fi= (2 —a) (2 — a)...(x — a,),

fl:: (1 - bl) ((I"" bz) . ‘(‘7" — b/&-?)’
Si=(z—c)(x—c)...(T—cuos),

la formule de Lagrange donne

(13) Ch@ =Y 5, Falar) Fi(z)

filar) « —a
ot fournit une équation algébrique de degré n — 2 dont les points ¢
sont les racines; il reste n — 1 équations (13) qui se réduisent &
n — 2, en vertu de la relation
3B+ S0+ Zp;=o,
mais ces équations sont satisfaites en vertu des relations (10), qui
expriment que les points b sont apparents.



S.64 H. VOGT.

Toutes les inconnues sont déterminées par suite d’une maniére
unique; on peut remarquer que les quantités s et les coefficients du
polynome f, () sont des fonctions symétriques des quantités b et 8.

Pour calculer le polynome Q, on prendra

r'J . . . ‘.1‘
n’,::;'—_—_(ar-—a,)""x(x~a2)‘—'a...(.1'——(1,,)‘“"»@‘—0,) Y (2 —cpyy)
1

0, =—10,,

de sorte qu'il suffira de changer dans les équations précédentes r, en

—r,ryen 1—ry, ..., r,en1—r, s;en —s; et by en ¢;; les quan-

tités X ct w ne seront pas changées, tandis que B, et ¢, devront étre

remplacées par les quantités 3; et ¢ relatives & la nouvelle équation.
On trouve ainsi

r
Bi="5y
n n n—2
AN ’ I Y
B — 3= —-—i-:zs»E — —i -9y —,
. & T g i~ a ‘ ai—a, da;— b/. e 1
(16) ¢ 2 2 1
n
' . Sn
0= V ——
g i Cr—a

On peut exprimer les nouveaux paramétres au moyen des anciens, et

. poe Ik
des points a et b, en remarquant que le coefficient de 25; est — - ’.}—’;
2 hi
on a ainsi
n , n ne—2 -
1 ST A \ L
B e Ty I ETRP ) YOS S S P
Siar;—1 a;—ay, ai—ay, ag— I/A
2 1 1

le second membre est une fonction rationnelle du premier degré de §,,
By 81y Oay vevs Oy

La transformation que nous venons d’effectuer fournit une équation
ayant les mémes points singuliers a,, a,, ..., a, que la premiere;
I'équation déterminante relative & @, a pour racines —r, et 1 +r,;
les équations relatives & @, ay, ..., @, ct & I'infini ne sont pas chan-
gées. Les points apparents b,, b,, ..., b,_, disparaissent et sont rem-
placés par ¢,, ¢y, ..., ¢,.y, auxquels correspondent les racines — %

. 2
et 2.
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La transformation est de plus réversible, comme cela résulte de la
symétrie des calculs relatifs 2 0, @, P et Q : elle est donc du genre des
transformations Cremona; enfin elle est quadratique, car, si on I'ef-
fectue sur Q, on retombe sur la fonction primitive P.

On a ainsi augmenté d’une unité la racine r;; si 'on veut encore
I'augmenter d’une unité, il est nécessaire d’opérer la réduction du poly-
nome Q auquel on est parvenu, en permutant les deux racines — r, et
1+ ry, ¢t en posant

= (X — ) )" (= ay) e (@) e (2 — )

1
5

L
. (‘l‘ - cn,—‘l) : 5

on arrivera alors & une équation telle que les racines relatives a a,
soient — 1 — r, et 2 +r,, les racines relatives aux autres points n’étant
pas changées.

On peut répéter la méme transformation pour les différents points a,,
@y, «.., a,; la méthode s’applique aussi au point infini; si 7,,., et
— 1 — r,,, sont les racines correspondantes, on peut former une nou-
velle équation dont les racines soient — r,,, et — 1 -r,,,; on pose
pour cela

G C (z—0)(x—by)...(x—bps)(x—cCy) (X —Cpy)

U (— )t (w—ay)*. . (x—ay)?

2

et I'on obtient des formules de transformation analogues aux précé-
dentes.

21. Nous avons employé, pour faire la transformation, des fonc-
tions ¢ et 0 particulieres; il reste & montrer que ce sont les seules
fonctions répondant & la question lorsque I'on astreint la nouvelle
équation & avoir, comme la premiere, n — 2 points apparents.

Supposons que Ion ait formé par la méthode précédente une équa-
tion ayant les points singuliers a,, a., ..., a,, auxquels correspondent
les racines rj, 1 —r|, r,, ... et qu'elle ait n — 2 points apparents &,
b,y ..., U,_,; je dis que toute autre ¢quation sera identique a la pré-
cédente si elle satisfait aux conditions suivantes : elle a les mémes
points singuliers avec les mémes racines correspondantes; elle a méme
groupe relativement aux contours formés de lacets entourant ces points,

Ann. de U’Ee. Normale. 3¢ Série. Tome VI. S.9
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enfin elle a » — 2 points apparents répartis d’'une maniere quelconque
dans le plan.

Soient y, et y, deux intégrales de la premiere équation, et Y, et Y,
deux intégrales d’une autre équation dont nous venons de parler; en
se reportant aux formules du n° 18, on voit que la fonction Y est, au
signe pres, égale au déterminant
Y, Y.

Yo 2

Dans le domaine d’un point singulier tel que «,, les racines des équa-
tions fondamentales sontr, et 1 —r; le déterminant contient, par suite,
en facteur (x — @, )" (@ — a,)' " =z — a,, et la fonction ¢ doit étre
divisible par le produit (x —a,)(x — a,)...(x — a,). Dans le do-
maine du point infini, les racines sont 7, et — 1 — 7, 5 & doit alors

’

R . ;- N .
contenir — a une puissance égale ou supéricure & — 1; autrement dit,

L% est de la forme

¢
URE= :;——’ (2 — a)? (r—ay)*. . .(x—a,)?
Y2
et a un degré au moins égal & — 25 le degré de §, est, par suite, au
moins égal & 2an — 2, et cette fonction ne s’annule pour aucune des
valeurs @,, a., ..., a,.

Si b, est divisible par (x — 8)) (2 — b,)...(x — b),_,), ces points
apparents disparaissent, et ¢’est le cas le plus favorable qui puisse se
présenter; apres suppression des facteurs contenus dans le produit
précédent, il reste au dénominateur de ¢* un polynome de degré au
moins égal & n; je dis que les racines de ce polynome sont des points
apparents de la nouvelle équation différentielle; il suffit de faire voir
pour cela que 'une au moins des intégrales

Y, = (— 0y, + 1),
Yo=d(— Oy, + 7))

devientinfinie en méme temps que ¢ pour toute valeur de @ autre que
@y Qyy ooy @y by, oo, by, 0u bien que — Oy, + ¥, et — Oy, + ¥, ne
s’annulent pas en méme temps.
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Si elles s’annulaient, en eflet, pour « = x,, on aurait

=0y = (& — 2)* Fa,

— Oyt yy = (2 — 20)*Fy;
d’otr

,')'1,)'; = }’2,)”1 = (x —x, )u(Fiyl — F2._V‘l)*
et le premier membre s’annulerait pour o = 2, ce qui est impossible
puisqu’il est égal a 'unité pour toute valeur autre que «,, a,, ..., a,,
Vb, ... b,
Ainsi done la seconde équation a au moins » points apparents, ce

qui est contraire & I'hypothese; il faut alors supposer que ¢ est nul,
ou que
i _ Y
Jio 0

. a\l L_‘*‘ PJ \/Q

Sy 5

EVACaE

mais Y, + BY, ne satisfait & une équation du second ordre de la

est, par suite, Y == Cy, ct les deux équations différentielles sont iden-
tiques; la proposition est ainsi démontrée.

Nous arrivons finalement 2 la conclusion suivante :

Ftant donnée une équation différenticlle du second ordre, de la
forme y” == Py, et i intégrales régulicres, possédant ~ points singu-
liers et n — 2 points apparents, il existe une infinité d’équations de
méme nature possédant les mémes points véritablement singuliers que
la premitre, et les mémes invariants fondamentaux, et ayant le méme
nombre de points apparents; les racines des équations déterminantes
relatives aux points singuliers et & Uinfini different de nombres entiers
quelconques des racines correspondantes affectées & I'équation don-
née. Sir,, 7y, ooy Iyy Fyey sont racines des r + 1 équations détermi-
nantes de Uéquation différentielle donnée, et £,, £, ..., &,., des nom-
bres entiers positifs ou négatifs choisis arbitrairement, il existe une
seule équation différentielle satisfaisant aux conditions données, ot
dont les équations déterminantes admettent pour racines

/"1 REEAT A'Z “+ 1oy R} /“n -+ s /"/z--H R E

les n — 2 points apparents de cette derniere équation sont les racines
d’une équation algébrique de degré n — 2; de plus, les coefficients de
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cette équation algébrique et les parametres de la nouvelle équation
différentielle sont des fonctions rationnelles des parametres de la pre-
miere, et des racines r,, 7y, ..., Iy -

Un raisonnement analogue montre qu'il existe une infinité d’équa-
tions de méme nature que la premiere lorsque I'on n’assujettit plus le
nombre des points apparents i étre égal i n -— 2, méme lorsque 'on
choisit les racines &, + r,, £, +r,, ... des nouvelles équations déter-
minantes; s'il y a n + 2p points apparents dans la nouvelle équation,
les formules de transformation contiennent 2p -+ 2 arbitrairves.

Toutes ces transformations sont analogues aux transformations
Cremona des équations algébriques; les parametres de 1'équation ré-
duite représentent ici les modules de classe de Riemann, et les inva-
riants fondamentaux, les modules de périodicité; car ce sont les in-
variants des transformations.

22. Ce qui précede nous fournit quelques indications sur la nature
des parametres de I'équation différenticlle considérés comme fone-
tions des invariants. Nous avons vu que les invariants I peuvent ¢lre
remplacés par 3n — 3 autres : Ay, Ay ooy Mgy Mgy Peags oo o1 Doyo
©y4s --+5 Us sont fournis, pour toute valeur réelle ou imaginaive des
invariants, par les équations (23), (24) et (25) (I'® Partie), et peuvent
étre eux-mémes imaginaires.

Les paramétres d’une équation différentielle possédant n points sin-
guliers donnés et n — 2 points apparents sont des fonctions uniformes
des quantités 2wA,, 27h,, ..., 2TA,,,, & et g, car nous avons démon-
tré qu’il n’y a qu'une seule équation possédant ces invariants; en
particulier,

Ap= L/-'—;l’:-l:

A+ A+ A+ Biay -+ Boa, + Dby eo =D g 0y = fner 1

A

4

Lorsque les A varient et passent par une valeur entiere, les points
singuliers correspondants deviennent des points critiques logarithmi-
ques; st Uon augmente ou si I'on diminue ces mémes variables de
nombres pairs, les nouvelles valeurs des parametres sont des fonctions
ationnelles des premieres, et réciproquement. On peut encore ajouter
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que si I'on donne a certaines des quantités g des valeurs égales et de
signes contraires aux valeurs primitives, sans changer les autres inva-
riants, on obtient un autre des 2"~ groupes fournis par le systeme des
3rn—3invariants1,, I,, ..., L, 1,4, ..., I,,, et 'équation correspondante
a cet autre groupe. ‘

Lorsque 'on considere les parametres comme fonctions des inva-
riants I, on obtient des fonctions d'une nature plus compliquée; elles
ne sont plus uniformes, et présentent de plus des singularités; ces
dernitres tiennent surtout & la nature des invariants A, u et o consi-
dérés comme fonctions des I.

La présence des différentes valeurs de ces fonctions non uniformes
tient & plusicurs causes :

1° Les A ont une infinité de valeurs en fonection de I,, L, ..., [,
4 ce point de vue, nous avons vu comment se déduisent les unes des
autres ces valeurs et les équations correspondantes; de plus les T ont
pour valeurs singulieres == 2 et lorsque I,, par exemple, acquiert une
de ces valeurs, deux des branches de

\

Y I
h= — arccos <— —’)
T 2

se confondent; ces points == 2 sont pour les parametres de I'équation
des points critiques algébriques.

2° Lorsque 'une des quantités 0,,,, ©,,,, 0, ,_,, dont nous avons
parlé dans la premiere Partie s’annule, la quantité o correspondante
sannule; deux groupes dilférents deviennent identiques : ceux que
Pon déduit I'un de 'autre en changeant 'un des angles o en — g et
deux des 277* équations correspondant aux 2"7* groupes ont leurs
parametres égaux; on a donc des surfaces singulieres analogues a des
points critiques algébriques ot deux branches des fonctions se con-
fondent; lorsque toutes les fonctions ©® s’annulent, les 2772 groupes
sont confondus en un seul. Nous avons vu qu’on peut s’alfranchir de
ces singularités en considérant 4z — 5 invariants, et une variété
d’ordre 3n — 3 formée par les n — 2 équations auxquelles satisfont
les n — 2 invariants I,,4, I3, ..., variété prise dans espace a 4n — 5
dimensions. '

3° Lorsque I'une des quantités H,,, H,,, ..., Hy,;, ... s’annule, les
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invariants fournissent deux groupes, car la substitution auxiliaire X
peut prendre I'une des formes
(1 0 (1 0
o 1) \ki1)
deux équations différenticlles peuvent exister; on a des surfaces ol

existent deux valeurs des parametres au lieu d’une seule.
4° Lorsque les 22 — 3 équations (17), n° 4,

0= o0, O, =0, cee
I, =o, I, =o,

sont satisfaites, 1’équation devient réductible, et les quantités B; et o,
deviennent nulles; il y a alors une infinité d’équations différentielles
fournies par les invariants, car nous avons vu au n° 19 que I'on peut
alors, sans changer les invariants, remplacer les » — 2 points appa-
vents by, by, ..., b,_, par d’autres ¢,, ¢y, ..., ¢,_, absolument quel-
conques, et méme supprimer les points apparents.

Le cas le plus important est celui ol les invariants sont réels et sa-
tisfont aux conditions d’existence d’un polygone; il faut alors que les
quantités O soient positives, et I'une des quantités H positive pour la
pseudosphere, négative pour la sphere; il existe alors une équation
sans points apparents possédant les invariants donnés; ses parametres
et ses points singuliers sont des fonctions uniformes des invariants,
car M. Poincaré a démontré qu’il existe une seule équation fournis-
sant la représentation conforme sur un polygone donné; mais on ne
peut affirmer que I'on puisse continuer analytiquement cette équation
lorsque les conditions précédentes cessent d’étre remplies; on peut
dire simplement que le polygone n’existe plus.

23. En résumé, pour déterminer un groupe dérivé de n substitu-
tions fondamentales, il est nécessaire de donner 3r — 3 invariants
fondamentaux, mais ils délerminent en général 27-* groupes diffé-
rents; ils se distinguent par le choix des racines de n — 2 équations
du second degré dont les coefficients dépendent des 3n — 3 invariants
primitifs; il est nécessaire de donner alors 4n — 5 invariants pour dé-
terminer un seul groupe.
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Lorsque les invariants sont réels et satisfont & cerlaines inégalités,
ils déterminent un polygone sphérique ou pseudo-sphérique analogue
aux polygones fuchsiens; ¢’est la représentation conforme du plan de
la variable, faite au moyen du rapport de deux intégrales d’'une équa-
tion différentielle sans points apparents admettant le groupe donné.
On peut déduire de Ia en particulier les conditions pour qu’une équa-
tion soit fuchsienne.

Les invariants sont des fonctions des paramétres et des points sin-
guliers de I'équation différenticlle; ce sont des fonctions uniformes
des paramétres A et B, et clles restent invariables lorsque 'on fait
subir i ces parametres et aux points apparents des transformations
analogues aux (ransformations Cremona. Ce sont des fonctions non
uniformes de 'origine des contours qui servent & définir le groupe;
leurs valeurs se déduisent 'une de Pautre par des transformations ra-
tionnelles et entieres, et réversibles; ce sont aussi des fonetions non
uniformes des points singuliers de I'équation différentielle; lorsque
I'un d’eux décrit un contour fermé entourant un ou plusieurs autres
points, elles subissent des transformations analogues aux précédentes.

Inversement, les parametres d’une équation différenticlle ayant
n points singuliers donnés et n — 2 points apparents sont des fone-
tions non uniformes des invariants; leurs valeurs se déduisent I'une
de l'autre par des transformations Cremona; de plus, elles ont des
points et des surfaces singulieres analogues 4 des points critiques al-
gehriques.



