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M É M O I R E
SI'R LKS

F O N C T I O N S H Y P E R G É O M É T R I Q U E S
D ' O R D R E S U P É R I E U R

(SECONDE P A R T I E ) ,

PAR. M. GOURSAT,
, P R O F E S S E U R A L V FACULTÉ DES SCIENCES DE Ï O U L O U S Î Î .

1. Avant de poursuivre l 'élude des fondions qui ont fait, l 'objet du
travail précédent [Annales de l'École Normale, t . XH, p, 261), il est
nécessaire de développer quelques considérat ions générales sur la
théorie des équations linéaires, dont on aura besoin par la suite. Étant
données deux équat ions linéaires du même ordre m, ayant les mêmes
points singuliers, à coefficients uniformes,

0) ç(j')=:0,

(,) ^)=0,

on dira que ces deux équations sont de la même classe, ou qu'elles
sont ramifiées de la même manière, s'il existe un système fondamenta l
d'intégrales de l 'équation ( i )

J'o? }'i7 ' ' " ) J'm-l

et un système fondamenta l d'intégrales de l'équation (^ ;

tels que tout contour fermé décrit par la variable qui change j o » y i » - • • »
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r/;/-, en (jo)', (y,,y, . .., (j^,-,-,)',^
A- = /?? — i

( ̂ , )'==-y C//,j^, (^ •== ô, r, . .., m — ï )

change de même^o, ^,, . . ., s^_i en Çzo)\ (^ iV, . • , (^-lY, ou
A- -= m — ï

(-3^)'== ̂  C/A-^Â-*

À-=:U

Cela revient à dire que les deux équations ont le môme groupe. I l
est clair que, s'il existe deux systèmes fondamentaux d'intégrales
jouissant de celte propriété, il en existe une inf in i té d 'autres; par
exemple, il suffira de prendre

fi == in - \

Y,=:̂ aa-.;n,
k = 0

el de même
k:=-.in - 1

Z,==^ <^7^/o ( (==0 , 1, 2, . . ., m •— i),

A = 0

en supposant, bien en tendu , que le déterminant des quantités a^ est
d i f fé ren t de zéro.

THÉORÈME L — Etant données deux équations ( ï ) et (2) rcifnifiées de la
même manière? l'intégrale générale de la seconde est

,. ^ dy ^ cim-•lY
^P^+P^+...+P^^,

y désignant l'intégrale générale de la première et Py, P(, . . .» P/^i des
fonctions uniformes de la variable,

Soient en effetyo»Jo • - " > Jw-i ^t ^ o » -s^ * • • » -Sw-i deux systèmes
fondamentaux correspondants d'intégrales; considérons le système des
m équat ions linéaires

. - p y + p ^ . , p . ^"l.ro-0 - l 0^0 •+- i 1 ̂  h . . . + 1 ^-.,,i ̂ ,̂., ,

„ ,-. dyi ^ cl^1-1 yi51 =p^ -^-^A +•••-hp"-l^zL'
" • • " ' • • • • • • * • • " * • • • • * ' " • * • • • " • • • • * • • • » • • • * • • »

./„-. = Poy.-, + P/^-' +.. . + P.-, ̂ ^;
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on en dédui t , en résolvant par rappor t aux m coefficients inconnus Pô,
p p1 l » • * * » ' m -i y

en posant.

.1),=

yo

yi

y'm i

jo

,71

Jm-i

^Vo
cix

dy.
dx

^}'m-l
dx

^Jo
dx

^y'i
dx

dy,^i
dx

,>,̂
.rffft - 1 •> f
a } 0

^./«-l

d ' 1 1 - 1 } - ^
dx'11-1

rîm—\ v^ Ym-
dx111-1

d1-1^
dx1-^
^-lJl
dx1-1

i
~ 5

-1

~'u

^1

5

^'4-\ro ^m~l.v'o
dx1^-1 dx^'1-1

d^^Yi d'^Yi
dx1^ dx111-1

d^J'm-l
dx111-1

La variable décrivant un contour fermé quelconque, les deux déter-
m i n a n t s D e t D ^ sont mult ipl iés par un même facteur constant; P^- est
donc une fonction uni forme de x^ dont les points singuliers sont pré-
cisément les points singuliers des équations ( ï ) 01(2) . Les coefficients
PO, Pi, ..., P/^i étant déterminés de cette façon, on sait qu'il existe
une équation linéaire d'ordre m don t l'intégrale générale est

dy d"^l y«=p^+p^+...+p,.,^z,
y désignant l ' intégrale générale de réqûat ion ( i ) » Pour la formation de
cette équat ion , je renverrai au Mémoire de M. Appe l l [Annales de
l'École Normale^ t. X, î88i) . L'équation en u et l 'équation en s, ad-
met t an t m intégrales communes /So» z\^ - • t » ^m-ïf devront être identi-
ques. C. Q. F. î).

Il en résulte qu'on passe de l 'équation ( r ) à l 'équation ( 2 ) en posant

_ dy d^1-1 r
Z - 1 o}- • 4- 1 î ̂  + . . . -}- f rn -1 ̂ ±T. ' !
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inversement, on passera de l 'équation (2) à l 'équation (i) en posant

^Q^+Q^+...+Q,^^,

Qo» Q i » • • • ' Qm-i désignant aussi des fonctions uniformes de x, qu i
sont déterminées par des équations analogues aux précédentes.

Remarque I . — Si y^ est une intégrale de l 'équation (i), la fonction
- ,- cly^ - cl^1"1 Vi^=p^,+p^+...+p^^.-^

sera une intégrale de l ' équat ion (2 ) . Si yo» Jn • " ' " J ' m - i sont w inlé-
^rales de l 'équation ( i ) , les fonctions ^o, z^., . . . , ^-.i, obtenues de
cette façon en faisant successivement t=o, i, . * . , m — i , seront
m intégrales de l 'équation (2) . J 'a joute que, si jo' Yn • • • » y/// i f01*-
ment un système fondamental , il en est de même de Z y , ,s,, ..., z,n-t'
Supposons en effet qu'entre ces m fonct ions il existe une relation du la
forme suivante :

{^QZ^ •4- LI ̂ i •4--. . . •+- v-^m—i •^//i—ï "^ ^f

où Co» C < , . . . , C,^^ sont des constantes qui ne sont pas toutes n u l l e s .
Si l 'on remplace les z par leurs valeurs, on about i t à la re la t ion

dY c l ' " ' " 1 Y
1)0 Yo ̂  lpl ZtT +- • • + pw'1 'd^ == 0-

ou l'on a posé
Yo = Cojo + Ci ri •+-... + C^i^m-i ;

Y() ne peut être n u l , puisqu'on suppose quey<^ y \ ^ • - - » .y///-i forment
un système fondamenta l . Il faudra donc que l'équation ( i ) admet t e urw
intégra le commune avec l'équation d'ordre moindre

T, r. ^ Y ' ^ d^-^yP.r+P.^+...+P^,^=o,

ayant aussi ses coefficients uniformes. Cette équat ion ne sera pas irré'
ductible. Il est clair d 'ai l leurs que si cette circonstance se présente,
l'ordre de l 'équation en z obtenue par la transformation

.~•py\.•pdZ^ +p ^^r
' "- A û} + A 1 dx + '• •+ i m~-i dx^1
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doit subir une réduction. Supposons, pour fixer les idées, que l 'équa-
tion ( i) a i t /? intégrales communes avec l 'équat ion

/ o x n r» <^>' ^ d " 1 - 1 Y
(°) P,j+P^+...+P.-,^-,-=o.

L'équation en z obtenue par la t ransformation ne sera plus que d'ordre
m — p .

Si l 'on désigne par
J'Qf }'\7 « • - ; J ' / l t — P - î

m —• p intégrales distinctes de l 'équation ( i ) qui ne vérifient* pas l'é-
quation (3) etz^ ^2, ..., z/n-p-i l^s z correspondants , le calcul précé-
dent montre que ^ i , ^a, ..., Zm-p-\ forment un système fondamental
d'intégrales de l 'équation en z. On peut donc considérer la loi comme
générale.

Les intégrales y^ et z^ seront dites correspondantes. L'intégrale^.
é tant connue, l ' intégrale correspondante Zi est déterminée, à un fac-
teur constant près, en exceptant cependant le cas particulier où l'on
pourrai t passer de l ' équa t ion ( i ) a l 'équation (2) par deux transforma-
tions différentes de la forme précédente.

Remarque I I . — Supposons que les équations ( i ) et (2) soient à
coefficients rat ionnels et que leurs intégrales soient toutes régulières
dans le voisinage de chaque point critique x=ai et dans le voisinage
du point co ; il résulte de l'expression ci-dessus des coefficients P; que
ces coefficients restent finis pour tout po in t critique x ==<^ quand on
les mu l t i p l i e préa lab lement par une puissance convenable de x — a, et
pour x == oo quand on les mult ipl ie par une puissance convenable de
-• Ce sont donc des fondions rationnelles de la variable.
JC

Remarque I I I . — É tan t données m -+-1 équations linéaires ramifiées
de la même manière que l 'équation ( i ) , soient -s?, ^î, ..., z^ les
w •+ i intégrales qu i correspondent respectivement à l 'intégrale y^ de
l 'équat ion (i). On pourra exprimer ces 7724-1 fonctions par des for-
mules analogues aux précédentes, puis él iminer entre les m -+-1 équa-
tions les TU quanti tés intermédiaires

cty^ d\Yi ^ZLZf. ' ' •
719 clx9 dx^' t"3 dx^1-13
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entre les m + i fonctions ^°, ^, ..., ̂  il existe donc une relation
l inéa i re el homogène à coefficients uniformes.

2. La méthode précédente s 'applique 1res facilement à la démon-
stration du théorème sur les fonctions algébriques ramifiées de la
même manière. Je l ' indiquera i en quelques mots; soient Jo^ j i» • - •»y / / ï~ i
les m branches d'une fonction a lgébr ique y de oc et So» ^n - • • » ^-t
les m branches d 'une fonction uniforme du point a n a l y t i q u e {oc,y} cor-
respondant aux m branches y ^ y ^ ...,y/«-i.

Posons ^ = poyo + Pijs +. • . + i\.-ijr1.
^ =p^ 4-p,jt +...+p^ijr^

on en dédu i t

en posant

1)

m .,.,.-1 =

Jo

Jl

J^-l

Jo

.ri

y,,,-i

po^;«-i -

yï
y\

J m-i

yï •
1/2J i

-^-PlJ2«-l+•

p I ) .i /--^>

^.w--l
• • • J 0

n^^-l

• • • J 1

yW- 1
. . . J f,i... 1

y/'- 1.7 o ^o

, p „,//?. . -t- t m—\J m

i

y1^ • • •

.... . 1 ,
1 î

rt^//~ 1
J 0
,v m ~ 1
.7 1

./w-l
/ /« " i

:S),=:

On voit , comme plus h a u t , que, lorsque la variable décrit un con-
tour fermé quelconque, D/et D sont mult ipliés par un même facteur
constant, qui est ici ± i ; les coefficients P, sont donc uniformes. Si,
de p lus , on suppose que la fonct ion z n'admet que des pôles ou des
points critiques algébriques, ces coefficients seront des fonctions ra-
t i o n n e l l e s .

3< Étant données deux équations linéaires ramifiées de la même
manière dans le voisinage de chaque point critique oc == a^ les deux
équations devront admettre un groupe d'intégrales se comportant de
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la même manière quand la variable tourne au tour de ce point critique.
Par exemple, si la première équation aditiet une intégrale y^ telle que
la nouvelle valeur de cette intégrale, après que x a décrit un couleur
fermé autour du point x = a,, soit (y,)'= o>.j, ; l 'intégrale correspon-
dante z, de la seconde équation sera telle que (^V= co,s , . De même,
si la première équation admet un groupe de deux intégrales y,,y^ telles
que l'on ait

(ji/:=:co,ri, ,,..-""1 ' ""^x•.
' i 'f 'v

(jâV^^rî+coir^ y ^ ' ' .'•̂
f 1 ' • ' •';;:;*

les intégrales correspondantes -s,, ^> seront telles que j

(^y=co^,
(^y== co^i -4- cx)^,

et ainsi de suite.
La transformation précédente ramène l'intégration de toutes les

équations linéaires d 'une même classe à l'intégration d'une seule - ï x

d'entre elles. Il est donc très impor tant de pouvoir reconnaître si deux
équations linéaires données appartiennent ou non à la même classe.
Pour fixer les idées, je me borne au cas où les deux équations ont leurs ;

;'̂  - • <

-'/M'"1

.̂;-â,̂
^,1 "•t^/,

coefficients rationnels et toutes leurs intégrales régulières. Il faudra
d'abord que les deux équations aient les mêmes points de ramification v^, "
(les points singuliers non communs ne peuvent être que des points sin-
guliers apparents). Il faudra, de plus, que, dans le voisinage de l 'un
quelconque de ces points singuliers, les deux équations admettent un
groupe d'intégrales se comportant de la même manière. Les racines
des deux équations déterminantes fondamentales devront avoir respec-
tivement des différences entières; en outre, si l'une des équations
admet un groupe de p intégrales appartenant à des exposants dont les
différences sont entières, la seconde équation devra contenir un groupe
analogue de p intégrales, et si le premier groupe contient des loga-
rithmes, il devra y en avoir pareillement dans le second. Ces condi-
tions ne sont pas suffisantes; il faut, en outre, que l'on puisse passer
de l'équation (i) à l'équation (.2) en posant

dy ^m—iy
^=P.7+P^+...4-P/,,-,^^,

Ann. de l'Éc. Normale, 2° Série. Tome XU. — DÉCEMBRE i883. 5î
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PO, P ^ , . . . , Pm..i désignant des fonctions ra t ionnel les de la var iab le .
Reprenons l 'expression générale du coefficient P/,

P, Ilf
' I) J

ce coefficient ne peu t éprouver de discontinuité qu'aux points singu-
liers. Dans le voisinage du p o i n t singulier a,, par exemple, comme le
numérateur et le dénominateur ne changent pas de valeur, à un fac-
teur constant près, quand on remplace les éléments d'un système fon-
damental par ceux d 'un autre système, on peut supposer qu'on a pris
p o u r r o » J i > • - •»J^-i 1e8 intégrales qui jouissent de propriétés simples
dans le voisinage du po in t x == a^ et p o u r s o , Z i , . . . , z',,̂ ., les in tégra les
correspondantes. On reconnaî t alors aisément que ce coefficient peu t
se mettre sous là forme

(j;~.a,)^Q,(^--a/),

/^ é tan t un nombre entier positif ou négatif qui dépend des coefficients
des deux équations et Q / ( ^ — < ^ ) une fonction ho lomorphe pour
x == cii. Ce coefficient P/ sera donc de la forme

-,, p^^(..y^,^)//.(,y-»^)^. . .(.r—^^Q^r), ^ , ^

Q(^) é t a n t une fonc t ion ho lomorphe dans fou le l ' é tendue (lu p lan .
L'étude du même coefficient P; dans le voisinage du point < ^ = = c o .
montre que Q(^) ne peut être. qu 'un polynôme entier en x et donne
en même temps une l imi t e supérieure du degré de ce polynôme/Les
coefficients Pô, P i , . . . , P/^i ne dépendent donc que d 'un nombre
limité (1 e paramètres inconnus ; on aura à rechercher s'il est possible
(le dé terminer ces paramètres de façon que l 'équat ion obtenue par la
t ransformation •

1 1 1 1 1 ' 1 ' i ; : 1 1 ' 1 1 1 1 ' ' ' 1 : > 1 1 1 1 1 : : 1 1 1 ' 1 ,. ' : 1 - . , 1 . , dv 1 1 ' 1 1 1 ' ' . . , ' d^^Y '^P,y+^^^...^P^^^ •., . ^' ,^ .,

coïncide avec l ' équat ion (^ ) . Les calculs paraissent devoir être très
compliqués; mais on peut considérer la question comme résolue, puis-
qu'on e'st'ramené^laas' tous les cas à, des calculs'algébriques. " . .

4-. Etant données deux équations linéaires à coefficients uniformes
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d 'ordre m
d111 Y Cîm-{ Y CÎ'11^ Y

{ I ) ^ ='//1 ̂ F^ + p2 Z^- 4- • • • -h ̂ 'r-
^^ ^-1 ^

(2) ,7̂  -^ ̂  ̂ ^rî -1-. . . . . . . . . 4-. .. 4- ç,,;r,

ces deux équations sont dites transformées l 'une de l 'autre si rhitégrâic
générale de l 'équation (2) est de ia forme

^II(.r)r,

n(,r) désignant une fonc t ion de x seul e t j é tant l ' intégrale générale
de la première.

Si dans l'équation ( i ) on fcUt la t ransformation

i
'^n^)3'

/^r//; ~ 1 -r
o n ' d e v r a retrouver l 'équation (2) . Le coefficient de -j—^i dans cette
équation transformée sera

m n'ia')._____ i »•) •
n{x) ' î

on devra donc avoir
m,n'(.r}

1 1 i l 1 , 1 1 • '-Tî^T^1^^1 1 ; ;1 1 1 1 , 1 1

et , par suite,
i p-y
— f Ufi—pfîd.v, , , . ,^(^)==6m- '^ /

On voit que la dérivée logarithmique de la fonction U{sc) est essen-
tiellement uniforme; on reconnaît, de plus, le moyen de s'assurer si
deux équat ions linéaires sont transformées l'une de l 'autre. Si les
équations ( i ) et (2) ont toutes leurs intégrales régulières, la fonction
n(^) sera de la forme

^(^)^C(^-—al) a^(.r--aa) a^. .(A•---^) a?.

Les intégrales deséquations ( i) et (2) se correspondent deux à deux
et à un système fondamental de l 'une correspond un système fonda-
mental de la seconde.

Si deux équations linéaires d'ordre m sont telles qu'entre deux sys-
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ternes fondamentaux d'intégrales on ait les relations

7o y\ ym-i

elles sont transformées l'une de l'autre. Désignons par îlÇx) la valeur
commune des rapports précédents; si l'on forme l'équation d'ordre m
dont l 'intégrale générale est u = H[x)y, y désignant l'intégrale géné-
rale de l'équation ç?(y) .-= o, cette équation auxiliaire aura TU intégrales
communes avec l 'équation en z ; elles seront donc identiques.

5. Les définitions précédentes ne sont que des cas particuliers de la
définit ion suivante. Étant données deux équations linéaires d'ordre m
à coefficients uniformes, on dira qu'elles sont de la même famille si
l'intégrale générale de la seconde est

( çfy <^'/"~l y\
.=1:1^) p^p^...+p,^^^

y désignant l'intégrale générale de la première, Pô, Pô . . . » Pw-i des
fonctions uniformes de la variable et Iï(a?) une fonction quelconque
de x. C'est à M. Poincaré qu'est due l'idée de familles d'équations
linéaires [Comptes rendus, t. XCIV, p. ï4o^). Je me borne à un cas
particulier dont j 'aurai seulement besoin par la suite. Les intégrales
des deux équations se correspondent encore deux à deux, ainsi que les
systèmes fondamentaux. Il est bien aisé de voir quelle doit être la
forme <le la fonction n(^); ,en effet, la transformation par laquelle on
passe de l 'équation enj à l 'équation e n ^ peut être considérée comme
équivalente à deux transformations'faites successivement :

^^y^^^--'^111-1^- ^wx-.
L'équation en u aura aussi ses coefficients uniformes et, par suite,

d'après une remarque antérieure, n(^) devra être de la forme

ïl(x) ̂ e^^V

f[oo} désignant une fonction uniforme.
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Soient toujours y(y)===o, ^>{z)=o deux équations (Tordre m à
coefficients uniformes. Supposons qu'il existe un système fondamental
d'intégrales de la première y^ y^ ...îj^-i et un système fondamen-
tal d'intégrales de la seconde ^o> ^» • -» ^-i» tels que tout contour
fermé, qui change yo»Jo • • •»ym-i en

A- = W — 1

(y,y=yc^yA (£=o, 1 , 2 , . . . , m — i ) ,

change ;So» S i » • • • » zm-^ en
c-' A* == m — 1

(3i)'=A\Cik3k,

A = 0

A désignant un facteur constant qui ne dépend que du contour décrit
par la variable; les deux équations seront de la même famille. Posons,
en effet, .

s, ==Qoyo +Qi-<ê +---+Q'»-i^2-05

^ ï=Q,yi ^-Ot^ ^•••^^''^'da^'

^ f\ dym-l -i- -4- o c?/""1^^-'.s,,t-i = Qoj'»-i + Qi -3 -̂ + • • • -t- U/»-» cte"-1 '

on en déduit, comme plus haut, '
• . - - ; • ! . /Y D ï - . - — — — — — . - : ' 1 . : - - • • ' .

^^'O1 . . - . .

et l'on reconnaît Immédiatement que, là variable décrivant le contour
précèdent, Q; est multiplié par le facteur constant A. Si l'on pose

Q;==Q,P,,

on voit que P< sera une fonction uniforme, et l'on pourra écrire

—Qo^+P^-^-^P-SS)
P P P - étant uniformes. Je remarque encore que, si les deux
équatÏons'sonTà coefficients rationnels, on peut prendre pour le fac-
teur II(tK) un facteur de la forme

{œ — dt )" (.se — a^--... (^ — a,)^.
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(L Comme applicat ion des remarques précédentes, je considère
l'exemple suivant. Soit z une fonction mult i forme de la variables,
jouissant des propriétés suivantes. Entre n +1 branches de la fonction
i l existe une relation linéaire efc homogène à coefficients constants.
Chaque branche de la fonction est uniforme pour tou te valeur de x dif-
férente de o, i, OD ; clans le voisinage du point x = o, on a les n déler-
minations l inéai rement indépendantes ( p ç , ç^, . . . , ç^, dont la première
est uniforme pour x = o et dont les a u t r e s sont mul î ip l iées respective-
ment par les n — i facteurs cons tan ts différents c^, c^ . . . , c^ lorsque
x décrit un lacet, dans le sens direct a u t o u r du point x == o, de sorte
que, en désignant par {cp,)\ . . . , (ç^y les valeurs nouvel les de ces fonc-
tions après un pareil chemin, on ait

(piV^?!, (pâY^^a, (^y^^?;^ ..., (y/,)' ==o),^.

Dans le vois inage du point x== i, on a les n branches l inéai rement
indépendan tes^ , ^, . . . , ^, dont la p remière^ est m u l t i p l i é e par
le facteur constant c^ lorsque x décrit un lacet dans le sens direct au-
tour du point x = = = j , et don t les n— i autres sont uniformes dans le
voisinage de ce point. Enfin, dans le domaine du point .^^ -^ == oo ,
on a n déterminations l inéairement indépendantes TI^ n^ ;. .ÏJT,,, q u i
sont respectivement mul t ip l iées par n facteurs constants différents ^ ,
^ ..., <, lorsque la variable x décrit sur la sphère un petit lacet
dans le sens inverse autour du point ,^== o. Nous allons reconnaître
que toutes les fonctions de cette nature, admettant les mêmes mult i -
plicateurs ^ et;^,'s^ttt11^^^ . . , , - ,

En effet , considérons, pour un moment , les parties indéf inies
—ce -——o, - ï——+ oo de l 'axe réel comme des coupures; les fonc-
tions désignées par cp et ^ dev iennen t un i formes dans toute rétendue
du plan. D'après nos hypothèses, entre ces 271 fonctions doivent exis-
ter ^ relations de la forme suivante :

4)
, cpi '=^ /ï ̂ + m^ ̂  4- . /.+ t, ̂ ,
I 92= l^^m^^^.^^-t^^
\ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
^^^^l^^m.,^^^ . .^^^:

je suppose qu'aucun des coefficients A , 4, .. ̂ X n'est égal à zéro ; si,



FONCTIONS HYPERGÉOMÉTÏUQUES D OKDPiE Sl'PÉRIEUR. • 4°7

par exemple, ^ é ta i t nu l» la branche désignée, par ^ serait uniforme
pour x = î et le quo t i en t^ oserait iiniforme dans toute rétendue
du p lan . Ecartons pour le moment ce cas particulier; comme les fonc-
tions y',, ©2 , . . . , (p,; ne sont déterminées qu'à un facteur constant près,
on pourra remplacer ^ par ^1? y^ par^ • - • • > et les relations (4) pren-
nen t la forme

/ y,=.^+y\(^),
\ o^^^A(,r),

\ ^,:=^+/,(^),

/,(,r), f^x}, ..'. étant uniformes pour x=ï. De ces relations on dé-
du i t , en résolvant par rapport aux fonctions ^, , d^, . . . , ^,;,

( 5 ) '̂ i ̂ = Ci ï'i 4- Câ t?2 "̂  • • - + G/;, <?/^

C < , C., . . . 5 C/, étant des coefficients constants qui vérifient la relation

(6) Ci4-C2+...+C/,=i.

Cherchons ce que devient y; lorsque la variable oc décrit un lacet
dans le sens direct au tou r du points = î. Il n'y a pour cela qu'à rem-
placer ç, par ^,+/-(^);y;-(^) ae change pas et reste égal à y,-^, ,
tand i s que ^ se change en œ^, ; la branche y, devient donc

r?^-(co\—-I)^ l= f o^-^ : ( c o l '— I ) (Ci®i4-C2:9.2-4-. - -4-CnSp/J.

On voit que y , , y^ • • •. y/z se changent respectivement en

[ l 4- Ci ( coi -- 1 )] 'fi -t- Cs (<^ — l ) t?2 4-. . . -L-C/, (0)1— l)9/,,

( ^ ( c O i — l ) ^ i + t l + C â ( œ i — ï ) ] î ? a + - . - ^ ^
' 1 1 . . : ! ! ' • 1 1 ' ! !. ..! '.'...... . . . . . . • • . . . . . - * • • « • • • • • • • • • • î

• ; 1 1 1 1 ; 1 • C/(lc,o^l•-•I)l?,•+IC,(cOll-Q^14-^ /;,' ' . 1 ;

Pour déterminer les coefficients inconnus C i , €2, . . • » C,,, je consi-
dère la fonction

^i^i + ̂ apa1^" • • • "T" ^ft^nf

oû>.,, >..,, ..., ̂  sonira constantes arbitraires. Si ron fait décrire à la
variable^eux lacets dans le sens direct, autour-das points^ =1,^=0
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successivement, cette intégrale se change en

j X i [ l - i - C i ( œ i — — l ) ] - t - X 2 G i ( c O ^ — — l ) +.. . 4 - ^ , , C i ( c O i — — l ) ] J Î ? i

-h j X i C2 (œi -~ l ) -4- ^[j-i- Cî(wi—î)] -4-. . .-+- ^ C 2 ( t 0 i - — l ) { ^ c p 2

4- . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

+ | X i C ^ ( c O i — l ) + X 2 C , ^ ( c O i — i ) 4 - . ..-hX,,[l-i- C^(coji—i)]}co,^,,.

Si l'on cherche lesintégrales qui se reproduisent, multipliées par un
facteur constant S, après un pareil chemin, on est conduit aux équa-
tions suivantes :

X i [ l — S + C i ( ^ i — l ) ] -4- X ^ C i Ç c O i — l ) 4-. . .+ X / , C i ( œ i — i) ==:o,

X i C 2 ( c O i — l)co2-+- ̂ [w^— S "4- C a C ^ i — O^a] +• • .+^/zC2(o.»i— 1)0)2=== o,

Xi€^(o).i—l)co,,-|- XaC^coi— r.)co^-+". . .-4- ^^,[co,,— S -4- C/ , (œi-— i)co,^]=-. o.

L'élimination de X i , îia, ..., X,, conduit à une équation de degré n
en S

i — S + G i ( û ) i — i ) C i ( o ï i — i ) ... c^ (c , ^—ï)
(^( tx) i—1)0)2 o^—Sd-C^cOi—1)0^2 " - • C â ( c 0 i — l ) o ^

•r=:0.

C / ^ ^ i — ï ) ^ ^ C,,(coi~-i)^ ... o)^—.S+C^(<Oi—ï)c . j> , /

Si l'on développe ce déterminant après avoir retranché les éléments
de la dernière colonne deséléments des n — i autres» on aboutit à
l'équation

F(S)=(S-i)(S-^)/./(S~^0-

(7) x[Ci(S-œ,)...(S~co^)+C^(S~i)(S-^
-+- C/,^(S - T ) ( S - 0)2)...(S - (u^O] =:o.

Or le chemin précédent équivaut à un lacet décrit sur la sphère dans
le sens inverse autour du point ^ = = o . L'équation (7) doit donc ad-
mettre pour racines les n quantités co? c<4, ..., ^, et 1W doi1 avoir
identiquement

F(S)===(S-o),)(S-<). . . (S-co,) .

Si dans cette identité" on fait successivement S == i, S = o^, . . . ,
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S === c/)^, on en dédui t les valeurs des coefficients G, , C^ • • - €„

r _„ (I — ^i} (I — ^'-i ' ) • • ' ( I — w'/ ^
s "~ ( î — — l 0 i ) ( ï —— 0^). . .'(I—— W , / } '

^ _ ( 0) a —— CO '̂  ) ( CO .3 —— CD ̂  ) . . . ( CQ.,, —— 0) ̂  )___

to^l — t«j^ ) (aj^— î ) (^oj^ — co^ j . . .(/o^ —- (o^, !

p _. ( CO^ •— CO^) ( CO^ —— (0^ ) , . •^n^^\__

''/l C»)^ (I —— <0^ ) ( (.)/; —— I ) (0)^ —— tù.^) . . . ( (0,-; —— C.l^, ; )

lin égahmt les deux derniers termes dans l ' ident i té
F(S)=(S-o^) . . . (S-c .4) ,

on parvient à la relation
c.) ^ COg . . . (.0,̂  ( Ci -i- Ça -r- . . . -i- C^i ) '=:: ̂ '[ ^'î - • " ^'/i »

qui , à cause (le l 'équation (6) , devient
( 8 ) COiLOg. . .CO/, ==:0/^^ . .(0^,

On voit bien que les coefficients C^, Ça, . . . , C/z ne dépendent q u e
des mult ipl icateurs oo et ex)', et, par s 'ule, deux fonctions de cette na-
ture , ayant les mêmes multiplicateurs, sont de la même classe, comnuî
on l'avait annoncé.

7. La méthode ne s'applique plus ai l'ua des nombres l qui figu-
rent dans les relations (4) est égal à zéro. Supposons, par exemple,
/, == o; alors l'intégrale Ci sera uniforme dans toute l'étendue du plan;
cette circonstance ne pourra se présenter que si Fun des mul t ip l ica-
teurs o/ est égal à l'unité. Les équations {(0 prennent la forme

, ^ ; , _ , , ", ,^ . y,^/,(^),
C^ ==tl>i+/3(^),

- 1 • . 1 - . 1 : . . - - 1 ' 11 r l i l ' l l l l l : l l • • l . l : l l l l l l l '^n^i^fnW^^ ' : 1 • ' : 1 1 1 1 1 : • 1 1 • 1 < ' 1 1 l•l:l::••lll:l•li'""li^•lll " : • i i i i ' n ' i ' 1 " 1 1

on en tire de même 1 1 . 1 , : 1 1 1 ' 1 . 1 1 ^ ^^: 1 1 • • • • • 1 - 1 1 ^ " 1 1 ' 1 ;1 i i ' : •--1 ' •
'1*^ •==. Ci ̂ i -r- Cg ̂ 2 -+- • . • 4- L/^ 'f//?

les coefficients C vérifiant la relation
Câ^C»^. ..-hC,,^!.

Ann. de i'Èc. Normale, îv. Série. Tome Xll. - DÉCEMBRE ï883. 52
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En formant, comme pins haut , l 'équation en S correspondant à un
contour autour du point oc' = o, on trouve l'équation

(S - 003) (S — 003). . . ( S - co,,,) - (co, - i) \

(S- l ) - X [ C 2 0 ) 2 ( S — — 003)... (S-CO,,)+ 03003(8——002) . . . ( S — — CO/0+... =0.

+C/^(S-^)...(S-^-0] )

On en dédu i ra , comme plus h a u t , les valeurs des coefficients Ça,
€3, ..., C^; mais la valeur de C, est tout à fait indéterminée. Ce fait
élai t facile à prévoir, car, si l'on a G, 7^0, comme la fonction ç, n'est
déterminée qu'à un facteur constant près, on pourra prendre pour ce
coefficient C, telle valeur qu'on voudra différente de zéro. Au con-
traire, si G, ==o, on voit que les fonctions cpa, 93, ..., ^n constituent
un système fondamen ta l d'intégrales d'une équat ion linéaire d'ordre
n — i à coefficients uniformes. Mais la connaissance des mult ipl icateurs
co et ci/ ne suffi t pas pour décider devant laquel le de ces deux circon-
stances on se trouve en présence.

8. Les fonct ions hypergéométr iques d 'ordre s u p é r i e u r , définies
dans le précédent t ravai l , rentrent évidemment dans la catégorie des
fonctions définies au n° 6. Il suff î t de poser

.. ^^ /ïSTCl (^t -+- /•'2 "+" • • ' "+" ̂ n-t — ̂ l •"•"• ^î — • • • — fï^^

ù)2 •= e^1--^, 0)3 == ̂ (1-^ ..., o^ -= ̂ m-z^
^\ -==. e-2^, 0/3 •== e-^1^, ..., œ^ e-^1";

comme vérification, nous voyons que les mul t ip l i ca teurs vérif ient bien
la relation (8). On dédui t de là plusieurs conséquences :

i° Connaissant les quant i tés a et b, les formules établies précédem-
ment donnent immédiatement les valeurs des coefficients C i , Ça, .-. C/z;
on conna î t donc le groupe de l 'équat ion correspondante. La recherche
des cas où cette équa t ion s'intègre a lgébr iquement est donc ramenée
à la recherche des cas où les subst i tut ions de ce groupe appar t iennent
à un groupe d'ordre fini, question qui a été trai tée par M. Jordan
(Journal de Crelle, L LXXXIV), et qui est du domaine de l 'Algèbre
plutôt que de l 'Analyse.

2° Si l'on augmente ou si l'on diminue chacun des membres a et b
d'un nombre entier quelconque, les mult ipl icateurs 00 et co' ne chan-
gent pas, ni par suite les coefficients C ^ , €25 . .., Cn. Toutes les fonc-
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f ions hypergéométriques qui se déduisent de l 'une d'elles par ce pro-
cédé appartiennent donc à la même classe, et, par sui te , entre n 4- î
d'entre elles, il existe une relat ion linéaire et homogène à coefficients
rationnels. Ces coefficients se calculent du reste comme les coefficients
des relations analogues entre les fonctions de Gauss p roprement dites.

3° Étant donnée une équation l inéa i re d'ordre n à coefficients
uniformes, dont les intégrales jouissent des propriétés dont il vient
d'être question (n° 6), on pourra toujours trouver u n e équat ion h y-
pergéométrique d'ordre n admettant les mêmes mul t ip l ica teurs . Ces
deux équations seront de la même classe, e t , par suite, Fintégnie
générale de la première sera

T. dy ^ cî^r
^R^P1^---^-1^5.

y désignant l'intégrale générale de l 'équation hypergéométrique et
PO, P ( , . . . , P,̂  des fonctions uniformes de la variabie. En particu-
lier, si l 'équat ion considérée a toutes les intégrales régulières, Pô,
P^, . . . » P,̂  seront les fonctions rationnelles.

Le cas singulier qui a été examiné correspond au cas où l'un des
nombres a^ ou a;—&/,-+- ï est un nombre entier négatif. Dans le
premier cas, il est clair, en effet, que l'une des intégrales se réduit à
un polynôme. Dans le second cas, une des intégrales est le produi t de
<r1"^ par une fonct ion entière; il suffit, pour le voir, de faire la trans-
formation y == ^1"^^.

9. Avant d'aller plus loin, je vais généraliser le théorème sur les
séries hypergéométriques qui a été démontré dans le travail déjà cité.
Soit, comme plus hau t , z une fonction mul t i forme de x, telle qu'entre
^ 4- î branches il existe une relation linéaire et homogène à coeffi-
cients constants, et que chaque branche soit holomorphe pour toute
valeur de x, différente de o, î , co . Dans le voisinage de chacun de
ces points cri t iques, on a n branches qui ont respectivement les
formes suivantes :
Pour .r=o.... . . . . spi (^) , ^'l?2(^ — î ^-^^),
po i i r^= j . . . . . . . . <M^ ^(^). • • • . 4^-i(^ {î-^nW.
Pour w == -Ï7 =œ ... x^ ̂ -/), ^fr2 r^x'), . . . , x11'^^),
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les fonctions cp^ ^•, TT, étant bolomorphes dans le domaine du point
correspondant. Supposons de plus qu'aucun des nombres R,r,--r^,
^. — r^ ne soit égal à un nombre entier. L'équation hypergéométrique
correspond au cas ou les nombres R, r, r ' vérifient la relation

Je vais démontrer ma in tenan t que l'intégrale générale d'une pareille
équation s'exprime toujours au moyen de séries hyper géométriques
d'ordre supérieur; mais, si la relat ion précédente n'est pas vérifiée, le
nombre des éléments qui figurent dans le coefficient du terme général
sera supér ieur à 2/1 — i. En effet, l 'équation fiyant n — i intégrales
holomorpbes pour oc == i, l 'équation fondamenta le déterminante rela-
tive à ce point cri t ique admet t ra pour racines R et puis n— i nom-
bres entiers positifs tous différents, X ^ , X^, . . . , X,^, dont la somme
sera par conséquent supér ieure à •-'——î-l-~/-——r-' L 'équation pourra
avoir en out re des points singuliers apparents» mais la soinnie des ra-
cines des équations dé te rminantes correspondantes sera un nombre
entier essentiellement positif A. On aura entre ces diverses quant i tés
la relat ion

^.4^^+R+SX+A,=^^ ' •' ' :

OU

S,. + S/^H- R -= ̂ .ZLll ̂ . SX - A, =r= n - i - À/,
^ . - , ! , ! !

A' é tant un nombre ent ier positif- Cela posé, considérons l 'équation
hypergéométr ique correspondant aux valeurs suivantes des a et
des 6 :

i — ^ = / ' î , ' i .—b^^r^ . . . , i — b a ~ i ̂  ^-i?
ai := r\ + |;.i, a^ •=. r\ -\- \L^ . .., a/, •= r^ + [^n,

p.,, p-2, . . . , y.n étant des nombres entiers tels que

^b,— S a , = = ( / À — r ) — Sr— S / ^ — S ^ x ^ R,
OU 1 , 1 , , 1 1 ' , , . ! . ! 1 "' . .1 . 1 1 1 . - 1:1 1 ' - . ; 1 1 1 : 1: 1 ••

S ^==A/ .

Les a çt les b étant déterminés de cette façon, soit F (y) = o l'équation
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hypergéomôlr ique correspondante, et soit Fi (>,)=== o l'équatioû pro-
posée. Nous venons de voir que ces deuxéqua t ions sont ramifiées de
la même manière, et, par suite, l'intégrale générale de Fit s) ==o
sera

TÏ •n ^Y ^ f/^-1 y
^por+pi^^-''^^^-

y désignant l'intégrale générale de l 'équation F (y) = o, et Pô, P ( , ,..,
Pfi-t '̂s fonctions rat ionnelles de x. Pour découvrir la forme de ces
coefficients, désignons par y^ y^ . . . , y^-i un système fondamental
d'intégrales de l'équation F(j) == o, et soient s ^ , -s , , .. » , s^^les^ in-
tégrales correspondantes de l 'équation F ( s ) ^ = o ; on a trouvé pour
expression de P^

p ]}/ . ' . .P,--p-,

D et D^- désignant les deux déterminants écrits plus haut . Ce coeffi-
cient ne peut cesser d'être I iolomorphe qu'aux points o, i, oo . En
l 'é tudiant dans le voisinage de chacun des points c e t i , on reconnaît
qu^il reste holomorphe pour ce point . Les coefficients Pô» Pi » • • . , P/^i
sont, par conséquent, des fonctions entières de la variable.

Je m'appuierai, en second lieu, sur les lemmes suivants :

LEMME I. — Le produit cl 'une série hyper géométrique par un poly-
nôme entier en x est une série hyper géométrique.

Soit en effet la série
S -=. UQ 4- Ui 'y -+- u^x'1 -h . .•. 4- u^ ̂ m -+-,.,-.,..,,

où le rapport
( 772 ) ( bi 4- m •— i) ( b^ -4- m — i) . .. ( ̂ -i 4- m — i )'n — 1 ':o(m)

u^ ~' ^ v/t; "~' ̂ ( a ^ m ^ ï ) ' . .. Ca/^+ m '-'r)

vérifiant la condition <p(o) == o.
Soit P un polynôme entier en ra? t e )que

^ , P==,Ao+Ai.^,."+-1- *.• -î-'Ap^; ,^ „ .
le coefficient de x7"- dans le produit S X P sera ?
AO u,n + A.i a^-i 4- ... -4" Ap ̂ -p,

1 1 .^^^{Ao+Ai^^^^Aî^C.w1)1®^^
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II est visible que le rapport de deux coefficients consécutifs est une
fonction rationnelle de m.

LEMME II. — Etant donné un nombre quelconque de séries hyper géo-
métriques de la même classe, la somme des produits obtenus en multi-
pliant chacune d^ elles par un polynôme entier en x est aussi une série
hyper géométrique.

Je remarque d'abord que , dans deux séries de même classe, le rap-
port de deux coefficients de même rang est une fonction rat ionnelle du
rang de l 'un d'eux. Prenons, pour fixer les idées, le cas de deux séries ;
le raisonnement est absolument le même, quel qu'en soit le nombre ,

S == Mu 4- Uî. x 4- . . . 4- u^x711 4-. . .,
%'-==. ('o + ̂  x -h . . . 4- Vm œm -4-....

F = AO 4- Ai X -+-. . . -h A;, ̂ ,

Q = Bo 4- Bi x 4-. . , 4- By^<

Le coefficient de x111 dans la somme S x P 4- S' x Q sera

Ao u/n -h Ai ll^i 4-. . . 4- A;, Um^p 4- BQ Vin 4- BI ('w.-i 4- ... 4- By t'/^<p

ou, en posant ̂ -^ y (m), ^L = ̂ ( / ^ ) ,
Ufft U ffi

/^[Ao4-Ai y (m) -h.. . 4-A^; cp(w) ^(/n — i).. . ̂ (/?i — p -h i)

4-Bo (Hm)4-Bly(^)^(/^—î)4-.. .4-Byîp(m). . .+y(/?z—^4-î)»^(/n—r/)] .

Le rapport de deux coefficients consécutifs est bien une fonction ra-
t ionnel le du rang. Il résulte du dernier lemme que toute expression
de la forme p.̂ p,̂ ,..̂ p..,̂ ;,
où y désigne une série hypergéométrique et Pô, P ^ , . . . , P^-i des
fonctions entières de x, est elle-même une série hypergéométrique
d'ordre supérieur^ car^y, —^•» sont évidemment de la même classe.
En l 'appliquant à la fonction précédente, on en déduit le théorème an-
noncé.
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10. Ceci posé, je vais faire l'application des considérations qui
viennent d'être exposées à une question dont un cas particulier a été
tra i té par Clausen [Journal de Crelle, t. 3, p. 89); je me propose de
trouver tous les cas où le carré d 'une série bypergéométrique de Gauss
est une série hypergéométrique d'ordre supérieur. Prenons l'équation
l inéaire

^ (l - ̂  ) ̂  + [ï - (^ 4- P 4- i) ̂ ] ̂  — ajây =: o,

et concevons qu^on forme Véquation linéaire du troisième ordre qui
admet pour intégrales les carrés des intégrales de cette équation;
y \ ^ ,72 désignant deux intégrales distinctes de la première équation,
l ' intégrale générale de la seconde sera

Cjî+c^^+cy^i.
Cette équation du troisième ordre admettra les mêmes points singu-

liers o, ï , co , et les exposants de discontinuité seront respectivement
Pour x = o. . . . . . . . . . o, ï — y, 2 — 2"f,
Pour x == ï . . . . . . . . . . o, -( — a — jâ, a (y ~- ^ — ?)?

Pour ^== —7== co .. . . . 2 a, a -+-p , 2^ .
l3?

On aura une équation hypergéométrique si 2(7 — a — /3) == ï; c'est
précisément le cas traité par Clausen. Mais, outre ce cas particulier, le
théorème démontré au précédent paragraphe nous apprend que l'inté-
grale générale s'exprimera au moyen de séries hypergéométriques
toutes les fois que 2(7 — a — ^) sera égal à un nombre entier positif
impai r ; cette condition suffisante est d'ailleurs nécessaire. On a donc
le théorème suivant :

THÉORÈME II. — Pour que le carré d'une série hypergéométrique ordi-
naire F (a, P, 7> oc} soit une série hypergéométrique d'ordre supérieur,
il faut et il suffît que l'on ait

- 2/14-1
Y^^-l-p4-—2—3

n étant nul ou égal à un nombre entier positif .
Si 2(7 — a — p) était égal à un nombre entier négatif impair, en
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mult ip l ian t toutes les intégrales de l 'équation du troisième ordre con-
sidérée p a r ( i — o?)2^"01-'^, on sera ramené à une nouvel le équation
qui sera dans les conditions voulues. Donc :

THÉORÈME III. — Toutes les fois que F on aura

,, 2 n -4- T
y = a -h p -4- ———— ?
* ' 2

/z e/OT^ ̂  nombre entier négatif, le carré de F ( a, |3, y, x) sera le quo-
tient (F une série hypergéométrique d'ordre supérieur par une puissance
de ( i — *r).

Ce théorème peut d'ailleurs se déduire d u précédent au moyen de
là formule

F(a, p, y, x) -= (l - ̂ )T-^F(Y - a, -r - p, y, .z1).

Voici une vérification de ces théorèmes qu i donne en même temps
le moyen de met t re le carré de F(a, py 7, x} sous la forme indiquée.
Reprenons la formule de Clausen.„> [•••<.,^.->-?+i,^]•=»(.^",l+„^a?,^.);
on en déduit par la différent ia t ion

F(a, p, a + ? -h ̂  a-) X F (a 4- l, p + l, a -4- ? + |, ^)
_ p/2 a -t- l, a + ? + ï , 3 ? -h 1 \

\a + p +1, 2a + a ? 4- i , .y/

D'un autre côté, la transformation
F(a, p, y, x) = (l - ̂ T-^F^ - a, y - p, y, .r)

donne^ en supposant 7 == a. + ^3 + j, •
F(a+^,p+„.+p-^„.)=:Fta^a__i±i^).

y i, — .r

Si l'on élève au carré, qu'on remplace le carré de F [a, p, a-h ^ +-2-, A')
par l'expression précédente, puis, qu'on change a en a-+- i , |S en
p 4-^, on parvient à la nouvelle formule

y / 2a -4 - ï , a+ p4- ï , 2 ? 4-l:
^ a + P - î - t , a a + 3 (3-+-2, .y(i i) F[(a + i, ? ̂  i, a + ? + f, ̂ p^: ̂ A_rJL_^

(ï—.r) .



FONCTIONS HYPERGÉOMÉTRIQUES D'ORDRE SUPÉRIEUR. ' 411 7

Considérons maintenant une série dont les éléments vérifient la re-
lation

o 2 n 4- i
T--a-p=—^——;

une pareille série peut évidemment s'écrire F(^ — n, p, oc 4- p -4- -^ ^).
Elle est de la même classe que la série F (a, |3, a -h ^ -+- i-, .r), et l 'on a
une relat ion de la forme

F ( a — / , , p, a4- iB4- |b^) ' . • '

=:PF(a, j3, a + 6+1-,^) 4-QF(a4-l , P 4-î, a 4-? 4--|, .r),

F cl Q é tant des fondions rationnelles de la variable. En é t u d i a n t ,
comme on l'a déjà expliqué plusieurs fois, la forme de ces coefficients
dans le voisinage des points o, i, ce , on découvre bien aisément que P
est un polynôme entier de degré n en oc et que Q est de la forme
x{\:—-.T)Qi, Q) étant un po lynôme de degré n— î . On peut donc
écrire

F (a — n, [B, a -4- ? + -|-, x)

-^ PF(a, p, a + ? + I-, .r) ,+ (ï " .r) RF(a + î , ? + î, a - ^ -h .|, .r),.

P et R étant des fonctions entières de x. On en tire, en élevant las
deux membres au carré,

[F(a^, ̂ a+p+^)]2,

=P^[Fi(a, p, a-t-P+i^)]2+R2(I-^) ï2[F(a+I, ? +i, a + p + |, ̂ )p

. +2PR(ï—^)F(a, p,a+p4~i,^)F(a+l, p+l, oc 4-? + t, ^);

si ma in t enan t on remplace dans le second membre
[F(a, P,a+p4--|,^)]V

;1( ï — x\ [ F ( a -4- I, P -H, ot 4- ? 4- |. ̂  ) j2, ;

F(a, p, a-h p -4-^, a?) xF(a4-l, P4-I, a 4- ?+ |, ^)

par leurs expressions tirées des formules (9), ( lo) et (î r ) au moyen
de séries hypergéométriques qui appartiennent a la même classe, on
pourra, d'après le lemine I I , transformer le second membre en une
série de même nature, mais d'ordre plus élevé.

Dans le cas où les éléments a, j3, y. vérifient la relation
Ann. de VÉc. Normale, y Série. Toïxie XII.— DÉCEMBRE i883. 53
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y _-. a — (3 = — ^-^-^î n étant un nombre entier positif, on pourra
poser

, p(a + n, [S, a -4- 3 4- t .21) = P F(^ p, a -h ? + -^ ^)

--!- Q F (a 4- ï , ]3 4- ï , a + j3 4- |, ^),

et l 'on trouve de même que P est de la forme -—— et Q de la formeï (j—a.]

—:r^—ï» Pi et Q. étant des fondions entières de x, de degrés n et
( ï — x y 1

n — ï . On pourra donc écrire
F(a4-^ P, a+p+.-l, ,r)

._ p^F(a,P,a4-P"} -^^) tlOl̂ ^^1^-1!!.' ̂ ^^"ti-lLllf'., _ . . . ^_^^. — —

Si l'on élève les deux membres fin carré, on pour ra , en se servant
des . formules (9), (10), ( ï ï ) , meltre le carré du numéra teur da second
membre sous forme d 'une série hypergéornétr ique d 'ordre supérieur;
d'où résulte l 'expression annoncée-

11. Le problème qu i vient d'être traité n'est qu'un cas par t icul ier
de celui-ci : dans quels cas le p r o d u i t de deux séries hypergéométr i -
ques de Gauss est-il une série hypergéométr ique d'ordre supérieur? Je
rappellerai quelques no t ions d o n t nous allons avoir besoin. On appe l l e
éq^ûonirrécluclible une équa t ion linéaire à coeff icients un i fo rmes q u i
n 'admet a u c u n e intégrale appar tenant à une équation d'ordre mo ind re
à coefficients uni formes . Si une équa t ion à coefficients uniformes ad-
met une intégrale d'une équa t ion i r r é d u c t i b l e > elle les admet toutes.
Si u n e équation a toutes ses intégrales régulières, une équation irré-
ductible qui admet une intégrale commune avec la première aura aussi
toutes ses intégrales régulières. Cela posé, considérons les deux équa-
tions

/72 y (^y

y(j) = ,z..(i - .r) ̂  + [y - (a + p -h I)A-] ̂  - apy = o,

^(.) = .r(, - x) ̂  + [Y- (a'+ ?' -h-1) ̂ ] ̂ , - a' ̂  == o;

soi tF(P) ==o l 'équation linéaire du quatrième ordre qui admet pour
intégrale le produit des intégrales des équations y(y) == o, ^( z) = °-
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On p o u r r a i t former cette équation, par la méthode de M. Appell {An-
nales de FÉcole Normale,- 1881); niais nous pouvons étudier les pro-
priétés de cette équation sans avoir besoin de la former. Si y^ y^ dési-
gnent deux intégrales distinctes de < p ( j ) = = o , z^ z^ deux intégrales
distinctes de ^ ( j s ) = ^ o , l ' intégrale générale de l 'équation F(P) == o
sera

'"'1 ^'1 ̂ 1 '"1 -^'2 '^'1 ̂ 'l " 1 ~ '-J3 " ^ 2 ^ 1 ~^~ ^4.^ 2 '^'2*

qu i contient bien quatre termes linéairement indépendants

j'i^i? yi-^î Vâ^i? ja^a-
II est clair que cette intégrale générale est holomorphe pour toute

valeur de ^différente de o, i, co . Pour étudier la forme des intégrales
dans le voisinage du pointa? = i , supposons que l'on ait pris

Vi == F (a, ?, a -h ? -4- l — 7, l — .r),

r^ (ï - .r)——-? F(Y - ̂  T - p, T + l - a - ?, i -- .r),

^1= F^, p7, ̂ .4- P^ i " T\ i - .r),

z:, —. (ï^^y-^-yv^'—^, -(f— y, ^-+-1 ~ ̂ — &\ ï - -r);

le p rodu i t j^i est holomorphe pour .r== ï , tandis que les trois autres
produ i t s appar t iennent respectivement aux exposants y — i X ' — p ,
y_ yf — p', y +y-- a — a'— ^ — ?' dans le domaine de ce poin t . Si
l 'équat ion F(P) == o est bien du quatr ième ordre et si elle est irréduc-
tible, on voit qu 'e l le admet deux intégrales dis t inctes y^ et ras , non
holomorphés pour x == ï , et, par suite, a u c u n e de ses intégrales ne
peut s'exprimer par une série hypergéométrique. Nous sommes donc
amenés à rechercher dans quels cas l 'équation F (P)== o, en général
du quatrième ordre, se rédui t au troisième, ou bien dans quels cas
cette équat ion n'est pas irréductible.

D'une manière générale, soient y (y) == o, ^>{z) == o deux équations
linéaires du second ordre à coefficients uniformes et F(P) = o l'équa-
tion linéaire qui admet pour intégrale le produi t de deux intégrales
de ces deux équat ions ; y ^ y ^ ^» ^2 désignant respectivement des in-
tégrales distinctes des équations y (y) == o, ̂ 0) = o, l 'intégrale géné-
rale de l 'équation F(P) = o sera

Ciyi-3i~hCâji^2+ CsYz^i-1- C^râ^î-
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Elle sera donc en général du qua t r ième ordre. Pour qu'el le se ré-
duise au troisième ordre, il faudrait que l'on eût entre les quatre inté-
grées y ̂ z^ y ^ z ^ y y.^z^ y^z^ ^ne ration de la forme

Aji ̂ i + Bji ^â -h Cja ^1 + Dja .̂  = o,

A, B, C, D étant des constantes convenablement choisies. Celle relation
peut s'écrire

Y^a—Ya^i^^o,
en posant

Yi=Bji4-l)j^ Y,=-Aji~Cj2;

Yi , Ya seront, comme y^, j^» deux intégrales distinctes de l 'équation
y ( y ) = = o , sans quoi le rapport ^L serait constant, ce qui est contrairez^
à l'hypothèse. La relation précédente peut s'écrire

z! — .£2-
Yi-"Y^

elle montre que l ' équat ion ^{z} == o est une transformée de l 'équation
^(y) = °- Cette condition nécessaire est suffisante. Soit en effet

z-=L\l{x)y

la t ransformat ion qui permet de passer de Inéquat ion ^(/s) == o à l 'équa-
tion y(j^)== o. L'intégrale générale de F(P) == o ne contiendra que
trois termes distincts

n(.-r)j^ n(^)j^ n(^)yj .

Il peut arriver que l ' équa t ion F(P) = o, tout en é tan t d u quatr ième
ordre, admette toutes les intégrales d 'une équation du troisième ordre
à coefficients uniformes. Nous avons à rechercher dans quels cas cette
circonstance peut se présenter. Supposons qu'il existe trois intégrales
P^ Pg, ?3 vérifiant une équat ion du troisième ordre à coefficients uni-
formes

PI = ly 1^1 4-/ny^ +^j2^i •+-.Pj2^

P2== ^Ji^i -+- wyi^a + ̂ y^\ -^-p'y^z^
Pg •=" fyi ̂ ^ + w^^ ̂ a + ^y^ ̂  + T^^yg ̂  ;
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prenons trois nombres X, X\ V\ tels que l'on ait
•\l +),7/ 4.^^ :=:o,

X/z+^W+^/z^o,
et posons

Ya == ( x /?À -h xw -r- ̂ w )ji 4- ( \p 4- xy + ̂ y )j-2 ; .
on aura

\P,-[-VP^VP,=.J,^;

il en résulte que l'on ne peut avoir en même temps

\?n 4- XW-4- XW== o,
x^ -4-xy +xy =o,

car on en conclurait la relation
XP,-^-À /P2-+-X / /P3.-:o.

Supposons, par exemple, que l'on ait

\în -h- Vm''-+- V'm"^: o;

prenons trois nombres ^, y! 9 ^//, tels que l'on ait
[j.m -+- i^m^-h ̂ "m" •==- o,
pj 4-p./^ 4-^^ =:o,

et posons
Zi == ( ̂  n + ̂ ^/ + ̂ ^// ) ̂ i + ( î^p + ̂ jo' 4- ̂ 1/ }^ ;

on aura

On au ra aussi
^p+^+^p^^Z,.

pi/î -t- [j.^^4- \^rz"-^£ o;

il en résulte que y^ e^ Ya constituent un système fondamental d'inté-
grales de la première équation y(y) == o et Z,, ^2 un système fonda-
mental d'intégrales de l'équation ^Çz)=o. Pour s implif ier les nota-
tions, remplaçons Va et-^ par Y^ e tZa . L'équation du troisième ordre
en question admettra un système fondamental d'intégrales de la forme
suivante :

Yi Zi, ¥3 Za, a Y,i l^b Ya Zâ + c Yi Z^ + ̂ Yg Z,

ou bien, ce qui revient au même, de la forme
YiZi, YA, cYlZa-t-^YsZi.
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Sapposons d'abord qu ' aucun des nombres c, d ne soit nul. On peu t
remplacer la troisième intégrale par Y i Z a + ^ Y a Z i , et, comme Y^
•n'est déterminée qu'à un facteur constant près, on pourra prendre,
pour former un système fondamental d'intégrales de cette équation du
troisième ordre, les trois fonctions

Ij^Zq, I. 2 Zi^y A'j|/l3"+" IgZq.

Remarquons, en outre, qu 'aucun des p rodu i t s Y i Z ^ Y a Z i ne devra
satisfaire séparément à l 'équation du troisième ordre, car il devrait
exister une relation de la forme

AYi Zi + B Ya Zi + G Yi Za + I) Yâ Z^ = o,

ce qu i est contraire à l 'hypothèse. J ' imagine ma in t enan t que nous fas-
sions décrire à la variable un contour fermé quelconque; les valeurs
finales de nos trois intégrales devront pouvoir s'exprimer linéairement
au moyen des valeurs initiales. Soient

GYi+C^Yg, CiYi+C^Y,, DZ^-hiyZ,, 1)^ + D^Z,

les valeurs nouvelles des fonctions Y i , Y^, Z , , Z^ après un pareil con-
tour. Nos trois intégrales se changent respectivement en

(CY,4-(7Y2)(I)Zi+iyZ^
(CYi + f/Ya) (I),Zi 4" 1)^) -h (CiYi -l- C^) (DZ, + D^.^),

.(C,Y,+C/,Y,)(:I),Z,+J),Z,);

pour que ces valeurs puissent s'exprimer l inéairement au moyen des
premières, il faut et il suffit que l'on ait

CD7 = DC/,
GÎÎ)\ = C^DI,

CDi+CiD^^Di+CiÏ)

ou, ce qui revient au même,
D - D / - ^ — ^
G ^ ̂  ^~ Ci ~~ C'i ^

Ces relations expriment que les deux équations y(j) = o, ^ (^ ) = o
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sont de la même famille, comme on l'a vu au n° 5. Si îa valeur com-
mune de ces rapports est égale à l 'unité, quel que soit le contour décriÊ
par la variable, les deux équations seront de la môme classe. Récipro-
quement , si l'on se donne deux équations de la même famille, si l'on
appel le y^y^ deux intégrales distinctes de l 'une d'elles et s,, z^ les
intégrales correspondantes de la seconde, le calcul qui vient d'être ef-
fectué mon t re que les trois fonctions y ^ z ^ ya^a» y ^ z i l ~ ^ ~ Y^i d o i v e n t
satisfaire à une même équat ion du troisième ordre a coefficients uni-
formes, et le .produit de deux intégrales correspondantes quelconques
vérifie la même équat ion.

Il nous reste à examiner le cas particulier où Fon aurai t c==o ou
d = o. Supposons, par exemple, c = o, de sorte qu 'un système fonda-
menta l de l ' équat ion du troisième ordre sera

y j y j y j
1 1 '-^lî l î^îf 1 1 ^•If

et Y^Z, ne vérif iera point cette équat ion . Soient, comme plus haut ,

CYl+CVYa, CiYi+C/^, DZi—D%, DiZi+D%

les valeurs nouvelles de Y ^ , Ya, Z^ Za après que la variable a décrit
un contour fermé. Les va leurs finales des p rodu i t s Y ^ Z ; , Y^Za, Y j Z a
seront

.(CY^^Y.^DZi+D^),
(C,Yl-(-C^Y2)(B,Z,-4-D/,Z,),
(CYl+C'YaKDiZi-h-D^);

pour que ces valeurs s 'expriment l inéai rement au moyen des valeurs
initiales, il faut et il suf f i t que l'on ait

- C ' î ) ^ o , (y,Bi=:o, C 'Dt^o.

Ces condi t ions entraîneil t ia relat ion 0'= o, quel que soit le contour
décrit par la variable. Si en effet CV n'était pas nul pour un certain con-
tour, on aura i t pour ce contour D === o, D,==o. Il en résulterait que Z,
e t Z ^ s e changeraient respectivement en D'Z^ D^Z^, ce q u i est mani-
festement impossible, puisque Z, , Z, sont supposées distinctes. On voit
donc que le quo t i en t — ̂  sera une fonction uniforme, et l 'équation
yfy^ ̂  Q ̂  g^a pas irréductible. Il est d'ailleurs facile de voir que,



4,24 E. COURSAT.

dans ce cas, les produi ts Y i Z , , YiZa vér i f ient une équat ion du second
ordre a coefficients uniformes.

Ce cas exceptionnel écarté, nous voyons qu'en général :
THÉORÈME IV. — Pour que V équation F(P)==o, qui admet pour

intégrale le produit de deux intégrales quelconques de deux équations
linéaires du second ordre à coefficients uniformes et irréductibles, soit
vérifiée par toutes les intégrales d'une équation du troisième ordre à coef-
ficients uniformes, il faut et il suffit que les deux équations du second
ordre soient de la même famille.

J'ai supposé, pour fixer les idées, lés coefficients fonctions uniformes
de la variable x; mais la méthode et les résultats subsistent, en sup-
posant que ces coeff ic ients sont des fondions un i fo rmes d 'un point
analyt ique [oc, y].

12. Revenant à la question proposée, je remarque que toutes les
équations hypergéoméiriques de même f a m i l l e que l 'équation

y/2 y /'/'V

^(ï.^-.ï) ̂  +[^(a+p4-"l).<] ̂  —4j=o

rentrent dans l ' une des trois catégories suivantes :
i° Les transformées de cette équation, au nombre de trois, que l'on

obtient par l 'une des transformations

. y.-^.r^T.j, y = (i -- xY-^^z, y == .r1-^!, -- .r^-01- ̂ ;

2° Les équat ions de même classe : ces équations, en nombre inf ini ,
s'obtiennent, comme on sait, en prenant pour y/, ^ ' , y des nombres tels
que les différences ^ — a, ^— ?, 7" — 7 soient des nombres entiers;

3° Les transformées des équations de même classe; ces dernières
sont également en nombre infini .

Nous allons examiner séparément chacune de ces hypothèses. Con-
sidérons d'abord les deux équations

d2 y d'y
^(ï—^)^ -î-Eï-^+P+ï)^]^ -apj=o, .

^<ï-^)^-+-[2-T--.(<x-4~p+3-2Y)^]^ ^(a+r—Y)(|B+i-—f)5=:o,
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telles que l'on passe de rime à l 'autre en posant
„.,. ____ ..yll——Y -r. ^ — x < „.

Si y,, ja désignent deux intégrales distinctes de la première équa-
t ion, les trois fonctions

^ .-yi'f——1 ,1-2 /y>'f—1 T ,1 » .-y.'/—1 fâtz J' i ? w J'iJ's» tz J 2

consti tuent un système fondamental d'intégrales d 'une équat ion du
troisième • ordre. Les racines de l 'équation déterminante relative au
point x == î sont o, 7 — a —|3, ^ ( 7 — a — P)- pour q110 1e P110^011

F (a, (3, y, Ji1) X F (a 4- l - -f .P + ï — ̂  2 — 7» -z')'

qui vérifie cette é q u a t i o n , s'exprime au moyen d 'une série hypergéo-
méfcr ique d'ordre supérieur , il faut et il suffit que 2 ( 7 — a — p ) soit
un nombre entier positif impair .

Si a (y — ^ — ^) é ta i t égal à un nombre entier négatif impa i r , le
produi t considéré se ra i t éga l , comme plus haut, au quot ien t d 'une
série hypergéométrique par une puissance entière et positive de
î — x. , *

Considérons en second lieu les deux équations de la même classe

^(^^)^+^~(a+P+l)^]|^-apj=o,

-(^^Ê^^-^^0"^-^7^0-

Nous venons de voir que le produit de deux intégrales correspon-
dantes de ces deux équations satisfait à une équation linéaire du troi-
sième ordre, dont les coefficients sont des fonctions rationnelles de la
variable II est clair que l'intégrale générale est holomorphe pour
toute valeur de x différente de o, î , ^ , et qu-une intégrale particu-
lière est holomorphe pourvu. Pour rétudier dans le voisinage an
point x = î • , nous prendrons

y,==F(a, P, a+P+ï-T, 1—^),

^^(i-^^-^T^^-^^1"^^ ï--"1^
Ann. de VÉc. Normale. ̂  Série. Tome XII. - DÉCEMBRE i883. ^4



420 . E. COURSAT.

el, par suite,

.^^(a^ ̂  ^--hp/-!-!——^ i——r),
^^(,_^)r-a-p-F(^_^^^,p/^/^,_^_p^ ï__y) .

Un système f o n d a m e n t a l d ' intégrales sera const i tué par les fondions

7i ̂  Ji^+Ja^i» J'2^2;

les exposants de d i scont inu i té sont donc o, 7 +-y—a — y j — ^ — p \ ^,
à dés ignant le plus pet i t des nombres y — a — ? , y — a ' — P 7 . Comme
on suppose qu'aucun des nombres 7 — a — ^, y — a' — ^/ n'est égal à
un nombre entier, pour que le p rodu i t F (a, |S,y, oc] x F (a', p', '/, x}
s'exprime par une série hypergéométrique, il faudra , d'après le théo-
rème général, que l'on ai t

^ ̂ _ ̂  a^ p - (B^/z,

n désignant un nombre entier posit if qui peut être nu l .
Les autres cas s 'étudient de la même manière, mais ne conduisent

à aucun résultat qu 'on ne puisse déduire des précédents. En résumé :

THÉORÈME V., —- Le produit F(a, ^3, 7, x} x Ff^, p', 7', x} est une
série hyper géométrique d'ordre supérieur dans les deux cas suivants et
dans ces cas seulement :

i ° Lorsque F on a les relations

a'=:a+i—y,

P^P+^-Ï,

T ^ a — Y ,

„ a-B-^-^,i Â r — .. 'js

n étant nul ou égal à un nombre entier positif ;
2° Lorsque les différences a! — y-, ^f — p, '/ -— y sont des nombres en-

tiers et lorsque l'on a
^^.-.a-o^p-p7^,

n étant nul ou égal à un nombre entier positif.

Dans le cas où n serait égal à un nombre entier négatif, le p rodui t



. FONCTIONS HYPERGÉOMÉTRIQITES D'ORDRE SUPÉRIEUR. 427

considéré serait égal au quotient d 'une série hypergéométrique par
une puissance convenable de i — x.

13. Voici comment on pourra mettre le p rodu i t sous la forme
voulue , au moins dans un cas fort é tendu. Soient F(Y, p\/, A-),
F (a", p\ 7^ x} deux séries hypergéométriques de la même cla'sse
tel les que les deux quant i tés / -a / - -p \ ^ - ^ — ^ soient de la
p 2 /Z + I ,
forme —^—, n étant un nombre entier posi t i f /qui D'est pas nul pour
les deux séries en même temps. Prenons une, série auxiliaire de la
même classe que les deux premières, telles que l'on ait 7 — a — / 3 ==r1,
et que 7 soit supérieur à 7' et à 7". On aura entre ces trois séries des
relations de la forme

F(aS ^f,y, ̂ ) := P F(a, p, 7, x) 4- Q F(a 4-1 , ? + r, 7 4- i, ̂

F« y. ï^ ̂ ) = I\F(a, Sî, Y, x) + Q,F(a + i, ?.,4- l, T + î, ̂

P? Q» Pi 5 Qi étant des fondions entières de oc et l ' une au moins des
fonctions Q, Q. contenant le fadeur (i — x}. Si l'on mul t ip l i e membre
à membre les deux égalités précédentes et que l'on remplace les carrés
de F (a, (î, 7, oc), F(a -+-1, p 4- i, 7+ i, so} et le produit de ces deux
séries par (i — œ} par leurs valeurs tirées des formules (9), (10), (i r ) ,
on pourra, d'après le lemme II, transformer le second membre en une
série de même nature, mais d'ordre plus élevé.

On opérait d'une façon tout à fait analogue, lorsque les deux quan-
tités 7 /— a' — (i', 7// — a" — ̂  sont de la forme I > où n est unys

nombre entier négatif , pour met t re le produit

F(a /,P /,Y,.2•)xF(a^r,T%^)

sous forme de quotient d'une série bypergéométrique d'ordre supé-
rieur par une puissance entière de (i — x}.

14. Une équation linéaire à intégrales régulières n'est pas complète-
ment déterminée par la connaissance des racines des diverses équa-
tions déterminantes fondamentales relatives aux poin ts critiques
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qu'elle présente, des que l 'ordre de cette équation ou le nombre de ses
points cri t iques à distance finie est supérieur a deux. Mais, si une ou
plusieurs des équa t ions déterminantes a d m e t t e n t des groupes de ra-
cines dont les différences soient des nombres entiers et si, en outre , on
assujett i t l 'intégrale générale a. ne pas contenir de l o g a r i t h m e s dans le
domaine du point critique correspondant, on in t rodui t entre les coeffi-
cients un cer tain nombre de relations nouvelles/et il peu t arriver de
cette façon que ces coeff icients soient complè tement déterminés.

Telles sont les fonctions de M. Pochammer (Journal de Crelle, t . 71),
et les séries hypergéométr iques que nous venons d 'é tudier . Telles
sont encore certaines fonctions d 'une seule variable que j 'a i déf inies à
propos des séries bypergéométriques de deux variables [Comptes rendus
des séances de V Académie des Sciences, novembre 1882).

Mais on peu t se proposer de généraliser le théorème de Riemann à
u n autre point de vue, en n 'apportant a u c u n e restriction à la forme de
l ' intégrale générale dans le voisinage d 'un po in t s ingu l i e r et en faisant,
in te rven i r les relations linéaires entre les divers groupes d'intégrales
appar tenant à chaque poin t critique. Étant données deux équat ions
linéaires d 'ordre m ayant un même point s ingul ie r x = n, je d i r a i
que les équat ions sont de même forme dans le v o i s i n n g e de ce po in t
lorsque l'on pourra trouver deux systèmes f o n d a m e n t a u x d ' intégrales
des deux équa t ions appar tenant aux mêmes exposants et se c o m p o r t a n t
d e l à même manière dans le domaine de ce point . En d 'autres termes, les
équat ions dé te rminan tes sont ident iques , a ins i que les mult ipl ica-
teurs o)^. [Voir le travail de M. Tannery déjà cité.) Considérons main-
t e n a n t deux équat ions linéaires d'ordre m ayant les mêmes points cri-
tiques a,, a^ ..., ciç et la même forme dans le voisinage de chacun de
ces points, ainsi que pour le point x == 30 . Les deux équat ions auron t
un certain nombre de coefficients ident iques , et, en général , elles a u -
ront en o u t r e un certain nombre de coefficients tout à fait arbi traires.
Ces derniers ne pourront intervenir que dans les relations l inéaires
entre les divers groupes d'intégrales. Le bu t de cette Note est de
montrer que ces r e l a t i ons ne peuvent être les mêmes pour les deux
équations, à moins qu'elles ne soient identiques. Supposons, en effet,
qu' i l en soit ainsi; les deux équations seront évidemment de la même
classe c l ,y<,^ , ,• . , y^, z^ z^, ...,^ désignant deux systèmes fonda-
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mentaux correspondants , on aura

P -r. -i_ P -ILi -4- --_ P •1 O/ l t~ A i , -i- . . . . -f- t /,;_i ^r^-1
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P», P i , .. . ,P,n,.,-i désignant des fondions rationnelles de la var iable
dont nous allons chercher la forme. Posons

d}\
1 1 Zr

d}\2

^^-\)'i
" .̂̂ rr
c l " 1 - 1 )'.>

D • c i r " 1 - 1 | ^

//,' /7/«--i -»/f < . J ^ //i? " . r /////« — i
d^1"1^r

]),r=

^>
1 ZF

^^

^'-^ri ^ ^'"^ri ^"-^ri
.̂̂ r ^i ^pTr ' " " cl^'1-1

d^-^y^
Zz1^"-1 ;

^y^-1 ^

on a Pô =-= '̂5 et en général Pz^ -n ' Le coefficient Pô ne p e u t pré-
senter de d iscont inu i té q a a u x points critiques a^ <^, . . . , ^p; dans le
vois inage du point a^ par exemple, on a

I) ,=:(,r—rt,) 2 •H-^ -
«

^ ( j c ) é tant unifornîe et continu dans le domaine du point a, et ditle-
rent de zéro pour x ̂  a, ; r,, r^ . . . , r,n désignant les racines de
l 'équat ion dé te rminan te fondamenta le .

Pour évaluer Do, imaginons qu'on ait remplacé j,,y^ • • t ' Jm paî*
les intégrales qu i a p p a r t i e n n e n t à ces exposants, et r,, r^ . . . , r,n p^r
les intégrales correspondantes qu i , par hypothèse, a p p a r t i e n n e n t aux
mêmes 'exposants ; on reconnaî t alors bien aisément que le numéra-
teur peut s'écrire

t Ht i /» — 1 1fn s ni — 1 1
ï , -+- /•••»••+•. ..4- /'»! --~——-,———— , • ., v

( x — a , ) ' 2 ^ i ( ^ ) ^
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^G^) étant uni forme et c o n t i n u pour se = a,. On voit donc q u e I\
est holomorphe pour ^=a,; on démontrerait de la même manière
qu ' i l est holomorphe pour .'r = a,, a,, .. ., Op et pour oc = ̂  . Il s'en-
suit que P(, est une fonction holomorphe sur toute la sphère; c'est
donc une constante.

^ De même P, ne peut présenter de d iscont inui té qu ' aux points singu-
liers a,, <^, . . . , <2p; dans le vo'isinage du poini oc=a^ par exemple ,
on trouve qu ' i l est de la forme

(^—^)^0),

y(^ ) étant holomorphe pour ,z-r.= a,. Il en résulte que P, sera de la
forme

[ ( • ^ — ^ i ) ( ^ — ^3) . . . Ç ^ — a ç ) ] 1 < Ï>( . : z - ) ,

, < t > ( ^ ) désignant une fonct ion holomorphe dans toule l 'é tendue du
plan. Dans le domaine du point ^ = oc , on trouve de même que ce
coefficient peut s'écrire

^(^ étant holomorphe-pour ^ .= =o . On devra donc avoi r

^ ( ^ ) : ^ ^ ( ^ ^ f ^ \

^ (^ étant holomorphe pour x. = ̂  . Il en résulte que, pour ^ = ̂  ,
on a c^ (^ )^o ; d o n c < l - > ( ^ ) , et par suite P,, est ident iquement n u l .
On voit donc que les équations en y et en z sont identiques, ou, ce
q u i revient au même, qu 'une équation linéaire est com-plètement clé-
u n i e par les conditions précédentes.

FIN DU TOME D O U Z I È M E .


