EDOUARD GOURSAT

Mémoire sur les fonctions hypergéométriques d’ordre
supérieur (seconde partie)

Annales scientifiques de I’E.N.S. 2¢ série, tome 12 (1883), p. 395-430
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1883_2_12_ 395_0>

© Gauthier-Villars (Editions scientifiques et médicales Elsevier), 1883, tous droits réservés.

L’accés aux archives de la revue « Annales scientifiques de 'EN.S. » (http://www.
elsevier.com/locate/ansens) implique 1’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1883_2_12__395_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

MEMOIRE
FONCTIONS HYPERGEOMETRIQUES

(SECONDE PARTIE j,

Par M. GOURSAT,

. PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES DE TOULOUSI.

1. Avant de poursuivre ’élude des fonctions qui ont fait 'objet du
travail précédent (Annales de I'Ecole Normale, t. X1I, p. 261), il est
nécessaire de développer quelques considérations générales sur la
théorie des équations linéaires, dont on aura besoin par la suite. Etant
données deux équations linéaires du méme ordre 7z, avant les mémes
points singuliers, a coefficients uniformes,

(N (y)=o,
() Y(s)=o,

on dira que ces deux équations sont de la méme classe, ou qu’elles
sont ramifices de la méme maniere, s'il existe un systeme fondamental
d’intégrales de I'équation (1)

)‘U: J'I: ] )'m—l
¢t un systeme fondamental d’intégrales de I'équation ()
So3 Sty -+ e Sm-1s

tels que tout contour fermé décrit par la variable qui change yi, y,, ...,



346 E. GOURSAT.

PRI (ymr-l),9 ol

k=m-—1

()',)’:VCM)'/,, (l=0,1,..., m—1)

L/

\’

Yo €0 (o) (1)

=
change de méme zy, 5,, ..., 2, en (5, ), (2,), .. , (3,=,), ol
kE=m—1
(z)'=» Cuzspe
k=0
Cela revient & dire que les deux équations ont le méme groupe. Il
est clair que, §'il existe deux systemes fondamentaux d’'intégrales
jouissant de cette propriété, il en existe une infinité d’autres; par
exemple, il suffira de prendre

k=m-—1
Y-L = il Y ks
k=0
et de méme
he==m -1
7, X -
/Ji:—zai/::k’ (¢=0, 1,2,..., m-—u),
k=0

en supposant, bien entendu, que le déterminant des quantités @, est
différent de zéro.
Tutorime I. — Etant données deux équations (1) et (2) ramifices de la
méme maniere, l'inlégrale générale de la seconde est
d); dm—l..y
5= )oyﬂ—l)lz‘l; “+.. '+P/"—12_L—Z'—’__”_l’
y désignant U'intégrale générale de la premiére et Py, Py, ..., P,_, des
Jonctions uniformes de la variable.
Soient en effet vy, ¥4y <oy Ymey €L 34, By « ooy oy deux systemes
fondamentaux correspondants d’intégrales; considérons le systeme des
m équalions linéaires

Cl}’o i d/u—l Yo
~ — P ) ./
S =Py PG e P
d}/ dnz—ly
- —_D )1 S
s =Py P P T

dm— ! .ym -1,

d,')’m—l
= ...+ Pm—l dzm—1 2

Sim—1 = P()ym.—l -+ Pi (Z.‘IJ
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on en déduit, en résolvant par rapport aux m coefficients inconnus P,,
| L

p,= D
/ Tkl
D
en posant
| d. Yo am-t R
Yo dx o daym-1
y dy, dm=ly,
D=| M de doem=T
R ‘Z,,Vm--l . dm—l,Vm -1
Y1 dx o dxm—=!
. dy, di='yy, _  di¥'y, dm="y,
Jo dr U dett 7Y gpr T dam—1
N d,V1 d""l"}"l _ d"“‘l.}'[ ¢ m.—-l.).-I
=] dx dx=t Tt dyi+l dxm=1
. (]‘“V;u—q ([m-l)'m— 1
.)r ”L"‘l ——(l‘z. R R LR A L) ... ._(.Z;.]_n_—l-_

La variable décrivant un contour fermé quelconque, les deux déter-
minants D et D; sont multipliés par un méme facteur constant; P; est
donc une fonction uniforme de 2, dont les points singuliers sont pré-
cisément les points singuliers des équations (1) et (2). Les coefficients
Py, Py, oo, Py, étant déterminés de cette facon, on sait qu'il existe
une équation linéaire d’ordre m dont 'intégrale générale est

dm—1 y

dy ‘
! dgm—1’

[ £ 2t PQ'}’—FPI(—[‘;—*—..._*—P”;_
y désignant I'intégrale générale de I'équation (1). Pour la formation de
celte équation, je renverrai au Mémoire de M. Appell (dnnales de
U’Ecole Normale, t. X, 1881). L’équation en « et 1’équation en z, ad-
mettant 7z intégrales communes Z,, 5y + 05 Zp_ys devront étre identi-
ques. C. Q. F. D.
Il en résulte qu’'on passe de I’équation (1) & I'équation (2) en posant
. y dm—1 y

d .
5:[)0‘}, +P1(-Z;‘ +...+Pm—1?[£;T—'1; .
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N

inversement, on passera de I'équation (2) a I'équation (r) en posant

(I" Zm 1-
:Q0:+Ql +Qm ld —1"

dz

Q0 Q) ++ ., Q) désignant aussi des fonctions uniformes de x, qui
sont déterminées par des équations analogues aux précédentes.

Remarque I. — Si y; est une intégrale de I'équation (1), la fonction

sera une intégrale de I'équation (2). Si vy, ¥,. ..., ¥m—, sont m inlé-
grales de I'équation (1), les fonctions z,, 2z, ..., %,,, obtenues de
cette facon en faisant successivemenl 7= o, 1, ..., m —1, seront
m intégrales de I'équation (2). Jajoute que, si yo. ¥,y .v-s Yoo for-
ment un systeme fondamental, il en est de méme de z,, 5, -.., 5.
Supposons en effet qu’entre ces m fonctions il existe une relation de Ia

forme suivante :
Cozy+Crsy 4. .+ Cpy Sy =0,

ot Gy, Gy, ..., C,_, sont des constantes qui ne sont pas toutes nulles.
Si 'on remplace les z par leurs valeurs, on aboutit a la relation

Y dn=1Y,

0 > —_
e Py —eer =0

d
PyY, + p1
ot 'on a posé
YO - C070 -+ Cl.Tl i I (:/n-—l,)'m—l ;

Y, ne peut étre nul, puisqu’on suppose que Yo, ¥iv «--s Ve fOrment
un systeme fondamental. Il faudra done que I’équation (1) admette unc
intégrale commune avec I’équation d’ordre moindre

dy-
dz

) N d’m—-l)/
IO'V"FI —+. +P"l—'xc7?c_"‘_1120’

ayant aussi ses coefficients uniformes. Celle équation ne sera pas irré-
ductible. 11 est clair d’ailleurs que si cette circonstance se présente,

Pordre de I’équation en z obtenue par la transformation

dm- l

o= , )
== P)"}‘I —I— ‘*"I”,1;ILT—1
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doit subir une réduction. Supposons, pour fixer les idées, que I’équa-
tion (1) ait p intégrales communes avec I'équation

dy dm=14-
by > . > S
(‘7) [oJ +P1[1‘E+---+Im_1m-—-0.

L’équation en s obtenue par la transformation ne sera plus que d’ordre
m—p.
Si I'on désigne par
Yos Yis eoes Ymepoi

m — p intégrales distinctes de I'équation (1) qui ne vérifient’ pas 1'¢-
quation (3) et z,, z,, ..., 5, les 5 correspondants, le calcul précé-
dent montre que 5,, 5,, ..., %,_,, forment un systeme fondamental
d’intégrales de I’équation en . On peut done considérer la loi comme
générale. .

Les intégrales y; et z; seront dites correspondantes. L’intégrale y,
étant connue, l'intégrale correspondante z; est déterminée, A un fac-
teur constant pres, en exceptant cependant le cas particulier ou I'on
pourrait passer de I'équation (1) & I'équation (2) par deux transforma-
tions différentes de la forme précédente. :

Remarque 11. — Supposons que les équations (1) et (2) soient a
coefficients rationnels et que leurs intégrales soient toutes régulieres
dans le voisinage de chaque point critique « = a, et dans le voisinage
du point o ; il résulte de I'expression ci-dessus des coeflicients P; que
ces coefficients restent finis pour tout point critique # = a; quand on
les multiplie préalablement par une puissance convenable de  — a; et
pour x = % quand on les multiplie par une puissance convenable de

1 . . .
r Ce sont donec des fonclions rationnelles de la variable.

Remarque I1I. — Etant données m + 1 équations linéaires ramifiées
de la méme maniere que U'équation (1), soient =7, z;, ..., z;" les
m —+ 1 intégrales qui correspondent respectivement a I'intégrale y; de
I'équation (1). On pourra exprimer ces m 1 fonctions par des for-
mules analogues aux précédentes, puis éliminer entre les m + 1 équa-
tions les m quantilés intermédiaires

d“’z‘ dz Vi dm~1 ]’1‘
Vi, Yy =y ey
Y de” dx? dxm=1?
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entre les m + 1 fonctions z/, 5;, ..., z;, il existe donc une relation
linéaire el homogene a coefficients uniformes.

2. La méthode précédente s’applique tres facilement & la démon-
stration du théoreme sur les fonctions algébriques ramifiées de la
méme maniere. Je indiquerai en quelques mols; soient o, ¥yy -y Yinot
les 72 branches d'une fonction algébrique y de x et zy, 5,y ..., 2z,
les 72 branches d’une fonction uniforme du point analytique (2, y) cor-
respondant aux m branches 5, Yis o) Yines-

Posons .
Sy - [)0‘}"0 ~+ PL}/g ...+ I)m,._hygl -1,

I ey bo}’1 ~ Pi}’% -+ I)’m_“},/lll-~x,

m-1.

92 ,
Fme-1 == poym—% -+ Pl.yfn—l i puz——l)m 17

on en déduit

I) [ — !‘)‘i)
D
en posant
Yoo XYoo - 00T
/2 Sm—=1
D = Y1 Ji CEICI 81
ym—ﬂ .ﬁn-i e .?’%"1
VR & SRR S ST AP i S
, 2 -1
D= T & S A 8
.7//1—1 .o e cee P veoe co e .}’xii—}

On voit, comme plus haut, que, lorsque la variable décrit un con-
tour fermé quelconque, D, et D sont multipliés par un méme facteur
constant, qui est ici == 1; les coefficicnts P; sont done uniformes. Si,
de plus, on suppose que la fonction z n’admet que des poles ou des
points critiques algébriques, ces coefficients seront des fonctions ra-
tionnelles.

3. Etant données deux équations linéaires ramifiées de la méme
maniere dans le voisinage de chaque point critique @ = a;, les deux
¢quations devront admettre un groupe d’intégrales se comportant de
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la méme maniere quand la variable tourne autour de ce point critique.
Par exemple, si la premizre équation admet une intégrale y,, telle que
la nouvelle valeur de cette intégrale, aprés que  a décrit un conlour
fermé autour du point = a;, soit (y,) = w,y,; I'intégrale correspon-
dante z, de la seconde équation sera telle que (5,) = w,z,. De méme,
sila premiére équation admet un groupe de deux intégrales y,,v.telles
que l'on ait
(r)'=wp,

() = 0¥ - wy ),
les intégrales correspondantes z,, z, seront telles que f‘

(51) = w3, .
(32) = w3+ w5y,

et ainsi de suite.

La transformation précédente raméne D'intégration de toutes les
équations linéaires d’une méme classe & l'intégration d'une seule
d’entre elles. Il est donc trés important de pouvoir reconnaitre si deux
équations linéaires données appartiennent ou non & la méme classe.
Pour fixer les idées, je meborne au cas ou les deux équations ont leurs
coefficients rationnels et toutes leurs intégrales régulieres. Il faudra
~d’abord que les deux équations aient les mémes points de ramification
(les points singuliers non communs ne peuvent étre que des points sin-
guliers apparents). Il faudra, de plus, que, dans le voisinage de I'un
quelconque de ces points singuliers, les deux équations admettent un
groupe d’intégrales se comportant de la méme maniére. Les racines
des deux équations déterminantes fondamentales devront avoir respec-
tivement des différences entieres; en outre, si I'une des équations
admet un groupe de p intégrales appartenant & des exposants dont les
différences sont entieres, la seconde équation devra contenir un groupe
analogue de p intégrales, et si le premier groupe contient des loga-
rithmes, il devra y en avoir pareillement dans le second. Ces condi-
tions ne sont pas suffisantes; il faut, en outre, que 'on puisse passer
de I'équation (1) & I'équation (2) en posant ’

[l dm—ly
Z:Po,}/_"‘Pi 57::,: ...+ Pm—lm’
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P,, P,, ..., P,_, désignant des fonctions rationnelles de la variable.
Reprenons I’expression générale du coefficient P,

b;

P,‘: —i)—;

ce coefficient ne peut éprouver de discontinuilté qu’aux points singu-
liers. Dans le voisinage du point singulier a;, par exemple, comme le
numérateur et le dénominateur ne changent pas de valeur, & un fac-
teur constant pres, quand on remplace les éléments d’un systeme fon-
damental par ceux d’un autre systeme, on peut supposer qu’on a pris
POUTr Vo, ¥4y «+ -1 Ym—y los intégrales qui jouissent de propriétés simples
dans le voisinage du point @ = a; et pourz,, z,, ..., Z,—, les intégrales
correspondantes. On reconnait alors aisément que ce coefficient peut
se mettre sous la forme

-

(2 — a;)" Qi(w — a;),

n; étant un nombre entier positif ou négatif qui dépend des coefficients
des deux équations et Q;(x — a;) une fonction holomorphe pour
x == a;. Ce coefficient P; sera donc de la forme

-~ Pir=(r—a)" (2 —a,)". .. (x—a)" Q(r),

Q(x) étant une fonction holomorphe dans toute Pétendue du plan.
I’¢tude du méme coelficient P; dans le voisinage du point o = =».
montre que Q(z) ne peut étre qu’un polynome entier en 2 ¢t donne
en méme temps une limite supérieure du degré de ce polynome. Les
coefficients Py, P,, ..., P,_, ne dépendent donc que d’un nombre
limité de parametres inconnus; on aura & rechercher s'il est possible
de déterminer ces parametres de fagon que 'équation obtenue par la
transformation -

dm=—1ty

Mm-—1 ;Z;,,T:{

dy
~ =D

sz= Py Py 5=
0) Ydr

coincide avee équation (2). Les calculs paraissent devoir étre tres
compliqués; mais on peut considérer la question comme résolue, puis-

qu’on est ramené dans tous les cas & des caleuls algébriques.

4. Ltant données deux équations linéaires & coefficients uniformes
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d’ordre m

( I ) dnz.‘- dm—1y- dm—2,

. d.l"" =D =1 +}7g dym=-2 T —-&—/)”_,.v)',
([/n 3 dm——l 3

(2) T =q, e i, I PRI

ces deux équations sont dites transformées 'une de I'autve si I'intégrale
cénérale de 'équation (2) est de la forme

s=1(x) ),
II{.x) désignant une fonction de x seul et y étant I'intégrale générale
de la premiere.
Si dans 'équation (1) on fait la transformation

1
Yy = I,

n(x)
dm e

on devra retrouver I'équation (2). Le coeflicient de ——wi dans cette
équation transformée sera

m I (a2 .
I(x) TP
on devra donc avoir

mI'(.z) .
M(z) D0

et, par suile,

1 x
. n(x)= e;;“/;'o(lh_p'”h.
On voit que la dérivée logarithmique de la fonction IT{x) est essen-
tiellement uniforme; on reconnait, de plus, le moyen de s’assurer si
deux équations linéaires sont transformées 'une de l'autre. Si les
équations (1) et (2) ont toutes leurs intégrales régulieres, la fonction
IT(x) sera de la forme

(x) = C(x — a)(x — a))™...(x — a,)™.

Les intégrales des équations (1) et (2) se correspondent deux a deux
et 3 un systeme fondamental de 1'une correspond un systeme fonda-
mental de la seconde.

Si deux équations linéaires d’ordre m sont telles qu’entre deux sys-
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temes fondamentaux d’intégrales on ait les relations

- o -
S0 S . Sm—1

‘}’0——;;——.“— ,}/m——l,

elles sont transformées I'une de 'autre. Désignons par II(x) la valeur
commune des rapports précédents; si 'on forme I’équation d’ordre m
dont 'intégrale générale est u =TII(x)y, y désignant I’'intégrale géné-
rale de I’équation ¢(y) = o, cette équation auxiliaire aura mintégrales
communes avec ’équation en z; elles seront donc identiques.

5. Les définitions précédentes ne sont que des cas particuliers de la
définition suivante. Etant données deux équations linéaires d’ordre m
a coefficients uniformes, on dira qu’elles sont de la méme famille si
'intégrale générale de la seconde est

. -1
3= 1(x) <l)()J/ -+ P, fil};,‘ t =Py %))

y désignant l’intégrale générale de la premiere, Py, P,, ..., P,—, des
fonctions uniformes de Ia variable et II(x) une fonction quelconque
de 2. Cest & M. Poincaré qu’est due l'idée de familles d’équations
linéaires (Comptes rendus, t. XCIV, p. 1402). Je me borne & un cas
particulier dont j’aurai seulement besoin par la suite. Les intégrales
des deux équations se correspondent encore deux & deux, ainsi que les
systemes fondamentaux. Il est bien aisé de voir quelle doit étre la
forme de la fonction II(2); en effet, la transformation par laquelle on
passe de I'équation en y & I'équation en z peut étre considérée comme
équivalente & deux transformations faites successivement :

dm-—-1

Sy '
| £ A Po'}’ 4 1)1 d—'; N e l)m—l (—l;;]—;_“l) 5= H(-Z') X .

[’équation en w aura aussi ses coefficients uniformes et, par suite,
d’apres une remarque antérieure, II(x) devra étre de la forme

H(,Z‘) — eff(m)(lx,

JS(x) désignant une fonetion uniforme.
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Soient toujours ¢(y)=o0, ¢(z)=o0 deux équations d’ordre m
coefficients uniformes. Supposons qu'il existe un systeme fondamental
d’intégrales de la premiere y,, ¥,, ..., ¥,_, et un systeme fondamen-
tal d’intégrales de la seconde =, z,, ..., 5,,, tels que tout contour
fermé, qui change ¥, ¥4s « - +» Ym_y €0

k=m—1

(}’i)'ZE Cuyr (i=o0,1,2,..., m —1),
k=0 .

change z,, 2, ..., Zp_y €D

k=m-—-1
(z)= AE Ciz5r,s
k=0
A désignant un facteur constant qui ne dépend que du contour décrit
par la variable; les deux équations seront de la méme famille. Posons,

en effet,
! dln—l
50 =Qoye -+ Qi '},0 +...+ Qm—-lmi

1 dm— l
5 = Qo +Q17 +.o Qe —d_”"_"

dm—l_}/m——l .

dam—1 2

}’ —1
Sm—-1= Qo) m—1+ Ql d,; + et Qs

on en déduit, comme plus haut,

D;
Qi:"ﬁ.;

et ’on reconnait immédiatement que, la variable décrivant le contour

précédent, Q; est multiplié par le facteur constant A. Si I'on pose
Q:=Q.P;,

on voit que P; sera une fonction uniforme, et 'on pourra écrire

dm.—
~~—Q0<}’+P1d -+ +Pm 1dxm;y>

P,,P,, ..., P,_, étant uniformes. Je remarque encore que, si les deux
équations sont & coefficients rationnels, on peut prendre pour le fac-
teur TI (=) un facteur de la forme

(2 — ap)™ (2 — ag)™. .. (Z— ap)%.
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6. Comme application des remarques précédentes, je considere
l'exemple suivant. Soit z une fonction multiforme de la variable «,
jouissant des propriétés suivantes. Entre n + 1 branches de la fonction
il existe une relation linéaire et homogene & coefficients constants.
Chaque branche de la fonction est uniforme pour toute valeur de  dif-
férente de o, 1, o ; dans le voisinage du point x = o, on ales n déter—
minations linéairement indépendantes ¢, 9,, ..., 9,, dontla premitre
est uniforme pour 2 = o et dont les antres sont multipliées respective-
ment par les n — 1 facteurs constants différents w,, w; ..., o, lorsque
2 décrit un lacet dans le sens direct autour du point x = o, de sorte
que, en désignant par (¢,), ..., (0,) les valeurs nouvelles de ces fonc-
tions aprés un pareil chemin, on ait

(o) =0, (P2) =00y, (g3) =30y ..., (0,) =0,0,

Dans le voisinage du point 2 =1, on a les n branches linéairement
indépendantes ¢,, ¢,, ..., ¢, dont la premiere {, est multipliée par
le facteur constant w, lorsque « décrit un lacet dans le sens direct au-
tour du pointx =1, et dont les » — 1 autres sont uniformes dans le

. . . . . L
voisinage de ce point. Enfin, dans le domaine du pointz = — = =

v ’
on a » déterminations linéairement indépendantes IT,, 1, ..., IT,, qui
sont respectivement multipliées par » facteurs constants différents o,
w,, ..., w,, lorsque la variable z décrit sur la sphere un pelit lacet
dans le sens inverse autour du point &’= o. Nous allons reconnaitre
que toutes les fonctions de cette nature, admettant les mémes multi-
plicateurs » ¢t ', sont ramifiées de la méme maniere.

En effet, considérons, pour un moment, les parties indéfinies
0,1 + o de l'axe réel comme des coupures; les fonc-
tions désignées par ¢ et & deviennent uniformes dans toute Pétendue
du plan. D’aprés nos hypothéses, entre ces 2n fonctions doivent exis-
ter » relations de la forme suivante :

—_— 0

Cop = Ly gy Ll

3 s @y = Ly = Myl by Yy,

| oo ,

Prn== ln"¥’1‘+" MYyt =,y

je suppose quaucun des coefficients /,, L, ..., 4, n’est égal & 2ér0; si,



FONCTIONS HYPERGEOMETRIQUES D'ORDRE SUPERIEUR. jor

par exemple, /; était nul, la branche désignée par o; serait uniforme
. 1 ds; . . ,
pour x =1 ct le quotient ~ —= serait uniforme dans toute I'étendue
L i dr
du plan. Ecartons pour le moment ce cas particulier; comme les fonc-
tions ¢, @a, ..., 9, ne sont déterminées qu'a un facteur constant pres,
Q @y . .
on pourra remplacer o, par ﬁ; 92 par 7 -+ et les relations (4) pren-
nent la forme
%1 :"!’1'}“/‘1(@'),

1y J er=bi+ /o),

——

o= Y14 [u (1),

Si(x), fa(x), ... étant uniformes pour z = 1. De ces relations on dé-
duit, en résolvant par rapport aux fonctions ¢, 4o, ..., 4,

(5) Y= G+ Cooa ..+ Cpgpy
Cyv Cyy ...y C, étant des coefficients constants qui vérifient la relation
(6) ]1+‘32+...+C"_:l.

Cherchons ce que devient o, lorsque la variable 2 décrit un lacet
dans le sens direct autour du pointx =1.1Iln’y a pour cela qu’a rem-
placer o, par ¢, + fi(z); fi(«) ne change pas et reste égal & 9, — 4.
tandis que ¢, se change en w,¢,; la branche ¢; devient donc

'.jl'_I_ (("l”" I)"!ﬁ:"?i"i‘ ((')1'—]) (Cl?l+ Cz'{’ﬂ_!_' .ot Cn?n)-
On voit que ©,, 9a, -+ ., 9, 8€ changent respectivement en

[1+Ci(o—1)]5 +Co(o— 1)+ .+ Cp (0y—1)%,,
Ci(op—1)g, + 1+ Ca(o;—1)]oa= oo+ Cp (0 — 1) 20,

Ci(o;—1)o 4+ Cy(w;— 1) oy ..+ [14 Gy (0, — 1) ] 250

Pour déterminer les coefficients inconnus C,, Cs, ..., C,, je consi-
dere la fonction ) '
Ao eyt An
ol h,, Day - .» h, sODL 1 constantes arbitraires. Si I'on fait décrire a la
variable deux lacets daps le sens direct autour-des pointsz =1, x=o0
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successivement, cette intégrale se change en

{2414 Cy (01— 1)] + 1 G (0 — 1) + ..+ 2 Gy (0 — )]z
+ 0 Co (0 —1) = A [1+ Ca(w,— )]+ .+ Ry Ca (0, — 1) {0542

+ MG (o —1) + 2Cy(0y—1) =+ .+ A [1 4 Cp (0, — D]} wn%a-

SiI’on cherche les intégrales qui se reproduisent, multipliées par un
facteur constant S, aprés un pareil chemin, on est conduit aux équa-
tions suivantes :

MI1—8+Ci(w,—1)]+ 2Ci (0, —1) +... 4 2,C (0, —1) =0,

2 Gy (0 — 1wy Ay [wa— S + Gy — 1wy ] +. .. 4+2,Cy (v, — 1)wy=0,

2 GCp(0;—1)0, + 20, (0 — 1), =+ ..+ Apfw, — S+ Ch(wy—1)w,]=o.

L’élimination de A, %, ..., X, conduit & une équation de degré n
en S ‘

1— 8+ Cy(0;—1) Ci(wy—1) Ci(w,—1)
Cy (03— 1)y wp— 8 + Ca (0 —1)wy ... Cy (0 —1)w, —6
Cp(wg—r1)w, Cp(y—1)w, v 0, — 8 4 Cp(wy—1)0,

Sil'on développe ce déterminant apres avoir retranché les ¢léments
de la derniére colonne des éléments des n — 1 autres, on aboutit &
I'équation

FS)=(S—1)(S —wy).. . (S—w,)—(0,—1)
(7) X [Ci (S —wy)er (S —wp,) 4 Cowy(S —1) (8 —wy).eu(S —w,) ...
+ Crw, (S —1) (S —wy)ee (S —w,y)] =0.

Or le chemin précédent équivaut & un lacet décrit sur la sphere dans
le sens inverse autour du point ' = o. L’équation (7) doit donc ad-
mettre pour racines les » quantités o', w,, ..., ), et 1'on doit avoir

identiquement :
F(8)=(8 — w}) (S —w})...(S —w)).

Si dans cette identité- on fait successivement S =1, S=w,, ...,
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S = w,. on en déduit les valeurs des coefficients C,, C,, ..., G,

¢, = (1—w') (1———0)',2')...(1—-0)',‘»’
(T—w)(I—wy)...(1—w,)

C, — (0 — ) (0, —w)) .. (1w, — o, o
a1 =t ) (Wy— 1) (Wy— ;). . . (= )

N ((v)” — w'l) ( w, — (r)':! ). . .(lu,, —— (u:l )

OP— e

Wy (T—w ) (W, —1){w, — 133) ey =, )
in égalant les deux derniers termes dans I'identité
F(S)=(S —w))...(§ —uw)),
on parvient a la relation
0wy 0, (G4 Gy - Gy) =2 wwhy . Lo,
qui, a cause de I'équation (6), devient

(8) Wy Wy, . ), =W W, W)

On voit bien que les coefficients C,, G, ..., C, ne dépendent que
des multiplicateurs w et o', et, par suite, deux fonctions de cette na-
ture, ayant les mémes multiplicateurs, sont de la méme classe, comme
on I"avait annoncé.

7. La méthode ne s’applique plus si P'un des nombres / qui figu-
rent dans les relations (4) est égal a zéro. Supposons, par exemple,
[, = o; alors I'intégrale o, sera uniforme dans toute I’étendue du plan;
cette circonstance ne pourra se présenter que si 'un des multiplica-
teurs ' est égal & 'unité. Les équations (4) prennent la forme

(?l :/‘1(‘1‘))

e, =Y+ fo(2),

V2 11

(,5/1, - % +fll (‘T); :
on en tire de méme HR
by =Cg,+ Capa—+...+ Cu2p,
les coefficients C vérifiant la relation

Co+Cy4+...+Cp=1.
Ann. de "Ec. Normale. 2¢ Série. Tome XII. — DEcEupre 1833. 52
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En formant, comme plus haut, ’équation en S correspondant a un
contour autour du point &’ = o, on trouve I’équation

(8 —w,) (S —wy).. . (S —w,)— (v, —1)

(S —1) X [Cawy (S —wy)eee(S—w,) + Cywy (S—wy).. (S — wy)+...
-+ ann(s - (”2)"'(8 - wll—l)] 5

=0.

On en déduira, comme plus haut, les valeurs des coefficients C,,
Cgy -.., C,3 mais la valeur de G, est tout a fait indéterminée. Ce fait
était facile & prévoir, car, si l'on a G, £ o0, comme la fonction ¢, n’est
déterminée qu’a un facteur constant prés, on pourra prendre pour ce
coefficient C, telle valeur qu'on voudra différente de zéro. Au con-
traire, si C,=o, on voit que les fonctions 9,, ¢,, ..., o, constituent
un systeme fondamental d’intégrales d’une équation linéaire d’ordre
n — 1 a coefficients uniformes. Mais la connaissance des multiplicateurs
» et o ne suflfit pas pour décider devant laquelle de ces deux circon-
stances on se trouve en présence.

8. Les fonctions hypergéométriques d’ordre supérieur, définies
dans le précédent travail, rentrent évidemment dans la catégorie des
fonctions définies au n° 6. Il suffit de poser

W, = eewi(lr‘--4—-1:g-i—...+l/,ﬂ._x—rzl - 11.;—«...—11,,\’

o— eﬁm(l-—b,p, o e*zm(i—bﬁ)’ B O i (l—b,,_,)’
! — p—2m ! p—2Tin ! e 2Ty, o

W) == e, W, == T L, W, == ¢ Hing

comme vérification, nous voyons que les multiplicateurs vérifient bien
la relation (8). On déduit de la plusieurs conséquences :

1° Connaissant les quantités a et b, les formules établies précédem~
ment donnent immédiatement les valeurs des coellicients C,, C,, ... C,;
on connait doncle groupe de I’équation correspondante. La recherche
des cas ot cetle équation s’integre algébriquement est done ramenée
a la recherche des cas ol les substitutions de ce groupe appartiennent
aun groupe d’ordre fini, question qui a été traitée par M. Jordan
(Journal de Crelle, t. LXXXIV), et qui est du domaine de I’Algebre
plutot que de 1’Analyse.

2° 8i I'on augmente ou si 'on diminue chacun des membres a et b
d’un nombre entier quelconque, les multiplicateurs » et " ne chan-
gent pas, ni par suite les coefficients C,, C,, ..., C,. Toutes les fonc-
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tions hypergéométriques qui se déduisent de I'une d'clles par ce pro-
cédé appartiennent donc & la méme classe, et, par suite, entre n + 1
d’entre elles, il existe une relation linéaire et homogtne & coefficients
rationnels. Ces coefficients se calculent du reste comme les coefficients
des relations analogues entre les fonctions de Gauss proprement dites.

3° Etant donnée une équation lingaire d’ordre n 2 coefficients
uniformes, dont les intégrales jouissent des propriétés dont il vient
d’étre question (n° 6), on pourra toujours trouver une équation hy-
pergéométrique d’ordre n admettant les mémes multiplicateurs. Ces
deux équations seront de la méme classe, et, par suite, lintégrale
générale de la premiere sera

dn—1ty

‘ dy -
5= )o]"f—Pizjj +.- '+P”_1dx"_l .

y désignant I'intégrale générale de I'équation hypergéométrique et
Py, Py, ..., P,y des fonctions uniformes de la variable. En particu-
lier, si I’équation considérée a toutes les intégrales régulieres, P,,
P,, ..., P,_, seront les fonctions rationnelles.

Le cas singulier qui a été examiné correspond au cas ot 'un des
nombres a@; ou a;— b, -+ 1 est un nombre entier négatif. Dans le
premier cas, il est clair, en effet, que 'une des intlégrales se réduit a
un polynome. Dans le second cas, une des intégrales est le produit de
x'=% par une fonction entiere; il suffit, pour le voir, de faire la trans-
formation y = 2'~?iz.

9. Avant d’aller plus loin, je vais généraliser le théoréme sur les
séries hypergéométriques qui a été démontré dans le travail déja cité.
Soit, comme plus haut, z une fonction multiforme de x, telle qu'entre
n + 1 branches il existe une relation linéaire et homogene a coeffi-
cients constants, et que chaque branche soit holomorphe pour toute
valeur de «, différente de o, 1, oo . Dans le voisinage de chacun de
ces points critiques, on a n branches qui ont respectivement les
formes suivantes : '

Pour z=0........ o (x), "9y (2), ..., Xro,(),

Pourz=r1..0..... ’%/1(«‘1'), %(x), ceey %—1 (x)’ (I_J')R‘n(x>>

. of ot of
Pour x:-;j:w... 2w (), 2Trimy(x), ..., arm(2),
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les fonctions o, U, m; étant holomorphes dans le domaine du point
correspondant. Supposons de plus qu’aucun des nombres R, r; — 73,
r; — r), ne soit égal & un nombre entier. L’équation hypergéométrique
correspond au cas ol les nombres R, r, »' vérifient la relation

Sr+sr'4+-R=n—1.

Je vais démontrer maintenant que l’intégrale générale d’une pareille
équation s exprime toujours aw moyen de séries hypergéométriques
d’ordie supérieur; mais, si la velation précédente n’est pas vérifiée, le
nombre des éléments qui figurent dans le coefficient du terme général
sera supérieur & 2n — 1. En effet, I'équation ayant n — 1 intégrales
holomorphes pour # =1, I'équation fondamentale déterminante rela-
tive & ce point critique admettra pour racines R et puis » — 1 nom-
bres entlers positifs tous dillérents, X, X, ..., Xy, dont la somme
(n—1)(n—2)

- I’équation pourra
2

sera par conséquent supérieure 2

avoir en outre des points singuliers apparents, mais la somnie des ra-
cines des équations déterminantes correspondantes sera un nombre
enticr essentiellement positif A. On aura entre ces diverses quantités

la relation
Sr= Syl R Sh - A = nin—1)
ou

i n(n—1 N
Sr-Srla- R — —u_ Sh—A=n—1—A4A

A" étant un nombre enticr positif. Cela posé, considérons I’équation
hypergéométrique correspondant aux valeurs suivantes des a et
desh:

1— b, =r, 1 — by ==ry, veey IT—bp =1y,
) == "’1 -+ *1, )= ’.12 -+ 2y ey ay = I':I.—‘—. Hns
Ry fav - .- (L étant des nombres entiers tels que
2hy—Za;=(n—1)—2r—2r'—3sp=R,
ou

Sp=A

Les a et les b étant déterminés de cette fagon, soit F(y) = o I'équation
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hypergéométrique correspondante, et soit F,(z) = o I'équation pro-
posée. Nous venons de voir que ces deux équations sont ramifiées de
la méme maniere, et, par suite, l'intégrale générale de F /=)=
sera

dr=ty

D dy ,
“—POJ‘*‘Px(TJj”!—“--FPn—xdwT;’

y désignant U'intégrale générale de I'équation F(y) = o, et P, P, ...,
P,_, (Ies fOnLthl]b 1’at10nnelles de z. Pour découvrir la forme de ces
coefficients, désignons par y,, ¥,, ..., ¥n_y un systeme fondamental
d’intégrales de I'équation F(y) = o, et soient 5, 5, ..., 5,-, les in-
tégrales correspondantes de I'équation F(z)=o0; on a trouvé pour
expression de P;
P[:%’
D et D, désignant les deux déterminants écrits plus haut. Ce coeffi-
cient ne peut cesser d’étre holomorphe qu’aux points o, 1, ©. En
I'étudiant dans le voisinage de chacun des points o et 1, on reconnait
qu’il reste holomorphe pour ce point. Les coefficients P, Py, ..., P,_,
sont, par conséquent, des fonclions entieres de la variable.
Je m’appuierai, en second lieu, sur les lemmes suivants :-

Lemye [. — Le produtt d'une série hypergéométrique par un po{y—
nome entier en x est une serie h ypergeometrlque
Soit en effet la série
S=uy+ T 4+ U2 U B,
ol le rapport

Uppey (m) = (m) (by+m — 1) (by+m—1) ... (by_+m—1)
Uy Y - (ay,+~m—1)...(a,+m—r)

3

vérifiant la condition ¢(0) =o.
Soit P un polynome entier en x tel que

P=A+Az—+...+A27;
le coefficient de 2™ dans le produit S < P sera

Ao Uy —+ A.1 Uppg o v s +Ap Upm—p)
=u,[Ao+ Ajo(m)+Ayp(m)o (m—1) +...+Ape (m) . o(m—p 1)l
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Il est visible que le rapport de deux coefficients consécutifs est une
fonction rationnelle de m.

Lovve 1. — Etant donné un nombre quelconque de séries hypergéo-
metriques de la méme classe, la somme des produits obtenus en multi-
pliant chacune d’elles par un polynéme entier en x est aussi une série
hypergéomeétrique.

Je remarque d’abord que, dans deux séries de méme classe, le rap-
port de deux coefficients de méme rang est une fonction rationnelle du
rang de 'un d’eux. Prenons, pour fixer les idées, le cas de deux séries;
le raisonnement est absolument le méme, quel qu’en soitle nombre,

S=uy+u,z~+...+~u,zm4+. ..,
S'=y 4+ 0@+ A v,
P=A+Ax—+... Az,
Q=B+ Bz +...+ B,z

Le coefficient de 2™ dans la somme S < P + S’ < Q sera

Agtp+Ay g+ .+ Ap Up—p = Byow—+Biopoy+. ..+ Bq Cin—gqs

K Um—1 _— _‘7_12_ —_
ou, en posant —== = o(m), = $(m),
Uy [ Ao+ Ago(m) ...+ A, o(m)o(m—1)...o(m —p-+1)
4+ Bob(m)+Bio(m)y(m—1)+...+Byo(m)...~~¢(m—qg+1)Y(m—q)].

Le rapport de deux coefficients consécutifs est bien une fonction ra-
tionnelle du rang. Il résulte du dernier lemme que toute expression
de Ia forme

dy dn—iy
1)03,.4_,]_)1% +...+Pn-lm’

ol y désigne une série hypergéométrique et Py, P, ..., P, des
fonctions entiéres de x, est elle-méme une série hypergéométrique

, . d , . R
d’ordre supérieur, car y, d_g-"" sont évidemment de la méme classe.

En l'appliquant & la fonction précédente, on en déduit le théoreme an-
nonceé.
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10. Ceci posé, je vais faire I'application des considérations qui
viennent d’étre exposées 4 une question dont un cas particulier a été
traité par Clausen (Journal de Crelle, t. 3, p. 89); je me propose de
trouver tous les cas ol le carré d’une série hypergéométrique de Gauss
est une série hypergéométrique d’ordre supérieur. Prenons I'équation
linéaire

A2y dv
2(1—2) s+ [t — (2 + B+l L — By =o,

et concevons qu’on forme I’équation linéaire du troisieme ordre qui
admet pour intégrales les carrés des intégrales de cette équation;
Yi» y: désignant deux intégrales distinctes de la premigre équation,
'intégrale générale de la seconde sera

Cyi+Cyiya+ Cys.

Cette équation du troisieme ordre admettra les mémes points singu-
liers o, 1, %, et les exposants de discontinuité seront respectivement

Pour  —=o.......... 0, T—v¥, 2 —2¥,

Pour z=1.......... o, v—a—2B8, 2(y—=x—B),
X

Pour Z=—g =P 20, a+ B3, 28.

On aura une équation hypergéométrique si 2(y — o — f§) = 15 c’est
précisément le cas traité par Clausen. Mais, outre ce cas particulier, le
théoreme démontré au précédent paragraphe nous apprend que l'inté-
grale générale s’exprimera au moyen de séries hypergéomélriques
toutes les fois que 2(y — & — [2) sera égal & un nombre entier posilif
impair; cette condition suffisante est d’ailleurs nécessaire. On a donc
le théortme suivant :

TutoriMe 1. — Pour que le carré d’une série hypergéoméirique ordi-
naire ¥ (a, 3, 7, @) soit une série hypergéométrique d'ordre supérieur,
il faut et il suffit que l'on ait

2n-+1
———

1=+ p+—

n étant nul ou égal & un nombre entier positif.

Si 2(7 — @ — [3) était égal & un nombre entier négatif impair, en
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multipliant toutes les intégrales de ’équation du troisieme ordre con-
sidérée par (1 — 2 )*(Y=*=B), on sera ramené 4 une nouvelle équation
qui sera dans les conditions voulues. Donec :

TacoriMe [1I. — Toutes les fois que I'on aura

2N 41
2

y=a-+p+ ’
n élant un nombre entier négatif, le carré de ¥ (a, 3, 4, x) serale quo-
tient d’une série hypergéomeétrique d’ordre supcrieur par une puissance
de (1 — ).

Ce théoreme peut d’ailleurs se déduire du précédent au moyen de
la formule

F(=, By, ) =(1 __;r)‘(‘ﬂ—@F(-( —a, o — B, v, z).

Voici une vérification de ces théoremes qui donne en méme temps
le moyen de mettre le carré de F(«, 3, 4, ) sous la forme indiquéc.
Reprenons la formule de Clausen

. . ‘am, 2403, 28
(c ¥z - B L 2P =TF( ’ » 2l -
9) [F (=, B, 2+ B +1% 2)] r<u—r—6+%,2a+2f3,x 5
on en déduit par la différentiation

Fo, B, a+84+3, @) X Fa+1, 41, e+ 43, )

(ro) __:F<zu—|—r, o -0+, zp—|—r>.
a—+ B3 2at2B4-1, 2,

D’un autre coté, la transformation
F(CL, (31 % «1‘) = ([ - x)“{'-m--ﬁF(.{__ Ly Y — ?’7 s L)

donne, en supposant y =o + 3+ 1,

F(a, B, a-+f -+, @)
Vi— =

Sil’onéleve au carré, qu’on remplace le carré de F («, 8, 2 -+ f + 3, &)
par l'expression précédente, puis, qu'on change « en « -+,  en

{ + 1, on parvient & la nouvelle formule

Fla+§,B+5,0+B+1,2)=

2041, a++B~1, 2B 41 >

r( ‘
(1) Fllatr1,B+1,a+8+32, )= “’*‘3'*‘%{]25‘;2@—%2, z
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Considérons maintenant une série dont les éléments vérifient la re-
lation

une pareille série peut évidemment s’écrire F (0 —n, B+ 5+, x).
Elle est de Ia méme classe que lasérie F(a, 5, 2 + B+, ), et 'on a

une relation de la forme

Fa—n, g, 2 +B+1, 2)
=PF(%,8,2a+8+4, 2)+QF(e+1,8 41,2+ 8+3 2,

P et Q étant des fonclions rationnelles de la variable. En étudiant,
comme on I’a déja expliqué plusieurs fois, la forme de ces coefficients
dans le voisinage des points o, 1, %, on découvre bien aisément que P
est un polynome entier de degré n en = et que Q est de la forme
z(1—x)Q,, Q, étant un polyndéme de degré n — 1. On peut donc
éerire -

"‘(1”_"9 ?‘: “+le+':1_f9 ‘1:)
=PF(%, 8, a+8+L &)+ (—2)RF(x4+1,8+1, 2+ 5+ 3 a),

Iy

P et R étant des fonctions entieres de . On en tire, en élevant les
deux membres au carré,

[F(“'—’ n, B, “+B+'~12" T)]Z
= P2[F(%, B, @+ Btd, @)+ R2(1— @) [F (a1, Bty 2+ b+ 3, 2)]°
-+ 2PRa—2)F (o B,a+B+4 @) Flat1, f+1, 2+ 8+ a);

si maintenant on remplace dans le second membre
[F(a, B, a+E+1, 2)]°,
(1—a)[Fla+1,B+1, 04+ B3 @))%
F(o, Ba+B8+4, 2) <F(a+1,B+1, 04+ 844, @)

par leurs expressions tirées des formules (9), (10) et (11) au moyen
de séries hypergéométriques qui appartiennent & la méme classe, on
pourra, d’aprés le lemme II, transformer le second membre en une
série de méme nature, mais d’ordre plus élevé.
Dans le cas ou les éléments «, B, 7. vérifient la relation
Ann. de UEc. Normale. 2° Série. Tome XII. — Dicenmpre 1883. 53



418 : E. GOURSAT.

2n —1I1

y—e—f= 22t
poser

» n ¢tant un nombre entier positif, on pourra

F(a+11,ﬁ,d+§+%, ‘T)::PF(“) 3,“+E3+{r, JL‘)
+QF(a+1,B+1,0+ B+ 3, 2),

) A p
et 'on (rouve de méme que Pest de la forme i o Q de la forme

1
z)
L‘() ’ . (3 AQ
——=L__ P, et Q, étant des fonclions entlieres de x, de degrés n et
(I-——l‘)” 1 1 1 S
n — 1. On pourra donc écrire

F(“ -+ n, pa %~ p = ':119 7)

P F(a,B,a+B8+1,2) =~ Qae(1—2)Flz+1,8+1, 2+ B+ 3,2
- (1—z)"

Si 'on éleve les deux membres au carré, on pourra, en se servant
des.formules (g), (10), (11), mettre le carré du numérateur du second
membre sous forme d’une série hypergéométrique d’ordre supérieur;
d’olr résulte I'expression annoncée.

11. Le probleme qui vient d’étre traité n’est qu’un cas particulier
de celui-ci : dans quels cas le produit de deux séries hypergéométri-
ques de Gauss est-il une série hypergéométrique d’ordre supéricur? Je
rappellerai quelques notions dont nous allons avoir besoin. On appelle
équation trréductible une équation linéaire a coefficients uniformes qui
n’admet aucune intégrale appartenant 4 une équation d’ordre moindre
a coefficients uniformes. Si une équation a coefficients uniformes ad-
met une intégrale d’'une équation irréductible, elle les admet toutes.
Si une équaltion a toutes ses intégrales régulieres, une équation irré-
ductible qui admet une intégrale commune avec la premiere aura aussi
loutes ses intégrales régulieres. Cela posé, considérons les deux équa-
tions .

2(y) =2(1—x) :% + [y (2B —H)w];‘—g —afy=o,

dsz

Ez_———a’@’z:o;

d*s N
Y(3) = 20— 2) o + [~ (4 ¢+ 1) 2]

soit F(P) = o I'équation linéaire du quatrieme ordre qui admel pour
intégrale le produit des intégrales des équations ¢(y) = o, ¢(z) = o.
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On pour'r'ail’; former cette équation par la méthode de M. Appell { 4n-
nales de I'Ecole Normale, 1881); mais nous pouvons étudier les‘pro—
priétés de cette équation sans avoir besoin de la former. Si y,, y, dési-
gnent deux intégrales distinctes de ¢(y)=o, z,, 5, deux intégrales
distinctes de ¢(z)==o0, I'intégrale générale de I'équation F(P) = o
sera

Gy =4 Gy sa+ Cyva s+ Cuin 5ae

qui contient bien quatre termes linéairement indépendants
Y1%R1 Y152, Ya%i, Yol

Il est clair que cette intégrale générale est holomorphe pour toute
valeur de x différente de o, 1, oo . Pour étudier la forme des intégrales
dans le voisinage du point @ =1, supposons que 'on ait pris

=r(s 2Bl =, 11— ),
Vo= (1 — )™ B (y— a2,y — B,y + 1 —a— B, 1—x),
sy=F (o, B+ B 1 — o 1 — 1),

2= (1 @) Ry — oy — By =

'
{j)]-_‘z');

le produit y,z, est holomorphe pour = 1, tandis que les trois autres
produits appartiennent respectivement aux exposants 7 —a-—f,
= — B+ —a—a —fF— £ dans le domaine de ce point. Si
’équation F(P) = o est bien du quatrizme ordre et si elle est irréduc-
tible, on voit qu’elle admet deux intégrales distinctes y, z, et y»%, non
holomorphés pour =1, et, par suite, aucune de ses inlégrales ne
peut s’exprimer par une série hypergéoméirique. Nous sommes done
amenés a rechercher dans quels cas I'équation F(P) = o, en général
du quatrieme ordre, se réduit au troisieme, ou bien dans quels cas
cetle équation n’est pas irréductible.

D’une manikre générale, soient¢(y) = o, ¢(z)= o deux équations
linéaires du second ordre A coefficients uniformes et F(P) = o l'équa-
tion linéaire qui admet pour intégrale le produit de deux intégrales
de ces deux équalions; y,,¥as %, 5, désignant respectivement des in-
tégrales distinctes des équations ¢(y) =o, §(z) = o, l'intégrale géneé-
rale de I’équation F(P) = o sera

Gz + Gy 5+ Garasy+ Ces 72
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Elle sera donc en général du quatrieme ordre. Pour qu’elle se ré-
duise au troisieme ordre, il faudrait que l'on eut entre les quatre inté-
grales y,3,, ¥,%a, ¥25,, Y25, unerelation de la forme

Ayiz+ By s+ Cyaz+ Dyase=o,

A, B, C, D étant des constantes convenablement choisies. Cette relation

peut s’écrire
Y,s,— Y.z, =0,

en posant
Yi=By,+Dy,, Yo=—Ay;—Cy,;

Y., Y, seront, comme y,, y,, deux intégrales distinctes de I'équation

1 2 Yis Yo g

@(y)= o, sans quoi le rapport = serait constant, ce qui est contraire
Sz

a ’hypothese. La relation précédente peut s’écrire

54 -

Y: = -Y—2,
elle montre que I'équation ¢(z) = o est une transformée de I’équation
¢(y) = o. Cette condilion nécessaire est suffisante. Soit en cfet

s=1(x)y

la transformation qui permet de passer de I’équation ¢ (z) = o a I'équa-
tion ¢(y)=o. L'intégrale générale de F(P) ==o0 ne contiendra que
trois termes distinets '

“(30))’?, U("I").}/l.y‘-’a H(a")yg‘

Il peut arriver que I'équation F(P) = o, tout en étant du quatrieme
ordre, admette toutes les intégrales d’une équation du troisieme ordre
a coefficients uniformes. Nous avons & rechercher dans quels cas cette
circonstance peut se présenter. Supposons qu’il existe trois intégrales
P,, Py, P, vérifiant une équation du troisieme ordre i coefficients uni-
formes

Pi=lyis + my 3, + ny,5, + pyss,
Po= 1y 5, +mly 55+ nly, 5+ p'yss,,
Py= Uy 5.+ m'y 5+ 0"y, 5+ p'ys 55
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prenons trois nombres 1, ¥, 1", tels que I'on ait

M+ N+ VI =o,
An 4+ An'+—An"=o,
el posons
Yo=(m —+ N/ +Nm" )y -+ (hp + Np' 4+ Xp") yo;
on aura
AP+ NP+ VPy= Y, 3,3

il en résulte que I'on ne peut avoir en méme temps

Am+Nm'+ Vm"=o,
Ap +Np' + Np" =o,

car on en conclurait la relation
AP, +~2Py-+VPy—o.
Supposons, par exemple, que I’on ait
Am —+ )\’ln;+ Mm'Z o,
prenons (rois nombres p., p/, p’, tels que 'on ait

wm = p'm' -+ pu"'m"=o,

pl + 'l 'l =o,
et posons

L= (pn—+ p'n'+ p'n") s+ (pp + pp' -+ v'p")za;
on aura
l,LP -+ {J./Pl—f— pc”P2:)n_,Z,.

On aura aussi

wrn = p'nl 4 p'n" Z£o;

il en résulte que y, et Y, constituent un systeme fondamental d’inté-
grales de la premiere équation ¢(y)=o et Z,, 5, un systeme fonda-
mental d’intégrales de I’équation ¢(z)=o. Pour simplifier les nota-
tions, remplagons y, et z, par Y, et Z,. L’équation du troisieme ordre
en question admettra un systeme fondamental d’intégrales de la forme

suivante : i
YXZ1, Y2Z2, (lY1Zl-}- bYQZ-_?_—I“ CY1742+ dYng

ou bien, ce qui revient au méme, de la forme
| Y.Z, YoZs, é\",'J2—-}-(1\'2Z,.
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Supposons d’abord qu’aucun des nombres ¢, & ne soit nul. On peut
. N . . d ,
remplacer la troisieme intégrale par Y, Z, + EY2Z1, et, comme Y,

n’est déterminée qu'a un facteur constant prés, on pourra prendre,
pour former un systeme fondamental d’intégrales de cette équation du
troisieme ordre, les trois fonctions

Y.Z,, Yo7, Y, 2+ Y,Z,.

Remarquons, en outre, qu’aucun des produits Y, Z,, Y.Z, ne devra
satisfaire séparément & I’équation du troisieme ordre, car il devrait
exister une relation de la forme

AY,Z,+BY,Z,+CY,Z,+ DY, 7, =0,

ce qui est contraire 4 I'hypothese. Jimagine maintenant que nous fas-—
sions décrire & la variable un contour fermé quelconque; les valeurs
finales de nos trois intégrales devront pouvoir s’exprimer linéairement
au moyen des valeurs initiales. Soient

CY,+C'Y,, CGY,+ C\Y,, DZ,+D'Z,, D,Z,+ D'\ Z,

les valeurs nouvelles des fonctions Y,, Y., Z,, Z, apres un pareil con-
tour. Nos trois intégrales se changent respectivement en
(CY,~+ C'Y,) (DZ,+ D'Z,),
(CYy~+ CYy) (D, Zy - D Zy) + (C, Y - C1Yy) (DZ + D' Zy),
(€Y, €Yy (D7, + D' Z,);

pour que ces valeurs puissent s’exprimer linéairement au moyen des
premieres, il faut et il suffit que I'on ait

€D’ =D,
C, D, = Dy,
€D+ C,D'=C'D, + C,D
ou, ce quirevientau méme,
p_Db_D, _D
(o R A SA A

Ces relations expriment que les deux équations ¢(y) = o, ¢(z)=o0



PONCTIONS HYPERGEOMETRIQUES D ORDRE SUPERIEUR. 423

sont de la méme famille, comme on I'a vu au n°® 5. Si la valeur com-
mune de ces rapporls est égale a I'unité, quel que soit le contour déerit
par la variable, les deux équations seront de la méme classe. Récipro-
quement, si I'on se donne deux équations de la méme famille, si I'on
appelle y,, y, deux intégrales distinctes de 1'une d’elles et z,, z, les
intégrales correspondantes de la seconde, le calcul qui vient d’étre ef-
fectué montre que les trois fonctions YiZ1s YaSas V5. + Y253, doivent
satisfaire 2 une méme équation du troisieme ordre a coefficients uni-
formes, et le produit de deux intégrales correspondantes quelconques
vérifie la méme équation.

Il nous reste & examiner le cas particulier olt I'on aurail ¢ =o0 ou
d = o. Supposous, par exemple, ¢ = o, de sorte qu'un systeme fonda-
mental de I'équation du troisitme ordre sera’

Y-l ZU \‘2Z2’ er Z.’,
el Y,Z, ne vérificra point cette équation. Soient, comme plus haut,
CY,+C'Y,, CY,+C\Y,, DZ,+D'Z,, D,Z,+ D'Z,

les valeurs nouvelles de Y,, Y,, Z,, Z, apres que la variable a décrit
un contour fermé. Les valeurs finales des produits Y,Z,, Y,Z,, Y, Z,
seront

(CY,+CY,)(DZ,+ D'Zy),

(G Y+ C\Ys) (DyZ,+ D'\ Zy),

(CY,-+ C'Y,) (D, Z,+D\Z,);

pour que ces valeurs s’expriment linéairement au moyen des valeurs
initiales, il faut etil suftit que I’on ait

C'D=o0, D=0, CD=o.

Ces conditions entrainerit la relation ¢’'= o, quel que soitle contour
décrit par la variable. Sien effet C’ n’était pas nul pour un certain con-
tour, on aurait pour ce contourD=o0, D,=o. Il en résulterait que Z,
et Z, se changeraient respectivement en D'Z,, D\Z,, ce qui est mam-
festement impossible, puisque Z,, Z, sont supposées distinctes. On voit

donc que le quotient YI~ ?l% sera une fonction uniforme, et I'équaltion
"z

»(y) = o ne sera pas irréductible. Il est d’ailleurs facile de voir que,
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dans ce cas, les produits Y, Z,, Y, Z, vérifient une équation du second
ordre & coeflficients uniformes.

Ce cas exceptionnel écarté, nous voyons qu'en général :

Tutorimr IV. — Pour que Uéguation F(P)=o, qui admet pour
intégrale le produit de deux intégrales quelconques de deux équations
linéaires du second ordre a coefficients uniformes et irréductibles, soit
vérifiée par toutes les intégrales d’une équation du troisiéme ordre a coef-
Sficients uniformes, il faut et i suffit que les deux equauons du second
ordre sotent de la méme famille.

Jaisupposé, pour fixer les idées, lés coefficients fonctions uniformes
de la variable «; mais la méthode et les résultats subsistent, en sup-
posant que ces cocfficients sont des fonctions uniformes d'un point
analytique (a, ).

Revenant & la question proposée, je remarque que toules les
équations hypergéomélriques de méme famille que 1'équation

ll
a(1—ax) lc-—i [(-——(u—)—{ﬁ—{—l)ﬂ:]————.@}—-u

rentrent dans I'une des trois catégories suivantes :
1° Les transformées de celte équation, au nombre de trois, que I’on
obtient par 'une des transformations

y=x=1z, y=(1—ax)t*bts y—mati(1—ux)ets;

2° Les équations de méme classe : ces équations, en nombre infini,
s'obtiennent, comme on sait, en prenant pour o/, {3, 7' des nombres tels
que les différences ' — «, ['— 3, 7' — 7 soient des nombres enliers;

3° Les transformées des équations de méme classe; ces dernieres
sont également en nombre infini.

Nous allons examiner séparément chacune de ces hypotheses. Con-
sidérons d’abord les deux équations

d? d
2(1=@) 7% + [1— @+ B+1)a] 5L —agy=o,

7C(r—w)dl ; +[2——T——(a+@+3—-9v>w] 5= ——(a—H—— Y(B+1—71)5=
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telles que I'on passe de I'une & I'autre en posant

S y=a-ta

S1 ), y» désignent deux intégrales distinctes de la premiere équa-
tion, les trois fonctions

i1y x-,'-l').m,_z, i1y

2

constituent un systeme fondamental d’'intégrales d’une équation du
troisitme ordre. Les racines de ’équation déterminante relative au
point x =1 sonto, y —a —f3, 2(y— a — f). Pour que le produit

F(“’ sBy it} x) X F(a‘l“l_ s p—}—l — 3_-'.3 ),

qui vérifie cette équation, s’exprime au moyen d’une série hypergéo-
métrique d’ordre supérieur, il faut et il suffit que 2(y — « — (3) soit
un nombre entier positif impair.

Si 2(y —a— f) était égal & un nombre entier négatif impair, le
produit considéré serait égal, comme plus haut, au quotient d’une
série hypergéométrique par une puissance entitre et positive de
1 — . o

Considérons en second lieu les deux équations de la méme classe

' {
o+ [r— (e B O)2] 22— a8y =o,

z(1— x)dx‘-

25 ds
x(l—-x)g——lz—l— [v'— («'+ B'+ I)x]%—a’ﬁ’::o.

Nous venons de voir que le produit de deux intégrales correspon-
dantes de ces deux équations satisfait & une équation linéaire du troi-
sieme ordre, dont les coefficients sont des fonctions rationnelles de la
variable. Il est clair que U'intégrale générale est holomorphe pour
toute valeur de «x différente de o, 1, ©, et qu’une intégrale particu-
livre est holomorphe pour « = o. Pour I'étudier dans le voisinage du
point & = 1, nous prendrons

yizF(a, 8, oc-}-ﬁ—l-l——"{, 1— ),

ye=(1 —z)y e PR (y —a, vy — Byr+1—a—B, 1—x),
s
Ann. de I’Ec. Normale. 2¢ Série. Tome XII. — DeceMrE 1883. 54
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et, par suite,

s=F, 8, o+ 11—, 1—2),

Sy== (1 — )= P (e o — B, o 1 — 2 — B 1 — ).
Un systeme fondamental d’intégrales sera constitué par les fonctions

Vi35, YiSa+ )YaS,, Y25

les exposants de discontinuité sont donc o, Y+ —a—ao'— 3 — [

¢ désignant le plus petit des nombres y —a—f3, v'— o’ — [3’. Comme
on suppose qu’aucun des nombres y — « — f3, ¥ — @’ — (3’ n’est égal &
un nombre entier, pour que le produit F(«, 8, v, #) <X F(«, £, 7/, x)
s’exprime par une série hypergéométrique, il faudra, d’apres le théo-
reme général, que 'on ait

N
, U

1y —e—d—f—f=n

n désignant un nombre entier positif qui peut étre nul.
Les autres cas s’étudient de la méme maniere, mais ne conduisent
4 aucun résultat qu’on ne puisse déduire des précédents. En résumé :
Tutorine V., — Le produtt ¥(a, 8, v, ) < F(«, £, ¢, ) est une
série hypergéométrique d’ordre supérieur dans les deux cas suivanlts et

dans ces cas seulement :
1° Lorsque l'on a les relations

a'=a 11—,

p=g+ri—1,
Y':Q——"r

217 I

y—a— =200

2

n étant nul ou égal a un nombre entier positif;
2° Lorsque les differences o/ — o, B'— 3, Y — v sont des nombres en-
tiers et lorsque l'on a

Ty —a—d =R =B =,
n étant nul ou égal a un nombre entier postiif.

Dans le cas ol » serait égal 4 un nombre entier négatif, le produit
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considéré serait égal au quotient d’une série hypergéométrique par
une puissance convenable de 1 — .

13. Volei comment on peurra mettre le produit sous la forme
voulue, au moins dans un cas fort étendu. Soient F(«, £, o/, x),
F(a", £”, %, ) deux séries hypergéométriques de la meéme classe
telles que les deux quanlités ' — o' — ', 4" — o — " soient de la

n—1

2 . . .o .
forme =———, n étant un nombre entier positif, qui n’est pas nul pour

les deux séries en méme temps. Prenons une série auxiliaire de la
méme classe que les deux premieres, telles que 'on ait y — o — g =1,
et que 7y soit supérieur a ' et & y”. On aura entre ces trois séries des
relations de la forme

F(o, 854, ) =P F(u’ Bty ) +=Q F(‘z"‘_]’ B+1,y+12),

F(«", 8" v, ) =P F(2, 8,7, 2) + QF(2+1,B 41,y +1,2),

P, Q, P,, Q, étant des fonclions entieres de  ct 'une au moins des
fonctions Q, Q, contenant le facteur (1 — «). Si’on multiplie membre
a membre les deux égalités précédentes et que ’on remplace les carrés
deF(a, B, v, 2), Fla+1, L+ 1,7+1,2)etle produit de ces deux
séries par (1 — @) par leurs valeurs tirées des formules (9), (10), (11},
on pourra, d’apres le lemme 1I, transformer le second membre en une
série de méme nature, mais d’ordre plus élevé.

On opérait d'une facon tout 4 fait analogue, lorsque les deux quan-

I \
> OU 7 est-un

., . an
tités ' — o' — [/, )" — o’ — [3” sont de la forme —

2

nombre entier négatif, pour mettre le produit
F(«, B+, 2) < F(«, ' ¢, )

sous forme de quotient d’une série hypergéométrique d’ordre supé-
rieur par une puissance entiere de (1 — x).

14. Une équation linéaire & intégrales réguli.bres n’est pas complete-
ment déterminée par la connaissance des racines des diverses équa-
tions déterminantes fondamentales relatives aux points ecritiques
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qu’elle présente, des que 'ordre de cette équation ou le nombre de ses
points critiques & distance finie est supérieur & deux. Mais, sl une ou
plusieurs des équations déterminantes admettent des groupes de ra-
cines dont les différences solent des nombres entiers et si, en outre, on
assujettit intégrale générale a ne pas contenir de logarithmes dans le
domaine du point critique correspondant, on introduit entre les coeffi-
cients un certain nombre de relations noavelles, et il peuat arriver de
cette fagon que ces coefficients soient completement déterminés.

Telles sont les fonctions de M. Pochammer (Journal de Crelle, (. 71),
et les séries hypergéométriques que nous venons d’étudier. Telles
sont encore certaines fonctions d’une scule variable que j’ai définies
propos des séries hypergéométriques de deux variables (Comptes rendus
des séances de I’ Académie des Sciences, novembre 1882).

Mais on peut se proposer de généraliser le théoreme de Riemann &
un autre point de vue, en n’apportant aucune restriction  la forme de
I'intégrale générale dansle voisinage d’un pointsingulier et en faisant
intervenir les relations linéaires entre les divers groupes d’intégrales
appartenant & chaque point critique. Etant données deux équations
linéaires d'ordre m ayant un méme point singulier x =«, je dirai
que les équations sont de méme jJorme dans le voisinage de ce point
lorsque 'on pourra trouver deux systémes fondamentaux d’intégrales
des deux équations appartenant aux mémes exposants et se comportant
delaméme maniére dans le domaine de ce point. En d’autres termes, les
équations déterminantes sont identiques, ainsi que les multiplica-
teurs o;. (Voir le travail de M. Tannery déja cité.) Considérons main-
tenant deux équations linéaires d’ordre m ayant les mémes points cri-
tiques a,, a,, ..., a, et la méme forme dans le voisinage de chacun de
ces poinls, ainsi que pour le point = = . Les deux équations auront
un certain nombre de coefficients identiques, et, en général, clles an-
ront en outre un certain nombre de coefficients tout a fait arbitraires.
Ces derniers ne pourront intervenir que dans les relations linéaires
entre les divers groupes d’intégrales. Le but de cette Note est de
montrer que ces relations ne peuvent étre les mémes pour les deux
équations, & moins qu’elles ne soient identiques. Supposons, en effet,
qu’il en soit ainsi; les deux équations seront évidemment de la méme
classe el, s 22y ovs Yiwr B4y Zas +.0y 2 désignant deux systémes fonda-
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o)

mentaux correspondants, on aura

dy; dm=1,-.
;i =Poy;+ P, =L - P - !
i o Vi 1dx+.--.—1—lm_, (Ll"”“‘,

5 . . . ) )
Py, Py, ooy Py désignant des fonctions rationnelles de la variable
dont nous allons chercher la forme. Posons

, ‘("l tl'“""]'l
SU Ay T dpm
_ dry an=ty,
D=|" G T gemer |,
B ({.‘,m ([m—l .1,1”
Yo T T e
. (/.?'1 diwl‘}‘l di—i—l 1 dm—1 v
S de dzt=t TV et T Tgpmet
([. Vo dm-—1 Vo
])l —_ .} 2 —({7— D " e s e e s . .. —;{t—I.TI': ;
] ([m—-l Ym
') A I A L S L L R LR ———
dax-! 4
onaP, = Dy et en général P; = D, Le coefficient P : pe é
Al =g ¢ g ¢ i=T e coeliicien o e peut pre-

senter de discontinuité qu’aux points critiques a,, a,, ..., a,; dans le
voisinage du point a,, par exemple, on a

mim—1,
Py Py Py — ———————

D=(r—a) 2o, -

Y () étant uniforme et continu dans le domaine du point «, et diffé-
rent de z€ro pour X ==a;; 7\, Ty «« oy I'nm désignant les racines de
’équation déterminante fondamentale.

Pour évaluer D,, imaginons qu'on ait remplacé y, Y, .., Yw par
les intégrales qui appartiennent & ces exposants, et 7, 7y, «.., 7y parv
les intégrales correspondantes qui, par hypothese, appartiennent aux
mémes exposants; on reconnait alors bien aisément (ue le numéra-
teur peut s’écrire

mim =1

(‘L. . (Il)rl—}-pﬁq—..‘-!—rm e ‘_;___'!{’; (r)~
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¢, () étant uniforme et continu pour x = a,. On voit donc¢ que P,
est holomorphe pour = =a,; on démontrerait de la méme maniére
qu’il est holomorphe pour x = a,, @;, ..., @, et pour x = . Il s’en-
suit que P, est une fonction holomorphe sur toute la sphere; c’est
done une constante.

De méme P; ne peut présenter de discontinuité qu’aux points singu-
liers a,, a,, ..., @,; dans le voisinage du point = «,, par exemple,
on trouve qu’il est de la forme

(& — ay) 5 (2),

@ () étant holomorphe pour x = a,. Il en résulte que P, sera de la

forme
[(#— ) (x—as)...(x—a.)]’ ®(2x),

.® () désignant une fonction holomorphe dans toute I’étendue du
plan. Dans le domaine du point & = oc, on trouve de méme que ce
coefficient peut s’écrire '

. !
.’t"%(;ﬁ) 2

1 4 .
¢ (—;) étant holomorphe pour 2 = s . On devra donc avoir

48] (.Z’) o pef () % (.—l. ) 5

x

&P(—%) étant holomorphe pour x == = . Il en résulte que, pour & ==,

on a ®(x)=o0; donc ®(x), el par suite P;, est identiquement nul.
On voit donc que les équations en y et en z sont identiques, ou, ce
qui revient au méme, qu’une équation linéaire est completement dé-
finie par les conditions précédentes.

FIN DU TOME DOUZIEME.



