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RECHERCHES ALGEBRIQUES

LES INTEGRALES ABELIENNES,

Par M. L. RAFFY,

ANCIEN ELEVE DE L'ECOLE NORMALE SUPERIECURE.

INTRODUGTION.

Les équations algébriques jouent dans I’Analyse un role considé-
rable. On peut dire que toute la théorie des transcendantes elliptiques
et abéliennes repose sur I'étude des fonctions algébriques. Il faut
résoudre des équations algébriques pour intégrer les fractions ration-
nelles, pour ramener une intégrale elliptique ou abélienne aux inté-
grales canoniques, pour obtenir les intégrales de premiére espece,
pour reconnaitre si la fonction inverse d’une intégrale abélienne est
uniforme ou si elle a plus d’une valeur en chaque point.

On sait, depuis Abel, qu’il est en général impossible de résoudre al-
gébriquement les équations d’'un degré supérieur au quatrieme. Cette
impossibilité n’empéche pas I’Analyse d’avancer, mais elle rend singu-
litrement difficiles certaines de ses applications. De Ia Pintérét tout
particulier des problemes qui semblent dépendre de la résolution des
équations, et qu’on peut traiter sans-effectuer cette résolution. Notre
ohjet est de traiter quelques problemes de cette calégorie qu'on ren-
contre dans la théorie des intégrales abéliennes, soit qu’on étudie
certains cas de réduction de ces intégrales, soit qu’on ait & déterminer
le genre d’une courbe algébrique donnée.
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106 L. RAFFY.

Dans un premier Chapitre, j’établis des principes dont je fais usage
dans tout le cours de ce (ravail. J'en déduis, comme conséquence
immédiate, une méthode pour reconnaitre, sans résoudre aucune
¢quation, si une intégrale abélienne donnée est ou non de premiere
espece.

Au second Chapitre, je considere les fonctions liées a leur dérivée
par une équation algébrique, et qui n’ont en chaque point qu’un
nombre limité de valeurs. Le théoreme fondamental concernant ces
fonctions a été donné par MM. Briot et Bouquet dans leurs impor-
tantes Recherches sur la théorie des fonctions; il s’énonce ainsi :

TR ) , . ST, - duy y
Si I'intégrale d’une équation differentielle algebrigue F <u, -(—E) =ona

en chaque point qi’un nombre limité de valeurs, cetle iniégrale est racine
d’une équation algébrique ayant pour coefficients des fonctions enticres,
soit de la variable z, soit de I’exponentielle ¢**, soit de la fonction dou-
blement périodique sn(ps).

Je me suis proposé de reconnaitre & laquelle de ces trois classes
appartient I'intégrale, en supposant qu’elle n’ait en chaque point qu'un
nombre limité de valeurs, ou, comme je le dis plus brievement, qu’elle
soil bien déterminée ('). Je déduis du critérium trouvé des caracteres
auxquels on reconnait que l'intégrale ne peut pas étre bien déter-
minée. Je passe ensuite au cas ol l'intégrale, supposée bien déter-
minée, serait algébrique, et je donne une détermination nouvelle du
degré de I'équation intégrale par rapport i la fonction qu’elle définit.
Enfin je traite le cas ol I’équation & intégrer représente une courbe
unicursale. Les méthodes suivies dans ces applications n’exigent la
résolution d’aucune équation irréductible.

Le genre est un des nombres qui caractérisent le mieux le mode
d’existence des fonctions algébriques. On sait quelle place la considé-
ration du genre tient dans I’Analyse et dans la Géométrie : il parait
nécessaire d’avoir une méthode qui permette de trouver le genre d’unc

(1) Je reprends une dénomination employée jadis par Liouville. Dans le sens que lui attri-
buait Liouville, elle a été remplacée par le mot uriforme; il n’y a donc aucun inconvénient
4 en faire usage pour désigner des fonctions qui, sans 8tre wniformes, n’ont en chaque
point qu'un nombre limité de valeurs,
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courbe algébrique, quelles que soient les singularités qu’elle présente.
La méthode que j’expose au début du Chapitre IIT est générale et ne
comporte d’autres opérations que des divisions et des éliminations.

Je m’occupe ensuite du probleme important que MM. Briot ct
Bouquet ont traité a la fin de leur troisieme Mémoire, et qui consiste

a reconnaitre si une équation différentielle algébrique F(u, %) =0
g \ as

admet une intégrale uniforme. Les difficultés que présente ce probleme
sont de méme nature que celles qu'on rencontre dans la détermination
du genre des courbes algébriques. J'indique d’abord les moyens d’ap-
pliquer les conditions énoncées par MM. Briot et Bouquet, quelle que
soit Péquation différenticlle proposée; puis je termine par une solu-
tion nouvelle du probleme, fondée sur une proposition remarquable,
qui est due & M. Hermite. ‘

CHAPITRE PREMIER.

I. — Théorémes préliminaires.

1. Dans ce premier Chapitre, nous allons établir des propositions
dont nous ferons usage dans toute la suite de nos recherches. Comme
premiére application, nous en déduirons une méthode pour recon-
naitre si une intégrale abélienne donnée est de premiere espece.

Nous adopterons les notations employées par MM. Briot et Bouquet
dans leur troisieme Mémoire sur la théorie des fonctions (*) et dans le
Livre V de leur Théorie des fonctions elliptiques : = et u seront deux

. . .. . , . s op . du
variables imaginaires liées par une équation différentielle F(u, 7;) =0,

algébrique par rapport & u et Z—‘_‘, et irréductible. Cette équation sera

(1) Recherches sur la théorie des fonctions, trois Mémoires publiés dans le XXXVI¢ Ca-
hier du Jourral de I’Ecole Polytechnique.
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toujours supposée mise sous forme rationnelle et entiere. Nous dési-

(., du . . . .
gnerons par U la dérivée ——- Quand la variable « deviendra infinie,

1 (. , (., dy
nous poserons ¢ = - et nous désignerons par V la dérivée -

Enfin, nousintroduirons deux séries de parametres : les parametres ¢
seront les valeurs finies ou infinies que donne I'équation F(u, U) = o

pour le rapport % quand I'un des termes de ce rapport ou tous les deux

deviennent infinis; en langage géométrique, ce sont les coefficients
angulaires des directions asymptotiques de la courbe F = o. La lettre ¢’

, . ., du s '
désignera la dérivée - et les parametres ¢, seront les valeurs que

cette dérivée prend quand U est nul.
Pour abréger nos premiers énoncés, nous dirons que le point u =&
(b étant fini) est un point singulier logarithmique simple de la fone-

S

. . . . . . PR 4
tion z, si pour u = b la fonction z est infinie, et si sa dérivée . est de
’ o, . I . . . .
Pordre de ——; le point ¢ = ~ = o sera un point singulier logarith-
. . . . . . . , ., ds
~mique simple, si pour ¢ = o la fonction = est infinie et si sa dérivée —=
I , . . . .
est de 'ordre de - (*). Dans ces énoncés, nous supposerons implicite-

ment que, quand 'intégrale z devient infinie, elle le devient autrement
que par I'addition de multiples infiniment grands de ses périodes.

2. TutoriME I. — Etant donnée une équation algébrique irréductible
n
e du . ;
F(u,U)=o, si l'intégrale = :f i reste finie sur toute la sphere, les
paramélres c et ¢, sont tous nuls.

Tuioreme II. — Si l'intégrale s devient infinie, mais n’admet aucun
- point singulier logarithmique simple, un au moins des parametres c et c,,
est infini, et aucun d’eux n'est fini et différent de séro.

Tuiorime III. — Si l'intégrale z devient infinte, mais n’ admet d’autres

(1) Pour les points singuliers logarithmigues en général, voir Brior et BouuEr, Thcorie
des fonctions elliptiques, p. 175 & 178.
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infinis que des points singuliers logarithmiques simples, les paramétres c
! - ° > . 12 ’
el ¢, sont tous fints, et deuzx au moins d’entre eux sont dyfférents de zéro.

Tutorive [V. — Les réciproques des trois théorémes précédents sont
vraes.
. “du
3. Démonstration du théoréme I. — L'intégrale = :f T De peut

devenir infinie que dans deux cas: 1°u restant fini et U devenant nul;
2° « devenant infini.

17 cas : w est fini, U est nul. — On aalors pour le développement d’un

\ . . . « e I
des systemes circulaires formés par les valeurs infinies de g

ds 1 -1
R — I/ P
T __U_/L(u by "+ ..

Mais, I'intégrale s restant finie, il faut que ¢ soit inférieur & p. On
conclut de Ia

q

"l u-—>0 - t-2
N U — 3 r —
¢, = (—clli)u-.—o—“ lim —— =lim | A(e—1b) "+...|= o.‘

D’ailleurs, quand U est nul, on ne peul pas supposer « infini : car alors
I’élément différenticl et la limite supérieure de 'intégrale = devenant
infinis, cette intégrale serait infinie, Ainsi tous les ¢, sont nuls.-

. . i 1
2 cAS @ u est infini. — Nous poserons u = -, et nous prendrons ¢

comme nouvelie variable. Faisons aussi V= — U¢* : I'intégrale pro-

v
. dv & sy
posée prend la forme z = —\—; Si V n’est pas nul avec ¢, I'intégrale =

LY

. ¢ 142 ;. , " M
reste finie, et le rapport iy = — 7 tend évidemment vers zéro. Si V
est nul avec ¢, on est ramené au cas précédent. Il faut que le rapport

¢ 122 ’ . . . . .
v =— g tende vers zéro quand u devient infini. Ainsi le para-
\ (4 . . . . . . .
metre ¢ = {j est nul quand « est infini. D’ailleurs, si U devient infini,

u restant fini, ¢ est encore nul. Donc les parametres ¢ sont tous nuls.
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Démonsiration du théoréme II. — On a A examiner les deux
mémes cas que plus haut.

1 cas : west fint, Uest nul. — On a, comme précédemment,

ds 1 1
=0 =h(u—0b) "+....
Si g est inférieur a p, I'intégrale z reste finie; le rapport ——L % tend
. Ap 2 a-dir ! du t 1.
vers zéro, c'est-a-dire que £, = = est nu
. . . . ds . .
Pour que U'intégrale devienne infinie et que I'ordre de -~ soit supé-

rieur & ['unité, il faut et il suffit que ¢ soit supéricur & p. Par suile, le

} L uU—b .. o . 9. o du . .
vapport —— croit sans limite, ¢’est-d-dire que ¢, = — est infini.
D’ailleurs, si, U étant nul, « est infini, ¢, est iofini,

Aucun des paramétres ¢, ne peut étre fini et différent de zéro : car,

pour qu'il en [at ainsi, 11 faudnut que g fat égal ap, cas exclu par

'énoncé, parce qu’alors == serait de lordre de -

/ — [:.
2¢ CAS : w est infini. — Posons u= —; il vient 5 = v,
AS C A . S Re < Y,
N . y . 144
Si Vn'est pas nul avec ¢, U'intégrale = reste finie; le rapport ¢ = — ¢
tend vers zéro : ¢ est nul.
Si V est nul avec ¢, on a
ds 1 —=
— ===k P4....
P v hy P4
Si g est inférieur & p, Uintégrale z reste finie, et le rapport ¢ = — {»,j

estnul. Le cas de ¢ = pest exclu par I'énoncé. Si ¢ est supérieur a p, I'in-

tégrale s devientinfinie, etle rapporte = — V’ étant de Pordre de¢ 7,
croitsans limite avec w : ¢ est infini. D’ailleurs, si U est infini, « restant
fini, ¢ est nul.

Aucun des paramétres ¢ ne peut étre fini et différent de zéro : car il
faudrait que ¢ fiut égal a p; c’est le cas exclu.
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5. Démonstration du théoréme III. — On a encore i examiner les
deux mémes cas que précédemment.

19 A8t u est fint, U est nul. — On aura

ds t -7
— == =/i(u— r
=T fi(u—b) P+.. ..
. . p, R ., . u—1
Si ¢ est inférieur & p, 'intégrale = reste finie; le rapport o ~ tend

vers z¢ro : ¢, est nul.

Si z devient infini, 'ordre de %{3—6 devant étre égal a I'unité, ¢ est égal
u—2>o
U
de zéro : ¢ est fini et différent de zéro. Ainsi, quand U est nul, z res-
tant fini, ¢, n’est pas infini; et Pon verra, au cas suivant, que, quand

U est nul, « ne peut pas étre infini.

4 p; parsuite, le rapport tend vers une limite 4 finie et différente

. . . I ooy - My
2% CAS : w est infint. — = —; 1€ = —_—
AS 5L 1nfi Posons « o5 il vient j v
. . ), . (& n
SiVu'est pas nul avec ¢, 'intégrale 5 reste finie; le rapport ¢ = — ¢
tend vers zéro : ¢ est nul.
Si V est nul avee ¢, on a

aq

ds I -
— e T y P
dp_ﬁ\,_/u —+ e
Si ¢ est inférieur & p, 'intégrale s reste finie, et le rapport ¢ ==— \l

est nul.

. . . . d= S NETRY o
Si s devient infini, Pordre de —= devant étre égal a I'unité, g est égal
\ . ¢ u . . . o
a p; par suite g = — g lend vers unc limite h finie et différentc

de zéro : c est fini et différent de zéro.
. u R s . o
Puisque le rapport 7 ne peut étre que tini ou nul quand z est infini,
U doit nécessairement étre infini avec u, ce qui justifie la proposition
avancée plus haut.

Enfin, si U devient infini, » étant fini, ¢ est nul.
En résumé, aucun des parametres ¢ et ¢, n’est infini, et un au moins
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de ces paramétres est différent de zéro : nous prouverons au n° 13 qu’il
v en a deux au moins qui ne sont pas nuls.

6. Démonstration du théoréme IV. — Les réciproques des trois (héo-
remes précédents s’établissent par le raisonnement des cas exclusifs.

Remarque. — 11 peut arriver que les parametres ¢ et ¢, relatifs & une
équation F(w,U) = o soient tous nuls; c’est le cas du théoreme I.
Il peut arriver que les parametres ¢ et ¢, soient tous infinis : I'équa-
tion
U3-U—u2=o0

le montre immédiatement : les termes du plus baut degré se réduisant
a U?, les coetlicients angulaires ¢ des directions asymptoliques sont
tous infinis. L'axe U = o rencontre la courbe en deux points a distance

finie, car il lai est tangent & I'origine des coordonuées : en ce point
du
dU
. . . , . . ' . du
Pinfini : en ce point, z étant infini et U fini, 70 est infini.
Il peut arriver enfin que les parametres ¢ et ¢, soient tous finis et
différents de zéro, comme cela a lieu pour 'équation U — « = o.

est infini. L’axe U=o rencontre aussi la courbe en un point &

II. — Signification des paramétres ¢ et ¢ : périodes polaires.

. Etant donnée une équation altrcbnque F(u,U) = o, les périodes

polaires de l'intégrale ~__f correspondent aux deux cas sui-

ds dz. o .
vants : 1° -~ infini pour une valeur finie de u; 2° -~ intini pour ¢v = o,

dy
;. . I - . .«
¢ désignant toujours ~ (vour Brior et Bouquer, Fonctions elliptiques.
p. 170 et suiv.).

1% cas. — On aura

ds 1 -1
— === (u—0) P+4+....
de U ( )

Si g estinférieur a p, 'intégrale z reste finie; il n’y a pas de période
polaire.
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Si ¢ est supérieur & p, la série précédente conlient généralement un
terme en (uz — b)™*

ds 1 -1 =y ’
—_— = == —_ p —_ » e
=T h(u—0) P+ hy(u—D) Gl
Rt A
+ha(ue—0) 7 . gy (e — ) 1—;; Jv)

-

Quand la variable « fait p tours autour du point &, I'intégrale’s;eeprend . v

sa valeur primitive augmentée de la période polaire 2pinh, ,~Dins le .-

, . u—>b A . ’
cas présent, on voit que le rapport g Croit sans limite : ¢ est

infini.

Mais, si ¢ =p, l'intégrale z admet la période polaire 2pir4, et le
w—>
U
égale & 2pinc).

rapport ayant précisément pour limite &, la période polaire est

2¢ ¢As. — On aura
q

I o —
:—V:/L(’ Pl

ds

dy

Si ¢ est inférieur a p, il n’y a pas de période polaire. Si ¢ est supé-
rieur & p, 5 admet la période polaire 2pint,_,, et c est infini. Mais, si
g =p, z admet la période polaire 2pinh = 2pinc. Il n’y a, pour s’en
assurer, qu’a répéter le raisonnement fait au cas précédent.

Nous arrivons ainsi a ce théoréme :

TukoriMe V. — Les valeurs finies des paramétres ¢ et ¢, représentent,
@ un facteur 2pin preés, celles des périodes polaires de I'intégrale = quz
correspondent a des points singuliers logarithmiques simples.

III. — Les trois formes de I'équation ¥ (u, U)=o.

8. A chacun des trois cas définis par les théoremes précédents cor-
respond une forme particuliere de I'équation F(z, U) = o. Nous allons
fixer ces trois formes.

Cas du théoréme I. — Les parametres c et ¢, sont tous nuls.

\ v e . [22 . . i
Les parambtres ¢ sont les coefficients angulaires ¢ des directions
15

Ann. de I’Ec. Normale. 2° Série. Tome XII. — AvriL 1883.
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asymptotiques de la courbe représentée par l'équation F(u, U)=o.
Puisqu’ils sont tous nuls, U est nécessairement infini quand w est
infini ('), et 'ensemble des termes du plus haut degré de I'équa-
tion F(u, U)= o se réduit 2 une puissance de u, affectée d’un coefli-
cient indépendant de U.

D’apres cela, 'équation F(u, U) = o sera de la forme

U”Lfo(lt) -+ U/n~-1f1(u) -+ Ui/m o w) + U.fm—l(“) +f"l(u) =0,

les lettres f désignant des polynomes enliers en u; soient 0,, d,, .. .,
O, O les degrés de ces polynomes. Ils satisfont aux inégalités

3,,,>m——k-+—6,, (/(:0,!,2,...,771———[),

car ces inégalités expriment que 'ensemble des termes du plus haut
degré de I'équation se réduit & un terme en u’ 2 coefficient constant.
Réciproquement, si elles sont vérifiées, tous les parametres ¢ sont
nuls.

Nous allons exprimer maintenant que tous les parametres ¢, sont

. 7 du .
nuls, c’est-d-dire que, quand U est nul, —r est nul aussi. En vertu de la

remarque faite quelques lignes plus haut, quand U est fini, « ne peut
pas étre infini. Toutes les valeurs de « qui répondent & U= o sont donc
fournies par ’équation f,(u) = o.

Soit = b une racine de cette équation. Transportons 'origine des
coordonnées au point U= o0, u=2>. Il suffit de poser u="50+ u'.
I’équation devient

Unfo(b+d) .o+ fon 0 (b4 ') + U frue (b + )+ [0 (b + 0’ ) = 0.

. . . i .o, dd
Au point qui est maintenant U'origine, la dérivée —— n’a d’autre

valeur que zéro. Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que I'en-
semble des termes du moindre degré de I'équation se réduise i une
puissance de v’ affectée d'un coefficient constant. Supposons que & soit

(1) Cest la généralisation de cette proposition bien connue : La fonction u, inverse d’une
: s Ly \ P . ., du
intégrale elliptique de premiére espéce z, ne peut étre infinie sans que sa dérivée U = 7

soit aussi infinie.
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racine d’ordre (3 de multiplicité de I'équation /,,(«) = o. Le terme de
moindre degré en z' du polynome f,,(b + ') est «'® : I’équation ne
doit contenir aucun terme de degré inférieur 2 B ni aucun autre terme
de degré égal & 8. Ainsi, toute racine b d’ordre § de I équation f,,(u) = o
est racine d’ordre [3 au moins de I'équation f,,_,(u) = o; elle est racine
d’ordre 8 — 1 au moins de I'équation f,,_,(u) = o, et ainsi de swite : elle
est racine d’ordre 3 — k + 1 au moins de [’équation f,,_,(u) = o.

Réciproquement, s’il en est ainsi, tous les parametres ¢ sont nuls.

De la résulte une généralisation d’une propriété des fonctions ellip-
tiques (') :

U
[ s “Tdu . .
eantvr V Q) ’ - ' I ol
Tucontne VI, — S7lintégrale s = / T définie par I'équation alge

brigue F(u, U) = o, reste finie sur toute la sphére, I’ équation F(u, U) = o
ne contient pas U a la premiére puissance.

En effet, le polynome f,,_, («), qui est de degré moindre que le poly-
nome f,,(«), doit admettre toutes les racines de f,,(u) et chacune d’elles
le méme nombre de fois au moins que f,,(«). Donc f,, ., («) est identi-
quement nul. :

9. Remarque. — On reconnait, 2 la seule inspection des termes de
I"équation F = o, si cette équation vérifie les conditions nécessaires et
suffisantes pour que les paramétres ¢ soient tous nuls.

Pour vérifier si les paramétres ¢, sont tous nuls, on n’a besoin de
résoudre aucune équation. La méthode dite des racines égales, qu’on
doit & Lagrange, permet de remplacer I'équation f,(u)=o0 par un
certain nombre d’autres équations

o (u)y==0, w(u)=o0, ..., w(u)=o, ..., 9,(u)=o,

qui n’ont chacune que des racines simples; la premiere a pour racines
les racines simples de I’équation f,(z)=o0; la seconde, ses racines
doubles; ...; la derniere, ses racines d’ordre p.

Pour vérifier les conditions relatives aux racines multiples d’ordre 3,

on divisera f,_o(w) par [og(w)]P~"; puis fn_s () par [oa(w)]*%; ..., et

{1) Brior et BouQUET, Fonctions elliptiques, p. 278.
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en général £, x(u) par [gog(u)]ﬁ*"“. Toutes ces divisions devront se
faire exactement. Si une seule de ces opérations est impossible, on sera
assuré que l'intégrale = ne reste pas finie sur toute la sphere.

D’ailleurs, on pourrait aussi former par différentiation et élimi-
du
du
U = o cette équation n’admet d’autre solution que ¢’=o : on ordon-

nerait les termes de cette équation suivant les puissances de ¢, et I’on
devrait constater que le terme indépendant de ¢’ et les coefficients de
toutes les puissances de ¢/, sauf celui de la plus élevée, s’annulent en
méme temps que U.

On trouvera plus loin des exemples du cas actuel.

nation I'équation qui lie U et ¢’ = —=> et I'on aurait 4 vérifier que pour

10. Cas du théoréme II. — Les parametres c¢ et ¢, n’ont d’autres
valeurs que zéro ou I'infini, et ne sont pas tous nuls.

L’ensemble des termes du plus haut degré de I'équation F(u,U) = o
se réduit & un seul terme de la forme AU*uP, A étant une constante,
@, f deux entiers dont un peut étre nul. Réciproquement, s’il en est
ainsi, les parametres ¢ n’ont d’autres valeurs que zéro ou I'infini.

Passons aux parametres ¢,,. De 'équation F(u, U) = o on déduit

hA
du . ﬂ

Eliminant u entre les deux équations F=o et ¢'F, +Fy=o0, on
obtient une équation entre U et ¢’. Si 'on ordonne les termes de cette
équation suivant les puissances de ¢’, le coefficient de la plus haute
puissance de ¢’ est, ou une constante, ou une puissance de U; si I'on
ordonne suivant les puissances de U, le terme indépendant de U est, ou
une constante ou une puissance de ¢'. Il faut et il suffit évidemment
u'il en soit ainsi pour qu’aucun des parametres ¢, ne soit fini et dif-
férent de zéro.

Remarque. — Dans le cas actuel, il peut arriver que l'équation
F(u, U)=o contienne U & la premiere puissance. Soit, par exemple,
I'équation

wrlU + (U2 + 4ulU — w?)— bu=o.

Elle ne contient d’autre terme du troisieme degré que «*U : deux des
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parametres ¢ sont nuls et un est infini. Quand on fait U = o, une valeur
de u devient infinie, une valeur de ¢, est infinie; en méme temps «
prend les valeurs finies zéro et — 4: la tangente & l'origine est la
droite « = o : ¢, est nul.

Faisons u = ' — 4. L’équation devient

(' — 4 (U—1)+U=o.

La tangente au point U= o, u'= o, est la droite ' = o : ¢, est nul.
Ainsi I'équation proposée vérifie les conditions du théoreme II et con-
tient U & la premiere puissance. D’ailleurs elle s'integre facilement :
on trouve

-2
<

‘=

2

13}
..|_

1

ce qui permet de reconnaitre que la fonction = devient infinie, mais
n’a pas de point singulier logarithmique, ni simple, ni autre.

Cet exemple montre aussi qu’il n’est pas toujours nécessaire de
former I'équation entre U et ¢.

11. Cas du théoréme IIl. — Les parametres ¢ et ¢, sont tous finis
et ne sont pas tous nuls.

L’ensemble des termes du plus haut degré de I'équation F(u, U) = o
ne contient pas U en facteur, mais peut contenir en facteur une puis-
sance de u. Ordonnons les termes de I'équation suivant les puissances
décroissantes de U

Um.fn(”’) -t Um—lfl(”) e Uz.//lr—‘?_(”) -+ U./llz~l(u) —;—_/',”(l() = 0.

Les lettres / désignent des polynomes entiers en z : soient d,, 9y, ...,
d,, leurs degrés. Celui des polyntmes f dont le degré est le plus élevé
est le dernier, f,,(u) : car, si le terme du plus baut degré en u était
multiplié par une puissance de U, il y aurait un des coefficients an-
gulaires ¢ qui serait infini; ce qui est contre hypothese. Alnsi d,
est supérieur & tous les autres ¢. Si une puissance de u est en facteur
dans les termes du plus haut degré de I'équation F = o, l'ordre de
cette courbe sera égal au plus haut exposant de u, ¢’est-d-dire & 0.
Si les termes du plus haut degré ne contiennent pas en facteur une
puissance de u, comme ils ne contiennent pas non plus en facteur une
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puissance de U, leur degré est égal au plus haut exposant de u, c’est-
a-dire & 9,,. On voit que J, est dans tous les cas égal & T'ordre de la
courbe F = o. D’apres cela, les degrés des polynomes fsatisfont aux
relations

Bpzm—Lk 428, (k=o,1,2,...,m-—1)
qui expriment que U'ordre de la courbe F= o est égal a 9,,. Récipro-
quement, si ces relations ont lieu, on voit aisément que tous les para-

metres ¢ sont finis.

Faisons maintenant ’hypothese U= o. Quand U est nul, u ne peut

~ . . . 122 . . . . .
pas étre infini, sans quoi le rapport g serait infini; 1l en serait de

méme si, « devenant infini, U restait fini. Ainsi u ne peut pas étre infint
sans que U le soit aussi. On voit que toutes les valeurs de « qui ré-
pondeunt d ’hypothese U= o sont fournies par 'équation /,,(u) = o.
Soit u = b une racine de cette équation. Transportons 'origine des
coordonnées au point U=o0, u=2>, en posant u= 06 + «'. Au point

. . . , . . dud .
qui est maintenant I'origine, toutes les valeurs de la dérivée — doivent

étre nulles ou finies et différentes de zéro. Pour qu’il en soit ainsi, il
faut et il suffit que I’ensemble des termes du moindre degré ne con-
tienne pas U en facteur. Si b est racine d’ordre 3 de multiplicité, il
faut et il suffit que les termes du moindre degré soient du degré £ :
s'ils étaient de degré moindre, ces lermes ne pourraient provenir que
des groupes qui précedent f,(b + u'); ils contiendraient en facteur
une puissance de U. Exprimons que I’équation F(b + «,U)=o0 ne
contient pas de terme de degré inférieur & 85 nous avons cet énonceé :

Toute racine b d’ordre (3 de I'équation f,(u)= o est racine d’ordre
3 — 1 au moins de l’équation. f,, ,(u)=o, et ainst de suite : elle est
racine d’ordre 5 — k au moins de I'équation f,_;(u) = o.

Réciproquement, s’il en est ainsi, tous les paramétres ¢, sont finis.
12. Remarque I. — Ici, comme précédemment, on n’a pas besoin

de résoudre I'équation f,(u) = o pour vérifier qu'aucun des ¢, n’est
infini. On n’a qu’a suivre la marche indiquée au n° 9.

Remarque I1. — L’équation F(u, U) = o peut contenir U a la pre-
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miere puissance. En voici un exemple bien simple : il est fourni par
’équation u = U dont I'intégrale est z = L. Il v a ici un terme en U.
Les parametres ¢ el ¢, sont égaux a 1.

Autre exemple. — Soit I’équation

(a,U—uy(a,U—u).. (ayp- U= )+ w2n=o0,

oll nous supposerons Xaso. L’équation contient un terme en U. Les
termes du plus haut degré se réduisent b " : tous les ¢ sont nuls.
Les 2n valeurs de « qui répondent &2 U= o sont les racines de I’équa-

tion
w1y —1)=o.

A T'origine, les parametres ¢, sont précisément les nombres a,, a,, ...,
a,. Transportant I'origine au point U= o0, u=1, on voit immédia-
tement qu’en ce pointc, est égal & — (@, +a,+ ...+ ay,_y ).

D’aprés cela, 2c¢;, est nul. Mais on a aussi ¢ = o. Rapprochant cet
exemple du précédent, on est conduit & penser que la relation ¢ = =¢,
est générale. C’est ce qui a lieu.

13. Tuiorine VII.— Etant donnée une équation ¥ (u, U) = o algébrique
et irréductible, si les parametres c el ¢, sont tous finis, la somme algébrique
des parameétres c est égale a la somme algébrique des parametres c,, .

Autre énoncé :

St une courbe algébrique ¥(y, x) = o r’a aucune direction asympto-
tque paralléle a Uaxe des y, ni aucune tangente parallele a cet axe
aux points réels ou imaginaires ot elle le rencontre, la somme alge-

brique des coefficients angulaires ¢ = % de ses directions asymptotiques
’ Y s . / - ) - r_ ([.)'

est égale a la somme algebrique des cocfficients angulaires ¢’ = —~ des

tangentes aux points ot elle rencontre I’axe des y.

Mis sous cette forme, le théoreme devient presque évident. Effec-
tuons une transformation usitée dans la théorie des asymptotes et qui
consiste & poser

/
X == —, y:2/-7
T
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(On voit que « représente U et y représente «.) L’équation F(y, x)=o
se change en f(y/, ') = o.
Les parametres c, désignant les diverses valeurs que prend le rap-

port —l quand I'un de ses termes ou tous les deux deviennent infinis, re-

présentent maintenant les-ordonnées y’ des points de rencontre de la
courbe f= o avec 'axe des y'.
Cherchons la signification des parametres ¢,. On a

L qay T 2 dy'
Cy= IZ’- ;r:()_ <) - d.x' m':w’

c’est-h-dire que les parametres ¢, sont les ordonnées a U'origine des
asymptotes de la courbe f=o. Or on sait que dans I’équation d’une
courbe algébrique d’ordre n et dans Iéquation du systeme de ses
asymptotes les termes de degré n et de degré n — 1 sont les mémes :
on a donc 2¢ = 2¢, ce qui prouve le théoreme.

Conséquence. — 1l résulte de Ia que, quand les parametres c et ¢, sont
tous finis et ne sont pas tous nuls, il y en a deux au moins qui sont
différents de zéro. .

Cette remarque complete la démonstration du théoreme III.

IV. — Conséquences relatives aux intégrales abéliennes.

1%4. Toute intégrale abélienne est une somme d’intégrales de pre-
miere, de deuxieme et de troisieme espece, plus une partie algébrique
et logarithmique (*). Mais certains de ces éléments peuvent manquer;
'intégrale peut se trouver exprimée par des intégrales de deux ou
d'une des trois especes seulement, ou méme se réduire aux termes
algébriques et logarithmiques. '

Notre premier théoreme caractérise évidemment les intégrales qui
s’expriment par une somme d’intégrales de premiére espece.

(1) Pour les principes de la théorie des intégrales abéliennes et la définition des intégrales
des trois espéces, voir BrioT et BouQuEer, Fonctions elliptiques, Livre IX, Chap. L.
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Les intégrales abéliennes qui vérifient les conditions du second
théoreme peuvent contenir dans leur expression analytique des inté-
grales de premiere espece, mais ne peuvent pas s’exprimer au moyen
de ces intégrales seulement.

Les intégrales qui vérifient les conditions du troisieme théoreme
ne contiennent dans leur expression analytique aucune intégrale de
seconde espece. Elles peuvent dépendre des intégrales de premiere
espece; mais elles dépendent nécessairement des intégrales de troi-
sieme espece.

A raison de I'importance spéciale des intégrales de premieére espece,
nous indiquerons une régle pour reconnaitre si une intégrale donnée
s’exprime au moyen de ces intégrales seulement.

Soit f(, ) = o I’équation algébrique qui sert a définir I'intégrale

proposée
3 :fzp(x,}') dr.

o(@,7) =g

Nous poserons

afin d’avoir
dx

T

"—Ju

puis nous éliminerons y entre les deux équations f(z,y)=o0 et

\ 1
¢(wy)= g
Soit F(z, U)=o0 I'’équation résultante : la letire 2 représente la
variable précédemment désignée par u. Pour que 'intégrale = dépende
seculement des intégrales de premiere espece, il faut el il suffit que les
parametres c et ¢, relatifs & ’équation F(x, U) = o soient tous nuls.
Nous avons expliqué plus haut comment on reconnait s’il en esl( ainsi.

15. BxempLe. — Etant donnée I'égquation
e, y) =2y —by*—z(azx?*+2bx +c)*=o,

on suppose que le trinéme ax® + 2bx + ¢ n’a ni racine nulle, nv racines
Ann. de U'Ec. Normale. 2¢ Série. Tome X1 — AvmiL 1883, 16
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égales : on demande st I'wntégrale

[l(a;ﬂ—lr abx +c)+2Bxy+Cy2+2Ey
=10 ; : : dx
o Iy
- /).(cm'g—}— 2br +c¢)+2Bay +Cy*+2Ey A
. Y=y N

est de premiére espéce, quelles que soient les indeterminées )., B, C, E.

Cette intégrale, ayant la forme canonique, reste finie pour x = = .
Nous poserons, pour abréger,

Q=Bx+E, t=az*+20x+c.

Il vient

Cy2+2Qy + 2%
Szf&'?/_.__i—,,__“"} __}__—_,,,‘_ ({‘[.
Y=y

Nous avons & éliminer y entre les deux équations

C:/y'z -+ 2 Q'y - )\E 1 0 b 3 > xE2 o
= B T A V2 ) — 0.
Y=y -0 Y J =

L’équation résultante est la suivante :

z 2CU 4QU —3 21U —

' 4QU —3 20202+ 2350 2CU(2QU +1) — x&2 PAWELE
20202+ 23U CU(8QU —1)— x&2 2002+ (4QU —3) (2QU-+1) 2U(4QU—3)

2CU2QU—+1) — a2 2T+ (4QU—13)(2QU+1)  22U(8QU — 1) -+ CU22 2122202

Faisant U = o dans le premier membre de cette équation, on obtient
le tlerme indépendant de U : ce terme est

2@(PE 433 = (ax’+ 20 + ) x[2(axi+2bx +c) +a7].

Les seules racines multiples de ce polynome sont les racines du tri-
nome & = ax®+ 2bx + ¢. Pour que U'intégrale proposée soit de pre-
miere espece, il faut et il suffit que le coelficient du terme en U soit
nul, ce qui a lieu, et que de plus le coefficient du terme en U* soit divi-
sible par £(n*8 ¢t 9). En calculant ce coefficient, on reconnait que
c¢’est un polynome entier en £ sans terme indépendant.

Donc I'intégrale proposée est de premiere espece, quelles que soient
les indéterminées X, B, C, E.
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16. Exowere. — Etant donnée [équation

Ul (z! + 72+ 9) Ui+ 2 (2 + 827 — 4) U*
+at(at T — bt frt— 62t + 32— 2) U3
+at (2ot 42t — 2T — st — 102’ — 3t 6t gt 3 —1) U2
— a3 (2B 34 3t + 21 — 102 — 288 — 2427 — fat
+ 2725+ 652t - 46t — 2t — s 1) = o,
“dr

on demande st [ ’inlégralc 5= | ¥ est de premicére espece.

On voit que le terme du degré le plus élevé dans cetle équation est
le terme x'*; en conséquence tous les ¢ sont nuls.

Pour savoir si les ¢, sont nuls, appliquons la méthode des racines
égales au polyndme qui multiplie #* dans le terme indépendant de U :
on trouve que ce polynome est égala (v + 1)*(2® — 52 + 1)*. Parsuite,
le terme indépendant de U est égal &

— 2% (& 4 1) (25— S 1)

Le coefticient de U* est divisible par 2%; celui de U* par 2?, celui de
U* par 22, et celui de U® par x: les conditions relatives a la racinex = o
sont vérifiées.

Pour que I'intégrale soit de premiere espece, il faut encore que le
coefficient de U* soit divisible par (x +1)*(2® — S +1), et que le
coefficient de U® soit nul pour x = — 1: on voit immédiatement que
cette derniere condilion est vérifiée.

I reste donc i étudier le coefficient de U* : en appliquant la méthode
des racines égales & ce polynome, on trouve qu’il est égal &

(1) (28— 2 =B+ 2+ S —1).
Ainsi la condition velative & la racine de I'équation & +1 = o est
vérifiée. Divisons «® — 2® — 52" +a* -+ b — 1 par #° — S +1 : la

division se fait exactement et le quotient est 2° — 1.
D’aprés cela, I'intégrale proposée est de premiere espece.
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CHAPITRE IL
SUR UN CAS DE REDUCTION DES INTEGRALES ABELIENNES.

I. — Nature de l'intégrale w.

17. Nous allons maintenant nous occuper du cas ol l'intégrale u
d'une équation différentielle algébrique F(u, U)=o est bien déter-
minée, ¢’est-a-dire n’a en chaque point z qu’un nombre limité de
valeurs. On sait que, quand il en est ainsi, la fonction « est racine
d’une équation algébrique ayant pour coefficients des fonctions en-
tieres, soitde la variable z, soit de ’exponentielle ¢*%, soitdela fonction
doublement périodique sn(pz). Ce théoreme est dit & MM. Briol
et Bouquet (*).

Nous nous proposons de résoudre le probleme suivant :

Supposant que Uintégrale u est bien déterminée, reconnalire si elle
est algébrique, simplement périodique, ou doublement périodique.

La solution de ce probleme est donnée par un théortme que je vais
établir.

18. Tukorime. — Si l'intégrale est doublement périodique, les para-
meétres c-et c, sont tous nuls.

Sil'intégrale est algébrigue, un au moins des paramélres ¢ et c, est
wnfind, et aucun d'eux n'est fini et différent de zéro.

8t integrale est simplement périodique, les paramétres ¢ et ¢, sont
tous finis, mais non pas tous nuls, et ceux qur ne sont pas nuls forment
une suite de nombres tous commensurables entre eusx.

(1) Recherches sur la théorie des fonctions (Journal de I’Ecole Polyt., XXXVI¢ Cahier,
troisieme Mémoire : Intégration des équations différenticlles au moyen des fonctions ellip-
tiques).
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Ce théoreme résulte des trois théortmes démontrés au début du
Chapitre I.

Supposons d’abord que I'intégrale u soit racine d’une équation
algébrique ayant pour coefficients des fonctions entieres de sn(ps).
Posons pour un instant x =sn(pz). L'équation intégrale sera
f(u, x) = o, fétant un polynome ertier en u et x.

A chaque valeur de urépondrontun certainnombre de valeurs dex:
et 'onsaitqu'a chaque valeur de « correspondent deux valeursde =, si
I'on fait abstraction des sommes de multiples de péricdes. Ces valeurs
de z sont toujours finies, que @ soit fini ou infini; elles ne deviennent
infinies que par I’addition de multiples infiniment grands des deux
périodes. Nous sommes don¢ dans le cas du théoreme I; les para-
metres ¢ et ¢, sont tous nuls.

Supposons maintenant que I'intégrale u soit une fonction algébrique
de z : z est une fonction algébrique de u. Comme telle, elle devient
nécessairement infinie pour une valeur au moins de u, et elle n’admet
de point singulier logarithmique d’aucune sorte. Nous sommes donc
dans le cas du théoreme 1I; un au moins des parametres ¢ et ¢, est
infini, et aucun d’eux n’est fini et différent de zéro.

Supposons enfin que U'intégrale u soit racine d’une équation algé-
brique ayant pour coefficients des fonctions entieres d’une exponen-
- tielle ef*. Posons @ = eP*. L’équation intégrale sera f{u,x) = o, fétant
un polynome entier en u etx. Son degré par rapport & x est égal au
degré 1. de I'équation F(w, U) = o par rapport & U. A chaque valeur
de u correspondent p valeurs de x. A chaque valeur de  répond une

1 . . . , .
valeurde z, 5 = ELx, en faisant abstraction des multiples de la période

. olm , . e e . .
polaire - Tant que @n’est ni nul niinfini, z reste fini; mais, quand x
devient infini, z devient infini aussi.

Supposons d’abord que & soit infini pour une valeur finie de u, u = .
On aura

| 1
~=h(u—b)P -

o

d’ol, en prenant les dérivées logarithmiques des deux membres et



126 L. RAFFY.
en réduisant le second & son terme principal,

d= g1 1

de ~  pou—b T

Ainsi le point = b estce que nous avons appelé un point singulier
logarithmique simple; a ce point correspond Ia période polaire

it q 1A , , , q1 ,
2p— + = 2-—g¢; et.nous avons montré uona ¢, = - - : g ct p etant
s p b Cpe

. N 5 ' I

des entiers, lous les parametres ¢, sont commensurables avec —-

o :
Si « devient infini pour une valeur infiniment grande de u, on

LT
posera u= —el ['on aura
i g
L A
e
d'ot résulte
ds q 11
o LI .
dy pee
Le point ¢ = o est un point singulier logarithmique simple pour la

fonction z; il donne la période polaire 2p % ;1) et 'onac :1% % Nous

sommes dans le cas du théoreme III : les parametres ¢ et ¢,sont tous
finis (mais non pas tous nuls) et nous venons de voir qu’ils forment

N 1 A .
une suite de nombres commensurables avec -, ¢’est-a-dire tous com-

mensurables entre eux. De plus ils vérifient la relation X¢ =3¢, éta-
blie au n°13.

19. Autre énoncé. — On peut donner du théoreme précédent un
autre énoncé, qui rappelle une proposition due a MM. Briot et
Bouquet (*).

TutorimE. — Si l'intégrale u d’une équation différentielle algebrique
F(u, U)=o0 est bien déterminée et_doublement periodique, les racines
nulles que U'équation ¥ (u, U) = o admet pour des valeurs finies de u et
celles que la transformée admet pour ¢ = o sont toutes d’un degré infé-
rieur a l'unité.

(1) Fonctions elliptiques, p. 387.
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St Uintégrale est algébrique, les racines nulles que 1'équation
F (u, U) = o admet pour des valeurs finies de u et celles que la transfor-
mée admet pour v = o sont toutes d'un degré différent de ['unité : unc
aw moins est d’un degré supérieur & I’unite.

St l'iniégrale est bien déterminée et simplement periodique, les racines
nulles que I’équation F(u, U)= o admet pour des valeurs finies de u,
et celles que la transformeée admet pour ¢ = o sont toutes d'un degré
inférieur ou égal a l'unité : deux au moins sont d'un degré égal a
l'unité.

Ce théoreme résulte immédiatement des trois premiers théoremes du
Chapitre précédent et de la relation 3¢ = X¢/.

lemarque. — Le théoreme précédent fait connaitre des conditions
nécessaires pour que I'intégrale u, supposée bien déterminée, soit de
telle ou telle nature. Il esth peine besoin de dire que ces conditions
ne suffisent pas en général pour que cette fonction soit bien déterminée.
Noussignalerons dans la suite (n° 3% et 57) deux cas ol ces condilions
suffisent pour qu’il en soit ainsi.

Marche a sutvre pour reconnaitre la nature de l'intégrale u.

20. Les caraclteres que notre théoréme assigne aux trois classes
d'intégrales sont exclusifs, ce qui va nous permetire de reconnaitre la
nature de l'intégrale «, en supposant cette intégrale bien déterminée.

A laseule inspection des termes de I'équation F(u, U) = o, on voit

. \ . . [4
st les parametres ¢ ont des valeurs nulles ou infinies. En posant T=¢

on déduira des termes du plus haut degré de cette équation I'équation
quia pour racines lesvaleurs finies de c: ¢’est I’équation aux coefficients
angulaires des directions asymplotiques de la courbe F=o.
En éliminant « entre les deux équations
. Iy
F(u,U)=0, ¢ =— U,
K,
on obtient une équation entre ¢’ et U : pour U= o, celle équation
fournit les diverses valeurs finies ou infinies des parametres c,.
Si les parameltres ¢ et ¢, sont tous finis, mais non pas tous nuls, on



128 L. RAFFY.
a A rechercher sils sont tous commensurables entre eux, d’ou ce
probleme :

Prosuine. — Etant donnde une équation algébrique entiere f(x)= o
dont les coefficients sont commensurables ou incommmensurables, ou
imaginaires, reconnaitre st toutes les racines de celte équation sont
commensurables entre elles.

L’équation proposée peut toujours, aprés suppression des racines
nulles, si elle en a, se mettre sous la forme

P — Sl pm—1 -+ S2 Zzm=2 (____ l)m Sm: o.

Soient x,, Xa» Xy, ..., XL, S€8 racines; et soienl Ay, Xy, ...y A, les
rapports, tous commensurables, de x,, 2y, ..., @, & x,. Supposons
d’abord S, différent de zéro. On poscra

x
)‘:g—lﬁ
. .. . Z, 1
et 1l est visible que la racine y, = S, T Iy serd

commensurable; par suite, toutes les racines de I’équation en y seront
commensurables.

Supposons maintenant S, = o. La somme des carrés des racines de
Péquation proposée ne peut pas étre nulle, car on a Zx} = =} 22} et
tous les A sont réels : lasomme de leurs carrés n’est pas nulle.

Par conséquent, si 'on forme I'équation transformée en

PRE
Y =a,

la somme de ses racines ne sera pas nulle. On est donc ramené au cas
précédent. On vérifiera alors sans difficulté que I’équation en y a toutes
ses racines commensurables entre elles, en méme.temps qu'on les
obtiendra toutes. Il faudra alors extraire les racines carrées des valeurs
trouvées et constater que lesrapports de 2 — 1 d’entre elles a la mieme
sont commensurables; car il est clair qu’on peut faire abstraction du
double signe. Par ce dernier procédé, on aura toutes les racines de
I'équation proposée f(a) = o, et les quantités égales et de signes con-
traires. Il sera facile d’écarter celles de ces valeurs qui ne sonl pas
racines de /(x) = o.
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On pourra encore se contenter d’obtenir une des racines de I'équa-
tion aux carrés : soit a cette racine. On posera

S:;Tﬁ,

Va désignant I'une quelconque des deux racines carrées de a, choisie
arbitrairement. On n’aura plus alors qu’a vérifier que I’équation en z
toutes ses racines commensurables, et du méme coup on obtiendra
toutes les racines de I’équation f(x) = o.

En résumé, on peut toujours reconnaitre si toutes les racines d’une
équation algébrique sont commensurables entre elles, et, s'il en est
ainsi, les obienir toutes explicitement.

Je ne m’arréte pas a donner d’exemple de cette méthode, les opéra-
tions qu’elle comporte étant tout i fait élémentaires.

Quand on aura reconnu que tous les ¢ sont commensurables entre
eux et que tous les ¢, sont commensurables entre eux, il restera 3 véri-
fier si 'un des ¢ arbitrairement choisi est commensurable avec un des
c, choisi de méme. On pourra, d’ailleurs, se dispenser de cette vérifi-
cation si les deux sommes 3¢ et 2c¢, sont différentes de zéro; car leur
égalité exige que les c el les ¢, soient tous commensurables entre cux,
si les ¢ et les ¢ le sont séparément entre eux. ’

21. Exempres. — Nous avons donné au Chapitre I des exemples des
trois formes d'équations qui correspondent aux trois cas du théoréme
précédent. Nous en rencontrerons d’autres; en voici deux que J'em-
prunte aux travaux d’Abel et aux recherches de M. Tchebichef.

Exemple 1. — Soit I'équation

[ u+ A

= <
U \/u"—f—ccu"—e—fiuz-r—-(u—i—a

le polynéme sous le radical est supposé n’avoir que des racines
simples.

Les valeurs de ¢ sont évidemment ¢ = == 1. Quant aux valeurs de c,,
en multipliant les deux membres de I'équation proposée par le bindme
w — b, ol b désigne une des racines du radical, on voit que tous les

Ann, de I'fe. Normale. 2¢ Série. Tome XII. — AvriL 1883. 7
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paramétres ¢, sont nuls. Done, si I'intégrale u est bien déterminée, elle
est simplement périodique.

. . < ope . u—+ A)du
Abel a, en effet, montré que si la différentielle == ( : )
Vi +awd +Butyu+ 3

s'intégre en termes finis, son intégrale est nécessairement de la forme
5= L(P =+ Qyu*+ at® + Bu*+ yu-+0), P et Q représentant deux
polyndmes entiers en «. Il a de plus douné le moyen de former tous les
polyndmes u* -+ au® + Bu® -+ yu + 0 tels que, pour une valeur conve-
(e-+A)du
\/u"—Lau“ﬁ—Eu'-’—f-yu—l-B _
seul logarithme, et il a indiqué comment on caleulera A dans chaque
cas particulier (*). La question inverse : Etant donnée la différentielle
A) du

s'intégre par un

nable de A, la différentielle

u - . " .
_( - - S dont les coqfﬁczenls sont connus, reconnatilre st
Vi - aud - Jut 4 yu + 8
son intégrale est de la forme L(P -+ Qyu*+...), présente de grandes
difficultés. Elle a été résolue par M. Tchebichef (*) dans le cas ol les
coefficients o, 3, y et 3 sont commensurables : la méthode de M. Tche-
bichef a été exposée par M. Zolotareff, qui est parvenu ensuite (*) a
résoudre le méme probleme en supposant que «, 3, 7 et 3 soient des
entiers complexes; les deux méthodes exigent qu’on sache trouver les

racines du radical.

22. Exemple II. — On donne I'équation

1 6u+5bu-+7

U™ (2u?—1) \/ ut ;;:;/;mu-i‘:}r 2u41

.. . . u
On voit que, pour les valeurs infiniment grandes de u, le rapport

tend vers zéro; les parametres ¢ sont tous nuls. Pour étudier les para-

(1) OLuvres complétes (édit. Sylow et Lie), t. I, p. 104 : Sur lintégration de la formule
diff érenticlle P—CI% < ewy et .10, p. 139 1 Theorie des transcendantes elliptiques, probl. 1L
Abel s’occupe aussi, en ces deux endroits, de la question inverse.

(2) Journal de Liouville, 1864. L'exposé de M. Zolotareff est dans le Journal de Liouville,

1874.
(%) Dans un Ouvrage en russe, analysé au Bulletin des Sc. mathem., p. 475-478 ; 1879.
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métres ¢, il est commode de former 1'équation entre ¢’ et u; puis on
donne & u les valeurs qui annulent le radical et 22 — 1.

Résolvant par rapport & U I"équation proposée et différentiant, on
trouve

dU 1 4u(bw*+Bu+7)—(2u>—1) (12u+5)
du = ¢ (6u>+5u-+7)°
2u’—1 2+ 6u+2u
+EATE .
6 +5u+7 /b ¥ hd 2w +1

Vit +4ud+ 20+

. . I . . .
Les valeurs de u qui annulent le radical rendent - infini; par suite,
c, est nul.

- Pour les valeurs de u qui satisfont & I’équation 2u*—1=0 ou

u*=7y, on a

1 Guyut+ hud+ 2wt 41

Cy 6ur+5u—+7q

ou bien, en remplagant u?® par 4,

1 buyi42u—+2

¢y, 10+ 5u

Elevons au carré et chassons les dénominateurs

25(4 + Gu -+ u?) =16ctu? 9+8u

Remplagons encore u? par &, il vient

25(9 + 8u) =4c} (9 + 8u),

d’ou 'on tire
c'o_—_i g

Ces deux valeurs étant commensurables entre elles, 'intégrale u, s
elle est bien déterminée, est simplement périodique. En effet, dans son
remarquable Mémoire Sur I’intégration des differentielles qui contiennent
une racine carrée d’'un polynéme du troisieme ou du quatriéme degré ('),

(1) Journul de Liotwilée, 1857.
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M. Tchebichef a donué ce curieux exemple :

dx

/‘2.1""—{—4.2’:5—{—71"*— 3zt —x2—8xr —8
(22— 1) Vxt+ fa® + 22+ 1

v/

-+ 4+ Yoo — 5
:—2—;2—:—1 Xt 4z + 227+ 1

LIlp (1——~3:v)\/x+1+\/.z'3+3m2—x+1:|m
4 (1—=3z)/ox4+1—\ar3+ 327 —z +1
VI 2+ 32— 21— (22— 2 1)+ [+ 2a? 1|

2854 B+ 32— 2 1+ (22— 2+ 1)+ P22 S

De cette formule on déduit facilement que I'intégrale

62+ 52+ 7
dz
(222 —1) V2" + had + 222+ 1

est égale au terme logaritbmique qui figure au second membre.

Cas ou l'intégrale u n’est pas bien déterminée.

23. Nous avons donné au Chapitre I les trois types d’équation
F(u,U)= o qui répondent aux trois théoremes du n° 2 : le premier
comprend toutes les équations dont I'intégrale est bien déterminée et
a deux périodes; le second, toutes les équations dont l'intégrale est
algébrique; le troisieme, toutes les équations dont I'intégrale est bien
déterminée et n’a qu'une période. Si donc on a & intégrer une équa-
tion qui ne rentre dans aucun de ces trois types, on sera certain
d’avance que son intégrale n’est pas bien déterminée. Mais le théoreme
précédent ajoute aux conditions qui définissent le dernier type une
condition de plus : il fait connaitre un nouveau cas d’exclusion. Nous
allons indiquer tous les cas d’exclusion qui résultent de ce théoreme,
en énumérant les divers cas qui-peuvent se présenter dans son appli-
cation. Il est aisé de voir que ces cas sont au nombre de sept.

1" CAS. — Les paramétres c¢ et ¢, sont tous nuls.
2 cAs. — Tous infinis.

Dans ces deux eas I'intégrale peut étre bien déterminée.
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3¢ cas. — Les parameétres ¢ et c, sont tous finis et différents de zéro.

S'ils ne forment pas une suite de nombres tous commensurables
entre eux, l'intégrale ne peut pas étre bien déterminée : ¢’est un pre-
micr cas d’exclusion.

4¢ cas. — Certains des parametres c et ¢, sont nuls, d’ autres sont infinis.

Ce n’est pas un cas d’exclusion.

5¢ cas. — Certains des parameélres ¢ et ¢, sont nuls, les autres sont
Jfinis et différents de zéro.

Si ceux qui ne sont pas nuls ne forment pas une suite de nombres
tous comimensurables entre eux, ¢’est un deuxieme cas d’exclusion.

6¢ cas. — Certains des paramélres c el ¢, sont infinis, les autres sont
fints et différents de zéro.

L’intégrale ne peut pas étre bien déterminée : c’est un troisieme cas
d’exclusion.

7¢ cas. — Les paramélres c et c, sont les uns nuls, les autres infinis,
les aulres finis et différents de =éro.

L’intégrale ne peut pas étre bien déterminée : ¢’est un quatrieme cas
d’exclusion.
Nous allons donner quelques exemples de ces regles d’exclusion.

Exemples des régles d’exclusion.

24. Exemple I. — Soit I'équation
U2(U2 1) — ® (e —1)*=o0.

Les parametres ¢, sont tous finis et différents de zéro. Les para-
metres ¢ sont les racines de ’équation bindme ¢* —1 = o. Mais une
équation bindéme ne peut jamais avoir ses racines commensurables
entre elles, & moins qu’elle ne soit du second degré. Donc les ¢ ne sont
pas tous commensurables entre eux. C'est le premier cas d’exclusion.

Exemple II. — Soit I’équation

U2+~ U—uwu=o.
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Les paramétres ¢ sont tous infinis; I'un des paramétres c, est égal & x.
(’est le troisieme cas d’exclusion.

Exemple ITI. — Soit I'équation
Uu+U+u—1=o.

L’un des ¢ est nul, "autre est infini; Pun des ¢, est égal 3 — §. Clest
le quatrieme cas d’exclusion.

Exemple IV. — Soit I'équation
U(e—a)—(u—b)(u—c)=o.

’un des ¢ est nul; Pautre est égal a 1.

- Si ces deux rapports ne

b —
Les deux valeurs de ¢, sont 7—

sont pas commensurables, nous sommes dans le deuxieme cas d’exclu-
sion,

a el c—
¢ c—b

Exemple V. — Soit I'équation
(u—a)(u—>b)(u—c)—U=o.
Tous les ¢ sont nuls. Les trois valeurs de ¢, sont

1 1 1
(a—b)(a—c) (b—a)(b—¢) (c—a)lc—b)

. o«. 4 . . a —
La somme de ces trois quantités est nulle. Mais, si le rapport Z—%
est incommensurable, nous sommes dans le deuxieme cas d’exclusion.
Nous avons emprunté les trois derniers exemples au second Mémoire

de MM. Briot et Bouguet sur la théorie des fonctions (Journal de I’Ecole
Polytechnique, XXXVI¢ Cahier).

25. Exemple VI. — Legendre s’est occupé de I'intégrale remarquable

udu . ]
_-f( Yy Clausen (') I'a exprimée en termes finis.
w’ —+ u’—1

M. Ginther (*) a retrouvé par une autre méthode le résultat de Clausen.

(1) 4stronom. Nachrichten, n° 442. — Archiv der Math. und Physik, 1I® Part., p. 335.
(2} Bulletin de la Soc. math. de France, t. X, p. 88 (3 mars 1882).
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Considérons I’'équation
I [£4

U (w8 Wuir—1

ou bien
(e*+ 82 (ut—1)—Uu2=o.

Tous les parametres ¢ sont nuls. A I'hypothese U = o répondent les
valeurs de u fournies par équation (u® — 1) (¢® + 8)* = 0. Aux trois
points U=o0, u =7, le parametre ¢, est nul. Cherchons ce qu’il
devient quand u* est égal & — 8. '

On a
U— (u’+8)\/u—3—-}’
u
d’ou

2 (3 2 2
1 dU_ w.3u uﬁ(u +8)\/u7:+3(143+8)zz_

¢ du ~— 2 u \/ZF‘—T

Chassons les dénominateurs et les irratiounelles : il vient
bt (WP — 1) =[4(«®—4) (> — 1)+ 3u® (e +8)]* .

Elevons les deux membres au cube pour n’avoir plus dans I’équation
que des puissances de »*. Nous obtenons

B (W — 1P =[4 (¥ —4) (¥ —1) + 3 u? (u®+ 8)]°c".

Faisons u® = — § : les six valeurs cherchées de ¢, seront les racines
de 'équation
(4.12.9)° ¢'*+ 4*.8%. 9> = o.

On voit que dans cet exemple, comme dans ceux des précédents ou
les c et ¢, sont tous finis, 'égalité Sc = X¢| a lien. Ici nous avons une
équation hindme. Ses racines ne sont pas commensurables entre elles.
C’est le deuxieme cas d’exclusion : I'intégrale u n’est pas bien déter-
minée.

L’artifice employé par M. Ginther consiste & décomposer I'intégrale
en trojis autres, en écrivant

65— 3 udu . © 1 ut—a2u—2 du .\/"Iu—l du
o 2 (b 8) VP —1 2ut—2u+4\/ ' 2u+2\/G
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Sil’on considere séparément les trois équations

1 3 u©? I I Ut —ou —2 1

1 u—1
Py ——
2 (u+2)/ b —1

C s@er8yo—1 U

g(u‘l—zu—k— K;)\/u‘*‘—lJ U

on reconnait sans peine que chacune d’elles vérifie les conditions
propres au cas ol l'intégrale u est bien déterminée et n’a qu'une
période.

II. — Intégrales algébriques de différentielles algébriques.

26. Abel a montré le premier que, si/’intégrale z :f—‘%; U étant lié

a u par une cquation algébrigue F(u, U) == o, est une fonction alge-
brique de u, cette intégrale s'exprime rationnellement au moyen de u et
de U. Ce théoreme peut s’établir trés simplement.

Je dis que, si uest une fonction algébrique de z,u s’exprime ration-

A . ’ s .
nellement au moyen de z et de [7; == U. Soit f(u, z) = o I’équation

algébrique, supposée irréductible, qui lie « et 5. On en déduit
U fu(t, 5) + [ (u, 5) = o.

Donnons 3 z une valeur déterminée z,, arbitrairement choisie. Pour
une valeur convenable U, attribuée & U, les deux équations

S, 30) =0, Uy [, (u,50)-+[:(a,5)=0

sont vérifiées par une méme valeur z, de u, et elles n’ont qu’une seule
racine commune, en vertu de 'irréductibilité de I'équation f(u, z) = o.
Il 0’y a d’exception que pour certains couples, en nombre limité, de
valeurs z, et U,. Done, d’apres la théorie de I’élimination, u, est une
fonction rationnelle de z, et Uy; et cette théorie fournit le moyen
d’obtenir I'expression rationnelle de u en fonction de = et de U.

De ce théoreme d’Abel résultent des conséquences importantes.
Nous en signalerons seulement une, qui est bien connue :

Si Uintégrale u de I’ équation différentielle F (u, U) = o est algebrigue,
la courbe représentée par I'équation intégrale f(u, z) = o est du méme
genre que la courbe represeniée par l'¢quation différentielle F (v, U) = o.
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En effet, les coordonnées u et 5 des points dela courbe £s’expriment
rationnellement, d’aprés ce qui précede, en fonetion des coordonnées
et U des points de la courbe F.

Réciproquement les coordonnées z et U des points de la courbe F
s’expriment rationnellement en fonction des coordonnées u et =z des
points de la courbe /7 en effet, on a

Cela étant, il résulte d’une proposition connue (') que les deux courbes
Jet Fsont du méme genre.

27. Passons a la détermination des intégrales algébriques.

Etant donnée une équation F(x, U)=o0, on reconnait qu’un au
moins des parametres ¢ et ¢ est infini, et qu'aucun d’eux n’est fini et
différent de zéro. Si Vintégrale est bien déterminée, elle ne peul étre
qualgébrique. Est-elle algébrique? Telle est la question qu’il s’agit de
résoudre.

Pour que 'intégrale soit algébrique, il faut et il suffit que la fonction
inverse z:f% n’ait aucune période. Mais ce critérium ne parait
applicable qu’a des équations particulitrement simples.

On est done réduit a supposer qu’il existe une relation algébrique
a coefficien(s indéterminés entre u et z, et 'on cherche & déterminer
ces coefficients de maniere & vérifier I’équation différentielle. Liouville
a publié sur ce sujet deux Mémoires, qui ont paru dans le Recueil des
Savants dirangers, t. V (1838) et dans le Journal de I’Ecole Polytech-
nique (XXII¢ Cahier). Puis, dans une Note insérée aux Comples rendus
de I’ Académie des Sciences (aoat 1837) et reproduite au Tome IIT de son
Journal, il a ramené la question & la résolution d’'un systeme d’équa-
tions linéaires.

On peut, ¢n supposant U'intégrale algébrique, trouver directement
soit Pordre de la courbe intégrale f(u, z)= o, soit les exposants des
plus hautes puissances de z et de  qui figurent dans cette équation.
M. Zeuthen (%) a indiqué le moyen de déterminer Pordre de la courbe

(1) Cuepscu, LZegons sur la Géomdirie, édit. frangaise, t. II, p. 170.
(2) Comptes rendus de I’ dcadémic des Sciences, 1880, t. XC, p. 1114.
. o J
Ann. de U’Ec. Normale. 2¢ Série. Tome XII. — Avri. 1883. 18
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intégrale; sa méthode exige que 1'on sache distribuer en systemes
circulaires toutes les valeurs de U qui deviennent nulles pour des va-
leurs finies de u.

MM. Briot et Bouquet (Fonctions elliptiques, p. 218 et suivantes)
donnent un moyen d’évaluer U'exposant de la plus haute puissance
de u quifigure dans ’équationintégrale. (Quant au plus haut exposant
de z, il est égal au plus haut exposant de U dans I'équation a intégrer.)
Mais leur méthode exige que I'on sache distribuer en systemes circu-
laires les valeurs de U qui deviennent nulles pour des valeurs finies

de . . 1
de u et les valeurs de V= - qui deviennent nulles pour ¢ = ~ = o.

On peut obtenir, par des opérations purement arithmétiques, le degré
de 'équation intégrale par rapport i w.

28. TuroriME. — Si lintégrale u d’une équation differentielle alge-
brique ¥(u, U)= o est elle-méme algébrique, le degré de l'équation inte-
grale par rapport a w est égal au nombre des valeurs finies ou infinies de

R . N . , . u du
u qui satisfont a la fois aux deux équations g=® gy =%

Etant donnée une équation algébrique entre « et z, le degré de cette
équation par rapport a  est égal au nombre des valeurs de u, tant
infinies que finies, qui répondent  une valeur quelconque de z. Pour
cette valeur nous choisirons = = « . Nous continuerons & désigner par

du
¢ la dérivée 7 et nous conviendrons de représenter par c le rapport
» quelles que soient les valeurs de u et U.
Soit donc z infini. Supposons d’abord w fini : puisque l'intégrale

““du e . N .
::/ T est infinie, U est nul. Les p racines d’un des systemes cir-

culaires formés par les valeurs de u qui correspondent 4 z =0 sont
représentées par un développement tel que celui-ci :

-1
u—b=hzs P+4+...;
d’ou
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’, Y ] . u—=o . . . R E) ’
D’apres cela, le rapport —5— est infini avec = : ainsi l'on a ¢, = .

Si b n’est pas nul, il est clair que le rapport ¢ = %est infini; si b est

, , u—2>b Ca .
nul, ¢ étant egal a ] est encore infini.
, . u du e .
Remproquement, si les deux rapports T eL(_ZTJ sont infinis pour une

valeur finie de u, s est infini. En effet, il résulte de nos hypotheses
que U est nul. Si 5 était fini, on aurait

u—b=nr(s—ayp-+..., (2r>o0),
U=ph(s—a)t+..., (p>1);
u—2>b
U
On montrera de méme que, quand z est infini, si = est infini, les
deux parametres ¢ et ¢’ sont infinis; et réciproquement, que si ces
deux parameétres sont infinis en méme temps que u, z est infini aussi.
Don¢, pour que = soit infini, il faut et il suffit qu’on ait a la fois

le rapport » au lieu de devenir infini pour z=a, tendrait verszéro.

Revenons aux formules écrites plus haut. Sidn’est pasnul, onen tire

_1 1
u—>ob=~nce ro+...="hMe 9P, . ..

Pour ¢'=, p valeurs de u deviennent égales a b; pour c = ,p+gq
valeurs de @ deviennent égales &4 b : au systeme circulaive considéré
correspondent donc p valeurs de u égales a b el qui vérifient a la fois
les deux équations ¢ = %, ¢'= ». Si b est nul, on trouve

q 1
u=>"nr'e P4...=Nh"c P4-...,

d’olt la méme conclusion. Les mémes raisonnements s’appliquant au
cas ol z est infini, le théoreme est démontré.

Régle. — On formera les deux équations entrec et u et entre ¢ et u.
On fera ¢ = = ,¢’= . Le nombre des solutions communes, finies ou
infinies, des deux ¢quations ainsi obtenues est égal au degré cherché.

29. Corollaire. — Le degré par rapport & u de I'équation intégrale
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est au plus égal au degré par rapport & « de I'équation entre ¢ et u.
’ . u . . N

Or cette équation est F<u, Z> = 0. Son degré par rapport a v est au

plus égal a l'ordre de la courbe F(u, U) = o. Ainsi le degre cherché est

au plus égal a U'ordre de la courbe représentée par I'équation a intégrer.
Remargue. — Avant de donner des exemples, nous signalerons un
cas oli-'on connait sans caleul l'ordre de la courbe intégrale : c’est
celui ol tous les parametres ¢, sont nuls.
Dans ce cas, u ne peut pas étre fini pour des valeurs infinies de z; car,
en vertu de la démonstration qui vient d’étre faite, ¢| serait infini. On

ne peut pas supposer non plus que, « ¢t z étant infinis, gg = U soit
n}ll : car, si z est infini et U nul, le rapport <%>u=u: ¢, est néces-
sairement infini.

En conséquence, aucun des coefficients angulaires des directions
asymptotiques de la courbe intégrale n’est nul. Dans I’équation inté-
grale f(u, 5)=o,le terme du plus haut degré en z a pour coefficient une
constante : sans quoi un au moins des coefficients angulaires des direc-
tions asymplotiques serait nul. De plus Vordre de la courbe intégrale
est égal au degré p. de son équation par rapport & z: car, si cet ordre
était supérieur a p, les termes du degré le plus élevé de I'équation
contiendraient nécessairement en facteur une puissance de u, et un au
moins des coefficients angulaires des directions asymptotiques serait nul.

Ainsi, dans ce cas, l'ordre de la courbe intégrale est égal au plus
haut exposant ¢ de la variable U dans 1'équation  intégrer.

Iixemples de la détermination du degré de I’équation intégrale
par rapport a u.

30. Exemple I. — Soit ’équation différentielle
(b— )0+ 4 +1) U+ w(2u®+1) =o.
Le terme de degré le plus élevé étant le terme 2u°, les parametres ¢
sont tous nuls pour les points de la courbe situés a I'infini.

Comme nous connaissons les valeurs de u qui répondent & la valeur
U=o, nous'pouvons, pour étudier les parametres ¢, former I’équation -
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entre ¢’ et u, au lieu de former celle entre ¢’ et U. De I’équation pro-
’ . ’ -
posée on déduit

U= = 2(2w - 1)+ (B4 2)Voud+1
- 4 — u? ’
d’olt
1 dU — 34 u? 3u? 14(1 4+ u3) — ub
.{’— —_— — 5 4 .

T T du T (4 — ) (4—ud) V21

Pour U = o, on a, soit u = o, soit 2u° + 1 = o. Pour u=o, il est vi-
sible que " est nul : ¢ est infini. Pour les trois racines de I'équation
20’ +1=o0, 7 est infini : ¢ estnul.

Donc, si U'intégrale est bien déterminée, elle ne peut étre qu'algé-
brique.

Cherchons le degré par rapport & u de I’équation intégrale. .

Faisons dans I'équation proposée u =cU, ou bien u = = d’ot
U=yu : il vient, apres suppression du facteur commun ,

(b — ) vPu-+4(2ud+1)y + (21 +1)=o.

Pour 7 = o, cetle équation se réduit &

(1) w(2u+1)=o.

Quant & I’équation entre ' et u, si 'on y fait 9" =o, puis qu'on
chasse le radical, on obtient
(2) (bhw) (2wb+1)— (3u?) [14(1+ u?) — uf]*=o.

On voit immédiatement que les équalions (1) et (2) n’ont d’aulres
racines communes que deux fois la racine z = o. Dong, si U'intégrale
est algébrique, I’équation intégrale est du second degré par rapport
au.

En effet, 'intégrale u est donnée par I'équation u?z* — 2(z+u) = o.

31. Exemple II. — Soit I’équation
U — U+ 4ul—27ub=o.
Faisons U = ju. Cette équation devient

vut— 2t + fut—oyut=o0

ou bien
Y u— P+ hu—ayut=o.
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Pour 7 = o, ses quatre racines sont les racines de I'équation
(1) u(4f—ayut)y=o.
e s . , . . dU ., .
Différentions I’équation proposée, et faisons 7'= —— : il vient
du
BU2—2U)y +6u(2—27u*) = o.
Eliminons U enlre cette équation et la proposée : nous trouvons
W (2 —27u)2[6°uwd (2 — 27u®) 4 62y u — Y* (4 —27uP)] =0

ou bien
6% w?(2 —27u®) + 6* u—v3 (4 —27u®) = o.

Pour 9 = o, les six racines de cette équation sont celles de I’équation
(2) w2 —a2yud) =o.

Les équations (1) et (2) n’ont qu’une seule racine commune, savoir
n=o. Done, si Iintégrale est algébrique, elle est rationnelle. Effcc-
tivement I’équation intégrale est

Cet exemple est emprunté au troisieme Mémoire de MM. Briot et
Bouquet sur la théorie des fonctions (Journal de I’ Ecole Polytechnique,
XXXVI¢ Cahier).

Exemple I1II. — Soit I'équation .
2uU’—3u+1=o.

Faisons U = yu. Cette équation devient
2yt et — 3yt w4+ 1= o.

Pour 7= o, elle admet quatre racines infinies.

, . dUu 1 .
L’équation entre /= —— et ¢ = — est la suivante :
u 144

2

[1842 — (9 4+ 1) ¢* P — 972 (6 — 5¢*) (6y'—1) | =0

ou bien
[18¢2—(9y' +1) 92— 97 (6% — 5¢*) (6" —1) =o.
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Pour y'= o, cette équation admet quatre fois la racine ¢ = o. Ainsi
les équations y=o0, /=0 ont en commun quatre racines infinies.
Done, si 'équation intégrale est algébrique, elle est du quatrieme
degré par rapport & u. Effectivement, cette équation est

61z 14432 — 27358 ur—3) + 2702 (e —1) =o.

Cet exemple est cité par MM. Briot et Bouquet (Fonctions ellipiiques,
p. 220).

32. Application. — Nous allons appliquer les principes précédents
a I'étude de la fonction inverse de I'intégrale elliptique de seconde
espece. Désignons cette fonction par « : elle satisfait & I'équation diffé-

rentielle
. w'

I
0 (=) (1 — )

ou bien
WU — (1 — u*) (1— K*u*) =o.

On voit que les directions asymptotiques de la courbe représentée
par cette équation sont paralleles aux axes coordonnés. Les para-
metres ¢ sont nuls ou infinis. En conséquence, 'intégrale u, si elle n’a
en chaque point qu'un nombre’limité de valeurs, est une fonction
algébrique. L’équation qui lie « et z est du second degré par rapport
4 5. Cherchons son degré par rapport a u.

Posons U = yu : il vient

Vet — (1 —u?) (1 — A*ut) = o.

Cette équation, du sixieme degré par rapport 2 u, donne pour 7=o
quatre valeurs finies et deux valeurs infinies de u.

. dU . .
~ 9 [ vz N ’
Formons I'équation entre u et y'= ——- L’équation & intégrer peut

s’écrire
U= Vit— u?) (.‘1 — /c“-’u’-’)’
w-
d’ou résulte
,__dU0 (14 k2)ud—2

=

T du u“\/([-——u“")(!-—— /fﬁu‘-‘).
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Mettons cette équation sous forme entiere,

(11— )1 — R w)yr— (1 + )t —2]P=o.

Elle est du dixieme degré par rapport & u. Pour 7'=o elle donne
quatre valeurs finies et six valeurs infinies de U. On voit immédia-
tement qu’aucune des valeurs finies de z qui rendent  nul ne peut
annuler ¢/, & moins que £* ne soit égal & 1. Ce cas étant exclu, les
équations y =o, 7 =o0 n’ont en commun que deux solutions, savoir
deux valeurs infinies de u.

Le degré de I’équation intégrale par rapport & « est done 2. Cette
équation peut s’écrire

>

2+4+a2Bs+C=o,

A, B, C désignant trois polyndmes entiers en «, de degré inférieur ou
égal & 2. On en tire
— B +yB*—AC

A '

~ =

Prenons la dérivée par rapport a u

1 _ds _ BA'—AB"  aB(BA'—AB') + A(AC'—CA))
U du A® T aA/BT—AC

u*
V) (1 — 2 u®)
drait d’abord que BA”— AB’ fut nul, c’est-a-dire que B fut égal 4 %A,
7 désignant une constante. Il resterait alors

Pour que le second membre put étre égal i » il fau-

ds AC — CA’

du — a2 A \//_\ \/)T'\ rC.

cop u? .
Or, pour z infini, n’est pas nul, tandis que
V(t— «?) (1 — ku?)

AC — CA' N
——=———— ne peul étre que nul.
AVAVIEA—C

Ainsl nous retrouvons cette propriété bien connue : la fonction
inverse de I'intégrale elliptique de seconde espece a, en chaque point,
une infinité de valeurs.
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ITI. — Intégration des équations du genre zéro.

33. Le cas ol I'équation & intégrer est du genre zéro a acquis une
importance spéciale, par suite d’'une remarque fondamentale que 1'on
doit & M. Hermite ().

M. Hermite a montré que : St l'intégrale u est uniforme et doublement
periodique, la courbe F = o est du premier genre; si l’inzégmle est uni-
Jorme et rationnelle ou simplement périodique, la courbe F = o est uni-
cursale.

M. Picard a donné depuis (*) une proposition qui comprend celle-Ia :
S’1l exuste une relation algébrigue entre deux fonctions uniformes de la
variable z, sans autre potnt singulier essentiel que le point s = o« , celle
relation ne peut étre que duw genre scro ou du genre 1.

Mais la démonstration de M. Hermite ne s’applique pas seulement
aux fonctions uniformes. Elle prouve aussi que, s’il existe une relation
algébrique du genre zéro entre la fonction u et la variable =, ou bien

entre w el une exponentielle ¢, 'équation différentielle entre z et U
est du genre zéro. La proposition de M. Hermite comporte done des
réciproques de deux types différents : réciproques relatives aux inté-
grales uniformes, réciproques refatives aux intégrales non uniformes.

Nous traiterons & par(, dans le Chapitre suivant, les intégrales uni-
formes. Nous nous bornerons ici & examiner les équations du genre
zéro, nous proposant de reconnaitre si Pintégrale est bien déterminée,
et de I'obtenir quand elle I'est. '

Quand I'équation différentielle F(u,U)=o0 est du genre zéro,

o

I'intégrale z :_—j % n’a d’autres périodes que des périodes polaires;
la fonction inverse u, si elle est bien déterminée, ne peut avoir plus
d’une période. D’od deux cas, suivant que I'intégrale est algébrique
ou simplement périodique.

Le cas ot 'intégrale w est algébrique vient d’¢tre étudié en général.

(1) Cours autographié de 1'Ecole Polytechnique, 1873. — Proceedings of the Londor
math. Society, t. 1V, 1873.
(2) Bulletin des Sciences mathém., 188o.
Ann. de ’Ec, Normale. 2¢ Série. Tome X1, — AvriL 1883, 19
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On pourra aussi, apres avoir exprimé rationnellement les coordonnées «
et U en fonction d’un parametre ¢, obtenir, par la méthode de M. Her-

. . Sy - d t
mite ('), la partiealgébriquedel'intégrale s = TII_L = j((z)) dt. Pour
que P'intégrale u soit algébrique, il faut et il suffit que la différentielle
. - ¢
de cette partie algébrique de = soit exactement égale a /((t)) dt.

Il reste & traiter le cas ¢l I'équation F(u, U) = o vérifie les condi-
tions nécessaires pour que lintégrale pmsw étre bien déterminée et
simplement périodique.

3%. Tuconive. — Etant donnée I"équation differentielle F(u,U) = o,
st celle équation est du genre =éro, et si les paramétres c et ¢, sont tous
Jinis et tous commensurables entre eux, l'intégrale w est racine d’une
¢quation algebrique dont les coefficients sont des fontions enticres d'une

exponentielle ¢.

Les nombres ¢ et ¢, étant tous commensurables enlre eux, il existe
un nombre gtel que les quotients des ¢ et ¢, par ce nombre séient des
entiers positifs ou négatifs sans diviseur commun. Considérons I'inté-
grale

e
du

3= T

©

Celte intégrale n’a d’autres périodes que des périodes polaires, puisque
Péquation F(u, U)= o0 est du genre zéro; et nous avons vu au n°7
que ces périodes polaires sont égalesa des multiples entiers des quan-
tités 2imc et 2inc,. D'aprés la définition de p, I'intégrale

N “du
—5) U

v

O n

n’admet que des périodes polaires, qui sont des multiples entiers de
2im; et si p est le degré par rapport & U de 'équation F(u, U) = o,
cette intégrale a en chaque point p valeurs, augmentées de multiples
quelconques de 2¢7.

(1) Cours d’Analyse (imprimé), p. 265 et suiv.
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1 % du

En conséquence, la fonction &) Taen chaque point que 1. valeurs
distinctes. De plus, cette exponentielle n’est infinie que quand son

exposant5P est infini ; mais les parametres ¢ et ¢, élant tous finis, les

infinis de z sont tous des points singuliers logarithmiques simples
(véciproque du théoreme II du Chap. 1) : en ces points on a donc

s=c,L(u—0)-+-..., siuestfini

ou bien
s=cLu-..., si « est infini.

Les mppor'ls - et - etmt des entiers, I'exponentielle e* est de l'ordre

d’une puissance cnuere de v — b ou de . Elle n’est donc infinie que
quand u est infini : le point w = west, soit un pole proprement dit
de cette fonction, soit un point critique algébrique en méme temps
qu’un péle. Quant aux points critiques pour lesquels = est fini, il suffit

de développer e* en série pour reconnaitre que ce sont des points cri-
tiques alg gébriques de cette fonction.

De ces trois proprictés de la fonction e? il résulte que cette fonetion
est une fonction algébrique de « (!
Le théoreme est ainsi démontré.

35. Awire démonstration. — Le théoreme qui précede peut aussi
s’établir au moyen d’un lemme qui est évident.
Levme. — Pour que l'intégrale d’une différentielle rationnelle = T X

ne contienne pas de partie algébrique et s'exprime par un scul logarithme
ayant pour argument une fonction algebrique de t, il faut etil suffit :
1° Que le polynéme o (t) soit d’un degré moindre que le polyndme [ 1 ;
. . © . . A e .
2° Que la fraction % n’ait que des infinis simples;
3° Que tous ses résidus sotent commensurables entre euz.

Cela posé, soit n 'ordre de la courbe IF(u, U) = o, supposée unicur-

(1) Brior et Bovquer, Fonctions elliptiyues, p. 216.
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sale. Les coordonnées.d’un point de celte courbe s’expriment ration-
nellement par les formules

()
0 ()

(¢)

(¢)

Y, y et 6 étant trois polynomes du degré z en ¢; ces (rois polynomes sont

premiers entre eux, mais pas nécessairement premiers deux a deux.
En posant

<
>~

, U=

|

U= >

(==

dy do
l’—"——— ,—————
1‘)_dt’ Dwdt

9

on trouve, par un calcul facile,
0L/ — 074
ds = —d‘i—-——{)dt.
0y,
Je ne fais qu'indiquer la marche & suivre pour reconnaitre que cette

différentielle vérifie les conditions du lemme ci-dessus.

ds .
est du degré 2n — 2 au plus et

1° On voit que le numérateur de —

son dénominateur du degré 2n.

2° De ce que les parametres ¢ et ¢, sont tous finis, on déduit que les
polynomes 0 et y sont premiers entre eux et que toute racine multiple
d’ordre m de I’un de ces polynomes est racine d’ordre m — 1 au moins

. . ds . .
du numérateur 6" — ¢'¢; en sorte que la fraction — n’a que des infinis
simples. '

3° Le résidu A relatif & une racine simple @ du polynome 0 est égal
. 122 . . A ,
a— (U) = —c. Siaestracined’ordre « du polynome 0, le résidu
t=a
, . u A ’ e
correspondant est égal a —~a<ﬁ> = —«c. De méme le résidu B
t=a

relatifa la racine b, supposée racine d’ordre 3 du polynome y, est égal

s du ’ , ) .
A ﬁ(ﬂﬁ);:f” B¢,. Les nombres « et 3 étant des cnt.iexs el les para-
metres ¢ et ¢, étant tous commensurables entre eux, les résidus A et B

sont aussi tous commensurables entre cux.

36. Voici comment on obtiendra I’équation intégrale. A toute ra-
cine finie et différente de zéro de I'équation aux paramétres ¢ r¢é-
pond au moins une racine @ de I'équation 0 =o, qui est en méme
temps un infini simple de g—;’:- Si cette racine a est racine d’ordre «,
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Péquation aux paramelres ¢ admet « fois la racine ¢, et le vrésidu cor-

ds . . . .
respondant pour — est — ac, tandis que, si a est racine simple, ce

résidu est — c¢. D’ailleurs il peut arriver qu’d une aulre racine a,,
différente de @, corresponde la méme valeur de ¢. D’apres cela, Ia
somme des résidus A est exactement égale d la somme, changée de
signe, des racines ¢ multipliées chacune par son ordre de multiplicité,
c’est-a-dire & la somme changée de signe des racines de I’équation aux
parametres c.

On verrait de méme que la somme des résidus B est exactement
égale i la somme (prise avec son signe) des racines de I'équation aux
parameétres ¢ . -

Nous avons appelé p le plus grand diviseur commun & tous les
nombres de la suite formée par ’ensemble des parametres c et ¢ : p est
un nombre entier ou fractionnaire, incommensurable ou méme imagi-
naire, tel que chacun des ¢ soit de la forme ¢; = d;p, et chacun des
¢, de la forme (c,);= dip, les d; et 0; étant des entiers positifs ou
négatifs qu’aucun entier ne divise tous a la fois; plusieurs peuvent
étre égaux enlre eux.

Soient ¢, = ppy, €2 =pp., ... les & valeurs de ¢ pour lesquelles d; est
positif.

Soient ¢, = —pn,, Chs=—pns, ... les £ valeurs de ¢ pour
lesquelles 9; est négalif.

Soient (¢,),=pp,s (¢))e=ppy, ... les A valeurs de c, pour les-
quelles d; est positif.

Soient (¢, )y = — p7,, (¢} )wrss = — pn,, ... les £ valeurs de ¢, pour
lesquelles 0 est négatif.

Tous les nombres py, pa, <.y Ry Ray ooy Pla Par vevs Ry Ty onn
sont entiers et posilifs, et premiers entre eux. Il est clair que 'inté-
grale z s’exprimera en fonction de ¢ de la maniere suivante :

i=h i=k
z:-—-pr,-L(l ) +EP”[L(["“ Apri)

i=1 i=1

i=h i=r

p/l; L(t - ])/LI_H').

N

Y epiL(e— b)) —
i=1

i=1



150 I.. RAFFY.

Le méme terme peut se répéter plusieurs fois au second membre. On
peul encore mettre cette équation sous la forme

3

e (6 — @poy V(L — gyn)e oo (b — D)V (E— Dy)P .. )
T (t—a )P (L —ay)Pr (L= g ) (L —bpra )L

On voit que le numérateur est un polynoéme du degré Sn;+ Zpj, le
dénominateur un polynome du degré =n;+ Ep,. En vertu d’un théo-
reme démontré au n° 13, on a

Sc =3¢},
égalité qui résulte aussi de ce que le résidu intégral de la fraction
. ds .
rationnelle = est nul. Or nous avons ici
Se==Spp;—Son;, Sey=Ssp;— Spu,
d’o résulte la relation
Snp- Spi= Sng - Spg.

La fraction rationnelle qui représente ¢ a done ses deux termes du
méme degré N; et ce degré est connu, puisque tous les nombres p et
sont connus. Mais il peut arriver, comme on le verra bientot sur un
exemple, que cette fraction rationnelle soit une puissance exacte d’une
autre fraction rationnelle & termes de degrés moindres. Pour obtenir
directement la fraction la plus simple qui puisse représenter I'expo-
nentielle cherchée, nous supposerons qu’od ait exprimé rationnel-
lement les eoordonnées w et U de la courbe F(u, U) = o.

37. Reprenons les formules

—

e 7 .
u__g(l) (/[[—U:/‘U“

T U)’ ds T 0(¢

—

données plus haut. On en déduit
ds _ 1 du_ 0y — 0y
dt U de 07
At 7 5 . . . ’ N .
Cest celte équation qu’il s’agit d’intégrer, sans connaitre les racines
du dénominateur : car il peut se faire qu’on ne sache pas les obte-
nir. Rien n’est plus facile que de faire disparaitre les facteurs com-
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muns au numérateur et au dénominateur (recherche du plus grand
commun diviseur). Nous allons donc résoudre la question en supposant
que la fraction considérée ait ses deux termes premiers entre cux.

. [} . . A A
Soit 0—/— cette fraction. Puisque ["on connait les deux polynomes 0,, 7,
1 /.1 v -

qui ne sont autre chose que les polyndomes ¢ et y apres suppression

d’un certain nombre de facteurs bindmes, on sait mettre la fraction 5—"”—
171

0 -
sous la forme -0 —+ %2.
0, & 8
Considérons la fraction 0—" Puisque toutes les racines @ de son déno-
1

minateur sont distinctes, scs résidus auront pour valeurs les diverses
8o ()
0y(¢)
vement les diverses racines de I’équation 6, = o.

Or nous connaissons ces résidus, ou du moins une suite de nombres
parmi lesquels figurent tous ces résidus : en effet, les racines simples
de I'équation aux parametres ¢ sont des résidus de cette fraction; et si
¢, st une racine quintuple, par exemple, de cette équation, certains
des nombres¢,, 2¢,, 3¢,. 4¢,, bec, seront des résidus.

Soit ¢ 'une des racines simples de I’équation aux parametres c.
Posons

valeurs que prend le rapport quand on substitue & ¢ successi-

G _
o)

b

~

et cherchons les racines communes a celte équation et & I'équa-
tion 6,(¢)=o : il n’y en a qu’une. Nous séparerons ainsi un a un les
divers facteurs binomes de 6,(¢) auxquels correspondent les racines
simples de I'équation en c.

Posons ensuite

==

o)

W m=—Cyy, — 2Cy, — 3Cyy ..., — MCy,

¢, étant racine d’ordre m de I’équation en ¢, et cherchons les racines
communcs & chacune de ces équations et & 'équation ¢,(¢) =o. En
opérant de méme pour chacune des racines distinctes de I'équation
en ¢, nous décomposerons, en appliquant plusieurs fois le procédé de
recherche du plus grand commun diviseur, le polyndme 4,(¢) en un
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produit de facteurs de la forme

0,(6) =3,(£).7,(8). F3(¢). .. 5,(1),
les divers facteurs & élant tels qu’a toutes les racines de chacun d’eux
correspond le méme résidu — ac. Ces facteurs T pourront étre encore
de degrés trop élevés pour qu’on sache trouver leurs racines; mais
nous n’avons pas besoin de les connaitre.

0,
On sait mettre la fraction 2 sous la forme

0y
0o(8) _ @ (8) 102) uil_u_)
ND) ul([)+'\7(t)+".+§7[ 0

Chacune des fractions qui figurent au second membre jouit de cette
propriété que fous ses I‘bSldllS sont eqaux entre eux, et différents des
résidus des autres fractions. 1l est aisé de prouver que chaque numé-
rateur = est d'un degré inféricur au degré du dénominateur correspon-
dant &, et n’a aucun facteur binéme commun avee lui. D’apres cela,
chacun des numérateurs = est, & un facteur constant pres, la dérivée
du dénominateur correspondant 5. En effet, si I'on a

’f“):c( Lo >’

J(¢) L —a L — a, t—ay
a,, a,, ..., a; étant les racines de I'équation $(z) = o (qui sont toutes
différentes), il en résulte nécessairement w(z) = C5(¢).

0u(2)
0,(¢)

Ainsi la fraction est mise sous une forme qui la rend 1mmedla-

tement intégrable.

En effectuantau moyen des paramétres ¢, les mémes opérations sur la
/n( )

71(¢)
(]mtement intégrable.

Finalement, exponenticlle ¢* sera exprimée en fonction de ¢, de la
maniére suivante :

fraction

> on la mettra aussi sous une forme qui la rendra 1mmé-

L ABAT AR
Bﬁ' B'; . BE

les lettres A et B désignantdes polynomes entiers en ¢, tous connus, et
les o, 8 des multiples positifs du nombre appelé précédemment p. Mais
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il pourra arriver que p ne soit plus le plus grand commun diviseur de
ces exposants ; soif p’ ce nouveau plus grand commun diviseur :
posons
ai:P,a'i (i:1’2:"',h)-
= B (i:1)2,~"1k)1
il vient

3

. e gl ,
S_AVAT. AR
nﬁfrﬁa Bl

® e

Les deux termes de la fraction rationnelle sont du méme dcgre ce=

Np , i’
degré est T: N étant défini comme plus haut. On n'aura plus qu’a

I

£

éliminer ¢ entre les équations qui donnent u et ¢
tion intégrale.

, pour obtenir I'équa-

38. ExempLe. — [ﬂl(’olcl [’ gquau()n
27u(u—U)—(2U—3u)*=o.

L’équation est du genre zéro.

Les quatre valeurs de ¢csont ¢ = o, ¢ == x, c=1,c=1.
Les quatre valeurs de ¢, sont ¢, =1, ¢, =2, ¢, =3, ¢,
(Ces nombres sont tous commemurables entre eux; leur l)lllb grand

c.]m

commun diviseur p est égal & . Par suite, les résidus de & —; ont pour
valeurs 3p, 2¢, 20, 23 ——3p, -—39,—3p. '
Le nombre appelé plus haut N cst ici égal & g : I'exponentielle ¢** est
représentée par une fraction rationnelle ayant ses deux termes du
neuvieme degré.
Les coordonnées de la courbe F(u, U) = o sont exprimées par les
formules

1 (345 _ t(3—5¢)° )
=T i=at)p C T ay(t—1) (1— 20
On en déduit
ds _ 1 du 3(t—1)
dt U dt — " t(3—5¢2)(1—at)

Le facteur 1 — 22 représente §,; le produit £(3 — 5¢) représente y,.
Ann.de I’Ec. Normale. 2° Série. Tome XII. — Mar 1883. 20
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On a 3
Is 3(L—1) 6 3(3¢—1)
AT T G—ah)<t(3—5bt) 1—at | t(dt—3)
ou bien
ds _ —3  3(t—1)

T =1 =3y

La premitre fraction = est immédiatement intégrable. Les résidus

0,
relatifs b la seconde sont, parmi les nombres, 1, 3, §, &

Posons
3t—

20—

i

=1I.

wifw

Cette équation fournit une seule valeur de ¢, £ = o, qui est racine de

I’équation y, =o.
3

, . 3t —3 . R
En égalant la fraction —— successivement &

“ b

des valeurs de ¢ qui n'annulent pas y,. Posons

\

eta £, on obtient

o[to

&

On trouve 7 = £, valeur qui annule y,. D’aprés cela, on a

3(¢e—1%) 1 2
=37 T3

Il vient
ds 3

dt— T t—1

.I 2
+Z+l—~g’

d’oli, en désignant par C une constante arbitraire,

o tle—3) N Ot 3N
CECEEy TR U=y
La nouvelle fraction rationnelle n’est plus que du troisieme degré.
L’équation intégrale est (& — u)* — u* = o, en prenant C = — 25,

39. Nous terminerons ce Chapitre par deux indications générales "
sur les intégrales bien déterminées qui n’ont qu’une période.
Si l'intégrale u de I'équation F(u,U) = o est bien délerminée et n'a

qu'une période, le degré de I'équation intégrale par rapport 2 I'expo-
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nentielle qui y entre est égal au degré p. de I'équation F(u, U) = o par
du
U
équation, a en chaque point p valeurs distinctes, abstraction faite des
périodes.

» définie par cette

rapport & U. En effet, on sait que I'intégrale z = [

Tutorine. — St l'intégrale u de I équation différentielle ¥(u,U)=o0

est fonction algébrique d’une exponentielle x = ¢, la courbe représeniée
par Udquation intégrale f(u, x)= o est du méme genre que la courbe
représentée par ! équation dyférentielle ¥ (u, U) = o.

- du . . s , . (o
Quand lintégrale z = 7> ot U désigne une fonction algébrique
de u, s’exprime au moyen des fonctions algébriques et logarithmiques,

elle est de la forme
5:Zo+1\1,LZ1+!\-3LZ2+‘ ..+A,IIJZ”,

les A désignant des constantes qui, prises deux & deux, ne donnent que
des rapports irrationnels, et les Z des fonctions rationnelles de « et
de U. Cela résulte des travaux d’Abel.

Pour que I'intégrale u soit bien déterminée et simplement périodique,
il faut et il suffit que tous les A soient nuls, sauf un, et que Z, soit nul
identiquement. La relation précédente se réduit 2

s=plo(u,U);

d’ou

Eliminons U entre les deux équations
z=0(u,U), F(u,U)=o,

et soil f(u, ) = o I’équation résultante. Les deux courbes fet F dé-
pendent 'une de I'autre d’une fagon spéciale. On a en effet

u=u, x=cu(u,U),

¢’est-a-dire que les coordonnées des points de la courbe fsont des
fonctions rationnelles de celles des points de la courbe F. Réciproque-
ment, un procédé fourni par la théorie de I’élimination permet de
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déduire des deux équations F(u,U) =0, ¢(u,U) — 2 = o, I'expres-
sion de U en fonction rationnelle de z et de . On aura

w=u, U=1V{(u,x).

Les coordonnées des points de la courbe F sont des fonctions ration-
nelles des coordonnées des points de la courbe f. En vertu d’une pro-
position rappelée au n° 26, ces deux courbes sont du néme genre.

CHAPITRE 1II.

I. — Détermination du genre d'une courbe algébrique.

40. Lanotion de genre cst due i Riemann ('). Elle a été introduite
par Clebsch (?) dans la théoric des courbes et n’a pas moins d’impor-
tance en Géométrie qu’'en Analyse. En Géométrie, la définition précise
du genre d’une courbe & singularités supérieures présente des difficultés
sérieuses. Elle a donné licu & d’importants travaux, qui sont résumés
dans les Legons de Géometrie de Clebsch (t. II, Chap. I).

En Analyse, le genre de la fonction y définie par une équation algé-
brique f/{x, y) = o, ou le genre de la courbe représentée par cette
équation, est le nombre des intégrales abéliennes de premiere espece

fgo (@, y)dx relatives & I'équation /{2, y) = o. Cette définition n’est

pas identique a celle adoptée par Riemann, mais elle lui est équiva-
lente (*). De cette définition on déduit tres facilement que, s deux

(1) Theorie der dbelschen Functionen (Journal de Crelle, t. 54).

(2) Journal de Crelle, t. 63 et 64.

(3) Consulter, sur ces questions, la Thése de doctorat de M. Simart : Commentaire sur
deux Mémoires de Riemann..... (1882). .
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courbes algébriques se correspondent point par point (c’est-a-dire si les
coordonnées de lout point de l'une sont des fonctions rationnelles des
coordonnées d’un point de ['autre), ces deux courbes sont du méme genre.
Cette proposition, que nous avons invoquée précédemment (n°*26 et 39),
a de nombreuses applications géométriques. En outre, elle permet
d’énoncer, sans aucune restriction, le théoreme suivant, qui est capital,
et que Riemann a découvert:

TaeoriME ('). — FEtant donnée une équation algébrique f(x.y) = o,
irréductible et de degre m par rapport a y, le genre de la fonction y, de-
Jinie par cetle équation, est égal a la demi-somme des ordres des points de
ramification de cette fonction, diminuée de m — 1.

En d’autres termnes, le genreest égal a la moitié du nombre des lacets
binauires relatifs aux points critiques de la fonction 'y, diminucede m — 1.

Désignons par p le genre, par N le nombre des lacets binaires. Le
théoreme précédent s’exprime par U'égalité

2(p+m—1)=N,

qu’on peut écrire
. o2(p+m—1)=Z2(r—u),

en désignant par rlenombre des racines y qui forment I’un des systemes
circulairesrelatifs 2 un point critique de la fonction y. Cette relation a
lieu, quelles que soient les singularités de la courbe f(x, y) = o0 : la
sommation indiquée au second membre s’étend 4 tous les points criti-
ques de la fonction y, tant a ceux situés a I'infini qu'a ceux situés &
distance finie, et a tous les systemes circulaires formés par les valeurs
finies ou infinies que prend y en chacun de ces points critiques.

D’apres cela, la détermination du genre d’une courbe algébrique
revient & celle du nombre Z(r — 1). Nous allons exposer une méthode
qui permet d’obtenir ce nombre X(r — 1), et par suite le genre p, sans
qu'il soit nécessaire de connaitre les points critiques de la fonction y,
ni les valeurs qu’elle prend en ces points.

(1) Voir la Thése de M. Simart (n° 71 a 83) et la démonstration de M. Elliot, reproduite
dans la Theorie des fonctions abéliennes de M. Briot.
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41. Cette méthode consiste a ramener le probleme proposé au pro-
bleme suivan(, que nous allons résoudre :

Etant donnée une équation algebrique irréductible f(x,y)=o, on
sait que pour x = a plusieurs valeurs finies de y deviennent égales; on
ne connait ni leur nombre ni leur valeur commune : on demande com-
bien de ces valeurs sont des fonctions nonr uniformes de x aux environs

du point x = a.

Désignons par & la valeur inconnue des racines y qui deviennent
égales au point & = a. Les racines y, qui ne sont pas uniformes aux
environs de ce point, se distribuent en systemes circulaires dont
chacun est représenté par un développement tel que

q q+1 q+2
D=l Rz —a) by (o —a) P hy(a—a) T A

p est le nombre des racines qui composent le systeme circulaire : ¢’est
un enlier au moins égal a 2; ¢ est un entier positif quelconque, qui
peut étre un multiple de p. Certains des coefficients 4, 4,, ... peuvent
étre nuls, de sorte que le développement peut commencer par plu-
sieurs termes 2 exposants entiers; mais il contient nécessairement un
terme au moins & exposant fractionnaire irréductible de dénomi-
nateur p, et il peut contenir des (ermes & exposants fractionnaires

irréductibles dont les dénominateurs soient des sous-multiples de p.
7y

Soit 2'(ax — a)" celui des termes & exposant fractionnaire irréductible
qui a le plus pelit exposant, et soit p., le plus petiL entier supérieur

R SR ) , 2
a [f—’ Prenons les dérivées d’ordre p, des deux membres de 1'égalité
1

' A
précédente; les termes qui précedent le terme en (2 — a)” forment

un polynome entier de degré au plus égal & p,— r:la dérivée
d’ordre 1, de ce polynome est nulle, et il reste

dry "»/—‘ iy Y \Zl—:L 1
ZZIIP-: =0"(x—a) + N(x—a) a “+..
. g PO (oo d
par hypothese, l'exposant ]—’;—’ — p. est négatif : la dérivée dx’{ est
1 1

infinie pour x = a, ainsi que toutes les dérivées d’ordre supérieur
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a p,; toules les dérivées d'ordre inférieur a p, reslent finies pour
x = a. Supposons formée I'équation qui lie et —— : pour z =a,

cette équation aura p racines infinies, puisque le developpement de
flll/
daxtt

Supposons qu’il y ait un autre systeme circulaire de racines nulles
pourx = a; soient p' le nombre des racines de ce systeme et ., le plus
petit entier supérieur au plus petit exposant fractionnaire qui figure
dans son développement : ., sera, par exemple, égal & 3, et p., égal

a, comme celui de y, p valeurs en chaque point.

ary , .
~5> cette equation aura

p racines infinies pour =« el pourra n’en avoir que p, tandis qu'il
y a au moins p + p’ racines y qui ne sont pas uniformes aux environs

a 2. Si I'on forme I'équation entre x et

v

du point = a. Au contraire, si 'on forme |’équation entre x (,t(i

celte équation aura au moins p + p’ racines infinies pour x = a.
Nous allons assigner un nombre entier ic tel .que le nombre des

d*:
T 2 admet pour z = a soit
exactemenl ¢gal au nombre des racines ¥ qui ne sont pas uniformes

aux environs du point x =a.
1

racines infinies que I'équation entre x et ——

42. Lemme. — Soit f(x, y) = o une équation algebrique irréductible

du degré m en y ; soit
R(‘L) :./‘_’)'(w;gyl ) /; ('1:74,}‘42 beo f;('l;;)"m)

le discriminant de cette équation; soit & = a une racine d’ordre o de ce
discriminant, et soit k le plus petit entier supérieur a ;- On forme [’ équa-

d*y
drt’
infinies, parmi les valeurs finies dey qui deviennent égales au point x = a,
il y en a n ¢t n seulement qui ne sont pas des fonctions uniformes de x
aux environs de ce point. Si cette équation n’admet pour x = a aucune
racine infinie, les valeurs finies de.y qui deviennent égales au point x =a
sont toutes des fonctions uniformes aux enyirons de ce poind.

tion qui lie x et - Si, pour x = a cetle éyuation admet n racines

Considérons les développements en série suivant les puissances de
r — a qui représentent les différents systemes circulaires formés par
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les racines y qui deviennent égales au point & = a, mais ne sont pas

uniformes aux environs de ce point : soient 2, 22, 22,
. i . Py P2 Ps
petits exposants fractionnaires qui figurent dans ces différents déve-
loppements. Notre lemme sera établi si nous prouvouns que % est supé-
rieur & tous les nombres 74, 22, ...
Pr P

Pour le prouver, nous n’avons qu’a nous reporter a I’exposition de
la méthode de M. Puiseux qu’on trouve au Livre I, Chapitre II, de la
Théorie des fonctions elliptigues de MM. Briot et Bouquet. .

‘Supposons d’abord les racines séparées des la premiére approxima-
tion. I'un des systemes circulaires est représenté par la formule

-+ les plus

z 1 2 :
y=bb+(x— a)"[vd- (e —a)P+ hy(x —a)P—+.. .J,

ol ¢ et p sont premiers entre eux : le systeme se compose de p ra-

cines, et 'exposant ]q)—‘ n’est autre que;]—)- Parmi les p valeurs distinctes
. 1 iy .

1
-, ‘1 - l
de (& — a), j'en considere deux dont les arguments different de 2 —1;,
{n’étant pas un multiple de p : il est certain qu’il y a au moins deux
) :
valeurs telles de (x — a)”, puisque p est au moins égal & 2. A ces deux
1

valeurs distinctes de (x — a)” correspondent deux racines distinctes y,
et y, appartenant au systeme circulaire. Les deux différences (y, —y,)
4

et (¥, —y,) sont de Pordre de (x — a)”; leur produit est de I'ordre

q

2~ . . . , )
de (¢ — @) ”. Or on sait que le produit des différences deux & deux des
racines y de I'équation f(a,y) = o est égal, an signe pres, au diseri-
minant R(x) : ainsi R(x) contient le facteur (x — a) 4 une puissance

enliere « certainement supérieure ou égale a 2 Z; on a donc

”c

d’ol résulte
7<% <,
pT 2

el, comme £ est égal 4 Z, on a bien £+ < £.
P P - P
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Supposons maintenant que les racines ne soient séparées qu’'a la

seconde approximation. L’un des systémes circulaires sera composé
de pp’ racines et représenté par la formule

: A 4 s 2 )
y=b+(x—ayiy+ (z— (z)”l"[w’l “+ (2 — a)’P + hy(x — a@)PP + .. ] f.

Ici p et ¢ ne sont plus nécessairement premiers entre eux; p peut

étre égal & 1 ou bien diviser ¢. SiZn’est pas entier, 'exposant £t est
P

P
r

, \ . . , agp'+aq’ . .

égal a ;-]9-; sinon, il est égal & q—/pp—,’, qui n’est certainement pas un

entier, puisque p’, premier avec ¢’, ne peut pas diviser gp’ + ¢'. Parmi
1

les pp’ valeurs de (x — a )", j’en considere deux dont les arguments dif-

ferent de 2[71;,) / étant un multiple de p, mais non un multiple de pp’.

1
A ces deux valeurs distinctes de (x — a)”” correspondent deux ra-
g
cines y, et y, qui ont les deux mémes premiers termes b + ¢, (x — a);
qr'+q’

mais le terme ¢,(x — @) " n’a plus la méme valeur dans le dévelop-
pement de I'une que dans le développement de 'autre. Le produit des
. Ll
deux différences (v, —y,) et (y.—y,) est de 'ordre de (x —a) ™,

et il résulte du raisonnement précédent que 'on a

! !
qpr "’*';q < k.
124
v ps e , . agp' +q' .
Or &t est inférieur ou égal 2 M};j—),i On a donc bien encore % < k.
1 - 1

Il est clair que les mémes conclusions subsistent, quel que soit'ordre
de Papproximation qui sépare les racines y. Supposons, par exemple,
que ce soit la quatrieme. L’un des systemes circulaires sera représenté
par un développement tel que

7,

7 94
y=0+ v (x—a)+ ¢ (x —a)r "

g g 7 ¢ - o
PR i e e B
-+ (,1"1(();‘ f— a)f) rp /’I"”"+ ‘)I;I(x _ a)p e ppp Pﬂp'[’”’+ .

i
et il se composera de pp'p”’p” racines. A deux valeurs de (z — a)’""""
Ann. de UEe. Normale. 2° Série. Tome XII. — Mar 1883. 21
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Ix
dont les arguments different de 2 Py o {étant un multiple depp’p”,

mais non de pp'p"p”, correspondent deux racines y, et y» dont les dé-
veloppements ont les quatre mémes premiers termes, mais different

, ) q (]f [’/I qlll ) L. .
par le terme dont’exposant est; + o7 + T + 5P Désignant
pour abréger par N cet exposant, on a I'inégalité

N <k,

el comme l’exposant%‘ est égal, soit & N, soit & un des trois exposants
1

précédents, on a encore
71
p

<k,

ce qui démontre le lemme.
iy
On voit immédiatement que, si ’équation entre x et ['ﬂ n’admet

aucune racine infinie pour « = a, toutes les valeurs finies de y qui de-
viennent égales au point = a sont des fonctions uniformes aux envi-
rons de ce point; car, s’il y en avait qui ne fussent pas uniformes, le
développement d’un des systemes circulaires qu’elles formeraient con-

1
serait infini pour = a, contrairement & 'hypothese (*).

. . \ . . [ . dy
tiendrait un terme & exposant fractionnaire g—‘ moindre que £, et#

43. Marcue A survee. — Nous supposerons, comme on le fait tou-
jours dans la théorie des intégrales abéliennes, que le pointz = oo est
un point ordinaire de la courbe f(x,y) = o dont on cherche le genre.
S’il n’en est pas ainsi, on ramenera l’équation proposée & la forme
voulue au moyen d’une transformation homographique. En vertu d’un
théoreme énoncé au n° 40, le genre de la courbe transformée est le
méme que celui de la courbe proposée.

De plus, nous supposerons (ce qui revient 2 une simple transforma-
tion de coordonnées) qu’en tout point critique 2 = a la fonction y n’a
pas plus d’un groupe de valeurs égales, c’cst-h-dire que I’équation
fla, y) =o0 n’a qu’une seule racine multiple.

(1) Cette conséquence de notre lemme nous servira dans I’étude des intégrales uniformes.
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En vertu de cette hypothese, si # = a est une racine del’équation
R(x) :./;(‘T:]‘Of_-:-(x,.)"z) . ._}‘3’.(42?, J'In) — 0,

l’unique racine multiple & de I"équation f{a, y)= o, étant 'unique
acine commune aux deux équations f(a,y) =o et f/(a,y)=o, sera
une fonction rationnelle de a, que 'on sait trouver par la théorie de
I’élimination. Nous poserons b = ¢(a).
Ayant formé l’équation R(«) = o, nous pouvons, en appliquant la
méthode des racines égales, mettre son premier membre sous la forme

bien connue
R(z)=X,X:X3...X}... X2

On sait que les racines de 'équation X, = o ou les racines simples
de I'équation R(2) = o donnent des points critiques spéciaux, ou 7 va-
leurs de y deviennent égales et forment un seul systeme circulaire. II
suffit donc de déterminer le nombre 7 relatif a chacune des racines a de
I'équation X, = o. Pour cela remplacons y par ¢ () dans les diverses
équations

Sz, ) =0, [l(z,¥)=o0, ..., /“" M, ¥)=o,

et soient
F,(x)=0 F.(z)=o, oy Fpo(x)=0

ce que deviennent ces équations mises sous forme entiere. Autant I'équa-
tion X, = o a de racines communes avec I’équation F, = o seulement,
autant il y a de systemes circulaires de deux racines; autant I'équa-
tion X, = o a de racines communes avec les équations F, =oetF, = o,
autant il y a de systemes circulaires de trois racines; ... autant I’é-
quation X, = o a deracines communes avec foutes les équationsF, = o,
F,=o, ..., F,,., = o, autant il y a de systémes circulaires de m ra-
cines. En appliquant la méthode de recherche du plus grand commun
diviseur algébrique, on obtiendra la partie du nombre 2(r — 1) qui
correspond aux points critiques donnés par I'équation X, = o.

Remarque. — Si Von sait résoudre I'équation X, = o, la détermina-
tion précédente s’effectue sans recourir a la méthode du plus grand
commun diviseur.
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44%. Voyons maintenant comment il faudra procéder pour compter
les systemes circulaires relatifs aux points critiques donnés par I'équa-
tion X, = o et les racines dont se compose chacun de ces systemes.

On traitera I’équation X, = o exactement comme nous venons de
traiter I’équation X, = o. On remplacera ainsi I'équation X, = o par
plusieurs autres

s

>
;== 0, ceny §7:0,

oV

r
G2 — 0, 3 =0, vy

qui seront telles qu’en chacun des », points critiques donnés par les r,
racines de la premiere, deux valeurs de y et deux seulement devien-
nent égales; ... qu'en chacun des n; points critiques donnés par les »,
racines de I’équation & = o, ¢ valeurs de y et i seulement deviennent
égales, etc.

La somme r, = 2n, + 3n;+ ... + qn,= Zin; sera la partie de la
somme =r qui correspond aux points critiques donnés par I’équation
X; = o. .

Il suffit de compter les systemes circulaires formés par les n; racines
de I'équation & = o (qui pourrait n’étre autre que ’équation X; = o
elle-méme ).

Désignons par £ le plus petit entier supérieur i é on formera f{l;T’

au moyen de I’équation

dy __Ja.
de — [’
d . .ooa -
remplacant par sa valeur =£ qui figure dans I'expression %%, on ob-
dx © da?

tiendra E}/ en fonction rationnelle de # ety. On continuera ainsi jus-

s . ., dEby - . .
qu’a ce qu’on ait exprimé Txy'v en fonction rationnelle de z et y :

dr .
5= "[‘Z)}E :d{(.’l),)’),

puis on éliminera y entre cette équation et I’équation f(«, y)= o. On
obtiendra ainsi une équation du degré m par rapport a z et dont les
coefficients seront des fonctions entibres de o :

Agsm 4= Ayzm—1 A, _ 3+ A,,=o0.

Comme / est 'exposant avec lequel chacun des facteurs binomes de &;



RECHERCHES ALGEBRIQUES SUR LES INTEGRALES ABELIENNES. 165

figure dans le polynome R(x), celle équation est celle que concerne le
lemme établi plus haut.

Siaucune racine de I’équation £; = o n’annule A, les in; racines de
Y qui correspondent aux rn; racines de cette équation seront toutes
des fonctions uniformes aux environs des points critiques ot elles de-
viennent égales : la partie correspondante de la somme =(r —1) sera
nulle.

Si, au contraire, toutes les racines de I'équation & = o annulent les
coefficients des ¢ premiers termes de I'équation en z, aucune des in;
racines y qui correspondentaux racines considérées n’est fonction uni-
forme de z aux environs des points critiques ol ces racines deviennent
égales.

Ce sont la deux cas extrémes : dans le cas général, on formera par
la méthode du plus grand commun diviseur diverses équations

r__ o ' o o
3 ™0, §;=/0, ..., §;=0, ce.y, §; =0,

vy

telles qu’en tout point critique donné parl’équation &, = o, Aracinesy,
et ~ seulement, soient uniformes.

45. Nous sommes ainsi ramenés a traiter 'équation &, = o. 1l peut
arriver qu'on sache trouver ses racines : soit e I'une d’elles; b =9 (a)
sera I'ordonnée du point multiple correspondant. Si, ayant transporté
'origine au point x =a,y = b, on peut effectuer les résolutions d’équa-
tions qu’exige la méthode pour obtenir les systémes circulaires, on
aura la partie de la somme 3Z(r-—1) qui correspond aux racines de
I’équation £, =o0. Si I'on ne peut pas effectuer ces résolutions d’équa-

1

tions, on posera (x — a)* = &, ou bien x = a + 2, et 'on chercheru
combien de racines y sont fonctions uniformes de «' aux environs du
point '= o, c’est-a-dire combien de racines y sont fonctions uni-

"_i)- b . 7 . ’
formes de (@ — a)*. Pour cela, on n’aura qu’a calculer la dérivée
dky , . . - L L P N
T (ketant le plus petit entier supérieurd 2 -~ ou l> définie par I’équa-
tion f(a + «'*,y) = o, et & éliminer y entre I'équation qui fournit cette

dérivée et I’équation f(a + 2%, y) = o.0Onobtiendra ainsi une équation
du degrém qui aura, pour 2’ = o, un certain nombre ¢ — », de racines
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infinies : en vertu du lemme établi au n° 42, n, des i racinesy qui de-

1
vicnnent égales pour = a sont des fonctions uniformes de (z — a)*;
mais dans ce nombre figurent les % racines qui sont des fonctions uni-
formes de @ — a; il reste done n), — 4 racines ¥ qui ne sont pas des
fonctions uniformes de x — @, mais sont des fonctions uniformes de

(@ — a)*; leur nombre est nécessairement nul ou pair : elles se distri-

ny—nh
buent en =2

systemes circulaires formés chacun de deux racines.

Si’on n’a pas obtenu, par cette opération, toutes les 7 racines y qui
deviennent égales au pointz =a(c’est-d-dire si I'on n’a pas i — n, = 0),
! . . . .
on posera (xz — a)’=a, et, désignant par % le plus pelit entier supé-
. .30 ,, . , dk
rieur & —, on formera I'équation entre x' el ——7 : par ce moyen on
, . . . . +
comptera combicn de racines y sontdes fonctions uniformes de (x — a)?,
ou, ce qui revient au méme, combien de racines y se distribuent autour

du point x = a en systemes circulaires formés de trois racines.
1

En continuant ainsi jusqu’a ce que 'on ait posé (x — a) "= a2’ el

Ty . dky ,
formé I'équation en ZT'y/ correspondante, on comptera tous les systemes

circulaires formés par les ¢ racines y qui deviennent égales au point

x =a, et 'on connaitra la partie dela somme = (r— 1) qui correspond
i ce point critique.

46. Passons au cas olt 'on ne pourrait pas résoudre I'équation &, =o.
1

Désignons par @ une de ses racines et posons (x — a)* = ', puis for-

ke

mons l'équation entre &' et z = Zi—z%’ et faisons dans celte équation
x'=o. Les coefficients de cette équation seront alors des polynémes
en a : en cherchant les racines communes A un, -deux, trois, ... de
ces polynémes et au polynome &, (a), on comptera les systemes circu-
laires de deux racinesrelalifs aux divers points critiquesz = a. Suppo-
sons, en effet, que &), soit un polynéme du sixieme degré : si pour trois
des racines a,, a,, a, de ce polynéme le méme nombre { — n, , de ra-
cines z deviennent infinies et si pour les trois autres a,, a;, a,, un méme

: . " . . . . ny ., —Ah
nombre i — 2, , de racines z deviennent infinies, on aura 3 ——-—-*;—— Sys-
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temes circulaires de deux racines y correspondant aux trois points cri-

. o N a—h N . . .
tiques @,, a,, a, et 3 22— systemes circulaires de deux racines y

correspondant aux trois points critiques a,, a;, ;.
Alors on passera aux systemes circulaires de trois racines en posant

"i . ’ . ’ .
(x — a)’ = &' et étudiant séparément les racines des deux équations

E—a)i—a)(t—a) =0, ((—a)(ti—a)(i—a;)=o.

1
[En continuantainsijusqu’a ce qu’on ait posé, s'il y a lieu, (x — @) F =a,
on comptera tous les systemes circulaires formés par les racines y qui
deviennent égales aux points critiques donnés par I'équation £, =o.
En réunissant toutes les parties de la somme Z(7 — 1) relatives aux
diverses équations &, = o, on obliendra la partie de cette somme rela-
tive a 'équation £, = 0. On réunira les parties relatives aux diverses
équations &; = o, ce qui donnera la partie relative & I’équation X, = o.
Réunissant enfin les parties relatives aux diverses équations X,= o
avec la partie relative a I’équation X, = o, on aura la somme cherchée
"E(r—r1), et le genre sera fourni par la relation posée au début

2(p+m—1)=3I(r—ri).

¥7. Remarque. — La méthode qui vient d’étre exposée permet de
trouver le genre de toutes les courbes algébriques, quelles que soient
leurs singularités. Cette méthode ne comporte qu'un nombre limité
d’opérations, qui sont toutes possibles, puisque cesont de simples divi-
sionset ¢liminations. Mais elle peut conduire a des calculs trés longs.
C’est pourquoi, si quelques-unes des opérations partielles que nous
avons indiquées peuvent étre remplacées par les opérations correspon-
dantes de la méthode connue pour obtenir lessystémes circulaires, on
suivra de préférence cette derniere méthode.

Supposons, en particulier, qu’on sache compter les systemes circu-
laires de racines y qui répondent aux points a l'infini de la courbe
J(x,y)=o0 et le nombre de racines de chacun de ces systemes : on
pourra, en vertu du n° 40, se dispenser d’effectuer la transformation
homographique préliminaire, et!’on appliquera directementla méthode
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précédente aux points critiques pour lesquels x et y sont tous les deux
finis.
Soit, par exemple, I'équation

(y—a?)—adt=o,.

. . . A 1 1
On voit que « ety sont infinis en méme temps. Posons = Y=

).I

[’équation donnée devient

a' (a2 — "2 — "= o.

On en déduit

e N

oo

%
Ainsi, au point critique ' = o répondent deux valeursnulles de y’ for-
mant un systeme circulaire : pour ce systeme, 7 — 1 est égala 1.

La fonction y n’admet d’autre point critique a distance finie que le
point & =o, etl’on a

‘ J,:‘z,a_,r_ x:"

¢'est-a-dire que deux valeurs nulles de y forment un systeme circulaire :
pour ce systeme r — 1 est égal & 1. .

D'apres cela, 2(r — 1) est égal & 2. Doncp + m — 1 est égal & 1, e,
comme 7 = 2, p est nul. La courbe est unicursale.

Les exemples qui suivent montrent comment on doit appliquer la
méthode précédente, et comment on peuty apporter diverses simplifi-
cations, (que suggerent les cas a traiter.

48. Exemrre. — Trouver le genre de la courbe
yr— 2 (2 4+ 2z +1) =o0.

Le polynome R(x) estici égal  2®(2® + & + 1)°.

On voit sur 'équation méme que, pour chacune des racines de I'é-
quation 2® + x + 1 =0, y acquiert quatre valeurs nalles formant un
seul systeme circulaire. La partie correspondante de la somme 2(r—1)
est donc égale & deux fois (4 — 1), ou 6.

Passons au point critique z = o. L’équation proposée peut s’écrire

1 1
y=a* (22 4+ x +1)".
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On déduit de la

ay _
dz V=

1 1 1 _3
z Mttt let( a1 f(2a 1),

19)—=

et 'on voit que les quatre valeurs de )’ sontinfinies pour = o. Donc
les quatre valeurs de y qui deviennent nulles au point = o sont des
fonctions non uniformes de x. Elles forment, par conséquent, ou deux
systemes circulaires de deux racines, ou un seul systeme circulaire de
(Juatre racines.

Faisons ¢ = «'*. L’équation devient

yr— a2 24 1) = o.

: 4
Elle donne pour le rapport =, quandy et z’ sont nuls, quatre valeurs
x
distinctes : en conséquence, les quatre valeursde y qui deviennent nulles

avec - sont des fonctions uniformes de ' ou de 2 ; donc elles forment
deux systemes circulaires de deux racines. La partie correspondante
de la somme 3(r — 1) est égale a 2.

Au total, 2(r — 1) est égal 4 8. Faisons m =4, 2(r — 1) = 8 dans la
formule qui doune le genre. Elle devient

2(p —+3)=38.

On en tire p =1. Ainsila courbe proposée est du genre 1.

49. Exemeie. — Trouver le genre de la courbe
Yi4+at—5ay =o.

Le polynome R(z) estici égal & «'°(2'° — 4%). L’équation bindme
2'°= 4" n’a que des racines simples. Or /. se réduit icid 20)* et n’est
nul que siy et par suite 2 sont nuls. Ainsi, en chacun des dix points
critiques donnés par I'équation »'°= 4*, deux valeurs seulement de y
deviennent égales et forment un seul systeme circulaire. La partie de
la somme 3(r — 1) qui provient de ces dix points doubles est donc
égale & 10. .

Passons au point critique « = o. L’équation proposée donne pour y

Ann. de ’Ec. Normale. 2* Série. Tome XII. — Ma1 1883, 22
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cinq valeurs nulles quand x est nul. Calculonsy’; on a

!

Y=

zt—oxy
)”*——' z2

En éliminant y entre cette équation et la proposée, on obtient unc

équation en y’ qui a quatre racines infinies pour z=o. Donc une va-

leur de y est fonction uniforme de « aux environs du point = o.
Posons @ = z". 1l vient

Yz — Bty =o.

Si I'on fait y = vx’, on trouve

¢ —Dbp 4+ a'f=o,

ce qui montre que les cing valeurs du rapport % sont différentes pour
y==a'= o. Donc les cinq valeurs de y qui deviennent nulles avec x
1

sont fonctions uniformes de «* ; noussavons qu’une d’entre elles est une
fonction uniforme de « : il en reste quatre qui sont fonctionsuniformes
de &* et non de . Ces quatre racines forment donc deux systemes
circulaires de deux racines chacun. La partie correspondante de la
somme 3(r— 1) est égalea 2.

Au total, Z(r— 1) est égal & 12. Faisons m = 5, 3(r —1) =12 dans
la formule qui donne le genre. Elle devient

2(p~+4)=12.
On en tire p = 2. Ainsi la courbe proposée est du genre 2.
50. ExempLe. — Trouver le genre de la courbe représentée par I'équa-
tion
Sz y)=py—5(2+ 2+ 1) P+ 5(2+2+1)0y — 2z (2 4+ +1)'=o.

Les coefficients angulaires ¢ des directions asymptotiques sont les

racines de 'équation
¢t —5¢+5¢c—2=o,

et il est aisé de voir que cette équation a toutes ses racines distinctes.
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Les points singuliers de la courbe proposée sont donc tous & distance
finie. :

Nous allons chercher & exprimer rationnellement en fonction de «
la racine y commune aux deux équations f(a,y) = o, f (2, y) =o0. En
supprimant le facteur 5 commun & tous les termes de cette derniere
équation, on obtient
V=3 (x+ 2+ 1)+ (2 x + 1) =o.

Tironsy* de cette équation et substituons dans I'équation f(z,y)= o;
apres suppression du facteur commun 2* + @ + 1, cette équation de-
vient

yr—o(2+a+1)y+ax(2*+x+1)=o0.
Tirons-en y° et substituons dans la précédente; aprés suppression du
facteur commun a* + x + 1, il reste

Yi+xy —(2*x+1)=0.

Tirons encore y* de celte équation et substituons dans la précédente;
nous trouvons
xy 4 (22 +1)y —x(2?+4 2 +1) =o0.

Dans cette équation, mettons a la place de y* sa valeur tirée de 1'é-
quation précédente; il vient

z[(+x+1)—ay]+ (2 + 2+ 1)y —2(2>+a+1)=0
ou bien
y(x—+1)=0.

On voit par la que les valeurs critiques de  sont parmi celles qui sa-
tisfont aux trois équations

2+ x+4+1=0, y=0, T4+1=0,

L’équation «* -+ 2+ 1 =o0, jointe & I’équation /(z,y) = o, entraine
y=o0. La valeur x= — 1 ne donnera de point critique que si elle
annule le discriminant de I’équation proposée. Or ce discriminant’
est, & une puissance pres de (2* + x + 1), le premier membre de I'é-
quation qu’on obtient en éliminant y entre les deux équations ol il



172 L. RAFFY.
‘n’entre qu’au second degré; cette équation est
(z+1)*(2*+ 2 +1)=0.

Ainsi @ = — 1 est racine double du discriminant. Le point # = — 1 est
donc un point critique.

Etudions les points critiques donnés par I'équation 2® + & + 1 = o.
En ces points ¥ est nul. Comptons combien de valeurs de y deviennent
nulles en ces points. On a

" W

=4y —6(@*+z+1)y, {fp=120—6(2+2z+1), /=20y

Donc cing valeurs de y deviennent nulles en chacun des points cri-
tiques a, racines de I’équation #* 4+« + 1 =o. Au lien de faire succes-
sivement x —a =2, v —a=a% x —a=a", v —a=4a", faisons
directement

z=a-+ z'5
L’équation proposée devient
=0z y3 (x4 2a+1) + 50y (2 + 2a +1)*
‘ —22 (2" +a) (2 +2a+1)*=o.

Les termes de moindre degré sont les suivants:

ys—b5(2a+1)zx¥y’—oa(a2a +1)2x'10.

On peut appliquer la méthode connue pour obtenir les systemes
circulaires : elle montre immédiatement que les cing racines nulles
forment un seul systeme circulaire, dont le développement commence
par un terme en %, c’est-h-dire en (x —a)’, @ désignant 'une ou
Pautre des deux racines de 'équation 2* + « +1=o0. D’aprés cela,
la partie de la somme 2 (r —1) qui provient des deux points critiques
a est égale & deux fois (5 — 1), ou 8.

Etudions le point critique x = — 1. Si 'on faitz = — 1 dans I'équa-
tion proposée, elle devient

Y=8y 5y +o=(y +2)()*—y —1)*=o.

Ainsi deux valeurs de y deviennent égales au pointx = — 1 A I'une
des racines & de I’équation y* — y — 1 = o, deux autres deviennent
égales a I'autre racine. Comme @ = — 1 est racine double du discrimi-

nant, le nombre que nous appelons £ est I’entier immédiatement su-
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périeurd 1; c’est-a-dire que £ est égalh 2. En formant’équation quilie

3

a2 e .
et #;, on reconnaitrait que les quatre valeurs de y sont uniformes aux
environs du point critique. Mais il est plus simple de former les trois
dérivées
Sr=r10y[2y—3(x*+x+1)], fh,=—15) (22 —+1)~+10(2+2 1) (22+1),
fa=—10y*—8(22 +1)(2*+2 +1)+6(5y —az)(22+ 22 + 1).
Faisons x = — 1, et tenons compte de I'équation y* =y -+ 1; ces
trois dérivées prennent respectivement les valeurs suivantes :
Sr=10(y—1), [ =3By-+1), fu=r10(y-+1).
Formons la quantité f? — f. /.. Comme elle n’est pas nulle en vertu
de ’équation y* — y — 1 = o, les quatre racines y sont uniformes, etla
partie de lasomme = (r — 1) qui provient du point # = — 1 est nulle.
La somme Z(r— 1) est donc égale & 8. Faisonsm=25,2(r—1)=38
dans la formule qui donne le genre : elle devient

a(p+4)=38.

On en lire p = o. Ainsi la courbe proposée est unicursale.

II. Intégrales uniformes. — Premiére méthode.

51. MM. Briot et Bouquet ont fait connaitre (') les conditions néces-
saives et suffisantes pour qu’une fonction liée a sa dérivée par une
équation algébrique soit une fonction uniforme. Ces conditions sont
exprimées par le théoreme suivant :

TuiorEME. — Pour qu’une équation différeniielle algebrigue et irréduc-

. du
tible, entre u et =

2
)
3z

d m d m-—1 i d m—2
(2)" +n@ () () + =,

ne contenant pas la variable z, admetie une intégrale uniforme, il est
nécessaire et il suffit :
1° Que les coeffictents f,(w), fy(w), ..., [n(u) soient des polynémes

(1) Recherches sur la théorie des fonctions, lroisiéme Mémoire, et Fonct. ellipt., p. 381.
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entiers et, au plus, le premier du second degre, le second du quatrieme
degrd, ..., le dernier du degré 2m;

2° Que chaque racine de I'équation, tant qu’elle ne devient pas nulle,

reste holomorphe par rapport a u;
3° Que chaque racine nulle et d’un degré plus petit que ['unité sout

: [ . . . .
dudegré 1 — - petant le nombre des racines du systeme circulaire auquel

elle appartient;
4° Enfin que l'équation différentielle, que I'on déduit de la proposce

I . \
en pOS(UZl U= T;’ [)7‘€S€ﬂZ€ pour¢ = o les mémes caracteéres.

52. Premiére condition. — Elle se vérifie par la simple inspection
des coefficients de I'équation donnée. :
Deuxiéme condition. — Celte condition cst plus difficile & vérifier.

Si ’équation proposée ne contient pas de terme en U ct si elle est telle
que pour certaines valeurs finies de « deux valeurs de U et deux seule-
ment peuvent devenir égales, sans s’annuler, on n’a qu’a s’assurer que
le discriminant de 1'équation proposée, abstraction faite des facteurs
bindmes qui correspondent aux valeurs nulles de U, est un carré parfait.
C’est le cas des équations trinémes de espece de celles étudiées par
MM. Briot ct Bouquet (*).

Maisil peutarriver que, pour des valeurs finies dex, plusieursvaleurs
de U deviennent égales, sans s’annuler, ¢t qu'on ne puisse pas obtenir
ces valeurs de u ni les valeurs correspondantes de U. Connaissant méme
la valeur U, que prennent plusieurs racines pour une valeur connue
u = b, il faut pouvoir s’assurer que ces racines sont des fonctions uni-
formes de u aux environs du point u= b.

On y arrive en recourant au lemme que nous avons établi au n° 42,
en vue de déterminer le genre des courbes algébriques. Désignons, en
effet, par F(u, U) le premier membre de I'équation différentielle pro-
posée et soit

R(w)=Fu(u, U;)Fy(ew,Uy)...Fy(u, Uy,)

le discriminant de cette équation. La méthode. des racines égales

(1) Fonctions elliptiques, p. 393 et suiv.
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permet de mettre le polynome R(u) sous la forme
R(uw)=R;(«) [Ry(e)]. .. [Re(u)]P. .. [Rn(2)]?

Rg(u) étant le produit des facteurs bindmes qui entrent avec ’expo-
sant 3 dans le discriminant R(x).

Soient x = b une racine de ’équation Rg(u) = o, et U, une racine
multiple, mais non nulle, de I’équation F(?, U) = o. La racine b est ra-
cine d’ordre 3 de U'équation R(u) = o. Soit £le plus petit entier supé-

rieur a g D’apres le lemme du n° 42, pour que les valeurs de U qui

deviennent égales & U, au point z = b soient toutes des fonctions uni-

formes de u aux environs de ce point, il faut et il suffit que les déri-

d*U . . . -

—= de ces diverses racines restent finies pour u = 0. Mais, s'il
k

en est ainsi, la fonction —— sera représentée par une séric procédant

vees

suivant les puissances croissantes de u — b, et dans laquelle tous les
termes auront des exposants entiers et positifs. Si dans celte série on
remplace z — b par la série & exposants tous positifs (mais entiers ou
fractionnaires) que fournit son développement suivant les puissances

dtU
croissantes de U — Uy, on obtiendra pour —— un développement ot
ne figureront que des exposants positifs; c’est-a-dire que, pour U=U,,

dtU
toutes les valeurs de —— resteront finies. Réciproquement, si pour

U =T, toutes les valeurs de f@-[,’- restent finies, elles resteront finies

pour u = b, et les diverses valeurs de U qui, pour u = b, deviennent
¢gales 1 U, seront aux environs du pointz = & des fonctions uniformes

de w.

On est ainsi conduit & former I'équation qui lie U et —— ™ —— b dési-
gnant maintenant le plus petit entier supérieur 2 ;, etn le plus grand
des exposants tels que B. On devra vérifier que le coefficient de la plus
haute puissance de 20 Tk U Jans cette équation nes’annule pouraucunedes

valeurs de U, différentes de zéro, qui satisfont a la fois aux deux équa-

tions
F(u,U)=o0, Fy(yx,U)=o0
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Pour s’en assurer, on éliminera x entre ces deux équations; soit
¢(U) = o 'équation résultante. On formera par la méthode des racines
égales 1'équation »(U) = o qui a pour racines simples les racines dis-
tinctes de 1’équation ¢(U) = o, moins la racine zéro; et il restera &

. - . daru
vérifier que le coefficient de Ta plus haule puissance de —— dans

I'équation précédente ne s’annule pour aucune des racines de I'équa-
tion x(U)=o.

53. Troisieme condition. — Pour vérifier cette condition, nous com-
mencerons par mettre le polynome f,(z) sous la forme

Sm(w) =0 () [oa(w)] [os (). .. [ ()P . -,

employée déja plusieurs fois. Puis nous chercherons parmi les racines
du polyndme gg(u) celles pour lesquelles U acquiert 2 valeurs, 3 va-
leurs, ..., I valeurs nulles. De cette maniere, on mettra le poly-
nome ¢g(u) sous forme d’un produit de plusieurs facteurs

9p () = a2 (1) Pp,a( 1) . . pg,0( ),

le polynéme ¢g,(u) ayant pour racines celles des racines de I'équa-
tion gg(u)=o, auxquelles correspondent / valeurs nulles de U et /
sculement. Les polyndmes tels que og;(u) se calculent facilement en
cherchant les racines communes a og(u) d’une part et aux divers
polynomes f,,_,(«), fin—s(u), ... d’autre part.

Considérons maintenant le polynome gg,(x). Soit b I'une de ses
racines. Concevons que l'on remplace dans I'équation & intégrer u
par b+ u', et qu'on cherche & séparer les racines U nulles avee «’ en
groupes de racines du méme degré : la méthode de M. Puiseux conduit
4 construire un certain polygone que nous désignerons par P. En
cherchant le plus grand commun diviseur du polyndme ¢g,,(u) et des
divers polynomes f,,—,(u), frn—s(u), ... on arrivera, comme on le voit
facilement, & décomposer le polynéme ¢g;(u) en un produit de plu-
sieurs autres dont chacun jouira de la propriété que le polygone P soit
le méme pour toutes ses racines b. En répétant ces opérdtions sur tous
les polyndmes tels que og ,(z), on décomposera le polynome f,,(«) en
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un produit de facteurs 6,(u), 0,(u), ..., 6,(«), ..., 6,(u) jouissant
chacun de la propriété indiquée.

Soit P, le polygone P qui correspond aux racines du polynome - (u).
et qui est le méme pour toutes ces racines. Nous connaissons les coor-
données des sommets de ce polygone. Il faut que ceux des cotés de
ce polygone dont les coefficients angulaires sont en valeur absolue
moindres que 'unité aient pour coefficients angulaires des fractions

de la forme — <I - !3> » p étant un entier. S’il n’en est pas ainsi, l'in-

tégrale n’est pas uniforme. S'il en est ainsi, il faut encore que toutes
. , I . . .

les racines U dont le degré est 1 — » forment des systéemes circulaires

composés chacun de p racines, et non d’un nombre multiple de p. Dési-
gnons par np le nombre de ces racines, qui est connu, et par b la racine
inconnue du polynome 6,(«) i laquelle correspondent ces np racines
nulles. D’apres les principes de la méthode de M. Puiseux, pour que
ces np racines forment n systemes circulaires, il faut et il suffit que

le rapport p = ————U—-——Z prenne, pour u = b, np valeurs différentes.
(e —0)7

On remplacera dans I'équation & intégrer w par b—i—u”T,:_’, puis on
remplacera U par gu’/, et finalement on fera /= o. On obtiendra une
équation du degré np entre p et b, et I’on constatera que le discrimi-
nant R(b) de cette équation n’a aucune racine commune avec le poly-
nome 6,(b). Si n est-égal & 1, la derniere opération sera inutile.

. Quatrieme condition. — Elle exprime simplement que I’équation
dy
transformée, obtenue en posant u = - et V= -, vérifie, quand ¢ est

nul, les conditions 2° et 3°. En ce qul concerne la condition 2¢, il
suftit de faire v = o dans ’équation transformée, pour obtenir I'équa-
tion ¢(V)= o dont les racines sont les diverses valeurs de V au point
9 =o0. On formera par la méthode des racines égales I'équation
%(V)= o0 qui a pour racines simples les racines distinctes de I’équation
:.p(V) = 0, moins la racine zéro. Enfin on formem I’équation entre V

et —— £ étant 'entier immédiatement supérieurau demi-exposant de ¢

arv
Aok’
Ann, de I’Fe. Normale. 2¢ Série. Tome XII. — Mar 1883. 23
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dans le discriminant R(¢) de I'équation transformée, etI'on devra recon-
. . . dkV

naitre que le coefficient de la plus haute puissance de —— dans cette

équation ne s’annule pour aucune des racines de I'équation x(V)=o.
En ce qui concerne la condition 3°, V étant nul avec ¢, onconstruira,

sans avoir aucun caleul & faire, le polygone que nousavons appelé P.

Toutes les racines d’un degré inférieur & 'unité devront avoir pour

, . I I . A
degré une fraction telle que 1 — 5 p étant un entier: on connait les

. . ’ 1 .
diverses valeurs de p, et le nombre np des racines du degré 1 — > Sin

est égal & 1, les p racines forment nécessairement un seul systeme cir-
culaire. Si 7 n’est pas égal & 1, on effectuera la derniere opération

indiquée & propos de la troisieme condition. Ici cette opération se sim-
p—1

plifie : on fait V=p¢ 7 dans’équation transformée, et I’on doit con-
stater que les npracines finies et différentes de zéro que cette équation
fournit pour ¢ = o sont différentes les unes des autres. Il convient de
faire observer que cette équation en p et celle qu’on forme pour vérifier
la troisieme condition ne contiennent que des. puissances de p” : on
remplacera p? par X et 'on devra reconnaitre que I’équation en X a ses
n racines distinctes.

Remarque. — Si l'intégrale de I’équation proposée est reconnue
uniforme, on appliquera le théortme du n° 18 qui fait connaitre la
nature de cette intégrale, et on saura si elle est rationnelle, simple-
ment périodique ou doublement périodique. Mais il y a lieu d’appli-
quer avant tout ce théoreme, parce qu’il peut, dans certains cas, mon-
trer que I'intégrale n’est pas bien déterminée, et dispenser ainsi de
tout calcul ultérieur.

53. Exemple. — Voici un exemple emprunté au Mémoire de
MM. Briot et Bouquet : soit I’équation

%
75 W (ut—1)k=o.

F(u,U) =054+ (u>—1)U*— g)

Ici la dérivée Fy(u, Uj est égale a U [5U + 4 (u? — 1)]. Eliminons u
entre I'équation 5U + 4 (u* — 1) = o et I'équation proposée : I'¢qua-
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tion résultante est U* = o. Ainsi 'équation proposée n’admet d’autres
racines multiples que des racines nulles quand z reste fini. Nous avons
a étudier les racines nulles qui correspondent aux racines distinctes de
I'équaltion f,, () =o, ¢’est-2-dire aux racines de ’équation u(u*—1)=o0.

Remplagons « par &+, b élant 'une des racines de I'équa-
tion w? = 1. 1l vient

&
Us o/ (e +20) Ut — %— W +20) (WP 2bd 1) =o0.

On voit que le polygone P relatif aux deux valeurs de b est le méme;
c¢’est la droite qui joint le point dont ’abscisse est 5 et 'ordonnée o,
au pointdont 'ordonnée est 4 et I'abscisse o : ainsi & chacune des deux
valeurs de & correspondent cing racines nulles du degré 3 : elles
forment nécessairement un seul systeme circulaire.

[.a fonction U admet un auvtre point critique a distance finie : ¢’est
le point u =o. En ce point, quatre racines U deviennent nulles; le
polygone P relatif au point u = o est la droite qui joint le point dont
Pabscisse est 4 et 'ordonnée o, au point dont "ordonnée est 2 et 'ab-

1 1
scisse o : ainsi il y a quatre racines du degré . Posons U = 2*«’, puis
- ,, . Ly e s N N
faisons u = o dans I'équation entre X et u; elle se réduith 2* = — ;—

Les deux valeurs qu’elle fournit pour X étant différentes, les quatre

racines nulles et du degré 5 forment bien deux systemes circulaires.

Ainsi les trois premiéres conditions pour que P'intégrale soit uniforme

sont vérifices. '
L’équation transformée

4

B

(1— =0

(N

Vo — (1 — 0?) Vi

(%13

Lk .
se réduit pourv=o0aV® —V*+ ~i~ = o0; ¢lle admet Ia racine double

V =} et trois racines simples. Le polynomeR (¢) analogueau polynome
R(u) est ici égal & 9*(1 — ¢*)'°. L’entier £ immédiatement supérieur a ;
ou 1 est égal & 2. Done, pour que les deux valeurs égales de V qui cor-
respondent & ¢ = o soient des fonctions uniformes aux environs du

2\/ :

. . L e B
point ¢ = o, il faut et il suffit que, pour V.=, I’équation entre V et#

n’ait pas de racine infinie : ¢’est cc qui a lieu.
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En conséquence, I'équation proposée a pour intégrale une fonction
uniforme ; et, comme les parametres ¢ et ¢, sont tous nuls, I'intégrale
est doublement périodique.

III. Intégrales uniformes. — Seconde méthode.

56. La méthode que nous allons exposer est fondée sur 'importante
proposition de M. Hermite, que nous avons déja citée et qui s’énonce
ainsi :

St lintégrale w d’une équation différentielle algébrique F(u, U) = o
est uniforme et doublement périodique, la courbe T = o est du premicr
genre. Si celle intégrale est uniforme el rationnelle ou simplement pério-
dique, la courbe F = o est du genre zéro.

Les réciproques de cette proposition ne sont évidemment pas vraies;
mais il suffit, comme on vale voir, d"introduire quelques conditions de
plus dans leurs énoncés pour que ces réciproques, devenues vraies,
fournissent une méthode réguliere, permettant de reconnaitre si I'inté-
grale est uniforme. La seule difficulté qui se présente dans I'applica-
tion est la délermination du genre de I'équation & intégrer. Nous
avons donné au début de.ce Chapitre une méthode absolument géné-
rale pour effectuer dans tousles cas cette détermination.

Il ne nous reste done plus qu’a résoudre le probleme suivant :

ProsLime. — Etant donnée une équation différentielle algebrique
F(u, U) = o, de genre 1 ou zero, reconnaitre si son intégrale est uni-
Jorme.

57. 1% Cas. — L'équation & intégrer est du genre 1.

Il résulte immédiatement de la proposition deM. Hermite que, si l'in-
légrale est uniforme, elle est doublement périodique. Alors, en se
reportant au théoréme du n° 18 (Nature de I’intégrale u), on voit que
les parameétres c et ¢, doivent étre tous nuls. Nous allons montrer que
ces conditions suffisent. '

TutorEME. — St ’équation différentelle F'(u., U)=o0 est du genre 1,
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et si les parametres c et ¢, sont tous nuls, Uintégrale u est doublement
periodique et de plus uniforme.

En vertu d'une proposition démontrée par Clebsch dans ses pro-
fondes recherches sur les courbes du troisieme degré (1), les coordon-
nées u et U d’une courbe du genre 1 sont des fonctions rationnelles
d’une variable ¢ et d’un radical carré portant sur un polynome entier
du quatrieme degré en ¢.

Une (ransformation du premier degré ramenera ce radical  la forme
canonique. On peut donc poser

w=y[oVT=—o a=Ra)], U=%—,[,ya=mG—Fa)

ds

les symboles ¢ et y désignant deux fonctions rationnelles. De ces for-
mules il résulte que la dérivée %“;i = -II—]- %‘ est aussi une fonction ration-
nelle de ¢ et du radical y(1 — ) (1 — £2¢*). Mais les parametres c et ¢,
élant lous nuls, z est une intégrale de premiere espece; puisqu’elle
dépend seulement des intégrales elliptiques, c’est une intégrale ellip-
lique de premiere espece. On a donc, en désignant par p une con-

stante,

ds 1 I

dt ™~ o Jhi—0) = ki)

De la résulte
t=sn(ps)

et, par suite,
dsn(ps)
u:qJ[SH(PZ), T b

ce qui prouve a la fois que I'intégrale u est doublement périodique et
qu’elle est uniforme.

Conséquence. — Si I'équation i intégrer est du genre 1 el si I'inté-
grale u est bien déterminée et a deux périodes, elle est nécessairement
uniforme.

Remarque. — Ce théoreme est une réciproque de la proposition de

(1) Journal de Crelle, t. 64.
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M. Hermite; c’est aussi une réciproque du théoreme qui fait connaitre
la nature de I'intégrale » (n° 18).

Il convient de signaler ici une Note dans laquelle M. Fuchs (') étudie
I’équation différentielle binome

du\™
<E> ——F(ll),

et retrouve certains résultats de MM. Briot et Bouquet, en exprimant
que cette équation est du genre 1.

58. 2° Cas. — L'équation a intégrer est du genre zéro.

En appliquant le théortme qui fait connailre la nature de l'inté-
grale wu, supposée bien déterminée, on saura si cetle intégrale est
rationnelle ou simplement périodique.

Cas de Uintégrale rationnelle. — Si Vintégrale w, supposée bien
déterminée, ne peut étre qu’algébrique, il faut d’abord, pour qu’elle
soit algébrique, que la fonction inverse z n’ait aucune espece de
période. Pour qu’elle soit rationnelle, il faut de plus que la courbe
F(u, U) = o soit du genre zéro. Enfin, il faut encore que u n’ait qu’une
valeur pour chaque valeur de z. Voici comment nous exprimerons ces
diverses conditions.

On vérifiera que la courbe F = o est du genre zéro. S’il en est ainsi,
Pintégrale z n’a pas d’autres périodes que des périodes polaires. Il faut
s'assurer qu’elle n’a pas non plus de périodes polaires. Rappelons que,
quand l'intégrale est algébrique, le degré par rapport a u de 1'équa-
tion intégrale est égal au nombre des valeurs finies ou infinies de u qui
satisfont & la fois aux équations % =x et g—% = (voir n°28). On
cherchera ces racines communes et I'on devra reconnaitre qu’il n’y en
a qu'une : si elle est finie, étant unique, elle s’exprimera rationnel-
lement au moyen des coefficients de I'équation F=o. Que ce soit
u=wom ouu=0>, elle sera donc parfaitement connue.

Supposons d’abord que cette solution commune soit finie, w = b. Le

(V) Compres rendus de P dcadémie des Sciences, 1881; t. XCIII, p. 1063.
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b, . .
rapport = étant infini, U est nul. On a

U
q Kinals
U=2(e—0V+hy(u—0b)P ...,
Codu oo dU L o
et, comme — est infini, — doit étre nul pour u=1"5: ¢ doit étre

supérieur a p. On démontre (') que ¢ est égal & p +1. On a done

9

1
U=/2(w— b)H_I_’—i-—lzl(u— b)H—F-i—. .

p étant le nombre des racines du systeme circulaire unique formé par
les valeurs de U nulles et d’un degré supérieur & I'unité (2). On déduit
de la ‘

ds I

ds _ 1 5 _ M
de U -

1 —1
—_— — 7 ) . —1
_/l(u b) ’ /z‘~’(u_b) -+

Pour qu’il n’y ait pas de période polaire, il faut et il suffit que 4,

soit nul, c’est-d-dire que le développement de U ne conticnne pas de
12

terme en (w — b) 7.

) . , . u du
Silasolution commune aux ¢quations —

U= " at =
I’équation transformée en V admet pour ¢ = o un certain nombre de
racines nulles et d’un degré supérieur & 'unité; il faudra que les
p valeurs de V qui sont d’un degré supérieur a I'unité forment un seul
systeme circulaire, et que le développement de V suivant les puissances

1
»esl—=¢ =0,
u

1
1= .
de ¢ commence par un terme en ¢ et ne contienne pas de terme

2
14>

eny ",
Les conditions que nous venons d’énumérer sont nécessaires; elles

suffisent pour que u soit une fonction rationnelle. En effet, 1a courbe
F = o étant unicursale, I'intégrale z ne peut avoir que des périodes
polaires; comme il n’y a qu’une seule valeur finie de u qui rende

ds . . . . \ . .
7. infini, et qu'a cette valeur correspond un seul systeme circulaire de

(1) Brior et Bovquer, Fonctions clliptiques, p. 384-385.
(2) 1bid., p. 386.
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valeurs de U, ou bien, comme & ¢ = o correspond un scul systeme cir-
culaire de valeurs nulles de V, z ne peut avoir qu’une période polaire;
et nous avons exprimé que cette période disparait. Donc z est une fone-
tion algébrique de «, et u une fonction algébrique de . Enfin, comme
u du
0~ %30
ww’a qu’une valeur pour chaque valeur de z. Donc u est une fonction
rationnelle de z.

Si la racine commune aux deux équations considérées est u = o, le
degré du numérateur de u sera inférieur au degré de son dénomi-
nateur. Si cette racine est finie et différente de zéro, les degrés de ces
deux termes seront égaux. Si cette solution commune est v =o, le
numeérateur sera de degré plus élevé que le dénominateur.

les équations = n’ont qu’une seule solation commune,
q q

59. Cas de Uintégrale simplement périodique. — Nous avons prouvé
au n° 34 que, si la courbe F = o est unicursale et si les paramétres ¢
et ¢, sont tous finis et tous commensurables entre eux, intégrale u est
bien déterminée et n’a qu’une période. Elle s’exprime rationnellement,
ainsi que l’exponentielle €, au moyen d’une variable auxiliaire ¢.
Supposons qu’on ait

$(¢) %) . P(O)
U= @’ “TF@

Pour que u soit uniforme, ¢’est-a-dire s’exprime rationnellement en

fonction de I'exponentielle, il faut et il suffit que I'équation ¢ = %E—ﬁ%

ne donne pour chaque valeur de z qu'une seule valeur de ¢. Donc les
deux polynomes ®(z) et F(z) doivent étre du premier degré, de sorte
qu’il vient

. at-+b
et — .
at—+f
On déduil de la
ds __ af —ab I
de = 5 (at+b)(xt+ B)

dzs . . , .
72 deux infinis et deux seulement. Ils sont nécessai-

rement distincts, sans quoi I'intégrale u serait rationnelle. Nous avons

Ainsi la dérivée
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reconnu au n°35 que les valeurs de 7z qui rendent j—g infini annulent
x(2) ou 6(z). Or il est aisé de voir qu’a chaque valeur de z quiannule
x(2) ou6(z) correspondent pour la fonction U de «, ou pour la fone-
tion V.de ¢, un certain nombre de valeurs égales formant un seul sys-
teme circulaire. Ici ces racines sont nulles et de degré égal i Punité.
Nous retrouvons ainsi cette condition connue : quand Uintégrale est
uniforme et simplement périodique, il ne peut y avoir en tout plus de deux
sysiémes circulaires de valeurs de U ou V nulles et de degré égal ¢ 'u-

nité (). Aux deux infinis de la fraction i—[—: répondent deux résidus
dont la somme cst nulle, puisque le numérateur de cette fraction est
d'un degré inféricur de deux unités au degré de son dénominateur:
ces résidus sont done commensurables entre eux, comme exige le
théoreme du n° 34.

La condition qui vient d'¢tre trouvée suffit évidemment, si la courbe

(4, U) =0 esl unicursale et si aucun desparametres cet ¢, n’est in—
tml, pour que I'intégrale u soit uniforme et simplement périodique.

60. La discussion précédente se résume en trois énoncés dans les-
quels nous suivrons 'ordre méme des OP(,lathl)b que noﬁ*v méthode
conduit & effectuer.

TutoreMe. — Pour que U'intégrale d'une equmm dt[ferenuelle ‘alge-
briqgue F(u,U) = o soit uniforme et doublemen’f"pe/mfpfm ll /‘Z&Iﬁ et il
suffit ’

1° Que les paramétres c et ¢, soient tous nuls -

° Que Iéquation proposée sou du genre 1.

Tuiorine. — Pour que lintégrale sout rationnelle, il fawl et il suffit

que léquation ¥ (u, U) = o vértfic les conditions sutvantes :
" 1° Un aw moins des paramétres c et ¢, est infini; aucun d'eux n'est
firi et différent de zéro. ‘
* Une seule valeur de w verdfie a la fois les deur équations - L = &

du

P

(') Brior et Bovouet, Fonctions elliptiques, p. 402.
Ann. de U'Ec. Normale. 2¢ Série. Tome XII. — Juix 1883.

~

I~



136 L. RAFFY.

30 Sicette solution est uw = b, les p valeurs de U qui deviennent nulles
avec u — b et sontd’un degré superieur a l'unité forment un seulsystéme

- . : g+
circulaire; leur développement commence par un terme en (u—b) et

. BN . .
ne contient pas de terme en (u—2b) . — S cette solution est

L . .
—=v =0, les p valeurs de V qui desiennent nulles avec ¢ et sont d’un

degré supérieur a ['unité forment un seul systéme circulaire; leur deve-
1

loppement commence par un terme en ¢ 7 et ne contient pas de terme en
P .

4° L’équation F(u, U) = o est du genre z¢ro.

TutoriME. — Pour que 'intégrale soit uniforme et simplement perio-
digue, 1l faul et il suffit que I’ équation F(u, U) = o verifie les conditions
suipantes :

1° Aducun des paramétres ¢ et c, r’est infini; les valeurs de U qui de-
viennent nulles pour des valeurs finies de u et sont de degré égal a l'unité,
ainsi que celles de V qui deviennent nulles pour v =o et sont de degré
egalal’unité, forment en tout deux systémes circulaires;

2° L'équation F(u, U) = o est du genre zcro.

61. Exemeres. — La méthode contenue dans ces (rois théortmes, et
qui n’exige, comme on le voit, que des opérations toujours possibles,
s'applique tres facilement & tous les exemples traités par MM. Briot et
Bouquet dans leur troisieme Mémoire.

En effet, comme I’a montré M. Hermite, I’équation

4&
Uf 4 (w?—1) 0% — gguﬁ(ug——x)“zo
(qui est 'exemple XI de MM. Briot et Bouquet) représente une courbe
du genre 1; on s’en assure en posant

U= (ur—1)¢t.
Si Ion fait en méme lemps

2
T:(t+l) <53,_ %£2+ 5872t—- [g—;>)
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on obtient en effet
u_tﬁ(t-}—x) 1

— AN
t+5 VT
5

.

Les aulres exemples rentrent dans le type
F(u,U)=0*+3PU*+ 4Q =0,

ou P et Q vérifient la relation
P2 Q=R

les lettres P, Q, R désignant des polynomes entiers en u, de degrés res-
pectivement égaux a 2, 6 et 3.
M. Hermite met I’équation proposée sous la forme

(U+2P)2(U—P)=— 4R,
et, posant :
2R

U4+2P=——,
w

il obtient

- w'—3Pw—2R =o.
Les coordonnées u, w de cette cubique s’exprimant rationnellement au
moyen de ¢ et d’'un radical elliptique, U et u s’expriment aussi de la
méme manicre : la courbe F = o est du genre 1. Dans les six premiers
exemples de MM. Briot et Bouquet, la cubique w® — 3Pw — 2R =0 a
un point double : la courbe F = o est unicursale.

Ayant ainsi déterminé le genre de la courbe F = o dans ces divers
exemples, on véritie sans difficulté les autres conditions exprimées
dans nos trois théoremes.

62. Voici un autre exemple tres simple. Soit 'équation *
wt— (u—mU)*=o.

La courbe est unicursale. Tous les parameétres ¢ sont nuls. Des quatre
valeurs de ¢, trois sont égales & m, la derniere est égale & — 3m. Les

I , . I
parametres ¢ étant nuls, les racines V nulles avec ¢ = - sont d’un de-

gréinférieur & 'unité. Pour U=o, on a, soit u=o0, soit u=1; a
u= o correspond un systeme circulaire de trois racines nulles et de
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degré ¢gala I'unité; & w==1 correspond une seule racine nulle qui est
de degré égal & I'unité. Done l'intégrale est uniforme et simplement
périodique. En effet, cette intégrale est

X

u = y; ERY
\\m -+ edm

63. Exemple. — Voici, pour terminer, un exemple qui nous don-
nera Poccasion d’employer plusieurs des méthodes que nous avons
exposéesau cours de ces recherches; il montrera en méme temps com-
ment ces méthodes peuvent se simplifier dans les applications.

On demande si I’ équation
2Ut— 4812 U — 22t U2 4 27 BPub + 25 = o,
ot les letires « et 3 deésignent des constantes, admet une intégrale uniforme.

Le terme du degré le plus élevé de I'équation est le terme en z* U? :
deux des parametres ¢ sont nuls et trois sont infinis; le terme indépen-
dant de U n’ayant que des racines simples et le terme en U manquaiit,
les parametres ¢, sont tous nuls. Donc, si I'intégrale est bien déter-
minée, elle est algébrique.

Cherchons le degré par rapport & z de 'équation intégrale. Faisons
U=quw: il vient

Botet— 4By U — 2ty i+ 27 B2 ut - 25 = o.

Poury = o, cette équation a une racine infinie et quatre racines
finies, celles de I’équation

27 B2t 4+ af=o.

On déduit de I'équation proposée

du o — U(«2U2— 3Bu2U — «*)
dU ~ 7 T T Bu(2UP— 298wy
A chacune des quatre racines de I'équation 27 f2u" + «° = o répon-
dent quatre valeurs de U : deux sont nulles et donnent ¢ = o, deux sont
différentes de zéro et fournies par I’équation

@?U?— 4B uU —2at=o0.



RECHERCHES ALGEBRIQUES SUR LES INTEGRALES ABELIENNES. 189

Cetle équation n’a pas de racines communes avec Iéquation
2U?— 27fu*= o. Donc ¢ reste fini quand on attribue 3 u l'une des

Ve . . N ’ . 142
valeurs finies qui satisfont & 'équation y = o ou g == - Les deux

, . 1728 . ) .
équations — = w0, ¢ = o ne peuvent donc¢ avoir d’autre racine com-
q 1] p

. . , . u :
mune que la racine simple u =0 de I'équation g = .

D’apres cela, si U'intégrale u est bien déterminée, c’est une fonction
rationnelle de z.
Pour qu’il en soit ainsi, il faul et il suffit : 1° que Péquation trans-

. . ’ I
formée admette, pour ¢ = o, p racines nulles du degré 1+ > formant

un seul systeme circulaire; 2° que leur développement ne contienne

1+_ s LA . ’ . I3
pas de terme en ¢ ”; 3° que I'équation proposée soit du genre zéro.

\ . . Ly
— dans Péquation proposée : il vient

. 1
Faisonsu = - U= — —
% 02
Vi 8V — 2ok ot V2o of (a6 ot - 27 (32) = 0.

Cette équation admet, pour ¢ = o, trois racines nulles du degré 1 + 5
formant un scul systeme circulaire, et dont le développement ne con-

tient pas de terme en ¢*.
Il reste & voirsi la courbe proposée est du genre zéro. Nous poserons

, o o
U-—-;y ll:l\/R;,

ce qui change I'équation donnée en la suivante :
Sz, yy=3y (y*—1)*+gyz*— ha*=o.

Pour trouver le genre de cette courbe, il nous suffira de déterminer
ses points doubles par la méthode élémentaire qui consiste a chercher
les solutions communes aux trois équations simultanées

fx=o0, fy=o0, fi=o.

Voici ces équations
z(9aly —2)=o0, By*—6y*'+3z*4+1=0, y'—y-+a*=o.

Alasolution o = o correspondentlessolutions de 1'équationy* — 1 =o.
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Il est visible sur I'équation f(x,y) = o que les points x = o, y =1 et
x = o0,y = — 1 sont deux points doubles & tangentes distinctes.

La valeur 2* = o_?’ portée dans la derniére équation, donne

9t — 9p*+2=0;

..\la

les racines de cette équation sont y* =73, y*=
On vérifie immédiatement que les quatre systemes de valeurs fournis
par les formules
oy A SRy

YER YT T T O YT T ST

vérifient les trois équations f,) = o, f; = o, /;' = o.1ls donnentdonc en-
core quatre points doubles. La courbe, ayant six points doubles et étant
du cinquieme degré, est unicursale.

Donc P'intégrale u est une fonction rationnelle. En effet, celte inlé-

grale est
B2zt — at

A"

Dans cetexemple, comme dans tous les autres analogues, nous avons
fait abstraction de la constante d’intégration, parce qu’elle n’influe pas
sur la nature de 'intégrale.




