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SUR LES

PROPRIETES INFINITESIMALES

DE L’ESPACE REGLE,

Par M. G. KOENIGS,

ELEVE DE L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE.

INTRODUCTION.

On pourrait faire remonter les premieres recherches sur l'espace
réglé au jour out I’on entreprit I’étude des surfaces engendrées par une
ligne droite; mais, en réalité, ¢’est Monge qui, vers la fin du sigcle der-
nier, inventa les systemes doublement indéterminés.

On lui doit la proposition fondamentale de la théorie des con-
gruences ('), ainsi que I'étude spéciale du systeme des normales &
une surface (2).

C’est & Malus que I’on doit I'idée des systemes triplement indéter-
minés, appelés depuis par Pliccker complexes. Dans son Traité d’Op-
tique, puis au Tome XIV du Journal de ’Ecole Polytechnique, Malus
étudie les systtmes généraux de droites, dans lesquels tout point de
I'espace sert de départ a I'une d’elles : il y découvre le cone du
deuxieme degré, qui joue un réle si important et qui nous a conduit
2 la conception de la forme fondamentale.

(Y) Mémoires de U Académic des Sciences pour 1781, p. 666.
(2) Application de I Analyse & la Géométrie.
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Les progres incessants de 1'Oplique entrainaient cependant les
savants 3 poursuivre I'étude des systemes doublement indéterminés
inaugurée par Monge; et Malus (') découvrit en 1807 le célebre théo-
reme que Dupin généralisa ().

Plus tard, M. Bertrand (*) trouva sa belle proposition relative aux
propriétés angulaires des pinceaux de normales, proposition qui fut
peu apres généralisée par Sturm (*), et puis diversement exprimée par
M. Bertrand (*) lui-méme et par M. Ossian Bonnet (°).

Hamilton ("), en Angleterre, et vers 1830, s’était occupé des systemes
généraux doublement indéterminés. ,

En 1860, M. Kummer (*) résuma et compléta les travaux antérieurs.
On trouve dans son Mémoire les propriétés fondamentales des surfaces
Jocales, qui conduisent a des résultats si importants dans la recherche
des lignes asymptotiques des surfaces. '

On y trouve également développée la théorie de la densité des pin-
ceaux, dont la premiere idée est due 2 Hamilton, et qui constitue une
belle généralisation des propriétés des systemes de normales.

Nous ne croyons pas qu’on ait encore cherché a rapprocher la pro-
position fondamentale de cette théorie de la belle propriété due a
Sturm sur les systemes généraux. Ce rapprochement nous a conduit a
un résultat assez simple, que nous donnons au cours de ce travail.

Dans son admirable Apercu historique (°), qui contient le germe de
tant de découvertes modernes, Chasles avait développé un mode de
correspondance dualistique dans lequel tout point de I'espace était
situé dans le plan correspondant. C’était, sauf le nom, la découverte
du complexe lineaire.

(1) Traité d’Optique, inséré au t. Il des Mémoires des Savants dtrangers.

(2) Mémoires sur les routes de la lumiére, dans les phénoménes de la réflexion et de la
réfraction, 1816,

(3) Journal de Liouville, t. IX, p. 133; 1844.

)
) Journal de Liouville, t. X1, p. 343; 1847.

) Comptes rendus, t. L1I, p. 1081.

) Theory of systems of rays (Irish Acad. Transact., t. XV, XVI, XVII).

) Théorie générale des rayons rectilignes (Nouvelles Annales de Math., 1860-61-62).
) Page 674.
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Mais c’est Plicker ('), qui avait déja érigé en corps de doctrine la
théorie des systemes tangentiels, qui devait encore doter la théorie des
systemes de droites des méthodes fécondes de la Géométrie moderne.

En passant par ses mains, cette théorie prit une forme toute nou-
velle. La ligne droite devint un élément de [’espace, et entre I’espace
ponctuel et 'espace tangentiel vint naturellement se placer I'espace
réglé. Une transformation homographique laissait les deux premiers
invariables; mais la dualité les permutait 'un dans 'autre.

L’espace réglé, au contraire, se présentait comme homographique et
dualistique a lui-méme.

C’est & ce point de vue fécond que Plicker s’est attaché (2).

La difficulté de cette étude était évidemment de n’y introduire que
des éléments dualistiques par eux-mémes, ou de ne jamais y séparer
un élément de ’élément réciproque. Aussi Plicker, qui ne voulut pas
s’affranchir de la double notion d’espace ponctuel et d’espace tangen-
tiel, fut-il contraint d’employer un double systeme de coordonnées,
répondant chacun & une définition de la ligne droite : les deux défi-
nitions étant, du reste, réciproques 'une de I'autre. En 1869,
M. Klein (), éleve et disciple de Plucker, reprit la méthode du grand
géometre et entra franchement dans 'étude de 'espace réglé en n’y
introduisant que des é¢léments dualistiques en eux-mémes.

L’élément qu’il emploie exclusivement, c’est le complexe linéaire que
Plicker lui-méme avait indiqué.

M. Klein a fondé toutes ses recherches sur la transformation linéaire
des six coordonnées homogenes de la ligne droite liées par une équa-
tion quadratique; et ¢’est dans la forme que ces coordonnées attribuent
au premier membre de cette équation qu’il cherche leur interpré-
tation.

Les résultats des recherches de M. Klein se rapportent surtout aux
surfaces du quatrieme ordre que l'on rencontre dans la théorie des

(1) Sur une noavelle Géométrie de Uespace (Journal de Liouville, t. XI, 2° série, p. 337;
1866 ).

(%) L’eeuvre de Pliicker est exposée dans 'ouvrage intitulé : Veue Geometrie des Raumes,
Leipsick, 186q.

(3) Mathematische Annalen, t. 1l et V.,
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complexes du second degré, et aux surfaces que M. Kiammer (*) a
découvertes. '

En 1872, dans un Mémoire important publié au Tome V des Matle-
matische Annalen, M. Lie (%) a fait voir le lien étroit qui existait entre
la théorie profonde des équations différentielles et les principes de
réciprocité développés par Plicker. Il a montré la théorie de la ligne
droite sous un point de vue encore plus élevé que ce géometre ne I’avait
fait en rattachant ’existence d’un complexe a celle d’une équation aux
dérivées partielles.

C’est dans ce méme Mémoire qu’il a déduit de ses principes et déve-
loppé une correspondance entre la géométrie des lignes droites et celle
des spheres, sur laquelle M. Darboux avait publié des travaux bien
connus. La théorie de I’espace réglé se trouva ainsi dotée d’un coup de
tous les résultats auxquels avait conduit I’étude des systemes de
spheres.

Peu apres, M. Klein (*), cherchantau coeur méme de la Géométrie la
raison de cette correspondance, développa cette idée, que la géométrie
de Uespace réglé est comme la géométrie d’un point sur une quadrique a
quatre dimensions dans un espace lLinéaire a cing dimensions. Puis,
remarquant que la projection stéréographique ramene la géométrie sur
une quadrique & la géométrie sur un plan, et qu'un complexe linéaire
se comporte comme une section plane d’'une quadrique, il parvient par
analogie a ce résultat, qu’il existe trois complexes linéaires tangents
stationnaires d’un complexe donné suivant une droite donnée.

Nous avons insisté sur ce dernier point, qui intéresse notre travail.

Les travaux ultérieurs (*) sont dus & MM. Zeuthen, Weiler, Pasch,
Voss, Battaglini, etc.; ils sont pour la plupart fondés sur 'emploi des
coordonnées de M. Klein.

En France, Painvin (°) a écrit deux Mémoires sur certains complexes

(Y) Ueber die algebraischen Strahlensysteme (Math. dbhand. der Kon. Akademue der
Wiss. zu Berlin, 1866).

(2) Ueber complexe insbesondere, etc. (Mathematische dnnalen, t. V).

(3) Math. Annalen, t. V.
(%) Ibid., t. 1,11, V et suivants.
5) Bulletin des Sciences mathématiques, t. I1; Journal de Lwouville.
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du second ordre. M. Darboux (') a étudié le complexe des normales 2
une série de surfaces du second degré homothétiques ou homofocales.
M. Mannheim, qui s’est beaucoup occupé des propriétés des surfaces
réglées, a aussi publié dans le Journal de Liougille, t. XVII, une exposi-
tion élémentaire des propriétés des pinceaux. Nous pourrons faire voir
unjour que la méme méthodes’applique fort élégamment aux complexes.

Enfin M. Picard, dans une These, a fait voir la fécondité de la théorie
des complexes appliquée a celle des surfaces.

La se bornent les travaux des savants francais sur cette partie de la
Géométrie, du moins & notre connaissance (?).

Nous devons actuellement parler de 'objet et du plan de ces essais.

Le complexe linéaire est un élément algébrique dont I'usage est
d’une utilité incontestable quand il s’agit de développer la théorie de
’espace réglé faite au point de vue pliickérien, c’est-d-dire en le consi-
dérant comme un étre dualistique en sol.

Mais M. Lie nous a appris, par I'introduction de ses éléments de
contact, & nous ¢lever au-dessus de cette conception algébrique, et,
pour se placer 4 ce point de vue général dans I'étude des propriétés
infinitésimales, il est nécessaire de n’introduire que des éléments dua-
listiqueq dérivant uniquement du déplacement de la ligne droite quand
on s’ccarte d’une position initiale.

Nous avons remarqué que dans I'espace ponctuel la notion de direc-
tion et celle de distance élémentaire suffisaient pour établir toutes les
propriétés infinitésimales; c’est ainsi que nous avons été conduits a
nous demander §’il n’en serait pas de méme dans le cas de I'espace
réglé. Voici les résultats que nous avons obtenus.

Sous le nom de couple nous introduisons le systeme d'un plan et d’un
point dans ce plan. Une corrélation n’est autre chose qu’une corres-
pondance entre les points et les plans d'un couple sur une droite, le
point et le plan appartenant a cette droite.

Un déplacement infinitésimal d’une droite engendre sur la position
initiale de la droite une correlation anharmonique.

(1) Bulletin des Sciences mathématiques, t. 11, p. 4o et 3o1.
(*) Nous pouvons encore citer M. Halphen, qui a publié plusieurs Notes sur ce sujet
(Comptes rendus et Bull. de la Soc. Math.).
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Ces corrélations s’offrent ainsi comme analogues des directions.

Une considération géométrique nous permet de définir et de donner
un sens concret de 'angle de deux corrélations destiné a jouer le role
de 'angle de deux directions.

Enfin, pour ce qui concerne le carré de la distance élémentaire,
nous trouvons qu'une certaine forme quadratique des différentielles
des coordonnées, qu'on peut prendre égale au moment de deux droites
successives, se présente naturellement pour le remplacer.

“Cette forme fondamentale, ainsi que Pexpression de ds?, suffit pour
définir les angles, et montre ’orthogonalité comme un cas d’involution.

Les corrélations anharmoniques sur une droite qui vérifient une ou
deux conditions forment des réseaux et des series de corrélations qui
jouent le méme réle que les cones de directions élémentaires.

Dans la premiere Partie du travail nous développons les propriétés
des corrélations et de leurs systemes, et faisons voir que, grice &
I'existence de la forme fondamentale, ces propriétés trouvent une image
commode dans la Géométrie non cuclidienne telle qu’elle a été définie
par M. Klein (*).

La seconde Partie est consacrée au développement systématique, et
suivant ces principes, des propriétés infinitésimales du premier ordre
de I'espace réglé. Nous faisons voir que ces propriétés se rattachent
naturellement & 'existence de la forme quadratique des différentielles
des coordonnées dont nous avons déja parlé.

Le fait que nous mettons ainsi en évidence se rattache & un ordre
d’idées beaucoup plus général, car si 'on prend pour élément de
I'espace un étre géométrique (courbe ou surface) dépendant de plu-
sieurs parametres, il existe une forme, en général non quadratique, des
différentielles des coordonnées, et qui nous a paru également inti-
mement liée aux propriétés infinitésimales des systemes formés avec
ces éléments.

Cette forme est quadratique dans le cas du point, de la droite et de
la sphere : peut-étre ne sont-ce pas les seuls cas.

Dans deux derniers paragraphes nous montrons comment la particu-
larisation des coordonnées, jusque-la supposées quelconques, permet

(1) Bulletin des Sciences mathématiques, t. 11, p. 341.






