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SUR LES

PROPRIÉTÉS INFINITÉSIMALES
DE FESPACE RÉGLÉ,

PAR M. G. KOENIGS,
É L È V E DE L 'ECOLE N O R M A L E S U P É R I E U R E .

INTRODUCTION.

On pourrait faire remonter les premières recherches sur l'espace
réglé au jour où l'on entreprit l'étude des surfaces engendrées par une
ligne droite; mais, en réalité, c'estMonge qui, vers la fin du siècle der-
nier, inventa les systèmes doublement indéterminés.

On lui doit la proposition fondamentale de la théorie des con-
gruences ( 1 ) , ainsi que Fétude spéciale du système des normales à
une surface ( 2 ) .

C'est à Malus que Fon doit Fidée des systèmes triplement indéter-
minés, appelés depuis par Plûcker complexes. Dans son Traité d'Op-
tique, puis au Tome XIV du Journal de l'École Polytechnique, Malus
éludie les systèmes généraux de droites, dans lesquels tout point de
l'espace sert de départ à l'une d'elles : il y découvre le cône du
deuxième degrés qui joue un rôle si important et qui nous a conduit
a la conception de la forme fondamentale.

( 1 ) Mémoires de V Académie des Sciences pour 1781, p. 666.
( 2 ) Application de l'Analyse à la Géométrie.
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Les progrès incessants de l'Optique entraînaient cependant les
savants à poursuivre l'étude des systèmes doublement indéterminés
inaugurée parMonge; et Malus ( 1 ) découvrit en 1807 le célèbre théo-
rème que Dupin généralisa (2) .

Plustard, M, Bertrand ( 3 ) trouva sa belle proposition relative aux
propriétés angulaires des pinceaux de normales, proposition qui fut
peu après généralisée parSturm ( 4 ) , et puis diversement exprimée par
M. Bertrand (5) lui-même et par M. Ossian Bonnet (6) .

Hamilton^), en Angleterre, et vers i83o, s'était occupé des systèmes
généraux doublement indéterminés.

En 1860, M. Kummer (8) résuma et compléta les travaux antérieurs.
On trouve dans son Mémoire les propriétés fondamentales des surfaces
focales, qui conduisent à des résultats si importants dans la recherche
des lignes asymptotiques des surfaces.

On y trouve également développée la théorie de la densité des pin-
ceaux, dont la première idée est due à Hamilton, et qui constitue une
belle généralisation des propriétés des systèmes de normales.

Nous ne croyons pas qu'on ait encore cherché a rapprocher la pro-
position fondamentale de cette théorie de la belle propriété due à
Slurm sur les systèmes généraux. Ce rapprochement nous a conduit à
un résultat assez simple, que nous donnons au cours de ce travail.

Dans son admirable Aperçu historique ( 9) , qui contient le germe de
tant de découvertes modernes, Chasies avait développé un mode de
correspondance dualistique dans lequel tout point de l'espace était
situé dans le plan correspondant. C'était, sauf le nom, la découverte
du complexe linéaire.

( 1 ) Traite' cV Optique y inséré au t. II des Mémoires des Savants étrangers.
(2 ) Mémoires sur les routes de la lumière, dans les phénomènes de la réflexion et de la

ré fraction y 1816.
(3 ) Journal de Uowille, t. IX, p. i33; 1844.
(4) Comptes rendus de l'Académie des Sciences; t. XX; ï845,
( 5 ) Tournai de Liouwlle, t. XII, p." 343; 1847.
( 6 ) Comptes rendus, t. LII, p. 1081,
(7) Theory of systems of rays [îrish Âcad. Transact^ t. XV, XVI, XVII).
(8 ) Théorie générale des rayons rectilignes {Nouvelles Annales de Math., i86o-6i-6a)
(9) Page 674.
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Mais c^est Plùcker (^), qui avait déjà érigé en corps de doctrine la
théorie des systèmes tangentiels, qui devait encore doter la théorie des
systèmes de droites des métho-des fécondes de la Géométrie moderne.

En passant par ses mains, cette théorie prit une forme toute nou-
velle. La ligne droite devint un élément de l'espace, et entre Fespace
ponctuel et l'espace tangenfciel vint naturel lement se placer l'espace
réglé. Une transformation homographique laissait les deux premiers
invariables; mais la dualité les permutait l 'un dans l 'autre.

I/espace réglé, au contraire, se présentait comme homographique et
dualistique à lui-même.

C'est à ce point de vue fécond que Plùcker s'est attaché ( 2 ) .
La difficulté de cette étude était évidemment de n'y introduire que

des éléments dualistiques par eux-mêmes, ou de ne jamais y séparer
un élément de l'élément réciproque. Aussi Plùcker, qui ne voulut pas
s'affranchir de la double notion d'espace ponctuel et d'espace tangen-
tiel, fut-il contraint d'employer un double système de coordonnées,
répondant chacun à une définit ion de la ligne droite : les deux défi-
nitions étant , du reste, réciproques l 'une de l'autre. En 1869,
M. Klein (3) , élève et disciple de Plùcker, reprit la méthode du grand
géomètre et entra franchement dans l 'étude de l'espace réglé en n'y
introduisant que des éléments dualistiques en eux-mêmes.

L'élément qu'il emploie exclusivement, c'est le complexe linéaire que
Plùcker lui-même avait indiqué.

M. Klein a fondé toutes ses recherches sur la transformation linéaire
des six coordonnées homogènes de la ligne droite liées par une équa-
tion quadratique; et c'est dans la forme que ces coordonnées attribuent
au premier membre de cette équation qu'il cherche leur interpré-
tation.

Les résultats des recherches de M. Klein se rapportent surtout aux
surfaces du quatrième ordre que l'on rencontre dans la théorie des

( 1 ) Sur une nouvelle Géométrie de l'espace [Journal de Liouville, t. Xï, 2e série, p. 337;
ï866).

(2) L'oeuvre de Pilicker est exposée dans l'ouvrage intitulé : Neue Géométrie des Raumes^
Leipsick, 1869.

(3) Mathematische Annaleris t* 11 et V.
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complexes du second degré, et aux surfaces que M. Kùmmer ( 1) a
découvertes.

En 1872, dans un Mémoire important publié au Tome V des Malfie-
matiscJze Annalen, M. Lie ( 2 ) a fait voir le lien étroit qui existait entre
la théorie profonde des équations différentielles et les principes de
réciprocité développés par Plùcker. Il a montré la théorie de la ligne
droite sous un point de vue encore plus élevé que ce géomètre ne l'avait
fait en rattachant l'existence d'un complexe à celle d'une équation aux
dérivées partielles.

C'est dans ce même Mémoire qu'il a déduit de ses principes et déve-
loppé une correspondance entre la géométrie des lignes droites et celle
des sphères, sur laquelle M. Darboux avait publié des travaux bien
connus. La théorie de l'espace réglé se trouva ainsi dotée d'un coup de
tous les résultats auxquels avait conduit l'étude des systèmes de
sphères.

Peu après, M. Klein (3), cherchant au cœur même de la Géométrie la
raison de cette correspondance, développa cette idée, que la géométrie
de l'espace réglé est comme la géométrie d'un point sur une quadrique à
quatre dimensions dans un espace linéaire à cinq dimensions. Puis,
remarquant que la projection stéréographique ramène la géométrie sur
une quadrique à la géométrie sur un plan, et qu'un complexe linéaire
se comporte comme une section plane d'une quadrique, il parvient par
analogie à ce résultat, qu'il existe trois complexes linéaires tangents
stationnaires d'un complexe donné suivant une droite donnée.

Nous avons insisté sur ce dernier point, qui intéresse notre travail.
Les travaux ultérieurs ( 4 ) sont dus à MM- Zeuthen, Weiler, Pasch,

Voss, Battaglini, etc.; ils sont pour ta plupart fondés sur l'emploi des
coordonnées de M. Klein.

En France, Painvin (5) a écrit deux Mémoires sur certains complexes

( 1 ) Ueber die cd^ebraùohen Strahlensysteme [Math. Abhcind^ de r Ko ri. Âkadenue der
PFiss. m Berlin, x866).

( 2 ) Ueber complexe im'besondere^ etc. [Mathematische Ànnalen, t. V).
( 3 ) Math. Ânncden, t. V.
(^ Ibià,, t. I, II, V et suivants.
ô) Bulletin des Sciences mathématiques y t. II; Journal de Lwwille»
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du second ordre* M. Darboux ( 1 ) a étudié le complexe des normales à
une série de surfaces du second degré homothétiques ou homofocales.
M. Mannheim, qui s'est beaucoup occupé des propriétés des surfaces
réglées, a aussi publié dans le Journal de Liowille, t. XVII, une exposi-
tion élémentaire des propriétés des pinceaux. Nous pourrons faire voir
un jour que la même méthodes'applique fort élégamment auxcomplexes.

Enfin M. Picard, dans une Thèse, a fait voir la fécondité de la théorie
des complexes appliquée à celle des surfaces.

Là se bornent les travaux des savants français sur cette partie de la
Géométrie, du moins à notre connaissance ( 2 ) .

Nous devons actuellement parler de l'objet et du plan de ces essais.
Le complexe linéaire est un élément algébrique dont Fusage est

d'une utilité incontestable quand il s'agit de développer la théorie de
l'espace réglé fa i t e au point de vue plùckérien, c'est-à-dire en le consi-
dérant comme un être dualistique en soi.

Mais M. Lie nous a appris, par l ' introduction de ses éléments de
contact, à nous élever au-dessus de cette conception algébrique, et,
pour se placer à ce point de vue général dans l'étude des propriétés
infinitésimales, il est nécessaire de n'introduire que des éléments dua-
listiques dérivant uniquement du déplacement de la ligne droite quand
on $ écarte d'une position initiale.

Nous avons remarqué que dans l'espace ponctuel la notion de direc-
tion et celle de distance élémentaire suffisaient pour établir toutes les
propriétés infini tésimales; c'est ainsi que nous avons été conduits à
nous demander s'il n'en serait pas de même dans le cas de l'espace
réglé. Voici les résultats que nous avons obtenus.

Sous le nom de couple nous introduisons le système d'un plan et d'un
point dans ce plan. Une corrélation n'est autre chose qu'une corres-
pondance entre les points et les plans d'un couple sur une droite, le
point et le plan appartenant à cette droite.

Un déplacement infinitésimal d^une droite engendre sur la position
initiale de la droite une corrélation anharmonique.

( 1 ) Bulletin des Sciences mathématiquesy t. II, p. 4o et Soi.
(2) Nous pouvons encore citer M. Halphen^ qui a publié plusieurs Notes sur œ sujet

{Comptes rendus et JBitll. clé la Soc. Mat'/f/.).
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Ces corrélations s'offrent ainsi comme analogues des directions.
Une considération géométrique nous permet de définir et de donner

un sens concret de V angle de deux corrélations destiné à jouer le rôle
de l'angle de deux directions.

Enfin, pour ce qui concerne le carré de la distance élémentaire,
nous trouvons qu 'une certaine forme quadrat ique des différentielles
des coordonnées, qu'on peut prendre égale au moment de deux droites
successives, se présente naturellement pour le remplacer.

Cette forme fondamentale , ainsi que l'expression de ^.suffit pour
définir les angles, et montre Forthogonali té comme un cas d'involution.

Les corrélations anharmoniques sur une droite qui vérifient une ou
deux conditions forment des réseaux et des séries de corrélations qui
jouent le même rôle que les cônes de directions élémentaires.

Dans la première Partie du travail nous développons les propriétés
des corrélations et de leurs systèmes, et faisons voir que, grâce à
l'existence de la forme fondamenta le , ces propriétés trouvent une image
commode dans la Géométrie non euclidienne telle qu'elle a été définie
par M. Klein ( ^ ) .

La seconde Partie est consacrée au développement systématique, et
suivant ces principes, des propriétés infinitésimales du premier ordre
de l'espace réglé. Nous faisons voir que ces propriétés se rattachent
naturellement à l'existence de la forme quadratique des différentielles
des coordonnées dont nous avons déjà parlé.

Le fait que nous mettons ainsi en évidence se rattache à un ordre
d'idées beaucoup plus général, car si l'on prend pour élément de
l'espace un être géométrique (courbe ou surface) dépendant de plu-
sieurs paramètres, il existe une forme, en général non quadratique, des
différentielles'des coordonnées, et qui nous a paru également inti-
mement liée aux propriétés infinitésimales des systèmes formés avec
ces éléments-

Cette forme est quadrat ique dans le cas du point, de la droite et de
la sphère : peut-être ne sont-ce pas les seuls cas.

Dans deux derniers paragraphes nous montrons commeot la particu-
larisation des coordonnées, jusque-là supposées quelconques, permet

( 1 ) Bulletin des Sciences mathématique.^ ̂ Û^.ï^.
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de donner aux résultats généraux des formes diverses, et nous faisons
voir comment à cet égard la transformation d'Ampère peut être ratta-
chée à ces principes : nous disons quelques mots d 'une représentation
linéaire des surfaces, sur laquelle notre plan ne nous a pas permis
d'insister comme elle le méritait.

Nous terminons cette Partie par l 'étude d'un système de coordonnées
quadruplement orthogonal qui permet de montrer d'une façon élémen-
taire la correspondance entre les complexes linéaires et les sphères
dans un espace à quatre dimensions* Cela nous permet encore de
rendre frappante l 'analogie entre les coordonnées de M. Klein et les
coordonnées pentasphériques.

La dernière Partie est consacrée aux propriétés du second ordre.
Les propositions du premier ordre sont indépendantes de la variation

de la forme quadrat ique. Celles du second, au contraire, lui sont essen-
tiellement liées. Il résulte de là que l ' introduction d 'un facteur indé-
pendant des différentiel les dans la forme quadratique n'altère pas les
premières propriétés, au lieu que les secondes en sont profondément
modifiées*

Or, le choix qu i a été fait du moment pour la forme quadrat ique offre
un certain arbitraire, car les premières propriétés subsistent si on la
mult ipl ie par un facteur indépendant des différentielles. Il résulte de
là une infini té de manières de concevoir les propriétés du second ordre.
Cette indétermination est analogue à celle que l'on rencontre dans la
théorie de l'espace ponc tue l , ainsi que l'a fait vo i rRiemann.

Et, à cet égard, le choix du moment pour forme fondamentale ne
paraît pas plus arbitraire que celui qu'on fait de dx^ -+-" dy2 + dz2 pour
le carré de la dislance de deux points.

Néanmoins, la gravité de cette question nous a arrêtés quand il s^est
agi de définir la courbure par des formations covariantes déduites du
moment. Nous nous sommes contentés pour ce premier essai de
résoudre le problème analogue de celui des géodésiques; et, mettant
en usage de beaux travaux de M. Lipschitz ( ^ ) sur les formes des diffé-
rentielles, nous arrivons à démontrer que, la forme fondamentale étant
prise égale au moment, il est impossible qu'un changement de variables

( I ) Bulletin clés Sciences mathématique s y t. IV, p. 97.
Ann^ de l'Éc. Normale, y Série. Tome XL — JUILLET 1882. 2r)


