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SUR UNE EXTENSION.

FONCTIONS DE DEUX VARIABLES
PROBLEME DE RIEMANN

AUX FONCTIONS HYPERGEOMETRIQUES,

Psr M. Emwe PICARD.

On sait de quelle maniére Riemann (Mathematische Werke) a envi-
sagé les fonctions hypergéométriques. 11 établit que ces fonctions sont
déterminées par leurs trois points critiques et les exposants relatifs &
ces points, entre lesquels est assignée une relation convenable, et ces
résultats du grand géometre sont devenus immédiats depuis les travaux
bien connus de M. Fuchs sur les équations différentielles linéaires.

Je me propose demontrer, dans ce travail (), comment on peut élendre
aux fonctions de deux variables le probleme de Riemann, et de faire
voir que certaines fonctions de deux variables indépendantes peuvent
étre déterminées par leurs points critiques et les exposants correspon-
dants; mais ici les points singuliers ne sont plus en nombre limité, et
il y aura une infinité de valeurs de 2 et y quiseront pour la fonction
des positions singulitres. Je pose le probleme de la maniere suivante.
Soit F(x, v) une fonction des deux variablesindépendantes illimitées

() Unrésumé de cette étude a paru dans les Comptes rendus des scunces de I’ dcadéinie
des Sciences (31 mai 1880).
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et y, jouissant des propriétés suivantes. Tout d’abord il existe entre
quatre déterminations de la fonction une relation linéaire et homogene
a coefficients constants. Dans le voisinage de toute valeur o de 2 et 8
de y, ne coincidantavec aucun des points o, 1 et oo, et, de plus, diffé-
rentes entre elles, la fonction est holomorphe par rapporta zel ay;
2 étant une valeur quelconque différente de o, 1 et oo, trois des
branches de la fonction ont, dans le voisinage de x=o0, y=u«, lcs
formes suivantes, linéairement indépendantes,

Pi(z,y), Palz,y), a1 Py(z, ),

X et b, étant deux constantes, et P,, P,, P, étant des fonctions holo-
morphes dans le voisinage de z = o0, y=o.

Pareillement, dans le voisinage de « =1, y ayant loujours une va-
leur o différente de o, 1 et oo, on aura les déterminalions

(\)i(xy:,")a (._2(‘7;7.7.)7 (.Z'——I : lQ’(‘x ‘7)

Q,, Q. et Q, étant holomorphes pour z =1, y==«.

I Y, , . .
Enfin, pour == —; =0, on a (rois déterminations,

2Ry (x',}‘), a2 l{z(x",y‘), (b4 Hby4-by) Ry (2, ),

Ry, R, et R; étant holomorphes pour ' = o0, y =«.

Nous aurons de méme des déterminations analogues quand, fai-
sant varier « dans le voisinage d’une valeur distincte de o, 1 et oo,
on donne & y des valeurs voisines de ces dernieres, les divers exposants
¢lantreprésentés par les mémes letiresaccentuées. Enfin, pourz=y=e,
v étant une quantité quelconque différente de o, 1 et oo, on a les déter-
minations linéairement indépendantes

Ai(z,y), Ae(2,y), (2 —p )b Ay (2, p)s

A, A, et A, étant holomorphes dans le voisinage de x =«, y==a.

On suppose que 2, A-+0b,, A=+b, et h—+0b,, ainsi que la somme
by +by+b,, ne sont pas des nombres entiers, et qu'il en est de méme
pour les lettres accentuées, et enfin que b, est différent de b,. D’ail-
leurs, nous particularisons immédiatement cette seconde série de con-
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stantes en posant
V,=b,, Vy=by, b,=2 N=bh,.

Nous établirons que la fonction F(x, y) est déterminée par les con-
ditions précédentes: je veux dire que, F(«, y) étant une premiére fonction
satisfaisant & ces conditions, toute autre fonction jouissant des mémes
propriétés s’exprimera linéairement au moyen de trois déterminations
de F, linéairement indépendantes. Parmi ces déterminations, il en est
une particulierement intéressante : ¢’est celle qui est holomorphe par
rapport a et y dans lUintérieur des cercles ayant pour centres res-
pectifs z =10, y=o0 et un rayon égal & l'unité : on peutla développer
en série procédant suivant les puissances croissantes de x et y, et ’on
obtient alors la série hypergéométrique de deux variables, considérée
récemment par M. Appell, qui en a fait unc étude approfondie (Comptes
rendus des séances de I’ Académie des Sciences, 1830).

1. Soient F,, F,, F, trois branches distinctes de la fonction; la fone-
tion F satisfera évidemment aux deux équations linéaires simultanées

r P . q z
()2F| ’)Fi {)F|
dxz  dx  Jy
(1) 02 FQ oFs 0T, =0
22F, OFy AJF,

x> dx  dy I

I

et
s P q z
0*F, oF, JF,
dxdy  dx dy
(2) 02Fy  OFy OFy L |70
ozdy  0x dy

02T, aF, O,
j()x()'y de  Jdy

olt on pose F=s et p, ¢, r, s désignent, suivant 1'usage, les dérivées
partielles de = par rapport & ¢t . Nous allons chercher la forme des
coefficients de ces équations.
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2. Envisageons d’abord la premitre, que j’écrirai sous la forme sui-

vante :
rop q 3z
0°F; oF, OF, F
oz dz dy '
(I)' fﬂ‘_} QE OFs . x—()\+b,)+3(1__x)-(7\+b,)+3]-—()\’+é'1)+2(I__}r)—(‘f.’ﬂ'-b’,)-f-‘z(x_y-)—(l-t—bsws:o.
dz* dz dy °
02Ty OF; 0Fy |
0> Jz dy °

Je prends le coefficient de 7, sur lequel je développerai les raisonne-
ments dont je ne ferai qu'indiquer les résultats pour les autres coeffi-
cients, Sa valeur est évidemment

=

F, oF,
dy
dF, F ~(ht0,)+3 —(Jebs)+3 (W01 +2 | (Wb )+2( P —(etb, )43

2| 27O (1 — g Obs y e B B

@f
xz  dy

Fy

g

—
[OX]

QU

N

SEREEE

Fy

<

Laissant y constant (distinct de o, 1 et ), je considere cette expres-
sion comme une fonction de . Elle ne peut avoir d’autres points cri-
tiques que z=o, 1, y et oo , Ktudions-la dans le voisinage de chacun
de ces points. Prenons d'abord  =o; la valeur du déterminant entrant
dans Pexpression (3) étant la méme & un facteur constant prés, quand
on remplace les éléments d’'un systeme fondamental par ceux d’un autre
systeme fondamental, nous pouvons supposer que F,, F,, F, désignent
les trois branches dont il a été question au début, et qui sont suscep-
tibles de prendre les formes

Py{z,y), Pola,y), 2201 Py(z, 9).

En substituant ces valeurs dans I'expression (3), on voit de suite

qu'elle est holomorphe dans le voisinage de 2 = o et s"annule pour cette
valeur de 2. Onreconnait de la méme manitre qu'il en est ainsi pour
2=1 el poura =y, et, par suite, 'expression (3) est une fonction
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holomorphe de «, s’annulant pour x=o, 1, y. En I'étudiant dansle

voisinage de x =, nous pourrons achever de déterminer sa forme.

Supposons, comme nous pouvons le faire d’apres une renfarque pré-

cédemment faite, que F,,F, et F, désignent trois branches susceptibles.
. . I . . ’

dans le voisinage de x = —; =90, de prendre les formes indiquées plus

haut,
2R, (x”}-)’ 21 Ry (x!’ ‘7.)’ 2/ 32— bbby R:}{.x-’,‘/y-),

On aura
OF, o Fs . oF, .
-()—x'l =z 2 P{ (x ), ~()—‘x‘~ = .Z"_7‘+‘2 P;_g(.’v ), (()_]; =X (—)—(b,+0.+by) P:; (x').

P,, P, et P, désignant d’une maniere générale des séries procédant
suivant les puissances croissantes de 2’. En substituant ces valeurs
ainsi que les dérivées partielles par rapport 4y dans I'expression (3),
on reconnait de suite que cette derniere devient égale au produit de
a'=* par une fonction-holomorphe par rapport & 2'. Nous concluons de
Ia que le coefficient de » dans 'équation (1)’ est un polynome du troi-
sieme degré en x, et, puisqu’il s’annule pour z=o, 1 ety, il doit néces-
sairement avoir la forme
z{z —1){z—r)e(y)

le facteur ¢(y) ne dépendant que de y.

Laissant maintenant 2z constant (distinet de o, 1 et » ), ¢onsidérons
la méme expression comme une fonction de y; on vérifiera facilement
que ¢’est une fonction holomorphe de y, s’annulant pour y ==«. De
plus, 'étude de la fonction dans le voisinage de y = = montre qu’elle
ne peut étre qu’un polyndme du premier degré en y. Elle doit done
_avoir nécessairement la forme

(r— ) bl=z),
le facteur ¢ (2) ne dépendant que de . L'identité
z(z —1)(z —y)elr) = —=)b(z)

montre immédiatement que ¢ () est une constante et que ¢(a) est, &

un facteur constant pres, égal & x(x —1).
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Je recherche de la méme manitre les formes des coefficients de p,
g et z, quisont tous des polynomes en « et y. On trouve ainsi que le
coelficient de p a la forme
Ar+ Bz +C,

olt A, B et C sont des polynémes du premier degré en y.

Le coefficient de ¢ est égal A a(r—y)y, a étant une constante, et
enfin celui de 5 est un polyndome du premier degré en « et en y, que
nous désignerons par D +E, D et E étant des polyndmes du premier
degré en y. :

I’équation (1) peut donc s’écrire

z(z —1)(z—y)r+(Ax?+Bx+C)p+ay(1—y)g+ (Dx+E)z=o.

3. J'étudie de la méme maniere la forme des coefficients dans 'équa-
tion (2), que j’écris de la maniere suivante,

sP
O°F,  oF, OF,
dxdy dx  Jy

2O+ (1 — ) =Ob)+2 (U2 (1 — y)—(w»fb;yw(x — y)O+b+ | 92F,  F,  OF,

dxdy 0z Oy
P2 OF 0Ty
dzdy Dx  dy

etj'écris de suite, sans insister sur une suite de calculs qui ne pré-
sentent pas de difficultés, le rvésultat auquel on parvient. L’équa-
tion (2) peut s'écrire

(2 —y)s=(ad"z+a)p+ (Vy+0¥)q+e3

ot a’, a’, b, b" et e sont des constantes. On peut encore former une
troisieme équation de la forme

(3) yly—1)(y—a)t+ Ay +Biy+C)q+az(1i—az)p+ (D y +E)z=0,

Ay, B, G, D, et E; étant des polyndmes du premier degré en x et a,
une constante.

]

4. Nous avons maintenant & déterminer les divers coefficients en-
trant dans ces équations, mais je veux former tout d’abord un second
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systeme d’équations différentielles auxquelles satisfasse notre fonc-
tion F. '

Il est indispensable & cet effet de rappeler comment M. Pochammer
[(Ueber hypergeometrische Functionen héheren Ordnung) (Journal de
Crelle, t. T1)] a généralisé le probleme de Riemann pour les fonctions
d’une seule variable, et je me bornerai au cas le plus simple, dontj’ai
seul besoin ici. Soit une fonction d’une variable indépendante x, ayant
les points critiques a,, «,, a; el = , et telle qu'entre quatre branches
de la fonction il existe une relation linéaire et homogtne i cocfficients
constants. Dans le voisinage d’un point critique @;(i=1, 2, 3), on a
trois déterminations.de la fonction linéairement indépendantes

Pi(z), Pu(z), (x—a;)*bi1Py(x),
. P,, P, et P, étant holomorphes dans le voisinage de = «;.
1 2 3 ]
P 1 , » .
Dans le voisinage de x= L =%, 008 les déterminations
2R (x' )’ 2~ Ry (=), Z' 3= (0 o+ b ) Ry ("),

R,, R, et R, étant holomorphes pour 2’ =o.

L’équation lin¢aive du troisieme ordre & laquelle satisfait une telle
fonction est complitement déterminée et peut se mettre sous la forme
sulvante,

olt
‘ . ‘ \ b b, b:
o(@)=(r—a)(x—a)lx—ay) el §(x =3z (;7_‘7, z—as " ‘x;;a3>’
et I’on écrit
)— 1) . (p—q--1)
plp—r..lp=qg+1)_ .,

l.2...([

Cela posé, considérons notre fonction F comme une fonction de
x seule, y ayant une valeur distincte de o, 1, o . Ses points critiques
sont o, 1, y et o, et les exposants relatifs a ces points critiques sont



312 E. DPICARD.

précisément ceux de la fonction que nous venons de considérer. F sa-
tisfait donc & 1’équation

k=0

il

1) ofa) X N (s (= b — 1) 9008 (@) (A— Fr— (e P ()] L
\ ¢ )().1‘3 } * t 3-k ¢ / N )-“ ok — D
L=2
olt
;o \ b bg [):
ole)=z(z—1)(z—y] e #(x)——*aﬁ(x)<j*-¢":’;+;fj;>'

Si nous considérons au contraire & comme constant, nous obtien-
drons pareillement une équation (I)" qui se déduira de I'équation (I)
en remplacant « par y ety par « et accentuant les constantes b,, b., b,
et A.

5. Pour déterminer les constantes et les polynomes entrant dans les -
équations (1) et (2), nous allons tirer de ces dernitres une équation
différentielle du troisieme ordre, ne contenant que les dérivées par-
tielles de F par rapport & «, et nous écrirons qu’elle coincide avec
I’équation (I). De méme, des équations (2) ¢t (3) on peut tirer une
équation du troisieme ordre ne contenant que les dérivées par rapport
ay, etelle devra coincider avec I'équation (I)'.

Différentions I'équation (1) par rapport & ; il vient

L 033 d . . 5
(4) S x(x——x)(x-——y)d—x:; Ao z(z—1){z—y)+(Az*+Bx+C)r
( +(2Az+B)p~+ay(1—y)s+ (Dz +E)p+Dz=0;

mals on a

_(dz+dp4 (By+b g+
z—y ’

et, en remplacant ¢ par sa valeur tirée de (1), ona

LIl dp— sl (e )by e
—(Az24+Bax+C) by + 0V p—~(Dr +E) (b"y + bz + aev(1—r)z
ay(x-—y)s:: x_:y L 2

Remplacant, dans (4)ay(1—y)s par cetle valeur, nous avons I'équa-
tion cherchée.
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Dans I'équation (I), le coefficient de F est une constante
(7\——1)(7\—2)(3-—7\—-12, '-—l)_u —bg\;
il a pour valeur, dans I’équation (4),

p 4 “eri=2)—(Dz+E)(By+h)

D et E sont des polynomes du premier degré en y, que j’écrirai
D=ay—+p3, E=yy-+o.

Dans le second terme, la division devant se faire exactement, le quo-
tient doit étre égal & —D(0"y +b"). L'expression précédente a done
pour valeur

D—D(b"+0b") ou (ay-+pB)(r—0b -+ b"y);

cette expression devant avoir une valeur constante différente de zéro,

on aura
o == [)” == 0,

b” étant nul, il en est nécessairement de méme de @” par symétrie,
comme le monirerait d’ailleurs la comparaison de Péquation (I) avee
celle qu’on déduirait des équations (2) et (3).

Ecrivons maintenant que aey (1— y) — (fa 7y + 0) ¥ est divisible
par @ — y; pour x =y, celte expression étant identiquement nulle,
on a

(5) ac=o0, (f-+g)lV=0, bd=o.

Supposons d’abord & différent de zéro, seule supposition admissible,
comme nous le montrerons tout & 'heure; on aura

7= (6 et d=o;
donc
Dz-+E=§(z—y).
" : . . 02F , .
5. ligalons maintenant le coefficient de 7 ou 5— dansTéquation (4)
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