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SUR UNE EXTENSION.
AUX

F O N C T I O N S DE DEUX VARIABLES
DU

PROBLÈME DE RIEMANN
HELATIF

AUX FONCTIONS HYPERGÉOMÉÏRIQUES,

PAH M. EMILE PICARD.

On sait de quelle manière Riemann {Mathematische Wer/ce) a envi-
sagé les fonctions bypergéométriques. Il établit que ces fonctions sont
déterminées par leurs trois points critiques et les exposants relatifs à
ces poiûts, entre lesquels est assignée une relation convenable, et ces
résultats du grand géomètre sont devenus immédiats depuis les t ravaux
bien connus de M. Fucbs sur les équat ions différentielles linéaires.

Je me propose de montrer, dans ce travail ( 4 ) , comment on peu t étendre
aux fonctions de deux variables le problème deÏ l iemann, et de faire
voir que certaines fonctions de deux variables indépendantes peuvent
être déterminées par leurs points critiques et les.exposants correspon-
dants; mais ici les points singuliers ne sont plus en nombre limitée et
il y aura une infinité de valeurs de x et y qui seront pour la fonction
des positions singulières. Je pose le problème de la manière suivante.
Soit F(^,v) une fonction des deux variables indépendantes illimitées x

(1 ) Un résumé de cette étude a paru dans les Comptes rendus des séances de F Académie
des Sciences (3i mai x88o).
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3o6 É. PICARD.

et y, jouissant des propriétés suivantes. Tout d'abord il existe entre
quatre déterminations de la fonction une relation linéaire et homogène
à coefficients constants. Dans le voisinage de toute valeur a de x et ^3
de y, ne coïncidant avec aucun des points o, ï et <x; , et, de plus, diffé-
rentes entre elles, la fonction est holomorphe par rapport à x el à y;
a étant une valeur quelconque différente de o, i" et oo , trois des
branches de la fonction ont, dans le voisinage de ^==o, j=a , les
formes suivantes, l inéairement indépendantes,

P ( T y\ P » f y i1"'! yA-+-^.,-'l P . > / r •r}A 1 [ ^ f J ] î ^ ' l \ ^ î j ] ï 'Jc l ^ ^ [ ^ ï j ] ^

X e t b^ étant deux constantes, et ï\, P^, P;{ étant des fonctions holo-
morphes dans le voisinage de x-^-o, y==-(x.

Pareillement, dans le voisinage de x= i , y ayant toujours une va-
leur a différente de o, i et cx>, on aura les déterminat ions

(M^y), CM^y), (^-i)>^- 'CM.^j-),

Qo Qss ^t Qy étant holomorphes pour ^== x , y=: a.
Enfin, pour x^=- —, ==oo , on a trois déterminat ions,

3C

x-^^ IL, (^.r), ^/ -}> H Ra [^,r}> x'^^^^^ K;, {x^y},

R ^ , Ra Gt RS étant holomorphes'pour oc' == o, y==- a.
Nous aurons de même des déterminations analogues quand , fai-

sant varier x dans le voisinage d'une valeur distincte de o, i et ce ,
on donne à y des valeurs voisines de ces dernières, les divers exposants
étant représentés par les mêmes lettres accentuées. Enfin, pour^'==y=a.
a é tan t une quantité quelconque différente de o, i etoo , on a les déter-
minations l inéairement indépendantes

Ai(^,7), Aa(^,7), (^ l—r)^"^'""^3(^,7),

Ai, A a e tAâ étant holomorphes dans le voisinage de ̂ =a, y==a.
On suppose que }., À+^ , \+b^ et l-+'b.^ a ins i que la somme

bi •+"&2-+^;p ne sont pas des nombres entiers, et qu'il eji est de même
pour les lettres accentuées, et enfin que b^ est différent de &a. D'ail-
leurs, nous particularisons immédia tement cette seconde série de con-
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stantes en posant
y,==&,, y,=/>,, ô^^, )/=^3.

Nous établirons que la fonction F(.r, y ) est déterminée par les con-
ditions précédentes : je veux dire que,F(^y) étant une première fonction
satisfaisant à ces conditions, toute autre fonction jouissant des mêmes
propriétés s'exprimera l inéairement au moyen de trois déterminations
de F, l inéa i rement indépendantes. Parmi ces déterminat ions, il en est
une part iculièrement intéressante : c'est celle qui est holomorphe par
rapport à oc et y dans l ' intérieur des cercles ayant pour centres res-
pectifs x= o, y= o et un rayon égal à l 'unité : on peut la développer
en série procédant suivant les puissances croissantes de x ety, et l'on
obtient alors la série hypergéométr ique de deux variables, considérée
récemment par M. Appel l , qui en a fait une étude approfondie [Comptes
rendus des séances de F Académie des Sciences^ 1880).

1. Soient F^ Fg, F 3 trois branches distinctes de la fonction; la fonc-
t ion F satisfera évidemment aux deux équations linéaires simultanées

M
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ou l'on pose F==s c tp , y, r, s dés ignent , suivant l'usage, les dérivées
partiel les de z par rapport à oc efcy. Nous a l lons chercher la forme des
coeff icients de ces équa t ions .
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2. Envisageons d'abord la première, que j'écrirai sous la forme sui-

vante :

r p q z
a2F! ̂  ^J F ' ' " •
àx2 àx àf r 1 •

W (^Fs àîî à¥2 x^^^ï — ̂ )-0^}+^o^ô\)+^^ y^^^——^- _^— _^— j(-^
à^ àx ày

à^, (?3 ÔT, „
à^ ôx àf . |

Je prends le coefficient de r, sur lequel je développerai les raisonne-
ments dont je ne ferai qu'indiquer les résultats pour les autres coeffi-
cients. Sa valeur est évidemment

^ ô¥! F
i àx 6>y {

\ ,-jTl .tp

( 3 ] — — Fa ^-a+^)^(ï—^)-(^^+3y-(//+^)+2^_y^(//+ri)+2f^

^F3 <)F3 ^F.àx ày

Laissant j constant (distinct de o, T efcco ), je considère cette expres-
sion comme une fonction de x. Elle ne peut avoir d'autres points cri-
tiques que ,^==:o, i, y et co . Étudions-la dans le voisinage de chacun
de ces points. Prenons d'abord ^==0; la valeur du dé te rminan t entrant
dans l'expression (3) étant la même a un facteur constant près, quand
on remplace les éléments d'un système fondamental par ceux d'un aut re
système fondamenta l , nous pouvons supposer que F,, Fa, F;, désignent
les trois branches dont il a été question au début, et qui sont suscep-
tibles de prendre les formes

Pi(.r,r), P2(^j)> ^•-^Pat^y).

En substituant ces valeurs dans l'expression (3), on voit de su i te
qu'elle est holomorphe dans le voisinage de oc-=. o et s'annule pour cette
valeur de x. On reconnaît de la même manière qu'il en est ainsi pour
^= ï et pour..r=:y, et, par suite, l'expression (3) est u n e fonct ion
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holomorphe de x, s ' annulan t pou ra?==o , i,y. En l ' é tudiant dans le
voisinage de ;r==co , nous pourrons achever de déterminer sa forme.

Supposons, comme nous pouvons le faire d'après une remarque pré-
cédemment faite, queF^Fa et F 3 désignent trois branches susceptibles,
dans le voisinage de x= -^r^co , de prendre les formes indiquées plus
haut,

.r-^R, [ x , y } , ̂ ^ R2(^,y) , ^^-^^^'R^^^r)'

On aura

^ ̂ ^^^ (^ ^ =^--^p,(^) ô¥! ̂  ^-~>-(6,^,-^) p, (^).
àx ' " ôx -\ i ^y

P ^ , P^ et P:i désignant d'une manière générale des séries procédant
suivant les puissances croissantes de ^/. En substi tuant ces valeurs
ainsi que les dérivées partielles par rapport àj dans l'expression (3),
on reconnaî t de suite que cette dernière devient* égale au produi t de
x ' " 3 par une fonc t ion 'ho lomorphe par rapport à oc\ Nous concluons de
là que le coefficient de r dans l 'équat ion (1)' est un po lynôme da troi-
sième degré en rr/et, puisqu'il s 'annule pour;r==o, i etj, il doit néces-
sairement avoir la forme

.r(.r - ï ) (^—.r )?( r ) .

le facteur c p ( y ) ne dépendant que de y.
Laissant m a i n t e n a n t x constant (d i s t inc t de o, i et co ), considérons

la même expression comme une fonct ion de y; on vérifiera fac i l ement
que c'est une fonction ho lomorphe dej, s 'annulant pour y-=-x. De
plus, l 'étude de la fonct ion dans le voisinage dey== ̂  montre qu 'e l le
ne peut être q u ' u n polynôme du premier degré en j. Elle doit donc
avoir nécessairement la forme

(r-^HM-
le facteur ^{x} ne dépendant que de x. L ' identi té

x[x — ï ) [oc — y) 9(7) .= [y — x} d> [x}

montre immédia tement que ç / ( r ) est une constante et que ^(^) est, a
un facteur constant près, éga,l à x[x — i )*
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Je recherche de la même manière les formes des coefficients de^p,
q et 25, qui sont tous des polynômes en x et y. On trouve ainsi que le
coefficient dep a la forme

A^-hB^+C,

où A, B et C sont des polynômes du premier degré en y.
Le coefficient de q est égal à a ( r — y ) y , a étant une constante, et

enfin celui de s est un polynôme du premier degré en x et en y, que
nous désignerons par D.T-+-E, D e tE étant des polynômes du premier
degré en y.

L'équation ( ï ) peut donc s'écrire

.^) r-^r ( A ^ 2 •4- B^ + C]p 4- ^7 (i — 7 ) î + ( D ^ + E ) ^ = o.X [ X — 1 ^ "

3. J'étudie de la même manière la forme des coefficients dans l'équa-
tion (2) , que j'écris de la manière suivante,

s p q z
_^F, dF, ^F,
àxày àx ôy

^--a+^5-^-2^_^^-a^2)+•2r•-o/+^)+2fT — rH^4^4'-2 f.r — Y\-O+^>^"' ^Fa rfFa dFa .?\ / »/ \ j i \ j i _..„„„„„„„„„ „„„„„..„„.„— ——, i—— jp,
ùxày àx ày
(52Fit ^ <)Fn F
ôxày ôx ôy

et j'écris de suite, sans insister sur une suite de calculs qui ne pré-
sentent pas de difficultés, le résultat auquel on parvient. L'équa-
tion (2 ) peut s'écrire

[x — y ) s ^ ( a f / x + a ' ) p - + [h^-^b^q 4" ez,

où a!, a\ b ' y V1 et e sont des constantes. On peut encore former une
troisième équation de la forme

( 3 ) 7 ( 7 — ï ) ( y — ^ ) ^ - ^ ( A ^ 7 2 + B ^ y 4 - C ^ ) y 4 - ^ l ^ ( l — ^ ) / ) + ( ^ D ^ y 4 - E ^ ) ^ • ~ - - • : o ,

Ai, B^ , C,, D, et E( é tant des polynômes du premier degré en oc et a^
une constante.

k. Nous avons main tenan t à déterminer les divers coefficients en-
trant dans ces équations, mais je veux former tout d'abord un se.cond
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système d'équations différentielles auxquelles satisfasse notre fonc-
tion F.

Il est indispensable à cet effet de rappeler comment M. Pochammer
[[Ueber hyper geometrische Functionen hôheren Ordnung) [Journal de
Crelle^ t. 71)] a généralisé le problème de Riemann pour les fonctions
d'une seule variable, et je me bornerai au cas le plus simple, d o n t j 'ai
seul besoin ici. Soit une fonction d ^ u n e variable indépendante x, ayant
les points cri t iques a,, a^ a^ et oo , et telle qu'entre quatre branches
de la fonction il existe une relation linéaire et homogène à coefficients
constants. Dans le voisinage d 'un poin t critique a / ( ? = = i , a, 3), on a
trois déterminations.de la fonction linéairement indépendantes

t). ( y \ p . f ^ \ f y _ r i . \ \+b ~ \ p „ ( y \X ̂  "C- J y A. ^ \^ j f \^ (i î j î A ;H ̂ / j ,

, Pi, Pa et Py étant bolomorphes dans le voisinage de x=-.a^
Dans le voisinage de .'r== ^ == oo , on a les déterminations

3C

^...^ J^ ̂  ̂  ^,.^ ̂  ^/^ ^-t-A-(^4-^-^a)Ry [X1 ),

R,, IL ^IR; ) étant holomorphes pour.x-'^o.
L'équation l inéai re dii troisième ordre à laquelle satisfait une te l le

fonction est complètement déterminée et peut se mettre sous la forme
suivante,

A — O

(^ ̂ F + ̂  (- i]3-7'-^ - /<• - •)»-* 9< ; i- / ( J M 4- (ï - /<• - i).-^2-^^)] ̂  -- ",
A- = 2

OÙ

cp(^)=:(^— a\\[x'—aï}[x—a^} et ^(^]==^(^) (—•11—-+• •.••-...~2---— + -
T \ I \ ' 1 \ 1 \ ' 1 \ \ 1 l ' / \ / y . /•/ -yi ,__ /I . <y\ .y—a\ x—^2 ^ — a ^ j

et l'on écrit
^.[/L:^^^^^^^^^^^^^^^ == f n ) , .

1 .2. . .(/ 1 l/ / / *

Cela posé, considérons notre fonction F comme une fonction de
x seule, y ayant une valeur distincte de o, î , co . Ses points critiques
sont o, î , y et ce , et les exposants relatifs à ces points critiques sont
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précisément ceux de la fonction que nous venons de considérer. F sa-
tisfait donc à l 'équation

/=0
f~]3V r̂-1 (^•F

(I) 9(^)^+^(-I)3-Â•[(^/^l)3-^<^(^)^(^-^ Z/~ / Ll^""7' ~-^3-/fr - '^;-r-^—K--^-/(•Y' VA/ /- '^'
/•=2

où
, , , , , . , . , . f b\ b^ b',} \

o[x]-== x(x •— i ] [ x — r] et \f [x == © ; x — + —'"--- -i- -—-- •i » i \ i \ 1 / 1 T \ / T \ / > Mi -y r y _ l/' /
\ hV i</ '—— A ^ ——— / j

Si nous considérons au contraires comme constant, nous obtien-
drons pareillement une équation (I) ' qu i se dédu i ra de l 'équation ( I )
en remplaçant « rpary ety par x et accentuant les constantes &p b^, b^
et X.

5. Pour déterminer les constantes et les polynômes entrant dans les •
équations ( i ) et (2) , nous allons tirer de ces dernières une équation
différentielle du troisième ordre, ne con tenan t que les dérivées par-
tielles de F par rapport à x, et nous écrirons qu'elle coïncide avec
l'équation ( I ) . De même, des équations (2) e l ( 3 ) on peut tirer une
équat ion du troisième ordre ne contenant que les dérivées par rapport
ày, et elle devra coïncider avec l 'équation (I)7 .

Différentions l ' équaLion ( î ) par rapport à <r; il vient
•> ,i »

^(^^i)(^-y)^,+^^(^^,)(^^^)+(A^+B^+C)r

4- [ikûc -4- B)p~l- ay(i — y ) s -+• (D.Z' 4-E)^ -4-D-2 = o;

mais on a
— L '̂t̂ ll̂ l̂̂ '̂  ; ? 4- ^ s
~~ ^—7 ?

et, en remplaçant q par sa valeur tirée de ( î ) , on a

( ay(i — y ) ( a ' ' ' x 4" </)p — x[x — î ) [x — y}[blfy + //) r
\ ̂  fA^-4, B^+ C) ^//r•+- //)^^f.D,r + E) (h^r-^ h^z 4" ̂ r f î - r)^aj ( î - y )s=: — — — — — — — — — - . . — — ^ ^ ^ ^ — — ,

Remplaçant, dans (4)â ;y( t -—j)^par cette valeur, nous avons l'équa-
tion cherchée.
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Dans l'équation (I) , le coefficient de F est une constante

(^l)( ; \_2)(3_},_^ _^_^),.

il a pour valeur, dans l'équation ( 4 ) ?

^(ï_^^(D^-^-E)(6//r+^jj -{-.. —:———:—————————•-.———..•.. •
^-r

D etE sont des polynômes du premier degré en y, que récrirai

D == <xy -l- (3, E == yj'-ï- r}.

Dans le second terme, la division devan t se faire exactement , le quo-
tient doit être égal à — D^/y-i-^). L'expression précédente a donc
pour valeur

D — f) ( V'y + // ) ou ( ay + [3 ) ( i — b' -1- /<r) ;

cette expression devant avoir une valeur constante différente de zéro,
on aura

a^^^o,

fê tant nu l , il en est nécessairement de même de a" par symétrie,
comme le montrerait d 'a i l leurs la comparaison de l ' équat ion (I)' avec
celle qu'on dédu i r a i t des équat ions f r a ) et (3).

Ecrivons m a i n t e n a n t que aey (i — y ) — {^oc •+• y y + S) b' est divisible
par x — y \ pour x=y, cette expression étant i d e n t i q u e m e n t nulle,
on a

(5) a<?==o, ( (3+y)^==o, //ô==o.

Supposons d'abord V d i f férent de zéro, seule suppos i t ion admissible,
comme nous le montrerons tout à l 'heure; on aura

y =:.-=:— p et ô == o;

donc
J)^H-"E=i3(.y—y).

<)2 F5. Egalons m a i n t e n a n t le coefficient de r o u —,- dans l ' équat ion (4)
Ann^ de l'Éa. Normale, y Série* Tome X . — OcTOlUUî i<S8i. 4°
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avec ce même coefficient dans Inéquat ion ( i ) ; on a

j- x [ x — i ) ( r — j ) -+- h.x^^ ̂ x 4- G — Vx^x — i )

==— [\--^}~,-x[x—\\{x—y}-^b^[x-•-•ï'}[x•—y}•J^-b'îx[x•--y:)-}-b^x[x—i)

OU

A^ 2 +B^+ C — 6^(^ — T )
=== — [(À 4- 63 — ^}x[x — i )-^(À 4- &i - • ' 2) [x — i) (^ -—y) 4-(^ 4- 62 -— a) .̂  (^ — •• ) i

Posant B === mj 4- n et identifiant, on a de suite

/ A^b^- ( 3 ^ 4 - 6 , + & 2 + & , - 6 ) ,
j C=:-(À+6^9.)^,

1 / ) ^=:9^-+-&i-h62~4,

\ 71 -t- b1 ==: 2À 4- b{ -4- A.'î — 4*

La première relation montre que A est une constante; mais nous
n'avons là que trois relations entre A, m, n et b\

Passons au coefficient de -r- oup. Il est, dans l 'équation (4) ,

, . , _ • , a a r r [ î — r ) — ( A ^ 2 + B ^ - 4 - C ) / /( 7 ) ^A^+mr+n+(3(^-r)^—^——^-ry:——————'

Le dernier terme devant être ent ier , le quotient de la division est

— kb'se — ^ b ' y •— B^y, et le reste — C//4" a a ' y ( i — y ) — (Ajr-4- B) b ' y .

L^expression totale est donc

(9-A -h p — A&').r + [m — (î - / / (A + m)]^ -+- n ( ï — //).

Ce même coefficient a, dans l 'équation ( I ) , la valeur

[3(7, — a) (À - 3) -4- 9. (À — 9,) (fc, -h 63 + <S)] ̂
+ (^ (X~û)(À- 3) - (À- 2)(6, + ̂ )]y^(^^ ^(^ ̂  3)- (À- 2) (A i +^);

on a, par suite,
r ^A + P -- A//== 3(^ - 2) (X - 3)4- ^ ( Â - 2) (&, 4- b2 4- 63).

(8) w ~ p ~ / / ( A . 4 ~ w ) = - ( Â - ^ ) ( À ~ 3 ) - ( À - 2 ) ( & , 4 - & i > ) ,
( n{i ~ 6 / ) = = ~ ( À " - ^ > . ) ( À - 3 ) - ( À - 2 ) ( 6 , . 4-63).


