DESIRE ANDRE

Développements, par rapport au module, des fonctions
elliptiques A(x), u(x) et deleurs puissances

Annales scientifiques de I’E.N.S. 2¢ série, tome 9 (1880), p. 107-118
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1880_2 9 107_0>

© Gauthier-Villars (Editions scientifiques et médicales Elsevier), 1880, tous droits réservés.

L’accés aux archives de la revue « Annales scientifiques de 'ENN.S. » (http://www.
elsevier.com/locate/ansens) implique 1’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1880_2_9__107_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

DEVELOPPEMENTS,

PAR RAPPORT AU MODULE,

DES FONCTIONS ELLIPTIQUES
Mz), p(=)
ET DE LEURS PUISSANCES,

Psr M. Disii ANDRE,

ANCIEN ELEVE DE L'ECOLE NORMALE. -

Introduction.

1. Nous nous proposons, dans le présent Mémoire, de déterminer la
forme des développements, par rapport au module, soit des deux fone-
tions elliptiques X (), 1n.(x), soit des puissances, d’exposant enlier el
positif, de ces deux fonctions.

2. Nous avons fait connaitre déja ('), pour ces deux fonctions ainsi
que pour leurs puissances, la forme de lears développements par rap-
port & la variable x. Si 'on part de ces derniers développements et
qu’on les ordonne par rapport aux puissances croissantes du module £,
on constate que ces puissances du module y sont respectivement mul-
lipliées par des séries entiéres en x, d’une nature spéciale, lesquelles
rentrent, comme cas particuliers, dans les séries dont nous avons récem-
ment (*) donné la somme sous forme finie.

3. La méthode que nous devons suivre nous est donc naturellement

(1) Annales scientifiques de U Lcole Normale supérieure, année 1877, p. 265.
(*) Zbid., année 1879, p. 23g.
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indiguée : nous n’avons qu’a prendre les développements suivant les
puissances de la variable «, 3 les ordonner suivant les puissances du
module £, en déterminant bien les séries entieres qui multiplient ces
puissances, enfin & calculer la somme de chacune de ces séries.

4. Cest cette méthode que nous suivons.

Nousrappelons d’abord les développements par rapporta la variable
que nous avons donnés (') pour les deux fonctlions A(x), p.(x), ainsi
que pour leurs puissances.

Nous ordonnons ensuite ces développements par rapport aux puis-
sances du module £, en déterminant avec soin les séries entiéres en @
qui multiplient ces puissances. 1

Nous sommons ces séries entieres.

Enfin, des résultats de celte sommation et des résultats déja obte-
nus (*) par nous pour les développements, par rapport au module, des
fonctions A(x) et p.(«), nous déduisons la forme générale des coeffi-
cients de £** dans les développements, par rapport au module, des
fonctions 2™ () et p™(«), dans lesquelles = désigne un entier positif
quelconque, el le probleme que nous nous étions proposé se trouve
ainsi résolu.

5. Tous les résultats du présent Mémoire, saufles développements
de A(«) ctde p(x), que nous avions obtenus et publiés déja (*), nous
paraissent nouveaux. Nous les avons résumés dans une courte Note
que notre illustre maitre, M. Hermite, a bien voulu présenter (*) a
I’Académie des Sciences.

§ I. — Développements suivant les puissances de =z.

6. Soit = un exposant entier et positif quelconque. On sait (*) que
les développements des puissances 7™ des deux fonctions X (), u(x)

(1) dnnales scientifiques de I’Ecole Normale supérieure, année 1877, p. 265.

(2) Ibid., année 1879, p. 151. — Bulletin de la Société mathématique de France,
année 1878, p. 163.

(3) Arnales scientifiques de I'Ecole Normale supérieure, année 1879, p. 151. — Bulletin
de la Société mathématique de France, année 1878, p. 163.

(*) Comptes rendus des séances de I’ Adcadémie des Sciences, séance du 27 mai 1878.

(3) Annales scientifiques de I’Ecole Normale supérieure, année 1877, p. 303.
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affectent les formes suivantes,

xT 2T+2 2T+ Z7+6
)‘:"x — \(1:)_ __A('r:) —_ +A(_‘r:) — \(_m ..
(@) =AG T — AV o AR e A e ’
. z? x* 20
= p)— Bi= — RB(= Z_ = Z_. __ B I
ur{x2)= B B¢ 2!+B2 41 B 6!+""

et que les coefficients de ces développements sont des polyndmes entiers
par rapport au carré du module %, de fagon que I'on peut écrire

AP =y + af k>4 oy It 4.,

BR =087 + By, k2B k4. ...

7. Comme on le sait aussi, A}’ et By"” sont I'un et I'autre égaux &
I'unité; Al et B! sont, par rapport a £, le premier du degré 24 et le
second du degré 24 — 2.

On voit facilement que ces propriétés subsistent pour A’ et BYY, pour
A% et BY', quel que soit exposant entier et posilif représenté par =.

8. Cela posé, nous avons, dans un travail antérieur ('), déterminé
la forme générale des coefficients a3, 5%, regardés comme des fonc-
tions de la seule quantité ¢, et nous sommes parvenu aux résultats
que voici :

1° Les cozyﬁcz’ents‘aﬁl’:’s, (q“”s, ot q est variable et s et w constants, con-
sutuent chacun le terme général d’une série récurrente proprement dite.

2° S¢ 7w est impair et égala 2p + 1, celle séric admet ' équation géne-

ratrice

P ps
l l [z —(2) +1)2]+ I I [z —(2y+1)2]ptsti-i=o,
ALy J

0 pt

7

el st est pair et egal a 2p, elle admet I'équation

p p+s
[z —(2j)2+ < [z—(2j)2]ptsti-i=0.
];IJ IEJ

3° Enfin, o, et By sont Uun et Uawtre de la premicre, et

(1) dnnales scientifiques de I Ecole Normale supérieure, année 1877, p. 326.
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2,0 et B} Uun et Uautre de la seconde des deux formes

P p+s

Y Eq)ajrrp+ Y Glq)(a)+ 0,
J et ‘

0 p+1i

]) ]7+S

O 0

2.‘-"-‘1(‘1)(% -+ 2 Ei(q)(2))

1" ]7+1

dans lesquelles =; (g) est un polynéme entier en g, towjours du degré

s, et £;(q) un polynéme entier en q, du degré p + s —J.

9. Ce sont ces résultats que nous prenons pour point de départ des
présentes recherches.

§ II. — Séries qui multiplient les puissances de /.

10. Conformément a la marche que nous avons indiquée, nous allons
maintenant prendre nos développements par rapport & la variable « et
les ordonner par rapport au module £. Nous considérerons successive-
ment les développements des deux fonctions A™(x) et p™ ().

11. Prenons d’abord le développement de 2™(x), et cherchons dans
ce développement la série qui multiplie £2”. '

Le premier des polyndmes AT qui contienne cette puissance du mo-
dule est, comme on I’a vu (7), le polynéme A?; le second est A7 | le
troisieme Af),, et ainsi de suite; et, dans ces différents polynomes, les
coefficients de £** sont & ,, e, ,, «), ,, et ainsi de suite.

Mais les polynomes A7, AD , AD),, ... multiplient (6) respective-
ment les quantités

xrr2n Tren+2 : T2

—_y\t —y o2 2,
(=1) (r+2n+2) (=1) (m+2n-+4)!

3\

—1)n (_T,r_; ;,nrl )
Donc, dans le développement de 1™(x), la série qui multiplie £**
peut s’écrire

.

=20 w"+2n+2 T+272-+4 -
(_.x)[(r) d y o FTT z J

— o P
T+ an)l T an 42l + o (m+2n-+4)!
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12. Prenons de méme le développement de p." (), et cherchons, dans
ce développement, la série qui multiplie A*.

Le premier des polynomes BY qui contlienne cette puissance du mo-
dule est, comme on I’a vu (7), le polynome B}, le second est B, le
(roisieme B, etainsi de suite; et, dans ces différents polynomes, les
coefficients de £** sont f37), . ﬁ‘“’ s n» €t ainsi de suite.

n+2.n° [n+3,n? ;
D’ailleurs les polynomes B& ., By ,, BY.,, ... multiplient respecti-
vement (6) les quantités

n+i? T n+2? Cn+s?

2n+2 x2n+i z2n+6

(__,)n+2m, (_I)rz+3~_.__

(=) (2n +6)!

(2n +2)1’
Donc, dans le développement de p™(x), la série qui multiplie £*

peut s’écrire

x2n+2 x2n+h x2nt6

141 () — 3= — RS
/ [ﬁll+l n 2n—r—2)! pu+2,n(2n+4)y +@n+3n (2n—|—b) _l

13. Il suit immédiatement de ces résultats (11 et 12), que, si nous
posons

arri(z)=CP + CP 2+ CP k' 4+ CP e +. . .,
32r (2)=DY +DPk2-+DP ki +DP o+ ...,
pr+t(z)=EP + EP 2+ EP k' +EP kS 4. ..,
prr (2)=FP +FPI2+FP k- FP o+,

et que nous désignions en méme temps par 7, 9, ¢, & quatre polynomes
convenablement choisis, entiers par rapport a o, ne contenant, le pre-
mier que des puissances impaires de x, les trois autres que des puis-
sances paires, et ayant respectivement leurs degrés égaux aux quatre
nombres 2p -+ 2n —71, 2p +2n —2, 2n et 2n, nous avons alors

identiquement
3

x x x5
~(p) ,
CPfi=y-coy—eigy+egp— o
N x? xh
DP) =3+ do "‘dlj“!‘-i-dfzé—i'—""
x? z4
EP=c+ e ——e.a—%ezz!———- )
- , x? xh
FP=c+fo —fisg +f24, ce
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-

les coefficients c,, d,, e,, f. étant respeclivement de méme forme (8)
que les coefficients a?2*', 27, pi2p+h)  Bl2R

t,n ’oct,n * e 72 & *

]

14. On voit que nous n’avons plus, pour obtenir la forme des coef-
ficients C, D, E, F, qu'a sommer les séries qui figurent aux seconds
membres de ces dernieres égalités.

§ III. — Sommation des séries considérées.

15. 'Les quatre séries que présentent & leurs seconds membres les
égalités qui précedent rentrent tout & fait, comme cas particuliers,
dans les séries que nous avons étudiées (*) récemment gt dont nous
avons fait connaitre la somme. Pour sommer ces séries que nous venons
@’obtenir, il nous suffirait done de nous reporter & 'étude générale
dont nous parlons et d’appliquer au cas présent les formules données
alors. Mais, comme les séries actuelles sont relativement trés simples,
nous pouvons chercher directement leurs sommes. Cest ce que nous
allons faire.

16. Considérons d’abord la série

2’ x5

x
Co — ‘{—0257-—-'"'7

10T
qui est égale a C7’ — -, et appelons r 'une quelconque des racines de
I'équation génératrice de la série dont ¢, est le terme général, p dési-
gnant le degré de multiplicité de cette racine: nous avons, comme on
le sait, la formule
ce=2Z0q,(1)r,

dans laquelle le = s’étend a toutes les racines de cette équation géné-
ratrice, et ol ¢,(¢) est un polynéme entier en ¢ du degré p — 1.

17. 1l s’ensuit immédiatement, pour le terme général de notre série,

22041 o
I Ve, X — tM_ 26+
\ ‘M(Wﬂ)x—Z( U e

(") Annales scientifiques de I Ecole Normale supérieure, année 1879, p. 239.
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et, dans le second membre de cette derniere égalité, ’expression sou-
mise au signe = n’est autre chose que la portion de ce terme général
qui correspond 2 la racine r de I’équation génératrice.

Comme d’ailleurs ,(z) est un polyndome entier en ¢ du degré p — 1,
nous pouvons poser

or(t)re - (Vr)* (vr)* ()=
(2t—+1)! __ur’o(zt-%-r)l o Un (22)! e U (20—p=+2)!’

et alors ’expression soumise au signe = devient .

(=)t [u,,o (2 yfr)™! (2 Vr)* (2 Jr)2e*2 ] ‘

—_ —4
E 2 I A Y2 T B A Py sarapyy

18. Si donc nous voulons, dans la somme méme de la série, former
la portion qui correspond & la racine r, nous n’avons qu’a sommer les
résultats que fournit cette derniere expression lorsqu’on y donne & ¢
toutes les valeurs entieres possibles depuis o jusqu’a -+ o . Nous trou-
vons ainsi, pour cette portion de notre série,

(tr,0 — U 22+ tpi 2t — .. )sin (2 \r) 4 (ur,o 2 — w3 23+ ... )cos (x \F),

sin (2 \/r) étant multiplié par un polynéme entier en x ne contenant
que des puissances paires de x et d’un degré égal au plus grand
nombre pair non supérieur 3 p —1, et cos (x/r) par un polynome
entier en o, ne contenant que des puissances impaires de z et d’'un
degré égal au plus grand nombre impair non supérieur 2 p — 1.

Au reste, il est facile de voir que, si I'on désigne par 2/le degré du
premier polynome et par 2m celui du second, / est la partie entiere de

@—:—r et m celle de 2—2

19. Cherchons maintenant la somme méme de la série considérée,
¢’est-a-dire 'expression de C’ — . Nous n’avons pour cela qu’a ajouter
I'expression que nous venons d’obtenir, et qui correspond alaracine rde
"équation génératrice, avee les expressions analogues correspondant
aux autres racines de cette équation.

Ann. de U’ Ee. Normale. 2° Série. Tome I%X. — AvmiL 1880. 15
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20. A priori, nous voyons que la somme cherchée est un polynome
dont chaque terme contient un coefficient indépendant de «, multiplié
par une puissance de x et par une ligne trigonométrique, qui est un
sinus si la puissance de  a un exposant pair, et un cosinus si elle a un
exposant impair. Mais les racines de I’équation génératrice consi-
dérée (8) sont toutes des carrés de nombres entiers impairs. Donc 'are
soumis a chaque signe sinus ou cosinus est de la forme (27 + 1)x.
Donc, en désignant par G;; et H;; des coefficients indépendants de
et parz et j des entiers non négatifs, on a identiquement, C/’ —  dési-
gnant la somme cherchée,

CP'—y = 3Gy jx*¥sin(2] + 1)z + 2H; j2%+ cos (2] -+ 1) .

21. Pour bien connaitre la forme de C’ — 7, il nous reste a trouver
a quelles conditions doivent satisfaire les entiers ¢ et/ figurant dans un
méme terme, quelconque d’ailleurs, de cette expression. x

Puisque ¢, est de méme forme que «’7"", ces conditions nous sont
fournies par I’équation génératrice (8). Or nous voyons, sur cette
équation, d’abord que j peut prendre toutesles valeurs entieres depuis o
jusqu’a n + p, et ensuite que p — 1 est égal & » pour toutes les valeurs
de j non supérieures & p, et & n+ p —j pour toutes les valeurs supé-
rieures. Sil’on se rappelle la valeur maxima (18) de ¢, en fonction de
p — 1, dans chacun des deux 3 qui précedent, on voit donc que I'on a:
dans les deux X, j Sn + p; dans le premier 2, lorsque j n’est pas supé-
rieur a p, 215 n, et 205 +p—j lorsque j dépasse p; dans le second 2,
2¢+ 1 Snlorsquey n’est pas supérieurap, et 27+ 1-n+p — Jlorsque
J dépasse p.

22. Tous ces résultats peuvent se résumer ainsi: C — 7 est donné
par la formule

\

CP) — o = 2G;, jxsin(2] + 1)z + ZH; jz+tcos(2) +1)z,

dans laquelle on désigne par G;; et H;; des coefficients indépendants
de x, parietj des nombres entiers quelconques, non négatifs, et out le
premier 2 s’étend & tous les systemes de valeurs des entiers ¢ et j qui sa-






