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MEMOIRE

SUR 1A

THEORIE DES COORDONNEES CURVILIGNES

ET

DES SYSTEMES ORTHOGONAUX,

Psar M. G. DARBOUX,

MAITRE DE CONFERENCES A L’ECOLE NORMALE.

TROISIEME PARTIE.

§ XII. — Ewtension de la méthode de Lamé aua systémes orthogonaux a
n variables et conséquences nouvelles de cette méthode.

Dans le travail inséré au tome III de ce Recueil, nous avons étudié
la méthode que Lamé a fait connaitre dans les Legons sur les coordonnées
curpilignes pour la recherche et 1’étude des systemes orthogonaux.
Cette méthode nous a conduit & des résultats nouveaux qui ont été
consignés soit dans notre travail primitif, soit dans des Notes insérées
aux tomes LXVII, LXVIII, LXIX des Compies rendus. Nous nous propo-
sons dereprendre ici cette recherche en I’étendant au cas de n variables
et en étudiant d’'une maniere plus complete les propriétés de chaque
groupe d’équations. Il est vrai que, depuis la publication desrésultatsde
nos premieres ¢tudes au tome LXIX des Comptes rendus, I'étude des
formes quadratiquesa n différentiellesafaitI’objet de beaux Mémoires de
MM. Lipschitz et Christoffel. Mais nous croyons qu’il y a encore intérét
a étudier par une méthode spéciale la question moins générale des

systemes orthogonaux, d’autant plus que, dans ce cas, on peut em-
35.



276 G. DARBOUX.

ployer des procédés de caleul qui ne trouvent pas place dans le déve-
loppement de la théorie générale. Nous indiquerons la méthode qui
nous a conduit aux propositions énoncées dans la Note du g aotit 1869,
oll nous avons montré comment, de la connaissance d’un systeme or-
thogonal & n variables, tel que celui des coordonnées elliptiques, on
pouvait déduire celle d’'un nombre illimité de systemes erthogonaux a
trois variables.

Considérons 7z fonctions py, s, ..., p. den variables «,, ..., «, for-

) . n(n—ruj
mant un systeme orthogonal, ¢’est-h-dire telles que I'on ait les —(—~;—-
équations

(1) 69‘,91-:: o.

Il suit de la que, si ’on pose

1
: I
(?) Hl__ ()Pi P ) <()Pi‘2,
()x.) AR 033'11)

\

les n* quantités HL% formeront les coefficients d'une substitution or-

thogonale, et si 'on considere les équations

J 0
dpk::d—z:":dx.—k...—{— J%dx,,, k=1,2,...,n,

ces équations, résolues par rapport i dr,, ..., dx,, nous donneront

()P 0 J n
dai=MH; 32 doi+...+ H} b—%’:dpk o T2 5%(19,,.

De ces formules on déduit les équations bien connues de Lamé

3) 9%y, e,
(3) Hi dox L'dxi
Nous poserons

i L 0% _ g Ou
(4) =g =g

Les n® quantités X} seront les coefficients d’une substitution orthogo-
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~1
~A

nale. On aura
dz} +. ..+ dey =H'dp?+...+ H}dp},

de; =X H dp, + XiH.dp,+. . . + Xi H, dp,,
Xi:-}—. v X‘::I,
Xi Xk 4. .. 4 XiXE = o,

Adoptant toutes les notations de Lamé, nous conviendrons de dési-
gner par z I’'une quelconque des variables z,, .. ., x, et de poser, quand
on la considérera seule,

1 Ju dps
(5) Uk:mm_—:l’]k—o%

Les sommes désignées par lalettre S seront obtenues en remplacant
© successivement par @«,, ,, ..., &,. Dans le cas de trois variables,
U,, U,, U, sont les cosinus des angles que font les normales aux trois
surfaces avec I’axe des u. .

De la formule (3) il résulte que I’opération que nous avons appelée
dy,» et qui est définie par I'équation

do= 00 . 9 O
40T Oz, 0wy T O 0
peut s’écrire
Ly (AL )
%" = 7 Oz, dp; T O ()p,-)’
c¢’est-a-dire
N 1 dv
(6) %’ = W Upr

Par exemple, si 'on différentie I'équation

by
O?kpl" =0,

~ [ Opw opr\
o () + () =

ou, en tenant compte de la formule (6),

. d 09#) _!__f’_(d_m)_
(7) E?E;}(?J THE Opr \Ou) T°

on aura
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Cela posé, reprenons la formule qui sert de définition aux U,

(8) du=HUdp +. ..+ W, U,dp.,

\

et écrivons les conditions d’intégrabilité. On doit avoir

WE37) T oU; LU oH; A ()Uy ()H/,/.

{9l Joropr — T o Oov Oor M o

Y R )p;r pwr
Kerivons de méme la formule (7); aprés y avoir remplacé - —= par

T 1
i-EU"" H;U"" nous aurons

H oU oHy I oUy B RALL oH, —o,

o) "o " s pr e

et si nous comparons les formules () et (ro), nous en déduisons

1 U 1 My 1 Uy 1 OH
Cr opr~ Hy ()p/,’ Ur dpr ~ Hi dpw

Ces formules rentrent dans le méme type. Si, au lieu de garder, comme
- Lamé, Hy, Hy, nous introduisons les variables auxiliaires

1 Oy

11) (3]‘4,;_—1_1_, oo ,ljli’,
YT

elles prennent la forme

: oU;

(12) -()?/’ =BuwUn, kSK.

Pour donner plus de netteté aux sommes que nous avons i consi-
dérer, nous poserons par définition

(13" . (31'"'.“_:0,

/

en sorte que 34y sera défini par la formule (11) si £ est différent de £/,
et par la formule (13) siZ = 4.

Laformule (12) ne nous donne pas toutes les dérivées des fonctions U.
Nous aurons celle qui nous manque en différentiant par rapport & g4
I'équation
(14) U2 ...+ Ul =1,
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ce qui nous donne

oU,
4 Dl — f [ S 2, 2T e e e 1L UI"
(15) o= BuUi— LU Bu

Ainsi les formules (12) et (15) font connaitre toutes les dérivées des
fonctions U,.

Ce point étant obtenu, nous aurons des relations entre les fonctions
en exprimant que les différentes valeurs obtenues pour une méme dé-

rivée seconde de U sont égales. On aura, par exemple,
02Uy 0(3/./;!

O
op_l;_(),{;k.” Opw Uy + B Barin U == Jon U = B Baow Usr.

Cette équation devant avoir lieu pour z systemes de valeurs des U, on
en déduit

(16) P

o Buniw, KSISI.

Cherchons de méme les deux valeurs que I'on peut obtenir pour

0* Uy
-, ct égalons-les; on trouve

Do Opw

()@/q

dpw

Uy == == — Uy < = Lok + P +. oo - 13,.1.-@"/:/> )

et par suite

)8 B
QP IBin + PuB w4+ Bufu +. .+ Buur=0, kIIk.

(17) oo oo

Les quantités 3 doivent done satisfaire aux deux groupes bien distinets
de formules (16), (17). Puis les U seront déterminés par les équa-
tions

(Z)IPJZ: ----- HH: UL”
(18) oU
()P’{ — ﬁ;];U; e ﬁuLUu,

qui seront évidemment compatibles si les équations (16), (17) sonl
satisfaites.

Supposons que I’on ait trouvé des fonctions 3 satisfaisant aux équa-
tions (16) et (7). Je dis que 'on pourra toujours en déduire une infi-
nité de systemes orthogonaux. En effet, les conditions d’intégrabilité
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étant satisfaites, le systeme (18) déterminera les fonctions U, et il est
facile de voir avec quel degré de généralité. Les valeurs initiales seules
de ces fonctions peuvent étre choisies, puisque les équations déter-
minent toutes leurs dérivées premieres.

Oril résulte des équations différentielles (18) que, si 'on a trouvé
deux systemes de solutions U;, V; de ces équations, la fonction

U.Vl ...+ Un‘rn

demeure constante. Il suffit de prendre une de ses dérivées, d’y substi-

d
tuer les valeurs de ?)%‘a ) (())Pk’ déduites de ces équations; on ob-

tiendra un résultat nul. Cette remarque s’applique évidemment au cas
ou les deux systemes coincident. On a donc

UV, + ..+1U,V,=const.,
U? ~+...+ U} ==const.

Si donc on a pris les valeurs initiales des fonctions de telle maniere

que l'on ait ‘
U2+ U+...+ 0 =1,

UV, -F; R U,,V,, =0,

ces relations subsisteront toujours. Il n’y a donc au fond qu’un systeme

de solutions pour les U, ; les autres s’en déduiront par des transforma-

tions linéaires orthogonales a coefficients constants (par un change-
ment d’axes dans le cas de n = 3).

Il n’en est pas de méme pour les équations (r1),
()I‘T].r

H; B == ——

1Bk T

qui déterminent les H quand les 3 sont connus. A la vérité, ces équa-

tions sont compatibles en vertu des équations (16). Mais elles ne dé-

. (e, OH s o sy
terminent pas les dérivées —, et, différentiées, clles ne donneront

der
o'H
)p,f Elles admettront donc une solution avee » fonctions arbi-
traires d'une seule variable indépendante.
Il suit de Ia que, sil’on connait un systeme orthogonal, on pourra
d’abord former les valeurs des fonctions 2 qui salisferont nécessaire-

~

pas
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ment aux équations (16), (17). Si, supposant ensuite ces quantités 2
doonées, on veut en déduire tous les systemes qui y correspondent,
les U, & la vérité, seront complétement déterminés; ils seront les
mémes que pour le systeme proposé, mais les fonctions H pourront
recevoir de nouvelles valeurs. Celte remarque, que j’ai développée au
tome LVII des Comptes rendus, avait déja été faite, pour le casden=3,
par M. Combescure, dans un Mémoire inséré au tome IV de ce Recueil
(17 série).

Dans ce cas, I'interprétation géométrique est bien simple : si 'on
considére I'un quelconque des systemes orthogonaux ainsi déduits du
proposé, les normales aux trois surfaces de chaque systeme aux points
correspondants seront paralleles, les surfaces correspondantes auront
une méme représentation sphérique de leurs lignes de courbure.

On le voit, dans notre méthode, la recherche du systeme orthogona.
repose sur trois opérations distinctes : d’abord 'intégration des équa-
tions aux fonctions (3, puis celle du systeme aux fonctions H, enfin celle
du systeme qui détermine les U. Cela fait, I'intégration des expressions

du=M,U.dp,+...+ B,U,dp,

donnera les fonctions x,, ..., x,, el la solution du probleme sera
achevée.

Il importe de remarquer que I’on pourrait, dans le systeme aux fonc-
tions (3, remplacer ces fonctions par les expressions en Hy, qui leur
servent de définition. Il est facile de voir qu’alors les deux équations

OBk

== pullﬁ/ﬂq/, T)’E,—/;/_ o= p/‘/y/ @5///‘.

0w
()Pﬁ”

donneraient une seule équation pour les fonctions H.

Il y a trés-souvent avantage a former les équations aux dérivées par-
tielles auxquelles doivent satisfaire les fonctions ,, ..., x,. Il suffit,
pour les obtenir, de substituer, dans les équations (18), aux 3 et U,
leurs expressions, ce qui donne

(Ow v OHyou  x OHy ouw

o Opw Hy Opw Opk Hy Odpx Opw i

1 0w 1 OHy du | Bu du | Pu Ou Bat du __

B 0pf  H7 Ot Ji W, 0p T HL 0p T HLOp
Ann. de I’Ec, Normale. 2¢ Série. Tome VII. — Aouvr 1878. 36

(r9)
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Mentionnons encore I'équation

10w\ L L ﬁt)’_,
ait () o i () ="

qui pourra servir a trouver u.

§ XIII. — Premicre application & un exemple simple de la méthode
précédente.

Pour montrer, au moins par un exemple, la marche des calculs, trai-
tons le cas ou I'on veut que toutes les quantités H; soient égales, et
posons

on aura
I
20) dx,’+...+dx,§=7ﬁ(dpf+...—{—c/p,f).
On connait déjh une solution de cette équation, celle qui est fondée
sur les formules généralisées de la transformation par rayons vecteurs

réciproques. Nous allons montrer qu’il n’y en a pas d’autre.
On aura ici
; 1 0h
(R TS e e
2k 7 ()Pk’
el les équations (16) nous donneront

orh o
dprdpr ~

ce qui exige que £ soit de la forme
/L::r‘—f- Py .. == Iy,

la fonction r; dépendant de la seule variable p:- En substituant les va-
leurs des f3 dans le groupe (17), on trouve

(21 j (i’l LR (0N T (28
/ doi  dpi) T \ g e 55;> ’
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Le second membre étant toujours le-méme, il faut donc que toutes les

2

dérivées oh solent égales, ce qui donne
dP/ﬁ ¢ ’ q

r __r —_ L
ry==mry =L =, =24,

@ ne pouvant étre qu'une constante, et par suite on aura

(22) h=alp? +p}+...4+p2) +2aip+...+ 20,0, + b.

il

En exprimant que la relation (21) est satisfaite, on obtient
a4 .+al=ad,

unique relation a laquelle doivent satisfaire les constantes a, b, a;.

Examinons d’abord le cas ol toutes les constantes sont nulles,
sauf b, que I'on prendra égal a P'unité. Alors toutes les fonctions f3
sont nulles. Les quantités U sont constantes, et 'on voit que la solution
la plus générale de I'équation

da? +...+a’x":—-__-dpf e+ dp

s’obtient en prenant pour les «; des fonctions linéaires des p;.

Il suit de Ia que, si deux systemes orthogonaux donnent la méme

expression pour

dzt ...+ dz?,
ils ne different pas essenticllement, et 'on passe de 'un & l'autre par
une substitution orthogonale & coefficients constants, ou, pour le cas
de n =3, par un changement d’axes coordonnés.

Cette remarque peut des 4 présent recevoir son application, et nous
dispense des calculs relatifs & 'expression la plus générale de 4. Nous
savons que, dans ce cas, on a une solution de ’équation (20) ot I'on a
substitué la valeur de 2,

h==a(p -+ p2 —+...+pk) -~ 2ap ... 2a:p. + b,
en prenant
a, n
Pi "l’";’ Pn _l_"('i'
B sy &=

On aura donc la solution la plus générale en effectuant une substitu-
tion linéaire orthogonale que nous pouvons négliger. En particulier,

dans le cas de n =3, on aura la solution la plus générale de I’équa-
36.
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tion (20) en opérant une transformation par rayons vecteurs réci-
proques et la faisant suivre d’un déplacement.

Il y a un cas spécial de la transformation précédente que ’on néglige
d’habitude, parce qu’il ne peut se rapporter qu’a des points imaginaires,
mais dont il nous parait bon de dire quelques mots: ¢’est celui oil’ona

a=o,
et ol I'expression de 4 devient
h=ap+ aps+. ..+ apa—+ b,

avec la condition
al+al-...+a,=o.

Cette derniere condition exige que I'une au moins des constantes soil
imaginaire. M. Cremona, croyons-nous, a, le premier, appelé I'atten-
lion sur ce cas spécial de I'inversion. Les formules qui s’y rapportent
ne se déduisent pas immédiatement de celles qui sont relatives au cas
général; mais on les trouve sans difficulté.

Supposons que, par une substitution linéaire, on ait réduit 2 a la
forme

h=p + ips,
on pourra prendre
T
a{pl-p:-F...4pi) — -
Xy ==
' 2/ ’
. i
ai(p} +p; +...+ p,’,)——&
: 2/
et, pour les autres fonctions «,
‘ Dk
Xp = ————
Pu~t 1pP2

Les résultats précédents donnent lieu & une remarque importante et
qui nous sera trés-utile dans la suite. Supposons que, considérant le
cas de n = 3, on ait trouvé un systeme orthogonal défini par la relation

ds? == da* + dy* + dz* = Hdp* + H? dp? + Hidp?,

et que ’on cherche s’il en existe un autre pour lequel

da't 4 dy + ds'* = ds' = o ds = o (H2dp* + i dp? + HEdp3 ).
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On devra avoir, d’aprés ce qui précede,
M=a(x*+y*+ 2*) + 2bx +2cy +2hz + f,
a, b, ¢, fétant liés par la relation
b+ ¢+ h*—af=o.
Si donc on cherche en fonction des p, p,, p, 'expression la plus gé-

nérale de M, cette expression se présentera nécessairement sous la
forme
M == alM{ '+‘ aaMz -+ aaMs -+ aAM( -+ a5M5,
ol les cinq constantes @; seront liées par une équation du second
degré
o(ad;...a)=o.

Supposons que, par une substitution linéaire opérée sur les constantes,
on ait ramen¢ cette relation a la forme

a; 4+ aj + ai; — aa, = o.

Il résulte de I’expression générale de M que I'on aura un systéeme or-

thogonal pour lequel
T

ds* = — (H2dp* + W} dp} + H; dp}),

E|

et

3 f

22 = < 2y = =» zz:—M—‘, XAy B =
M. M M,

en sorte que la détermination de 'unique fonction M fera connaitre celle
de z, y, z, et méme celle de x* + y* + z°.

Revenons aux systemes précédemment considérés, ceux qui se rap-
portent i I'expression (22) de M. Sous leur forme la simple, les for-
mules trouvées sont les suivantes :

I‘Ii:%: h =pt+p}-+...+pi,
i 20;
(23}, xi ::%’ Bij = — %,
[ 2_9_52 i _ 2Pk
Xi=1—% = h
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Cela étant, si nous appliquons la remarque déja faite, et si nous cher-
chons le systeme orthogonal le plus général pour lequel les 3 et les
X: demeurent les mémes, nous aurons a déterminer les fonctions H par

les équations
I ()l‘Iy

Bur = T Opr

ce qui se fait sans difficulté. Je n’insiste pas sur cette recherche, dont
j’indique seulement les résultats. On trouve '

_Ri+R,+...+ R,

“ ;= - — 3R,
(24) pitpi e tpr

R,, ..., R, désignant des fonctions de Pis Pas - +» pn TESpPEcCtivement et
R, la dérivée de R,. :
Puis les variables ; s’obtiennent par I'intégration des expressions
U,U,dp, .. . + 0, U,dp,,
et 'on trouvera

_ R +Re+...+R: 1 CRidp:

mPf'*‘P;‘*"--’*‘P:pl 2 pi

{25) Zz;

C’est un systeme orthogonal contenant n fonclions arbitraires d’une
seule variable. Pour le cas de n = 3, il a déja été donné dans le tra-
vail antérieur déja cité.

§ XIV. — Remarques sur le premier systéme d’ équations auxquelles doivent
satisfaire les fonctions 3.

Nous avons vu, dans 'exposé de la méthode de recherche des sys-
temes orthogonaux, que les fonctions 3 doiventsatisfaire 3 deux groupes
bien distincts d’équations. Il m’a paru intéressant de rechercher la si-
goification du premier de ces deux systémes considéré isolément. Je
vais montrer qu’il se rattache & la recherche des conditions d'intégra-
bilité d’un systeme particulier d’équations aux dérivées partielles, sys-
teme que l'on rencontre dans un grand nombre de recherches.

Considérons les équations

(26) ﬂ—al%..}_ k.(.)ﬁ_}_ .
Opilpr . “hops T Mg TR
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oltzet £ sont différents et peuvent prendre toutesles valeurs 1, 2, ..., n,
et cherchons les conditions non-seulement pour qu’il y ait une fone-
tion satisfaisant & ces équations, mais pour qu’ily en ait z+ 1. En
d’aulres termes, exprimons que ces équations admettent une intégrale
contenant assez de constantes pour qu’on puisse donner & la fonetion
et a ses dérivées premieres des valeurs quelconques pour un systeme
donné de valeurs des variables indépendantes p;.

Pour obtenir ces conditions, nous formerons de trois manigres diffé-
0w P
rentes les valeurs des dérivées troisiemes ——————, et nous.écrirons
Opi dpw Opur
que ces valeurs sont égales. On trouve, par exemple, en prenant la dé-
rivée de I’équation (26) par rapport & py, el en substituant les valeurs

des dérivées secondes qu’introduit cette opération,

Pu Odu (a"'a"" . i)d_f‘> ‘ %( o ot}
dpilpidpw ~ Opi \ L ¢ Opw " op ()p/,r)

due

Iir
opk’(ocﬂaﬁ - afod, -+ yu) + u <“;;}’M'—z-a Yo + 7/)

dpwr

1l faudra, par exemple, qu’en permutant les indices 7 et £ on retrouve
la méme valeur, et, comme la fonction et ses dérivées premieres doivent
pouvoir étre prises arbitrairement, par hypothese, il faudra d’abord
que les coellicients des mémes dérivées soient égaux. Cela nous donne
des équations du type suivant :

Jdak .

./)p/,

%! kN »
i e 7!1."

(27)

== of af - of, ok

Or celte équation montre que I'on doit avoir

3ok W
docf Qe il

09/: " Oor

et par conséquent «f, of sont les dérivées d’'une méme fonction qu’on
peut écrire logH;, et 'on a

koo 1 ()_Hi

L ].’L ()Pk
Les équations proposées (26) prennent alors la forme

0% 1 OH; Ju 1 OH; Ju

Ioidp  H; Opi Op Wi Tpr 0pe TFHT
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Les formules (27), exprimées en introduisant les fonctions H;, de-
viennent

; H; [/ 0Bk
(28) Vi = H—‘k ( ()S: — Buw @1:'.‘) >
en posant, comme nous I’avons déja fait, pour définition des £,
1 JH,
Po=1; Jp,"

Enfin, si nous exprimons que, dans les expressions des troisiemes

3
dérivées —2% _, les coefficients de z ont la méme valeur pour les
0p: Opx Opw

trois expressions d’une méme dérivée, il faudra joindre aux for-
mules (28) les suivantes :

O (ya+ Bal) = - (e + B

(29) o

qui, en y substituant les valeurs de 7, ' déduites des formules (28),
donneraient les équations auxquelles doivent satisfaire les fonctions H,.

Examinons le cas particulier ol les équations proposées ne con-
tiennent pas de terme en u. Nous savons déja qu’elles seront de la

forme

(30) O v OHpdw v oM dw
Jp: 0ps Hi 0p: Ops H; Jpx 5_(5.

En outre, les fonctions 3 devront satisfaire aux équations
0Pk
(31) —ﬁ—l' = B Buis

déduites des formules (28), oli 'on a fait Yav = 0. Quant aux équa-
tions (29), elles seront satisfaites d’elles-mémes. Donc, le groupe (31),
qui est le premier de ceux que I’on rencontre dans la théorie des sys-
temes orthogonaux, exprime précisément les conditions d’intégrabilité
d’un systeme d’équations de la forme

J'u . Ou ot O du
T e P

Nous voyons qu’un tel systeme, s’il admet une solution avec n con-
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<

stantes permettant de choisir arbitrairement les valeurs initiales des n
dérivées, ou, si’on veut, s’il admet z solutions distinctes, doit pouvoir
étre ramené a la forme' (30), ot les fonctions H; vérifient les équa-
tions (31). Du reste, ces équations (31), qui sont nécessaires, sont
aussi-suffisantes, et, toutes les fois qu’elles seront vérifiées, les équa-
tions précédentes admettront une solution plus générale que celle
quon cherchait, et, contenant » fonctions arbitraires d’une seule va-
riable. Il suffit, pour le reconnaitre, de remarquer que les équations
obtenues en différentiant jusqu'a un ordre quelconque détermine-
ront toutes les dérivées, moins celles qui sont prises par rapport a une
seule variable. ‘

Examinons maintenant les conséquences géométriques des remar-
ques précédentes, et, pour plus de netteté, bornons-nous au cas de
trois variables. Désignons par p, p,, p, les trois variables indépen-
dantes, la variable p étant supposée affectée de I'indice o, et admettons
que le systeme (31) soit vérifié par trois fonctions H, H,, H, de p, p,, po.
Ce systeme est alors formé de six équations se réduisant a trojs, qui
sont celles du premier systeme de Lamé. ‘

Les équations

[ Q*u 1 I, Ju 1 O, du o

dpidp, W, dpy 0p.  H, dp, dps
otu 1 OH, du 1 OH Ju

dpog. ML, 0p 0;m U opm 05 7
0*u 1 OH, du 1 OH 0«

dp dp, H, dp dp. H dp, 0p
admettront alors une solution avec trois fonctions arbitraires d'une
variable. Soient x, y, z trois solutions distinctes de ces équations, et
regardons ces variables comme les coordonnées d’un point. Nous for-
mons ainsi un systeme de coordonnées curvilignes. Je dis qu’il jouit de
la propriété que les surfaces des différentes familles s’y coupent sui-
vant des lignes conjuguées.
En effet, considérons 'une quelconque des surfaces du systeme, la
surface p, = coust., par exemple. Sil’on pose, suivant I'usage,

dz = pdx + qdy,
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on aura d’abord

/ dz ox dy 0z oz ayr
_—=pP— —_— _— — = —_—
(33) O Pon T 900 9% Pog 9%
Sil’on veut que les lignes p = const., p, ='const. soient conjuguées,
on devra avoir
op dx  0q dy __
o o 0o Op

ou, ce qui est identique,

0*z *x _ 2?y
Opdp. P dp dp, 1 dp 0ps

0.

La comparaison de ces équations avec les formules (33) nous montre
qu’il est possible de trouver deux fonctions a et b, telles que I’on ait

’u “ ou b due

—_— —_—

dp dp; dp dp
lorsquon y remplace u successivement par x, y, s. En raisonnant de
méme pour les deux autres surfaces, on obtiendra des équations

O, Oy O
()P ()pl - dp 09.,
0*u du oun
4 —_— = = -
U =a Ju + b Ju
dpidp " dpi " 0py

qui, devant étre satisfaites par trois fonctions «, y, z, se ramenent né-
cessairement a la forme (32).

Ainsi nous obtenons la signification du premier systeme de Lamé.
SiT’on a trouvé (rois fonctions H, H,, H, satisfaisant aux équations

w 060 0 12 ()D'z
59—2’ - @ozﬁzx, ’% - fuo@oz, “‘(}‘%{9 - ﬁnﬁm,
(35)
| 0B 98,

g B g 2
-(—)-—p—; _@12@207 ()p —@mﬁun —o'p‘ _B‘”@”"

qui se réduisent a trois, lorsqu’ony remplace les 3 par leurs expressions,
on obtiendra, enintégrant les équations (32), non pas un systeme né-
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cessairement orthogonal, mais un systeme de coordonnées curvilignes
dans lequel les surfaces se couperont suivant des lignes conjuguées.
Ces lignes conjuguées pourront étre les lignes de courbure, et alors le
systeme sera orthogonal, mais elles en différeront en général.

Ces systemes particuliers, formés de surfaces se coupant suivant des
lignes conjuguées, ont une propriété qui les distingue de tous les
autres systemes de coordonnées curvilignes, et que nous allons faire
connaitre.

Etant donné un systeme de coordonnées curvilignes, cherchons s’il
en existe un autre tel qu'on puisse établir la correspondance entre les
deux systemes, de maniére que, aux points correspondants, les plans
tangents aux trois surfaces soient paralleles dans les deux systemes.
En d’autres termes, x,y, z étant des fonctions de p, p,, p,, cherchons
s'il existe trois fonctions 2, A, X,, telles que les expressions

oz 0x . Ox
)\ 5; dp + 11 ;)—pl ([Pl + l.z "O—P—; C[Pg,

------ dp—+...,

soient des différentielles exactes. Il est clair, en effet, que, si cette
condition est satisfaite et si «,,y,, s, sont les intégrales des différen-
ticlles précédentes, z,, y,, z,, considérées comme fonctions de p, p,, s,
définiront un systeme de cordonnées curvilignes jouissant de la pro-
priété indiquée. Or les conditions d’intégrabilité des expressions pré-
cédentesnous conduisent immédiatementa un systeme de la forme (34),
ce que démontre le théoreme suivant :

Pour que deux systémes de coordonnées curvilignes puissent se corres-
pondre de telle maniére qu’aux points correspondants les plans tangents
aux trois surfaces aient la méme direction dans les deux sysiémes, il est
nécessaire que les surfaces de chaque systéme. se coupent mutuellement
sutvant des systémes de lignes conjugudes sur chacune de ces surfaces.

Nous allons voir, du reste, que cette condition, qui est nécessairc,
est aussi suffisante. Supposons, en effet, qu’on ait trouvé six fonc-
' 37.
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tions B satisfaisant aux équations (35), les fonctions H seront définies
par les équations

1 0H;
(36) 0= g 50"

Quant aux coordonnées x, y, z, au lieu de les déterminer directement,

posons
du _

5;; - HiUi’

u désignant I'une quelconque d’entre elles, les équations (32) pren-
dront la forme
(37) o = eul
De cette maniere, le calcul des coordonnées u sera ramené a deux pro-
blemes distincts, au calcul des fonctions H par les formules (36), et a
celui des fonctions U par les formules (37). Si, gardant les mémes
valeurs de U, U,, U,, on prend différentes valeurs des H satisfaisant
aux équations (36), on aura deux systemes de coordonnées curvilignes
a plans tangents paralleles aux points correspondants. Du reste, les
systemes (36), (37) sont toujours intégrables, chacun avec trois fonc-
tions arbitraires, les conditions d’intégrabilité étant remplies en vertu
des équations auxquelles satisfont les 3. On obtiendra ainsi, avec six
fonctions arbitraires d’une variable, des systemes triples de surfaces a
lignes conjuguées. '

Tout ce qui précede peut étre résumé dans les théorémes suivants :

Le premuer systéme (35) de Lamé exprime que les surfaces du systéme
triple se coupent suivant des lignes conjuguces; toutes les fois qu’on aura
trouvé les fonctions (3 satisfaisant @ ce systéme, la suite des calculs don-
nera un systéme de coordonnées curvilignes & lignes conjugudes avec six
Jfonctions arbitraires d’une variable.

St deux systémes de coordonnées curvilignes se correspondent de telle
maniére qu'aux points homologues les plans tangents aux trois surfaces
sotent paralléles dans les deux systémes, les surfaces de chaque sysiéme se
coupent suivant des lignes conjuguees.

Réciproquement, st trois familles de surfaces se coupent suivant des
lignes conjugudes, il existera d’autres systémes de coordonnées curvilignes
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avec trois fonctions arbitraires, tels qu’aux points correspondants dans les
deux systémes les plans tangents aux surfaces correspondantes sotent
paralleles.

Les propriétés précédentes sont donc caractéristiques des'systemes
que nous étudions ici pour la premiere fois.

§ XV. — Etude de quelques systémes triples de surfaces se coupant
sutpant des lignes conjuguces.

L’emploi des systemes orthogonaux est soumis & de telles restrictions
que l'on sera nécessairement conduit, en Phvsique mathématique,
adopter des systemes de coordonnées curvilignes obliques. Le groupe
particulier que nous avons signalé au paragraphe précédent est évidem-
ment le plus simple apres celui des systemes orthogonaux. Nous croyons
donc utile de faire connaitre quelques systemes simples de surfaces se
coupant suivant des lignes conjuguées.

Si, dans le systeme (32), nous faisons H = H, = H,, nous avons vu

que I'on doit avoir
Y

Hes ——my
r-+=nr—+nr

r, r,, r, désignant des fonctions de p, de p, et de p,. Cetle hypothese
nous conduit au systéme suivant :

S+ S+ L+t U uH U,

X o= 3 .,’V = ? 2 == 9
Cor—ror r=ro--nr r-=r . -tr,

od s;, t;, u; dépendent seulement de la variable de méme indice.

Délerminons, dans le systeme (32), les quantités H, H,, H,, par la
condition que ce systeme admette pour solutions des produifs de trois
fonctions dépendant I'une de p, 'autre de p,, la troisieme de g,. Nous
obtiendrons la forme

/

Nw _ Jdu on

(r—=n] Opdp, ~— Opr  Op

oy Qe 0w du
(38) (ro— 1) oo Om  0py
0w du  Ju

) 90 = 00 T
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o r,r,,r, désignent des fonctions de p, p,, p» respectivement, et qui
conduit & une infinité de solutions de la forme

f de oy f doa
—_— -+ —
u—evr+t f:,-o—h 1,+h’

h désignant une constante, et par conséquent & une infinité de sys-
temes & lignes conjuguées. En prenant pour r, r,, r, des quantités
proportionnelles & p, p,, ps, 0n sera conduit au systeme suivant :

2= Alp o A (i ()7
1] } B(P’*‘li\m(Pl'*‘]l.}“l‘(Pg‘*‘ﬁ')mf,
g::C(p.*.. l,"’(Pl'*" l)m‘(Pz“!_ l)m,_‘.

L’avantage des systemes # lignes conjuguées cousiste en ce qu’on peut
les soumettre & des transformations homographiques quelconques, sans
leur faire perdre leur propriété essentielle. Dans les équations (34),
on peut regarder les variables z comme des coordonnées homogenes
par rapport a un tétraedre de référence quelconque, car de telles coor-
donnéesne sont que des fonctions linéaires des coordonnées ordinaires,
ct par conséquent satisfont aux mémes équations. Ainsi, x,y, z, ¢ dé-
signant maintenant des coordonnées homogenes, les équations

z=A(p+ a}(p.+ a)™(p.~+ a)",
3 §7—3W+5M0+b%m+M%
(a4, .
- (Z“C(PH (i ¢ (pat )y
1-‘”(P+‘i\m(P‘+d)’”’(P"‘— (l}""—‘

définissent un systeme & lignes conjuguées.

Il est remarquable qu’on puisse déterminer généralement les lignes
asymptotiques de toutes les surfaces du systeme. En formant, en effet,
par les procédés connus P'équation des lignes asymptotiques, par
exemple, de la surface p,’= const., on trouve

m(m — 1) dp? . mi(m,— 1} dp?
e+ ap+0){p+clo+d] ~ (p+a(p-+b)p+ ¢ (p+d)

“équation ol les variables sont séparées.
Dans le cas particulier ott I'on a

1
m=m, = ny=—,
p
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en prenant
flu)=(u—a)(u—25)(u—c)(u—d),

I r

Fa Y=y

on trouvera, pour I’équation du systeme triple, -

AP =

*?

xP + yP 4 zP 144
- =0
ixa Axb ixetixa™®

ot on doit prendre pour X successivement les valeurs p, p,, g.. Cest
la généralisation du systeme des surfaces du second degré.

- On obtient d’autres séries de systemes a lignes conjuguées, en fai-
sant, dans les formules (38), :

P R NP

Py = — 7

P=— L, p=—c'y
h ! h h

h étant une constante. On obtient ainsi les équations simultanées

( M)Jﬂi+ﬁ@3—ﬂ$—n
PP ) g o dp o) T

J0*u ou du
4 PR du _du\ _
[40) (p:—p) 0P - N <’)P' ‘)P:> o,

(p — 0w +h du _ du\
P p) 0p Opa om 0p )%

qu’on peut intégrer complétement dans un grand nombre de cas, et
qui se rencontrent dans I’étude de plusieurs problemes.
On en aura d’abord une solution étendue, en prenant

U= ZA‘(p -+ al‘)—,‘ (Px -+ Cli)*h (P2 -+ a,-)—",

a;, A; étant des constantes, et la somme renfermant un nombre quel-

conque de termes.
L’opération

0 0 0

%" e O

?

appliquée & une solution quelconque, donne encore une solution, car
cette opération n’a aucun effet sur les coefficients.
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L’opération
()a
dpdp‘dpz
donne le méme systeme dans lequel 4 est changé en A+ 1. Si donc on
sait I'intégrer pour une valeur de %, et que la dérivation précédente,
appliquée & I'intégrale, ne donne pas un résultat nul, on saura l'inté-
grer pour A + r.
Réciproquement, si I'on en connait I'intégrale pour une valeur
de 2, V, U'intégrale U pour A — 1 sera définie par I’équation
_o*U
= Jpdp 0pa’ _
(ui, jointe a celles qui constituent le systeme, fera connaitre U.
Si denc on connait 'intégrale pour %, on pourra la trouver pour
h *=n, n étant enlier.
Prenons, par exemple, 2 =1, c¢’est-a-dire le systeme

02u Ju Ou
(47) m(pi*p")wﬁn(m'

On trouve facilement son intégrale, qui est

R ‘ R, R,

W) =) T o=l le—p) T =) =)’

ou R; dépend seulement de p;, et par suite l'intégrale pour A= n,
n étant entier positif, sera

P [ R . R, N R, ']
9o dpidps Lip—p)(p—ps)  (po—p)(pi—pa) ~ (ea—pi) (ps—ps).
Il est, du reste, intéressant de remarquer que la voie précédente
conduit & une nouvelle méthode de recherche des systemes orthogo-

naux. Imaginons que I’on-considéere un systeme de trois équations de
la forme de ceux que nous venons d’étudier

Pu __ , du , Ou
0p 0o “ 0p T % Op
Pu | Odu , Ou
m_a, b—;)-l—'l—a‘ 5;27
*u , Ju o ot
o70m = T T G
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Je dis que, pour obtenir un systeme orthogonal, il suffira de connaitre
quatre solutions de ce systeme, entre lesquelles on ait la relation

t =2z y*—+ 3%

En effet, exprimons que la valeur précédente de ¢ satisfait & la pre-
migre équation, en méme temps que @, y, z. En éliminant les dérivées
secondes de x, y, z, nous trouverons

Iz dx | dy oy , 030z
dp dpi  dp dp  dp dp

En employant de méme les autres équations, nous obtiendrons les
relations analogues

(.)—‘g_v—{)_.r.-)_ - == 0 ()x Q_{_*_.
pi s T dp Op

+ == 03

done les équations qui définissent «, y, z comme fonctions de p, p,, p.
font connaitre un systeme orthogonal. Réciproquement, dans le cas
des systemes orthogonaux, x®+ y*+ z* sera une solution du systeme
précédent, auquel satisfont z, y, z.

On peut généraliser beaucoup la remarque précédente. Considé-
rons un systeme d’équations de la forme

, 02w Cdu ou .
[, e e gl gk T i J e =0,1,.2,
! 13) ()p‘ (){J,{' a ()p/: t a; (){)‘ - b;l u, 1 ,1 0, 1,2

et supposons que l’on ait trouvé cinq solutions de ces équations, entre
lesquelles il existe une relation homogene du second degré, a coelli-

cients constants. Par des substitutions linéaires, a coefficients con-
stants, on pourra ramener cette relation a la forme

22y -+ 2]+ 2l +xi=o0.

Alors «,, ..., oy, considérées comme les coordonnées pentasphériques
d’un point, définissent un point de 'espace. Si 'on différentie cette
équation successivement par rapporta p et a p;, on trouvera, en tenant
compte des équations (43),

0z 0xi _
; 0p dpi
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Cette relation et les deux semblables que I’on obtiendra expriment que

on a un systeme orthogonal.
Si’on ne veut pas employer le systeme des coordonnées pentasphé-

riques, on pourra remarquer qu’'en ramenant la relation homogene
entre les solutions a la forme

X+ V¥*+2—PT=o,
les fonctions
X Y Z T

—P-) r==° 2 == = t:r)

== P P
satisfont 3 des équations semblables & celles du systeme (43), mais
privées du terme en u. Comme on a entre elles la relation

=2+ y+ 27,

nous voyons, en utilisant la remarque déja faite précédemment, que,
#, ¥, % étant considérées comme les coordonnées ordinaires d’un point,
nous aurons un systeme orthogonal.

Nous aurons & faire usage de cette remarque; mais, des & présent,
nous pouvons en faire une application. Les fonctions

U=AV(p+a)(p+ a)(p+a)

satisfont, quels que soient A et @, & des équations de la forme (40,
ol h=—4.
Si l'on pose
flz)=(z—a)(z—a) ... (»—a),

les cinq fonctions

2 Vo ad (ot a) (pa+ i)
| VS (@)

sont, d’apres un théoreme connu sur les fractions rationnelles, liées
par ’équation identique

Zi-+. . .4z =0.

Les formules précédentes définissent donce un syst®me orthogonal. Les



SUR LA THEORIE DES COORDONNEESCURVILIGNES, ETC. 200G

trois familles seront données par ’équation

(44) Ez—f*:z =o,

ot Uon remplacera X par g, py, p,. Cest le systeme formé de cyclides
homofocales.

§ XVI. — Indication de différents systémes orthogonaux que l'on peut
déduire d’un systéme orthogonal & n varables, supposé donné.

En dehors de leurs applications & la Physique mathématique et & la
IMécanique, les systemes orthogonaux & n variables peuvent, comme je
ai établi au tome LXIX des Compres rendus, servir & la recherche des
systemes orthogonaux & trois variables. Depuis mes premieres études,
M. Lie a fait connaitre aussi, dans les Nachrichten de Goettingue, de
nouveaux moyens d’obtenir le méme résultat. Je développerai d’abord
mes premicres recherches, et je ferai connaitre ensuite d’autres résul-
tats qui me paraissent nouveaux et différents de ceux de M. Lie.

Reprenons les formules qui donuent les dérivées des fonctions U.
On en déduit

dUr = — (BuUi+. ..+ BuU.) dps + ZuBuw Uwdpr

ou, en supposant gg constant,
(45) dU, o= :d](/ ﬁ/,pUydpy.

On déduit de cette formule, en y remplacant U par Xj, X}, ..., X}, ot
faisant la somme des carrés,

(46) (dX,})’ - (LZX/?)’—F PR ((IX; )2':.:: 2&’(31.-2/;"19/'?' R

Cette équation exprime que les n Yonctions X}, ..., Xj, considérées
comme dépendant de n — v variables gy, pay -y Paoty Phats s Pas
forment un systeme orthogonal. I est vrai que ces fonctions sont en
nombre trop grand d’une unité, et qu’elles sont liées par la relation

L7 X (X
38.
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Mais il est facile de ramener ce systtme au type ordinaire. Pour nous
rendre compte de l'opération analytique que nous allons exécuter,
voyons quelle est la signification des résultats précédents dans le cas
de n =3.

Alors les quantités X;, Xi, X; ou, avec les notations habituelles,
X, Y, Zy sont les cosinus des angles que fait avec les axes la normale
3 la surface px, ou, si 'on veut, les coordonnées du point de la sphere
qui sert de représentation sphérique au point correspondant de la sur-
face p;. Notre résultat est donc la proposition connue que les représen-
tations sphériques des lignes de courbure de chaque surface forment
un systeme orthogonal. De ce systeme sphérique on peut déduire par
I’inversion un systeme plan orthogonal, et I'on a ainsi, d’un systeme
orthogonal & trois variables, déduit un nouveau systeme a deux va-
riables. C’est une opération analogue que nous allons exécuter avec un
nombre quelconque de variables.

A cet effet, posons

X Xt
(48) nELIYy v e T

En tenant compte de la relation (46), nous trouverons

(49) d‘)}! -+ d]f--l == [67(1 de -+l @I?n dP;‘;),

I
ou le second membre est privé du terme en dpy. Cest un systeme
orthogonal ordinaire, les fonctions y,, ..., y,_, dépendant de
01y ooy Phets Phets -5 Pn» €L D'étant lides par aucune relation. Les
formules (48), (49) le définissent complétement. Ainsi, d’un systeme
orthogonal a » variables, nous avons déduit un autre systéme 2 n — 1
variables. )

Si 'on prend comme point de départ le systeme des coordonnées
elliptiques, on obtiendra ainsi celai des eyclides homofocales. Silon
emploie ce mouveau systéme, on obtiendra un nouveau systeme algé-
brique également 4 un nombre quelconque de variables, et I'on pourra
répéter indéfiniment cette opération.

Mais on peut indiquer d’autres procédés plus généraux, conduisant
au méme résultat. Considérons ps, Pasiy prsas - -» pn. comme des con-
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stantes, et définissons n fonctions y par les formules

(50) yi=xi+ A XL+ A XE +. L - AXE

dont le type général est

(51 ry=u-+AUi+...+A,0,

et qui dépendent, par conséquent, des n variables
Pis <oy Photy Asy +ovy Aue

Si nous différentions I'équation (51), nous aurons

dy = du + AudU . . .+ A dU, + UpdAs + . ..+ U,dA,,

et, en substituant & du, dU, leurs valeurs,

(Z‘}'. —_ Ul ( IVII -+ A/l(—"/n + e An@nl ) dpl"‘}— cwe
- Upey (H/._l = A Bagmi o + A Bui—1) dp/,_l +UndA+...+U,dA,.

Remplagons u, U; par les n systemes de valeurs a, X/ et faisons la
somme des carrés des équations ainsi obtenues. Nous trouverons

f==l—1
( 5?) d)"f-—l-- - —1—(1‘}","; = 2 dp,? (H/,—i— A/,p/./, T A"@"k}a_*_ dA} - ...+ dAZ,

k=1

et cette formule, ne contenant que les carrés des différentielles, nous
montre que ¥, ..., ¥,, considérés comme fonctions de p,, ..., g4y,
Aj, ..., A,, conslituent un systeme orthogonal.

Dans le cas de n =3, la signification géométrique des systemes
ainsi obtenus est des plus simples. Le premier, celui ol 'on ne prend
qu’une fonction A, est formé des surfaces paralleles a I'une des sur-
faces du systeme proposé; le second, celui ot I'on prend deux fonc-
tions A, est formé des plans normaux a la courbe d’intersection de
~deux surfaces du systeme et de deux familles de développables ortho-
gonales a ces plans, que 'on déterminera facilement.

Revenons au cas général. Les formules (50), (51), (52) conviennent
2 un systeme orthogonal & n variables. Mais on peut, de bien des ma-
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nigres, diminuer le nombre de ces variables. Supposons, par exemple,
qu’on établisse les relations

A =k -y A, =Tun

qui déterminent A, ..., A, en fonction de p,, ..., g4, La formule (52)

deviendra
h=h—1

{53) dyt +dyi;+.. +dyiy :-"Z (Hz+ AnBrs—+. ..+ AuBu)*dps,
LA=1

et elle montre que les fonctions y,, ..., y,-, forment un systeme
orthogonal & 2 — 1 variables seulement.

Nous allons faire une application des plus simples. Supposons que,
pour n» = 3, on ait constitué un systeme triple comprenant une famille
de surfaces paralleles, on aura

(53] dzx*+ dy? + dz* = dp* +~ H* dp* -+ T2 dp?;
I ') (g (g 2 0P

p, dans cette formule, désigne la distance de chaque surface parallele &
I'une de ces surfaces prise pour origine, (2).

Si nous faisons z = p, ce sera prendre sur la normale & la surface (%)
un point & égale distance de la surface (Z) et du plan des «y. Ce point
sera donc le centre d’une sphere (S) tangente & (3) et au plan des zy.
D’ailleurs les coordonnées du point de contact de cette sphere (S) et
du plan des zy sont évidemment x, y, et 'on aura, d’aprés la for-

mule (53),
dz* + dy* = I, dp} + Hj dp:,

d’ou1 résulte ce curieux théoreme :

St I’on méne des spheres tangentes a une surface fixe et & un plan, on
établira ainsi une correspondance entre les points du plan et ceux de la
surface, qui sont les points de contact de la méme sphére. Aux lignes de
courbure de la surface correspondront sur le plan deux systémes de lignes
orthogonales.

En transformant par 'inversion, on obtient la proposition qui suit,
et qu’il serait facile d’établir directement :

8¢ l’on méne des sphéres tangentes a une surface fixe (2) el a unc
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sphére fixe (S), on établit une correspondance entre les points de la
surface et ceux de la sphére. Aux lignes de courbure de la surface corres-
pondent sur la sphére deux systeémes de lignes orthogonales.

Si I'on suppose que le rayon de la sphere augmente indéfiniment,
on retrouve le mode ordinaire de représentation sphérique des surfaces.

Pour terminer ce qui se rapporte & ’emploi des systemes orthogo-
naux & n variables, nous remarquerons que, si I'on considere trois
quelconques des fonctions «,, a,, ..., z, d'un systeme comme dépen-
dant uniquement de trois des variablesp, de p,, pa, p; par exemple, elles
satisfont & des équations de la forme (32), et par conséquent donnent
un systéme a trois dimensions, dans lequel les surfaces se coupent sui-
vant des lignes conjugudées.

§ XVII. — Application a la recherche d’un systéme triple orthogonal
comprenant comme cas particulier les systémes isothermes.

Dans son Mémoire sur les systemes orthogonaux isothermes
(Journal de Liougille, t. 1X, p. 317), M. Bertrand a fait connaitre une
belle propriété commune & tous ces systemes. Chacune des surfaces qui
le composent peut étre divisée en carrés infiniment petits par ses lignes
de courbure. Mais la réciproque n’est pas vraie, et ’on connait au
moins un systeme, celui des cyclides homofocales, qui, sans étre iso-
therme, jouit de la méme propriété. Dans mon Mémoire de 1366,
“avais eu I'idée de chercher tous les systemes orthogonaux, nécessai-
rement plus généraux que les systemes isothermes, pour lesquels toute
surface de chacune des trois familles posséde cette propriété, c’est-a-
dire peut étre divisée en carrés infiniment petits par ses lignes de
courbure. Il est facile de trouver quelle doit étre dans ce cas ’expres-
sion de la distance de deux points infiniment voisins. Posons

ds*=*dp* + Hidp} -+ Hj dp};
sur la surface g, = const. on trouve
ds* = W dp + W2 dp?,

et, pour que le réseau des lignes de courbure jouisse de la propriété
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indiquée, il faudra que I'on ait
H_ fle),
A(Pt

H = fie)
mais, p, étant constant pour chaque surface, les expressions des fonc-
tions f, f, peuvent contenir p,, et 'on doit écrire

H _ flesp:)
Hi ™ filps p2)

Dans tout ce qui va suivre et tant que nous ne ferons pas la con-
vention contraire, nous désignerons par une grande lettre affectée d’in-
dice A;une fonction ne contenant pas la variable p;, et par une petite
lettre affectée d’indice r; une fonction de la seule variable p;. L’indice
zéro correspondant & la variable p sera supprimé. L’équation précé-
dente pourra donc s’écrire

H S,
T

On devra avoir de méme, en considérant les deux autres familles,

H T, H U

LT -0
.a multiplication des trois équations nous donne

ST.U_
ST, U,
11 est facile de voir que la solution la plus générale de cette équa-
tion est
U_a S _ _a T, a

= o= =

ST T,.7 7 U a
En profitant de P'indétermination des fonctions U, ..., T,, qui n’en-
trent que par leurs rapports, on pourra prendre

T :U, S.:‘—‘T[, T';"-'—' Uz
ct I’on sera ainsi conduit a la forme '

585 g=5% p=55

U= M M’
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ol M sera une fonction inconnue des trois variables p, p,, p,. Pour la
commodité des calculs, nous prendrons

(55) H=— -l\ll ettt = 1\_146|(+-m, H,=— l\ie““f“',

R, R, R, étant des fonctions de méme définition que S, S,, S,, c’est-a-
dire ne contenant pas, chacune, la variable de méme indice.

On est encore conduit & la recherche des mémes systemes orthogo-
naux, si on se propose une question intéressante que 'on peut
énoncer comme il suit.

Le systeme des cyclides homofocales n’est pas isotherme; mais, dans
un travail récent inséré au Journal de M. Borchardt, M. Wangerin a
montré que I’on peut encore trouver, au moyen de ce systeme, une in-

finité de solutions de I’équation de la chaleur en prenant pour V une
fonction de la forme

(56) V=Nf(p) filp:) falps),

ou N cst tout a fait déterminée, mais ou les fonctions f; f;, fo peuvent
étre choisies d’une infinit¢ de manitres. Cherchons tous les systémes
orthogonaux jouissant d'une propriété semblable. L’équation de la
chaleur en coordonunées curvilignes est, comme on sait, de la forme

5 o[ av 0 (5OV\ . 0 91’)—0
(%7) 7’?(“55>+5@7 ﬁdp-) oo \! o) =

ol I'on a posé -
_WH, o HE, HH
=T OPTL YT

Remplagons, dans I’équation (57), V par Nu, et développons les cal-
culs; nous aurons

o ON  da\ou 0 [ ON _
I\O!'a};; -+ (20(—(-)-(')‘ +-N-a;) -ap —l—lt;)—P (OC—JE)-> ~+...==0,

les termes non écrits se déduisant, par des permutations circulaires,
des précédents. SiI'on veut que V soit de la forme (56) ou « de la
Ann. de U'Ec. Normale. 22 Série, Tome VII. — Sepresore 1878, 39
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forme /f(p.) £.(p)» Jfs(p2), on aura

(58) Nal Bl <25¢()—§ —FN."—“) Llel, 9 <a93> b=
Sle) dp 9 Jp

Les fonctions f; f;, /> doivent doncsatisfaire a des équations linéaires.
Par exemple, si, dans Péquation précédente, on donne a p,, p, deux
valeurs constantes quelconques, on trouvera pour fune équation de la
forme

af’ +bf +cf=o,
ol a, b, ¢ sont des fonctions quelconques de p.

Réciproquement, si I'on veut que, comme cela a lieu dans le cas des
cyclides, les deux solutions d’une telle équation puissent étre associées
aux fonctions f;, f; pour donner une intégrale de I’équation de la cha-
leur, il faudra que I’équation (58) soit identiquement vérifiée par 'em-
ploi de trois équations de la forme précédente, I'une pour f, 'autre
pour f,, la troisieme pour /s,

J7(e) +olp) S'(p) +¥(p) S =0,
(89) Jilp) +oilp)f (p) + (i) fi =0,
S (p2) =+ 91(p2) S (p2) + da(pa) fa == 0,
c’est-d-dire qu’en tirant des équations précédentes, ou les f'onctiom

9, ¢ seront convenablement choisies, les valeurs de /7, /7, /s, et les
portant dans I'équation (58), celle-ci soit vérifiée, quelles que soient

S’ o fis fis Jo s Jo- On obtient ainsi les équations

ON Oce
20:5;- “+ NUE =9(p)Na,

2 5 + N3 = oulp N,

ON 9y _ )
275@;*‘1\‘0—9;—.‘?’(9’)1\7'

) ONY J oN J IN
—N ~+- -+ 2 +—( <.-—-—- +—-( ——->-+-._ 9NN
(acq" @qjl 7“!" ) ()P 24 dp) ()pl ﬁ()Pl C)Pﬂ Y op’ =0,

qui doivent étre satisfaites en prenant pour les fonctions ¢ et ¢ des va-
leurs couvenables. La discussion se simplifiera beaucoup si 'on re-

60) {
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marque que, les équations {59) étant linéaires, on peut, en remplagant
P+ P4s po par des fonctions convenablement choisies, les ramener 2 une
forme ou les fonctions ¢, ¢,, 9, seront nulles. Alors les trois premieres
équations (6o) se réduiront aux suivantes :

o(a2N) 0(B*N) o{y*N)

o = o, o =o, O

=0,

ou, en intégrant,
«*N=8, BN=S§,, p*N=8§,,

S;ne dépendant pas de p;; on a done, en se rappelant la signification
de o, £, 7,

VS8,
N

, H,= Y53,

N

= ‘_/%—S—’, 0, —

ce qui, aux notations pres, est la méme chose que les formules (55).
La premiere condition 2 remplir, mais non la seule, est donc que les
systemes orthogonaux appartiennent 2 ceux que nous voulions déja
chercher. Il restera ensuite & voir si N peut salisfaire, en prenant con—
venablement ¢, ¢,, o, & la dernitre équation (60). Nous sommes
ainsi ramenés & ’6tude de la question que nous nous étions déja pro-
posée, en nous placant & un autre point de vaue. Nous allons en re-
prendre la solution sans rien changer d’essentiel & la méthode suivie
dans notre premier travail, mais en Ja complétant de maniere aretrouver
tous lessystemes orthogonaux appartenant a cette classe, méme les plus
simples, déja connus, que nous avions d’abord négligés.
Nous avons ici, en reprenant les notations (55),

! 1 I 2
Il = - f‘l(’+lt’ ]Il = — I Ry II‘ o gl Ry
M ’ M ! M

Formons d’abord les fonctions 2. Nous aurons

o k—n, (_ %o . OR, 0 - [ %, OR
@ox~-—6 ( M+ UP D (Jw-——C M -+ ‘)Pl ?

=ty [ F QE) — Rk, [ %2 ,‘)_R_>
ﬁ]a == € ( ‘Wl }- ()Pl ] (32| =¢ M -+ ()pg 7

L B—R [ %2 _Q_]_-{_g MR, [ % (.)& .

2

.)9.
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Nous avons, pour abréger, désigné par x,, x,, . les dérivées de M;
nous adopterons une notation analogue pour les dérivées d’ordre supé-

rieur.
Les fonctions 8 doivent satisfaire aux deux groupes d’équations

0B 9B 0B
(61) £ = ozﬁu, B = gmﬁnn —d% = @zx Bwv
et
ar@ox ()ﬁm
—‘—’)P -+ ﬁzoﬁnl =0,
. 0.612 ()ﬁ'n -
(62) —(‘)E -+ +ﬁaxﬁo:—~0’
0{320 (){‘Snz
\ _(E dp +ﬁuﬁw—0

Exprimons d’abord qu’elles satisfont au systeme (61). On trouvera

oR JR

xmzx;-gf;l——%—x.-(j—;-}-MU,
JR, 0R.
(63) ‘ Xopg == X, -5; -+ x 092 MU.,
JR, JR,
xm——xaaa'-l-xl—d?—i-MUx, .

ol ’on a posé, pour abréger,

U____(_d_g3 OIW <0Rl >___05_cﬁ,
7/ 2

dp, o 0p2 Jpa Op,
U____(_«ili de) (01{, ()R)__(_)_[_{_lgﬁ,
Jp2 dp: dp Jpa

0= <0B‘ . 01{2> <on ()Rz) R, OR,
9 p Opi Op

Pour que les équations (63) soient compatibles, il faut qu’en les
différentiant elles donnent la méme valeur pour

o*M

0POP| ()pz = Zuz.

Or on trouve, en différentiant la premiere par rapport 4 p et rempla-
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pY

canl @,,, &, par leurs valeurs déduites des deux autres,

OR, dR, OR 0R, JOR JR,

gz JRiOR:  OROR, OROR, oU oR oR
02 — o()m OPI 1092 dp 2.()9[ ()p

- T e —_—

+M <0P + T, 09.+U’ 30,

En opérant de méme sur les autres équations, on trouvera des valeurs
qui, évidemment, ne différeront de la précédente que par le coefficient
de M. On doit donc avoir

oU  OR OR_9U - OR, _OR,_9U, ORIk,

% U0 T T T T U T T T U e

(64)
Or on a identiquement

IR oR . OR, OR, . OR, R,
Uxa‘f‘ 2;75;—[]20—{)2'4— ()_P—UT)-P—_!_Ul—(K,
comme il est facile de le vérifier. I1 suit de la que les équations (64)

se réduisent aux suivantes :

(_)LI__{)E{__()U:
do ~ 9 Op

et, comme un calcul direct donne l'identité

U 9U, U,

o P P

il suit que les équations (64) peuvent étre remplacées par les suivantes:

QLJ__()UI__(_)_I;IZ_O
dp ~ Op Odpa

Chacune des fonctions U; ne doit donc pas dépendre de la variable de
méme indice. En désignant donc par K, K,, K, trois fonctions de deux
variables ne contenant pas la variable de méme indice, on pourra donc
toujours écrire '

*°K OR JR

T Opidps Opi Opa

et de méme pour U,, U,. Nous mettons une dérivée seconde pour la
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facilité des calculs qui suivront. Nous aurons ainsi le systeme suivant :

(aR, an>(an. 03) PK

9o ) \Op T Jpa) T Opi0p
y M _ouy (o o) _ 0%
165) Ops  0ps dp dp ) ~ Opdpa

M _db) (R _oly) _ O,

dp op dp, doi |~ 0pop”

qui devra étre vérifié, en choisissant pour K, K,, K, des fonctions con-
venables.

Quant aux équations qui déterminent M, elles seront compatibles si
le systeme précédent est vérifié, et elles deviendront

Xy == X o—R —t- 2 .dﬁ —- I ._E_K_ — .(.)A]E (‘)__g
P 0 7T Oy 0p.0p:  Opy 0pr )’

o ) K,  OR, OR,
166) e e Y (G F )
( o B Oy (2 0N Oy
s gt G Y (G T )

Nous allons d’abord chercher la forme des fonctions R, Ry, Ry, qui
peuvent satisfaire aux équations (65). Les équations étant différentiées
par rapport a p, g,, p, respectivement, on trouve

(0_“2 _9R > OR L (OR ‘_’E) [T
dp O ) 90 \Op T 9pn) 0pdp T
. IR _ 95) R,  (OR, IR\ R _
7] Jp.  0p2) Op g, ( g 0p ) 0pops
ok _ i’ﬁ) R (0_'_‘ _ 9Rs\ OR, o
(09 95 | 9pdp: " \ g, ‘)Pn) dpop

Supposons d’abord que 'un des binomes
OB, _OR,  OR _ OR, OR _ R
0p dp ’ ()P: 0P1 ’ ()P: Jpa
soit nul, que I'on ait, par exemple,

O(R,— R,)
(68) S =
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ce qui donne, en différentiant,

(69) OR o OR
9 Opdp. ~ ° Opdp. .

Alors les équations (67) sont satisfaites. Nous avons donc ainsi une
premiere solution. On déduit facilement des équations précédentes

R=a+a, Ri=a+a,

a; ne dépendant que de p;. Quant & R, comme il ne doit satisfaire a
aucune condition, ce sera une fonction quelconque de p,, p,. Maxs on
peut simplifier cette premitre solution.

En effet, reportons-nous aux formules (55), qui donnent les expres-
sions de H, H,, H,. Si I'on remplace p, p,, p. par des fonctions quel-
conques de trois nouveaux parametres g/, o, ¢, dont les différentielles
soient ¢*dp’, endp', e*2dp’y, et M par M'e=*~* ", les expressions de¢
H, H,, H, deviendront

) — I\_;’ P Y R TR T
I]’ — _l_ cu A dhg ey wele g
| B lylr
4 1 W Ry ooy, oga
112 = '1'\-]‘;6‘ i Ty

et 'on voit que, sans diminuer la généralité du systeme cherché, on
peut toujours remplacer les fonctions R, R, R, par les suivantes :

RAo 2 Ri-+o~a Rito~+ 2z,

ol «, o, o, désignent trois fonctions quelconques de p, py, pa-
Appliquons cette remarque & notre premicre solution. Nous voyons
que Ry, R, pourront étre ramenées a la forme

(70) . R, =0, R.=o.

Tel est le type de notre premiere solution.

n’étant

R,
Supposons, en second lieu que, aucun des binémes ()(de Ri)

nul, car, sans cela, on retomberait sur la solution précédente, une des
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trois quantités
'R J2*R, J*R,
()p,(}pz’ Jdo dpz’ dp dp,

soit nulle. En vertu des équations (67), les deux autres devront étre
nulles, et I'on aura

PR _ R _ OR _

dpidp. — Opdpy ~ dpdp.

¢’est-a-dire :
.B.::ax—l"az, B(:b+bz, I{Q:C—I—Cp

En introduisant les trois fonctions arbitraires «, on pourra donner &
cette solution la forme
(71) R:('t"‘(lu RI—_——ax“_'a, R—=a—a.
En dehors de ces deux solutions exceptionnelles, il en exisle pour
lesquelles aucune des quantités
R OR_oR
0p.0ps”  dpi  Opa
n'est nulle. Alors la comparaison des équations (65), (67) nous donnera

2K 2K, 0K,
Jdpi0pr __ dpdp, __ dpdp,
'R T R, T R,
Jp.op:  Opdp,  Jpdp

La valeur commune de ces trois rapports, le premier ne dépendant pas
de p, le deuxieme de p, etle troisieme de p,, ne peat étre qu’une con-
stante A. Si 'on en déduit les valeurs des dérivées des fonctions K, et
qu’on les porte dans les équations (65), on aura

<g§, @)(dt:. ()R) R

I 9p ) \dp T~ 0p) T " Opids)
(72) (‘_)E = ..‘?E:) (Eﬂ_{? — ‘ﬂﬁ) — 5 IR
72 _ dp:  dpe dp do ) — " 0pdp’
(Q_IE — 91‘.) <ﬂ.‘ _ ?_‘E) — IR
dp 9 ) \dp~ dp/) T " dpdp
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Chacune de ces équations s’integre sans difficulté. La premikre, par

exemple, donne
R—R,— R.=— hlog(S +8S,),

Si, S, étant des fonctions de méme définition que R,, R,; R ne conte-
nant pas g, on peut donner a p une valeur constante (ui transforme
R,, S, en des fonctions de p,; R,, S, en-des fonctions de p,. On a donc,

pour I'expression générale de R,
(73) R=a -+ a,— hlogla,— a,),
2;, a; dépendant seulement de p;.

Cela posé, prenons la premiere des équations (72), el posons
S = — hlog(a,— a.),
R=cu +a-+S, ==+ 8, Ry=a + S,

Nous avons étudié a partle cas ol

R, 08,
0pdp: ~ 0pOps

oo, 0S8, 0§
est nul; nous pouvons donc supposer que les dérivées . o5, D€ sont
I 2
pas nulles, et la premiere des équations (72) pourra étre écrite
08 J8
dor . dpr
a5, s, =
do. Op
ou
ha | o=t
JS, S T
()Px on

Les deux membres de I’équation précédente sont indépendants, I'un
de p,, I'autre de p,. Ils sont donc égaux 4 une méme fonction de p, a.

On a done
08, hd 05, hd,

82 1 — o
dp, ~a—a’ 0p: a—a,

ce qui donne, en intégrant,

S, == — hlog(a.— a),
S;=a— hlog(a— a\),
Ann. de l’Ec, Normale. 2¢ Série. Tome VII. — Sceremre 1878. 4o
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£, « dépendant seulement de p, et par suite

R.= o+ o — hlog(a — a.),

R =f +o,— hlog(a.— a).

En substituant ces valeurs, ainsi que celles de R, dans les for-
mules (72), on trouve
B'— o =o.
On peut supposer f = «, sans restreindre la généralité, et U'on obtient
la forme définitive de la troisieme solution

(R = ot 4+ on— Nlog(ai— a.),
(74) 3

Ri=o + o — filog(a,— a),

Ri=« + o, — hlog(a —a,),

aucune des trois fonctions a, @,, @, ne pouvant se réduire & une con-
stante; car, sans cela, une des trois quantités

9k,
Jp dp,

R
dp ()p,’

'R,
0pdps’

serait nulle, et nous retrouverions une des solutions déja mises & part.
En résumé, nous avons les trois types de solutions (70), (71), (74)-
Nous allons les examiner successivement. Mais auparavant indiquons,
d’une maniere précise, le point ol nous sommes parvenus.
La fonction M devra satisfaire aux trois équations (66) qui seront
compatibles; mais il nous reste & exprimer que les fonctions /% satisfont
au systeme

()Bm oﬁm ) .
-'(')[T‘ -+ —OPI -+ ﬁzo (321 =0,
. ) 0B | 0Bu .
1) Bt 2 b=,
0 0B B
-(-)P—z -+ p ~ B P =0,

ce qui va donner trois nouvelles équations aux dérivées partielles pour
la fonction M. Or ces nouvelles équations ne contiennent que les déri-
vées secondes oo, 2,4, 2., de M, et il est aisé de les résoudre par rap-
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port a ces dérivées. On trouve ainsi

SR Y LU Y . S ]
Tl twe T M<()p4 de db % o F_OTJ

en | (Z_ OR\ L *R. R OR. (OR _ OR,

(76) e [(M ()P,> F dp*  dpt +—c)o. ()pl A

/ or, [ (%2 _ ORN\: O’R,  O°R IR,
L T [(M dpa/ 0T T 0t + 5o dp, "Pz )J =

et les deux autres équations que 'on obtiendrait en effectuant les per-
mutations des indices o, 1, 2.

Ces nouvelles équations ne sont pas nécessairement comp:tibles avec
les équaltions (66). Cherchons d’abord quel est le degré de généralité
de la solution commune qu’elles doivent avoir.

S’il existe un systeme orthogonal répondant & la question, ses trans-
formés par inversion donneront aussi des solutions dans lesquelles
M sera remplacé par

EM[(2 — a4 () — b+ (3 — ¢*],

x, y, s étantles coordonnées rectilignes et a, b, ¢, £ quatre constantes.
I faut done que la solution commune des éguations (66), (76) con-
tienne au moins quatre constantes, ¢’est-a-dire qu’on puisse prendre
arbitrairement la fonction M et ses dérivées premieres pour un systeme
donné de valeurs de p, p,, p,: or, comme ces équations délerminent
toutes les dérivées secondes, on voit qu’elles ne peuvent pas admetire
une solution plus générale. En différentiant les équations, on en dé-
duira deux ou trois valeurs pour les dérivées troisiemes de M; il
faudra que ces valeurs d’une méme dérivée soient égales, quels que
soient @, @, &, ¢ est-a-dire qu’elles soient les mémes, terme pour
terme.

On a déja exprimé, en étudiant le systeme (66), que les trois va-
leurs déduites pour a,,, en différentiant ces équations sont égales; i
resterait 4 exprimer que les deux valeurs que ’on obtient pour a,,,,
soit en différentiant par rapporta p la troisieme équation (66), soit en
différentiant par rapport & p, la premiére (76), sont égales terme 4
terme. Cela fait, les six équations auraient une solution commune
avec quatre constantes arbitraires. Les différentiations poussées 2 un

fo.
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ordre quelconque ne donneraient jamais qu’une valeur pour chaque
dérivée.

Le calcul inliqué n’est pas impraticable, mais on peut I'abréger
beaucoup et le faire sous une autre forme, en remarquant que iles six
éjuations (66}, (76) offrent des combinaisons intégrables.

Considérons en effet les deux équations

oo " 9B

-_d—PT W -+ @20@1::05
0502 ()Bzo
UP +ﬁ ﬁ“'——o

du groupe (75) et multiplions-les respectivement par f,odp,, 230 dps.
En vertu des équations (61), elles pourront s’écrire

0610 dﬁ,o

pm

(lPx -+ ﬁzo

d[“‘{ ﬁm-—-—-t/p,__o,

aﬁzn ()Bm 05“'—’ —
620 ()(32 dpx -+ @m "Jp‘: dPi -t 620 ‘255‘ sz == 0.

En les ajoutant et supposant constante la variable p, on trouve

0B, i
Blat B g, Oy, %

Or on a identiquement

o (%) =2 ()

et par conséquent, en regardant toujours p comme une constante, la dif-
férentielle

9Bas 084,
B "0“{;‘ dPx —+ B —dP—C]Pz

peut étre exactement intégrée. On trouve en effet

(zeo - iﬂ_)
ﬁm dﬁor . OB. o <£€ _ dK:) 03 (K _ logM) _ _Q— upl,_ ,

Op dp \M 05 ) T Opop oo =
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et, en intégrant,

()Bm _ R, Zo 0K, 0* -
fﬁ.o ‘55- 0py = FP; <“M - 755-) -+ (—)—P;(kﬂ— lOgM)

_l(xo 0R2>2_L oK, _ oR. 0K,

2

M

dp*  dp op’

L, désignant une fonction ne dépendant pas de p,, etles deux termes
qui suivent et qui ne contiennent pas p, étant ajoutés pourla symétiic
des calculs. On aura de méme

0Bn , _ OR. [z, 0K, o
iz By, 2K O OK

M o T 0pr T 0p 0p
L, ne contenant pas p,. Les deux fonctions I,, L, doivent étre telles
que ces intégrales soient égales, ce qui donne, en retranchant,

__o(m—n.)(ox. 0K, 10R, 1 0R,
(79) L"‘L”""“‘"“—“ap | )

O9p " dp 20p 2 0p

Il est facile de voir que la dérivée seconde du second membre par
rapport & p,, p, est nulle comme celle du premier. Le second membre
est done de la forme

-At - Az,
A; ne contenant pas p;, et 'on a
Li=Ac+f(e)
L.== A +f(p),

ce qui détermine L,, L, & une fonetion pres de p.
En substituant, dans I'équation (78), la valeur de I'intégrale, on
trouve

o [2%0 @} (OR i‘i) z _, OR. oK,
LM T %\ T e/ M Jo 0p
02K, JR,\? 2K, oR, 0K,
1588 —a g () e
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ce qui donne une nouvelle équation aux dérivées partielles, a laquelle
satisfait la fonetion M. Sil’on compare cette équation & la formule (76)
et qu'on élimine entre elles x,, toutes les dérivées premieres dispa-
raissent aussi, et il reste l’équation de condition

oK, oK, OR R, (K +K,) oR, OR,  0*R, R,
‘[ow——}-‘ —— 2L, — 43— ]

do* dp q@ R
+M[%n_m>omm{~mq+§mrun—n1ono( qua

di 0 dp

Cette formule, olt L, est défini par I'équation (79), donne une con-
Jition nouvelle & laquelle doivent satisfaire les fonctions R, R,, R,.
En permutant les indices dans les formules (79), (81), on aurait denx
autres équations entre les mémes fonctions.

Maintenant toute difficulté relative 4 la fonction M a disparu. Il faudra
d’abord trouverles fonctions R, R,, R, pouvant vérifier I'équation (81) et
les deux équations semblables. Cela fait, il ne restera plus qu’a intégrer
les six équationssimultanées toujours compatiblesauxquellessatisfait M.

Appliquons ces remarquesa 'étude de nos trois solutions (70), (71),
{74). Pour la premiere, on a

R=Ro=o, H=11) H=‘% M=,
M M M
¢est-d-dire
ds' == o [ do" + &8 (d + dp3) .

La forme méme de cette derniere expression nous apprend tout de
suite que les surfaces p = const. sont des spheres ou des plans; car on
peut, en changeant les variables g, p, en d’autres ¢/, ¢,, obtenir, et
d'une infinité de manieres,

do} +dpi =4 (dp? + dp?),

et, par conséquent, lessurfaces p, ayant une infinité de lignes de cour-
bure, sont des spheres ou des plans. On voit méme que les autres sur-
faces les coupent suivant des lignes isothermes.
Icil’on a
Re=R,=K =K,=o.
L’équation (79) devient
L—-L=o
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et donne

Li=f(p)-

La formule (81) devient

o flpyen s PR PR
2f(p)e™® + o7 l—I)P;_o,

et, comme R ne contient pas p, il faut que f(p) soit une constante, ce
qui donne
R 'R

82 Ce® . —  — =—o.
(52) ' dpi . dp3

Cette équation nous apprend que la formule
ds' = ™ (du? +- dp})

convient & une surface de courbure constante et égale & C. Supposons
d’abord C = o; alors, en remplagant p,, p, par des fonctions nouvelles
de ces variables, on pourra toujours ramener

er (dpt + dp?)
a la forme

dp\* + dp?,

¢t nous aurons, pour le systeme orthogonal cherché,

v :

ds*= G (dp*+ dp* + dp,*) .

Or ‘nous savons que cctte forme ne peut convenir qu'au systeme
formé de trois familles de plans rectangulaires et i ses transformés par
inversion. Si I'on tient compte de la substitution opérée sur g, p,, on
voit que ce premier cas nous donne les systémes formeés d’une famille de
plans paralléles, de deux familles de cylindres isothermes et les systémes
qui en sont les transformés par inyersion.

Traitons maintenant le cas ol la constante C est positive et égale &
a*. Alors on pourra ramener

¢® (dpi + dp3)
a la forme ‘
a*(sin*0do? = do?),

ce qui donnera, pour le systeme orthogonal cherché,

ds' = 1\7}2 (dp* + a’sin0do* + a*db* |,
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ou, en remplagant s par alogp,
ds* = NI—_‘[dp’ + p*(d6* + sinfde?)].

Si 'on tient compte de la substitution opérée sur p,, p., on voit que
cette nouvelle solution donne les sysiemes formes d’une jfamille de
sphéres concentriques, de deux familles de cones isothermes et leurs trans-
Jormés par inversion.

Enfin supposons la constante € négative et égale 2 — a®; on pourra
ramener

et (dp + dp})

a la forme

a*

dz? -+ dy*
o

et, en remplacant p par @¢w, on aura, pour le systeme orthogonal,

ds® = N—LP (y2dor + dz* -+ dy?).

Cette forme convient aux systemes formés d’une famille (x = const.)
de plans paralleles, d’une famille (w = const.) de plans passant par
une droite, d’une famille (y = const.) de cylindres de révolution ayant
cette droite pour axe, et a leurs transformés par inversion. En tenant
compte du changement des variables p,, p,, on voit que nous avons ici
tous les systémes jformds d’une famille de plans passant par une droite et
de deux familles de surfaces de révolution ayant cette droite pour axe et
dont les méridiens forment un systéme orthogonal isotherme, ainsi que
leurs transformés par inversion. V

Etudions maintenant la deuxieme solution, pour laquelle on a

R=a—a, R=a—a, Ri=a—a.
On trouve ici
K=—4aa, K=-i4aw,, K.=—4faa,, L ~—~L,=-8d* ¢+ a),
a’ désignant la dérivée de a, et, par conséquent,

Li=—8a"a.+ f(p).
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[’équation (81) a vérifier devient ici

— 4@ +a?) (a, + a)) + 8a’a,+ filp)

- pta~ra—2a, (“”: -+ {,’(:) - ga+20,~4a, (a;:__ {Z';, — 0.

-

Sil’on prend la dérivée seconde par rapport & p,, p,, on trouve

7 d d d
e . fhay —— e—24, (“”1 -+ (Z""’) - e —— e ta ezaﬂ(a’zz — (l",) — 0.
do, ~  dp, dp, dps

Les fonctions a, a,, a, ne peuvent étre des constantes, sans quoi on
retomberait sur la premiere solution. L’équation précédente ne peut
donc étre vérifiée que sil’on a '

e (d+d ) =C, en(d}— d))=CC,
C, €’ étant des constantes. L’équation & vérifier prend donc la forme
—4(a"+ d?*)a,— 4(a" — a*)a,+ fi(p)+ Ce2 4 (err—a= 0.

Prenons les deux dérivées du premier membre par rapportap, etap,,
nous trouverons

— f(a’ + a'?) — (e =0,
. 4((111 . (‘/a) -+ 4 Cem,--:a =0,

équations auxquelles il est impossible de satisfaire; donc la seconde
hypothese ne conduit & rien.

Il nous reste maintenant & étudier la troisieme solution (74), et
comme, dans les formules qui la définissent, a, a,, @, ne sont jamais
des constantes, mais des fonctions de p, p,, p,, nous les prendrons
pour les valeurs mémes de ces parametres, et nous écrirons, en chan-
geant les notations,

== — tloga,— tloga.— Nlog(p.— ps),
183) R == — floga.— {loga — hlog(p.— 1),
R.= — jloga — Lloga,— hlog(p —o.).

En modifiant un peu la fonction M, et la remplagant par

(84) L.

Vaiaa,

Ann. de ’Ec, Normale, 2% Série. Tome V1. — Ser1EMBRE 1878. 41
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il en résultera, pour H, H,, H,, les expressions suivantes :

g et e—p)

Mya
185\ . H = (=0, )_”(PI—P)J‘
o My«
g el el
Mya,

ct les équations (66), auxquelles doit satisfaire M, deviendront, en tc-
nant compte de la modification (84) pour M,

Zolp—p ) + h(zy— ) = o,
'/\86) xu( )-{-—IL(.ZH z)—- ’
Zn(p—pa) + M2y —x,) = 0.

Il nous reste & exprimer que R, R,, R, vérifient 'équation (81).
Cette équation devient ici

« A-/[F(P,\i‘*‘ ot — 3/ -—_(._t_’_(rz'lli_/‘;)(_lm_*‘ 1 >+ /I.——/L?'+ h—h
(pr—p1)* (e—pi)e—p) 2a p—p p—p) (p—p) (p:—p) .
a [:_ll(i,_ p—p - h . h—h N e )
o—pL 2a(p—p)(p—p) (p—pf  (p—p)  (pi—p)(p—ps) ]

. ” [__ﬁ_(é pi—p _ h . h— /Lf . ‘/L" ] _
o=l L 2a(po—pi) (ea—p)  (p—p)  (p—p)  (pa—p)(pr—pi) ]

On a réuni dans F(p), a la fonction inconnue de p, tous les termes qui
ne dépendent que de p. On aurait, en permutant les indices, deux

équations semblables.
Voyons comment on pourra satisfaire & I'équation (87). Remplagons-y
P4y p2 par les expressions

P2:P+u, p,:p-}—txu,

et multiplions par u****. Elle deviendra

a ’ 2N =30 du \ r\
(P))M [F(p)u’—l— - -5 (242 — L) ( 1+ > = (h— 1?) <1+ ;)]

(1—a

Ta -1
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Si maintenant nous faisons u = o, p,, p, deviendront égaux i «, quel
que soil «, et ’équation précédente se réduira a la suivante :

a(P)‘ /. [2/L’—-3/L2 b — ) (x—!— aL2>J

(1—a) o
Q@ , h— e h? o T
'88) L (—1)ta(p) [ ol Py (a_:l)zJ
( —1—(13@[/1—/1.2-— A ‘+—{E-——]=o,
okt . (t—ajp 1 —a

qui devra étre satisfaite, quels que soient p et «.
Supposons d’abord A <1, 24 < 2. En multipliant par (1 — «)* et
faisant ensuite @ = 1, on trouve

a(p) = (— 1)+ a(p),
Multipliant par «* et faisant = o, on trouve

a(p)=(—1j**ap).
Par suite, on a
alp) =a(p)
et, en permutant les indices,

ai(p) = a(p),
ce qui donne
(— =1, alp)=alp) =awlp).

Ainsi les symboles a, a,, @, représentent une méme fonction. En les
supprimant dans I’équation (88), on a une nouvelle équation, qui
devra étre satisfaite, quel que soit «. En développant suivant les puis-
sances de «, elle prend la forme

o =G - N+ 2 Ao - Bet 4L (P — 2h)a 4= A 4. =0

Il yai distinguer trois cas : 1° 2/ > 1. Alors le premier terme duo dé-
veloppement précédent est

a=(ht— 2 h),

ct, comme A est supposé plus petit que 1, il n’est pas nul. Donce I'équa-
tion n’est pas satisfaite. 2° 2/ == 1. Alors I'équation (88) est satisfaite.

{11.
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Voila donc une premiere solution possible

h =

o~

3¢ 2h < 1. Alors le premier terme du développement est le terme

constant
ot — B+ Nh2+42h,

qui doit &tre nul. On a done

2t =5+ W+ oh =h(2h+1)(h— 1) —2]=0.

La seule solution compatible avec I'hypothese est A = — 4. L’hypo-
thése 2= o ne convient pas, elle nous conduirait 2 une forme des
fonctions R qui a déja été examinée. Nous avons donc la deuxieme
solution

1
he=— -

2

Et en effet, dans ce cas également, I’équation (88) est satisfaite.

Jusqu’ici nous avons supposé . < 1. Nous avons donc a considérer
encore le cas ol 4 est égal ou supérieur & 'unité. Commencons par le
supposer plus grand que 1. Si, dans I'équation (88), nous multiplions
par (1 — «)**, et que nous fassions « =1, il restera

alp) (20 =50+ 2h) =o,
h{2h —1)(h—2)=o0.

Il faut done que I'on ail
fi== 2.

En effet, dans ce cas encore, I’équation (88) se réduira &

a(p) + alp)+ a:(p) = o,

T

et sera vérifiée, si cette équation est salisfaite.

Enfin la derniere hypothese & examiner A=1 nous conduit a la
méme conclusion. L’équation (88) sera vérifiée, si les trois fonctions
a, a,, a, satisfont & la méme condition

a(p) + ai(p) + a:fp)=o.



SUR LA THEORIE DES COORDONNEES CURVILIGNES, ETC. 325

En résumé, nous avons quatre types de solution possibles, correspon-
dant aux valeurs de 2

h=—21, h=x+1, /I-,":l, h = .
2 2
Pour les deux premiéres solutions, les trois fonctions a, a,, a, sont des
valeurs d’'une méme fonction pour = p, x =p,, x = p,. Pour les
deux dernieres, lorsqu’on fait p, = p, = p, les trois fonctions doivent
satisfaire a la condition

alp) =+ ap)+ alp)=o.

Une remarque simple va nous guider dans la discussion complete de
ces quatre types. Reprenons les valeurs des quantités H, H,, H,; on a,
par exemple,

H = '/P __:,)‘)—/1{01__‘ ro)—/"
Myaip)

et supposons que a(p) soit un polynéme de degré p. Il est facile de
trouver une relation entre p et 4. En effet, si nous effectuons la sub-
stitution
! —_ —
P“EZ’ pr= (J'., pi== P
on verra facilement que la forme (83), qui nous a servi de point de
départ, ne sera pas changée. H deviendra

(¢ —p ;" —g)h  fee
M p__/,rj-‘ulxp;h v‘,(‘I (\ p,)

7

d’(p} étant ce que devient a(p) lorsqu’on remplace p par é— el que

I’on multiplie par p””. Pour que cette forme soit équivalente & la pré-
cédente, il faut que

g.:r./g--—z.::o, p=4—2h

Ainsi, st la fonction a(p) est un polyndme, il faut qu’elle soit du degré
p — 4. Cette remarque nous servira de vérification.
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Commencons par I’hypothese 2 = 4, nous aurons ici

8y n=Ve—elle=e) p _Vie—ello—pl g, Vle—plle—pl
o M ya(p) My/a(p) M Va(p:)

1l nous reste & déterminer la fonction a(p) et M.
A cet effet, reprenons I'équation (87), remplacons-y A par sa valeur
— &; multiplions-la par (p —p,)*(p,— ps2)? et prenons la dérivée

sixieme par rapport a p,, il viendra

(p — )2 o8 .
\ L e ’
4 ()p(‘; l.al(P?

— ) (pr—p)+ a(Sp—2p = 3p:)] = o,
ou, en développant,

da, doa,
g TPE (Pﬁ—Pu) (Pl— P) + 3;](37‘? (P‘J’" 2p ‘—391) —=0.

Cette équation devant avoir lieu identiquement, il faut que I'on ait

dta, —0
dpt =

ce qui donne, pour la fonction a(), un polyndme du cinquieme degré
a(p,=A-+Bp -+ Cp*+ Dp* + Ept -+ Frb.

La question est résolue, et il est inutile de continuer la recherche.
On sait, en effet, qu’il existe un systeme de cyclides homofocales qui
conduit a 'expression

s — ——

1 [(p—rp) (p—ps)dp?
W |

(pr—p) (o —pa)dpi  (pr—p) (pu——p-)dpij_
a(p) a{pa] _

St donc on le compare au systeme cherché, on aura
M'*ds'* = M*ds?,

ce qui exige, comme nous l’avons vu, que les deux systemes soient les
mémes ou se déduisent 'un de I'autre par une inversion. Nous n’au-
rons donc ainsi que le systeme des gyclides homofocales.

Examinons maintenant ’hypothése 2 = 2. Reportons-nous a I’équa-
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tion (87). Faisons-y A= 2 et multiplions par (p, — p,)*. En posant
ensuite p, = p,, il restera

équation qui ne peut étre vérifiée, quels que soient p etp,, que si I'on a
a=o0, F(p)=o.

Ainsi les trois fonctions a, a,, a, se réduisent ici & des constantes, ct
I’équation (87) se réduit & I'unique condition

a—+a —+a,=o,

qui doit avoir lieu entre ces constantes. Nous aurons donc une nou-
velle solution, pour laquelle on aura

S R=—fLa—ftLa,—2log(pi— p.),
(90) R=—{La —tLa,—2log(p:—p),
( R=—iLa —4{La — 2log(p —pi)y

les constantes a, a,, a, étant liées par la relation
(91) a-+ a~+a,=o.

Traitons maintenant ’hypothese 2 = 1. Apres quelques réductions,
I'équation (87) deviendra

(92) (o=(d,—a,)(p.—p) +2(a+ a -+ a)
; 1 “+d (pi-+pa—2p)+ (p—p) (p—p) F(p) = 0,

F(p) étant une fonction arbitraire dont on peut disposer de maniére &
satisfaire a ’équation.
Différentions-la deux fois par rapport a p,, nous aurons

"

di{pr—p) =0,
ce qui exige que a’; soit nul. Donc a,, et par conséquent a, et a., sont
des polynomes du second degré au plus. On a
a==mp* +2np ~+p,
'93) © A== Pt A 2R P,
A== My + 2Na20s 4 Pa-
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D'ailleurs, si, dans I’équation (92), on prend p = p, = ga, il reste
a-+a + a=o,

ce qui exige que I'on ait
m =+ m, -+ m,=o,
(94 , ‘n +n +n=o,
(p -+ P+ P =0,

ot alors on verra que I'équation (9r1) est identiquement vérifiée en
prenant F(p) = 2m. On a donc une nouvelle solution, et nous sommes
assurés de pouvoir trouver un systéme orthogonal correspondant. Il
nous restera seulement 2 déterminer la fonction M.

1 n’y a plus qu'a examiner la derniére hypothese &= §. Nous
savons qu’alors a, a,, a, sont trois valeurs différentes de la méme
fonction. L’équation (87) devient alors, en chassant les dénominateurs,

(lea—a)(p—p)(2p = 3ptp) + (@i — a) (p — p:)* (3p— 2p — p1)
(95) “+d (p:—p) (po—p) (p —p:)?— i (pr—p) (pr—pJ) (p — 1)
+9(p)(ps—p) (p—p) (p—ps) =0,

»(p) étant une fonction arbitraire provenant de la réunion & /(p) de
termes en p. En prenantla dérivée troisieme successivement par rapport
a p, et & p,, on trouve

a3, ar X da, d°a,

(_/f;? al(p,——p) — ma,(pr— o)+ -(—I;EE —_ m =0,
ou

, . diay f]ff_l' dia, da,

R i I A 5
Cette équation ne peut étre vérifiée que sil’on a

d'a, dia,

= —— = 0
dp} T dp ’

et, par conséquent, a, a,, a, sont des polyndomes du troisieme degré.
On a ici
a«=mp* +np* -+ pp + ¢, .
a=mp} + np} + pp.+ ¢,
W= mp; —+ np; + pp.+ q.
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Avec ces hypotheses, I'équation (g5) est vérifiée en prenant ¢ = o,
quelles que soient les constantes m, n, p, g.

Ainsi, nous sommes des & présent assurés de trouver trois systemes
correspondant aux trois hypotheses

h==1, h=1, h=o.

Mais aussi nous nous trouvons en présence d’une difficulté nouvelle.
Jusqu’ici nous avions rencontré des systemes connus, et nous n’a-
vions pas eu a achever les calculs qu’exige lapplication de la
méthode générale. Ici, au contraire, nous devons d’abord intégrer les
six équations aux dérivées partielles auxquelles satisfait la fonetion M,
et qui doivent donner, nous le savons, une solution avec quatre con-
stantes arbitraires. Ensuite, quand M aura é1¢ obtenu, il faudra cher-
- cher les expressions des coordonnées rectangulaires @, y, . Mais nous
montrerons que ce probleme est beaucoup moins difficile que le pre-
mier. Je commencerai par 'examen de I'hypothese 2=1.

§ XVIIL. — Examen de la solution correspondant a U hypothése / = 1.

Nous savons que, dans ce cas, on a

1

H == — - 4
vaM(p—pi)(p:—p)
M= oo,
VaM(p—p)(pi—ps)
H,= - ,
Va:M(p—p.) (pa—p0
el
a =mp* +2np +p,
(96) Cay=mpt A 2npc+ P,
U7 PR ’77'1,0:‘: ~+ 2R,0: -+ Puy
avee les conditions
( m - m;4- My =0,
(97) ‘no-n +n, =o,

(‘p =P+ P2 =2 0.

dnn. de UEc. Normale. 2¢ Série. Tome VII, — Ocrosre 1878,
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Quant 3 la fonction M, elle satisfait d’abord -aux trois équations

‘ Zo(p — 0 = 20— 21,
(98) o= p) = @1 — 7y
st — o=

déduites des formules (86) en y faisant A =1.

Dans ce cas particulier, le systeme (98) peut étre complétement in-
tégré, et nous avons vu (§XV) que la valeur la plus générale de M
est de la forme

R -+ R, + R,
(e—p)lp—p)  (pe—p)lpi—p)  (pa—p)(ps— 1)

M=

]

ol chacune des fonctions R;ne dépend que de la variable de méme in-
dice. Tout se réduit donc & la détermination des fonctions d’une seule-
variable R, R,, R,.

Posons

199) N=R(pi—p:) + Rifpa—p) +Rafp —p1).
Les quantités H H,, H, prendront la forme plus simple
100 H=P"F, g=0"Ff g=CL0"F.
(reo) Nya NVa Nya:
Si nous calculons les valeurs des quantités 3, nous aurons
B Y% R (p— p) + Ri— R],

N\/ oy

\/(ll !
= R 2 [ 'Rl“‘Rz 9
Nva p—p) + ]

(101)

610—

et les formules analogues que ’on déduirait par des permutations cir-
culaires. Par suite de la forme de N, les équations

‘ 0
()i = Hllr @lr/ ?

identiques aux formules 98), sont satisfaites, et il reste & vérifier les
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trois équations telles que les suivantes :

08, 98

p ()Pl + BuBu=o.

En substituant les valeurs des quantités 3, nous obtenons le résultat
suivant :
Y [R'(P —pi) + Ri— R] + aNR” (p — p,)

—a[R’ p—ps) +Ri—R][R'(p,— 0} + Ri— R/]

-+ (I_;-N— [‘B,l (PQ- Pl) -+ R('— Rz} -+ (l(’N’B.”1 (Pz —_— P‘)

—a[R (pr—p) +Ri— R [R(p2—p) + R —Ry]
+ a[R(pr—pi) + Ri— R] [R,{p — p2) + Ra— R] = 0.

(102)

Pour trouver les valeurs de R, R,, R, pouvant satisfaire & une telle
équation, prenons deux fois la dérivée par rapport a p, et deux fois la
dérivée par rapport a p,. Nous aurons
R’ (;)(—[ (p—p)[R'(p —ps) +Ro—R] ——al{”(p——-pg)" “+ak'(p—ps) +ak, ——al{]

0
, 0t [d, "

+ R == PP ——( = p:) [R (po—pi)+ Ri— Ra] — . R (p— ) '— &, R, (po— 1) + @ Ro— a R,
+aR"R =o.

Si nous remarquons que R, disparail de cette équation et qu’en

vertu des formules (94) on peut écrire

2
@ R7R! == — R 7)(-)(7 (mp} +2np,+ p)R] — U(; [(mp? —+ 2np.+ p) R,

I'équation précédente prendra la forme

— a R’ oA
p 2= le—e) +Re (P—- p2) —aR’(p — pu)*
dp R (p— )——all-{—(mpﬂ tanp +p)R
ALY R, -
-1-1”1?’ — D (o — ) ot (o ) —aRi (g |
2 2 »
9P} | -+ a R, (po— p2) — @Ry + (mip} + 20,0+ pi) Ri ]
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ou, en égalant & zéro les coefficients de p,, p3 el le terme indépendant
de p,,

r 2 ! 4
Ry o (—— R _ aR”+m R> -+ R” 27 <— UL a R + m,R,> =o,
Jg? 2 Jpi 2

R’ l)p (a R'p— I—Zﬁ - 2aR7p — aR' + 'ml{>

- R” L)_ <¢ R1p._. I_{__. +2a, R0 — a R, —4—2;111{,) =o,
Jpi 2
2 rn’ o
R —0— (—— oy -+ Ijﬁ«« — aR"g*+ aR'p— aR +p R)
op* 2 :
” () lp"a 3 R.(t’ ! " _2 1
+R ot ( ;—P—'-+ ——z—'P— ——a‘R,p;-J,—a.B,p.——all{.—i—p.R,) == o.

Or la forme de ces équations indique comment on pourra y satisfaire.
Chacune d’elles, divisée par R”R’,, prend la forme

w(p) + wi(p) = o,
et, par des permutations circulaires, on aura de méme

@ (o) +m(p) =0,
wi(ps) +w(p) =0
ce qui exige que I’on ait
‘5‘5({3) == m‘(\P'j‘! T wz(p,) == 0.

On aura done

/ ]2 ’
?;5’ <—— 'i;{— — aR”+ m 1{> = o,

, ? ’
‘103) L=, (a’ Rp— E’:‘_ “+2aR”p — aR’ -+ 2nR> == 0,

/ dp
d aRe* R
7 (_ - v « P —aR"g" - al’p — akR +pl{>

et des formules semblables pour R,, R,. En intégrant les équations



S
(o)

SUR LA THEORIE DES COORDONNEES CURVILIGNES, ETC. 33

précédentes, on trouve

Cmi— TR rr—
2
{ IRV R(‘l’ " ,
(ro4) ¢ @ Rip— 5 2aR"p— aR' +2nR =y,

o Rp? Ra'o
-, e A4 —— —alR"p’+ al’p — aR 4+ pR = ¢,
i 2

u, v, w désignant des polynomes en p du premier degré. En élimi-
nant R” entre les deux premieres, on trouvera

a' R .
———al =2up +v,
2

et, en différentiant,

a’”R a'R’
P aR’=2u+ 2u'p+ 2¢'.

En retranchant de cette équation la premiere (104), on trouve
u—+ou'p-ad=o,

ce qui exige que le polyndome w soit une constante. On est donc ainsi
conduit & la solution la plus générale des équations (ro8)

{105) a__)]l — aR == ap + B,

a et B étant deux constantes, d’olt Pon déduit par différentiation

(106) e e i — R == a

On pourrait intégrer ’équation (ro5), mais il m’a paru préférable de
se servir des deux formules précédentes et des formules analogues

fd R, a, R, p
s —~"?v - R oap - B, —'-2;— — @ W, = oy - 5,
{107)
A 1/ ! " ’
R, R, AR - a @R, d,R, R
e T A T L . 3
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pour éliminer de I’équation & vérifier (102) les dérivées premieres et
secondes des fonctions R, R,, R,.

Apres des calculs nécessairement un peu longs, et ol 'on aura &
faire usage des relations (g7) entre les constantes, on trouvera la forme
suivante :

— n2 —_n? 2
mp : n B2+ m, p, n; Rf m;}i, ;I{i

a, A,

l{| _ R) ]{ - ]{2)
+

— 1P+ 0P+ D+ P+
(op =+ cupy+ 0aps + B+ 3 ﬁ)(Fl__p? o — e

(108}
o aN(—e e \_ (B (ap B (B
pa— pu p:—p a a a,
a B ad R, d, R,
+(a9+@)—u— (a.p.+@)————+(zx,p,+p) =

Si 'on effectue une permutation circulaire des indices et que I'on re-
tranche ’équation ainsi obtenue de la précédente, on trouvera

N(op + aipi+ ctaps++ B + B+ ) = Nlap + aipi — (@ + ) pu ],

ce qui exige que I'on ait .

o~ oy -+ o, = 0,

[
re9) B Bit fu== o5

et en effet, si ’on introduit ces hypotheses, I’équation (108) prend la
forme tout & fait symétrique ‘

mp—n’R» (0[_)_—%;]?)05,“ — 2R l_(ap—i_ﬁ)
w a «
4 i, [)(u n‘ R! (.Z|P¢ ‘I"‘aﬁt) “', R, — 2R, + (UIP‘:— p
1 1 1
—n? : R 2
-+ m:p, n, R: + (“zPa ~ Pi)“z R? 2“21{ -+ (“1{-7 + ﬁv) =0
ay [723 a,

Il est clair que, les termes écrits sur chaque ligne dépendant de va-
riables différentes, il faut que la somme de chaque ligne soit constante
et que la somme des trois constantes soit nulle. En posant donc

~{110) . Y+ Y+ 7= 0,
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on aura
(txr)  (mp —n*)R*+ 2R [(mp+n) (op + B) — aax] +ay — (ap + B} =0,

et des équations semblables pour R,, R,.

Mais il est clair que tous les calculs reposent sur I'hypothese que les
équations (105), (107) soient vérifiées par R, R,, R,. Il faut donc encore
chercher si la condition pour la fonction R, déduite de la formule (111),
de vérifier I'équation différenticlle (105), n’impose pas de nouvelles
limitations aux coefficients arbitraires. Or on déduit de I'équation (1r1)

op—nB—+ino—mBio ! -
== aympr*—z2no3s 4+ pot—ymp —n*
mp — n? mp — n? Vayme PP vmp ’

R=

et 'on vérifie facilement que cette fonction R vérifie I'équation diffé-
rentielle (105).

Les expressions de H, H,, H,, M sont donc¢ complétement connues.
En changeant les notations pour trouver le résultat final sous sa forme
la plus simple, nous avons la proposition suivante :

Soient les fonctions a, a,, a, définies par les équations

a==mpg +2n0 4 p,
(r12) a, == Myt - onpi- P
Uy === MNPy =+ 2 NuPs = Poy

avec les conditions
S m-t+nm,-+m, == o,
(113)

n -+ N~ N, == 0,

\ P“f‘]):""])'.' == 0,

pour les coefficients. Il y aura un systeme orthogonal pour lequel on
aura

24 a, a,

(pa—p)rdel , lp— P-)’dpiJ,

N étant défini par la formule

(v15) N=R(p,— p.) +Ri(p.—p) +Rilp—0p),
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R, R,, R, étant trois fonctions de p, p,, ps» définies par les formules

R=Bp—a-+7ya
‘[16:‘ nuzﬁlpn—‘x:—i—}h\/(;’,
(1‘2:@?92—0!2’*—}’2 \/;l.z,

ol &, f£,7, ... désignent neuf constantes arbitraires, liées par les trois
relations

mo —+nB - myo —+ 1By -+ Macey -+ na3 = 0,

no 4 pB 4 niee =+ piBi 4+ nacta - puf =0

{ v-v‘n
(17}

et
= mp) i [t — mip) 7+ (nf— mapa)
fe18) ¢ C - malt 2naf + pRi-- mial - on o B
-+ p Bt A+ maai 20,3, + p.fi == o.

Il importe de remarquer que, lorsque la forme des fonctions a, «,, a,
a été déterminée, et que I’on connait les constantes m;, n;, p;, les for-
mules qui donnent R; ne contiennent au fond que sept constantes et
non neuf; car, en vertu de I'identité,

on peut ajouler une méme (uantité, soit aux trois «, soit aux trois 3,
sans changer la valeur de N. On pourra supposer, par exemple, « et 3
nuls, et il restera sept constantes liées par trois relations, deux du pre-
mier degré, une du second.

Ce résultat est d'ailleurs conforme anx remarques du § XIII. Tous
les systemes obtenus en faisant varier N sont, comme nous I’avons
vu, nécessairement les transformés les uns des autres; par inversion,
N’ étant 'une des valeurs de N, et «, y, z les coordonnées relatives &
ce sysleme, nous avons vu que la valeur la plus générale de N était de

la forme
N=N[a(z*+y*+2*) + 2bx+2cy + 2dz + ¢,

ol a, b, ¢, d, e sout liés par la relation
b0 + ¢t 4 d' — ae == o.

L’expression la plus générale de N contient donc cing constantes, li¢es
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par une relation du second degré. C’est ce qui a lieu ici, si 'on se
sert des deux équations du premier degré (117) pour é¢liminer deux
constantes.

Pour donner plus de symétrie au calcul, nous allons supposer que,
en remplacant l(?s parametres p par des expressions de la forme Py
on ait fait disparaitre n et », dans a et @,. Alors n, disparaitra dans a.,
et 'on aura ,

@ ==m p* + p,
ay=mpi -+ p,

On pourra résoudre les équations (tr7) de la manieére suivante :

oo —— ANy, oty o - Ay,

Bim= - puprs Pr=B— ppi,

), p. remplacant les constantes «, 3, «,. 2,, et 'on aura

N=y(p—p)Va+y(p—pla+nulp—p) Ve
-+ AP pipa=t pippa-t- pappr) -+ p(mp = mupi— mpa) s

les cing constantes %, 1, 7, 7., 7/ ¢tant reliées par I’équation homogenc
MPY - NP,y - MaPyys = Mnymup? == pp,p.*==o.

Si l'on substitue & ces constantes les sulvantes :

Vmmim, - = pppih=X,

[N

Vvmmm,p.— [ — pp.pih = — ¥,
la fonction N prendra la forme
N=2oNy + 2N, vy, + 2N, 9, -~ PV + Qu',
et la relation entre les constantes deviendra
YAy - N = 0.

Si 'on applique ici la remarque du § XIII, on verra que le systeme
Ann. de U’ Ee. Normale. 2* Série. Tome VII. — Ocrosre 1878. 43
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orthiogonal est défini par les formules

N/ N, N,

2 Q
r=pe Y= EEpe x+ yi 3= T’
avec la valear P attribuée 2 N dans I’expression de ds*.
Sil’on emploie les cing coordonnées pentasphériques a;, on aura les
expressions plus symétriques

___(_____P?“P)ﬂ, o (p —Pl)\@’

2 — E]

‘%:m~mﬁ,

(] 19) VW V{mlp. \/mzpa
? . mmp 4+ mp, -+ mup, __ Ppipat pippe == P20
4= e y Xy== ’
\ Vmm,m, Vppip:

pour les cing coordonnées.

Le systeme précédent est tres-général, et son étude géométrique se-
rait sans doute intéressante. Je me contenterai de faire remarquer qu'il
comprend comme cas particulier un systeme isotherme imaginaire.

Supposons, en effet, que ’on réduise les trois polyndmes a, a,, a,,
qui sont en général du second degré, 4 des constantes dont la somme
sera nulle. On verra facilement que 1’on peut prendre

R::p’, Bd:::pf, R,:::pg,

et expression de M correspondante

p Pl Pi

= lr—rp) lp—p)p—p) " (pi—p)(pi—p)

se réduira & 'unité. Je n’insiste pas surla recherche de ce systeme, qui
est comprise comme cas particulier dans les recherches précédentes.
Le systeme est imaginaire, parce que les constantes a, a,, a,, dont la
somme est nulle, étant engagées sous des radicaux carrés, I'un au
moins de ces radicaux sera imaginaire.

§ XIX. — Recherche de la solution correspondant & I hypothese b = 2.

Nous avons maintenant & examiner la solution pour laquelle A== 2.
Nous savons que, dans ce cas, les fonetions a, a,, a, se réduisent & des
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constantes dont la somwme est nulle. On a
(i20) ' a-+a, -+ a=o.

Nous supposerons en outre que I’on ait multiplié ces trois constantes
de telle maniere que leur produit soit égal  r

(121) aa,a, = 1.

Cette hypothese, qui remplace le systeme par un systeme semblable, a
pour but de nous permettre de ne pas tenir compte de la modification
que nous avons fait subir & M par la formule (84) et d’appliquer les
formules précédemment obtenues. De plus, nous ne ferons aucune
hypothese au début sur £, afin que nos formules s’appliquent & I’exa-
men d’un cas particulier de la derniere solution A = %, quinous reste
4 examiner.

Ces points étant admis, les équations auxquelles satisfait la fonc-
tion M sont les suivantes :

Zo(p—p) = h(@e— z),
(r21) 2 Zu(pr—pi) = h(z:— 2.),
Zu(p — ps) = h(@s— 1),

et, en les employant, on peut mettre, quel que soit A, les équations
qui donnent xy,, @,,, &35 sous une forme tres-simple.
Introduisons la variable u détinie par la formule

(122) Mu =zje PR - g2 g-2R—2bs o gl g—2R—2R,

Les trois équations qui donnent x; pourront se mettre sous la forme
trés-simple

(123) ?—I-L-—"zzzx %——2 z 0—u~—2ax
dp =200 %0, 0P‘-—- AL Ty dp 21X,

ou I’on a posé, pour abréger,

2 ~—-6—'2“z‘2n5 ~.(l2_li'. + Q’E{_’ — ﬂ{;‘. @f]

! | dp* ~ 0p* dp dp
, r0?(R.—R)  JR OR,
—2R~—2Ry N e

(124) bl S 9

0'(R,—R) . OR OR,

—2R =21y Jurh Sl S v o —

e | T op Jps op,]v

43.
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%y, ¢y se déduiront de I'équation précédente par des permutations cir-
culaires. La forme (123) sera valable toutes les fois que les fonctions a,
@, a, seront des constantes dont on aura ramené, en remplacant le
systeme par un systeme semblable, le produit & I'unité.

On a alors
R=iLa —2L(p.—p:),

Ri=+La—2L(p.— p),
R,=+ La;-w 2L(p—
et Uon trouve sans aucune difficulté les valeurs de «,, «, «,. Si 'on
pose
(128} w=alp —p ) lp—pukapo—pi*(pr—p ) -+ lp— p) (p— o],
on auva
a(,r—:,:zm(p,——o, 4(1( —“p\)s (P - P-))a,
o= 2w(pa— o)t — fa(pi—p) (i — pu)s
2=2w(p—p) — fau(p—p)* (pr— piJ°
Ces expressions sont, comme on voit, assez compliquées. Mais Ia
forme si simple des formules (123) nous met sur la voic de plusieurs
propriétés de ey, o, «,. Ainsi I'on doit avoir

(zj”‘ — ()(‘xﬂy“’) — (){xlal)

dpdp, dpe T dp
ou

N Jz, ,

Xy '{‘)P—I — Z, 7)”()“ A=y = 6(5).%'012‘-: o,

et, comme cette équation doit étre vérifice par la fonction M, qui con-
tient quatre constantes arbitraires, et dont les dérivées premieres sont
arbitraires, elle doit étre identique & la premiere des équations (121),
ce qui exige que I'on ait

Dz, Oz ()ﬂxn

“(p—p) + 2(e— @) =0

(l?,b) D(TI vt 7{)’ P ;)Pl

En vertu de ces équations et de celles qu’on obtiendrait en permu-
tant les indices, on reconnait que e,, ¢,, o, sont les dérivées d’une
méme fonction ¢. On a ‘

:)L oy 0w

Oy == =~ = = OLy = ey

0p, 02
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ct cette fonction ¢ vérifie les équations

2 ) ddh
e—p) +2 (5 —52) =,

Do0m ¥ %
oy O
o ool 2 (5 = 5) =

()2¢(“r)+ (,)L,’)—_()kll Y
0p0g, P TP T2\ T 05) T

Cette fonction ¢, que nous ne calculerons pas, ne dépend que de
¢ — pi, f — p2» On a done, comme on peut le vérifier,

fra7) oty oy + o= O.

Nous désignerons les dérivées premieres de ¢ par o; et les dérivies
secondes par «;. On déduit de la relation précédente

“98) gy ~1- Oy - =G,

Ces remarques préliminaires étant faites, nous pouvons elfectuer
d’une maniere assez simple I'intégration des équations qui donnent M
et qui sont les six équations (121), (123).

Toutes les valeurs de M correspondant & des systemes qui sont les
inverses les uns des autres, il suffira évidemment de trouver une seule
valeur de M. A cet effet, nous chercherons s'il existe une valenr de M
qui ne dépende que de g — p,, p — ps, et pour laquelle on ait, par
conséquent,

(129) Xy Xy - Ly =2 0.

Dans ce cas, la fonction que nous avons désignée par « ne dépendra,
elle aussi, que des différences de p, py, p., ¢t 'on aura par conséquent

u o e

R e
ou

130) X0y~ L&, Xtz == 0.

Les équations (130), (129) définissent les rapports des dérivées de
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M, et I'on peut poser

. S .Z"):)\(a|'—a2)s
(131} x']:?\(dz—‘a),
( z,=Ma—a),

2 étant une fonction a déterminer.

Calculons, au moyen de Ja premiere de ces formules, @, et substi-
tuons la valeur ainsi trouvée, ainsi que celles de x,, «,, dans la pre-
miere des équations (121). Nous aurons

. oA
Mo —pi) (=) + (p = ) - (e ) = 2 Mtz — 220).

Si nous éliminons «,, au moyen de la formule (128}, el si nous em-
ployons les formules (126), nous trouverons

N &4

o, T T a—p pi—p
On aura de méme

o _ 4 4

P2 p—p

0 A4

Adp pP—p p—p

Ces formules ne sont pas incompatibles, et elles nous donnent

C

(o =b) o— FF e

Nous poserons, pour abréger,
(132) E=(p—p)(pi—pa) (B2—p)>
et nous aurons

(33) . ;.:,g :
Avec cette valeur de 1, les dérivées de M définies par les for-
mules (131) sont déterminées, ¢t 'on trouve facilement
C

dM = 25— (Ldw — 3wmdy),
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ou, en intégrant,
©
’ hj = 2C ‘,&‘3 ~- 2C| .

Cette valeur satisfait aux équations (121). En exprimant qu'elle
doit satisfaire aux équations (123), on trouve
G =o.

On a donc, en posant 2C =1, ce qui ne fait que remplacer le sys-
teme par un systeme semblable,

(’134) M::——,,

ce qui donne, pour le systeme orthogonal correspondant, I'expression

o ¢ [I dp* 1 dp? I dp? :l
105 ds’::: -} - -+ — 1 + — 2
(135) alp—p)(p—ps) @ (p—p)(p—p) @ (p-—p)(pi—p) )

m.z
0ou

. &l T 2 1 2
(136)  ds=Z ]2 (o oidet+ Lo p)rdpi+ - (o—p)idet |

avec la condition
a—4+-a -+ a,==0.

Il resterait a trouver les coordonnées x, y, z en fonction de g, p,, ..
Ce calcul assez long, qui exigerait I'intégration de six nouvelles équa-
tions aux dérivées partielles, peut étre évité par emploi de Vartifice
suivant :

Si, dans D’expression (135) de ds?, on remplace chacune des va-

riables p; par (p_Z:_T) » on aura pour ds* une forme toute semblable,
d . .,
dans laquelle le multiplicateur seul 3—;—2 :é—, sera changé et multiplié

par (p + k)" (p, + h)*(p, + A)". Il suit de la que, si'on effectue, dans
I'expression de M(134), la méme substitution, et si I'on divise le ré-
sultat obtenu par (p + A)*(p, + h)* (p,+ h)?, on aura une nouvelle
solution M’ contenant une constante arbitraire 2. On trouve ainsi

(137) = 4P ‘P')’(P‘P=);3(p.+h)’(p=+ RY oo,
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les deux termes non écrits se déduisent du premier par des permuta-
tions d’indices.
Ov toute nouvelle solution pour M est de la forme

kM [(’r — ap+ (]‘—- b‘)f_;_ (z — 0)2],

a, b, ¢, k étant des constantes convenablement choisies, et x, y, = les
valeurs des coordonnées correspondant a la valeur M. Il suit de I
que, sil’on pose, en ordonnant, par rapport a A, la valeur de M’,

%} =h+Ph+Qr+RA-+S;
P, Q, R, S seront des fonctions linéaires de =, y, z, x*+ y* -+ 32,
On a

a a, (22
Mg = 7+ ; 4
: (po—pa)  (p—p)  (p—p
Mpg:f_(ﬁﬁ“_ﬂi_)
T (e — ) ’
o MQL = 2B
» _ Upipa(pi =+ pa)
MR = “—(E:-P-)*E— e,
ap? p3
MSZ —(.E{.%.).Ar

P, Q, R, S étant des fonctions linéaires de @, y, 5, * + y* -+ 32, il faul
qu’il y ait une relation du second degré entre ces quatre quantités.
Nous allons d’abord chercher cette relation.

Introduisons la fonction Q' définie par I’égalité

Q,=4Q:
ou
_ _bappn ___alp+pa) MO
4MQC”(P~P=)2~ = To—py T TNQE

On établira facilement la relation

(MPZ) (MRZ) — (MQC) (MQ'¢) =M (MS¢) — (MQZ %
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ou
PR — 4Q*=S — Qg,
ou
S =PR — 3Q3;

ce qu’on peut écrire

s=(228) s+ (28 s (o=

\ 2
La forme de cette identité nous montre que I'on a, £ désignant une

constante,

P+R y.z,fl_(f’_z:_{‘_), 5= kQ =3,

=}
(139) 5 e
( 22 + y? + z* = Sh*.

Telles sont les expressions des coordonnées du systeme cherché.

On voit que, si I'on voulait avoir des surfaces réelles, il faudrait
remplacer y, z par Zy, iz, et la formule (135) donnerait, pour les
surfaces ainsi obtenues, non plus ds*, mais

dz* — dy? — dz*.

§ XX. — Indications sur la solution correspondante
a Uhypothése h = i.

Il ne nous reste plus qu’a traiter la quatrieme solution A=+, pour
laquelle les fonctions a, a,, @, sont les valeurs, pour p, p,, p», d'un
méme polyndme du troisitme degré. Les trois équations qui détermi-
nent M deviennent ici

Zzo(p—p) = (20— 21),
(140) ¢ Zu(p—p) =g (2— 21),
| Zu(p — p:) = 5% — 22),

et 'on ne peut les intégrer qu'en employant des intégrales définies
assez compliquées.
Pour me rendre compte de la nature de la solution finale, jai
Ann. de I’ e, Normale. 2¢ Série. Tome VII. — Ocrosre 1878. 44
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commencé par étudier le cas ol les trois polynomes a, a,, a, se rédui-
sent A une méme constante, qu’on peut alors supposer égale & 'unité.
Méme dans ce cas si simple, la valeur de M ne peut étre obtenue que

par le moyen des intégrales elliptiques.
Dans cette hypotheése, les formules (123) du paragraphe précédent
s'appliquent encore, et, en calculant les valeurs de «,, @,, a,, on

trouve

@ == = — i
les équations (123) deviennent done

du I du I Ju I
— _ - —xg,

it S SN A

et elles sont immédiatement intégrables. On obtient ainsi I'équation
du premier ordre

(141) (p—p) (p—pa) 2+ (po—p) (pr — ) 2}
| o +(pr—p)(pp—p)x} =i M?*+2CM =0,

qu’il faudra combiner avec les équations (140). Cherchons s’il y aura
une solution commune ne dépendant que de p — p,, p — pa, €t pour
laquelle on aura, par conséquent, :

. x o
(142) ( o + &+ 2, =0,
f_ Zoo = Xyt 23 == 0.

Différentions I'équation (141), et remplacons @y, 2y, Ty, par leurs
valeurs déduites des équations (142), (140). Nous aurons

M
-5+ 2C—pxy — pix, — prx, = 0.

Si de cette équation nous tirons M pour le porter dans I’équation (141),
et que nous tenions compte de Iéquation (142) entre les dérivées pre-

mieres, il restera
C'=o.
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Ainsi une au moins des valeurs de M satisfera aux deux équations

M
— 'y =PXy P X P2,

O =X+ Z,+ Xy

dont la premibre exprime que M est homogene et de degré — %.
Prenons
M= g (228
\/P—Pn(P o—p)
P2

ou, en posant Z—'—:—P =1,

1

M= ———=9(?).
Vo — p

En portant cette valeur de M dans I'une quelconque des équations (140),
on trouvera pour ¢ I'équation

(143) (88— 2)¢"—(1—2t)¢'+

== 0.

4
4

Or cette équation est bien connue : c’est celle & laquelle satisfait

I'intégrale
! dx
[ V(it—a?) (1— lx’)’

ou, ce qui est la méme chose,

[" dx i
J, Ve(i—=)(1—tz) .

On aura donc pour M la valeur

R e
— 2

a laquelle on peut donner la forme beaucoup plus élégante

& dz

(144) M= .
i J Voo e—rie—p)

44
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On apercoit donc deux solutions pour M, la précédente et celle qu'on
en déduirait en remplacant la limite p, de ’intégrale par p.

L’examen de ce cas particulier et la forme qu’on peut donner a une
intégrale assez complete du systéme (140),

w (a)da

V@a—p)la—pi(a—p)

me portent & penser que, dans le cas général, on aura encore des inté-
grales elliptiques; mais, assuré de ne pas obtenir un systeme algé-
brique, je n’ai pas cherché & compléter la solution.

Le 2 mars 1877.




