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MÉMOIRE
SUR LA

THÉORIE DES COORDONNÉES CURYILI&NES

DES SYSTÈMES O R T H O G O N A U X ,

PAR M. G. DARBOUX,
M A I T R E DE C O N F É R E N C 1 S S A L ' É C O I - E K O R M A L K .

TROISIÈME PARTIE.

^ XII. — Extension de la méthode de Lamé aux systèmes orthogonaux à
n variables et conséquences nouvelles de cette méthode..

Dans le travail inséré au tome III de ce Recueil, nous avons étudie
la méthode que Lamé a fait connaître dans les Leçons sur les coordonnées
curvilignes pour 1a recherche et l'étude des systèmes orthogonaux.
Cette méthode nous a conduit à des résultats nouveaux qui ont été
consignés soit dans notre travail primitif, soit dans des Notes insérées
aux tomes LXVÏI, LXVIII, LXIX des Comptes rendus. Nous nous propo-
sons de reprendre ici cette recherche en l'étendant au cas de n variables
et en é tud ian t d'une manière plus complète les propriétés de chaque
groupe d'équations. Il est vrai que, depuis la publication desrésultats de
nos premières études au tome LXIX des Comptes rendus, l'étude des
formes quadratiques à n différentielles a fait l'obj et de beaux Mémoires de
MM. Lipschitz et Christoffel. Mais nous croyons qu'il y a encore intérêt
à étudier par une méthode spéciale la question moins générale des
systèmes orthogonaux, d'autant plus que, dans ce cas, on peut em-
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576 G* DÀBBOUX.

ployer des procédés de calcul qui ne trouvent pas place dans le déve-
loppement de la théorie générale. Nous indiquerons la méthode qui
nous a conduit aux propositions énoncées dans la Note du 9 août 1869,
où nous avons montré comment, de la connaissance d'un système or-
thogonal à n variables, tel que celui des coordonnées el l ipt iques, on
pouvait déduire celle d'un nombre illimité de systèmes orthogonaux à
trois variables.

Considérons n fonctions ^, ç^ ..., pn de n variables^,, ..., ^for-
mant un système orthogonal, c'est-à-dire telles que Von ait les —^-
équations

n [ n — i!

( i ) ^.p^=o.

11 suit de là que, si l'on pose

(3) Hf ..^(^yW+
ÔX, ^ • - < ' \()Xn\àXnj

les /r quantités H^"^ formeront les coefficients d 'une subst i tut ion or-
uXf{

thogonale, et si l'on considère les équations

, ÔOft . ÔÛf( y ,

(JOf^——^dx ,4-.. .-+- ———dXn, h ^ I? ^î • . ., ^,
• ÔXt ÛXn

ces équations, résolues par rapport à dx^ ..., dx^ nous donneront

^.=H^.</p^...+H^.^+...+H^.^.

De ces formules on déduit les équations bien connues de Lamé

(ï\ ' ôxi —IL^.1 J , :-—— •-——— —— JLA fr *""——• •{ ' U/c àpk àxi

Nous poserons

m X^-^^—H.^w ^-H, àp^^à^

Les n2 quantités X^ seront les coefficients d'une substitution orthogo-
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nale. On aura
^^.. ,+^^H^+...+H/îJp/L

dxi = x\ Hi rfp, -+- xi i-Wp2 -+- . . . + x;'ji« dp^
Xï+,..-4-X^i,

X^+...+X^=o.

Adoptant toutes les notations de Lamé, nous conviendrons de dési-
gner par u l'une quelconque des variables x^ ..., Xn et de poser,quand
on la considérera seule,

(5) U^--^==HA{ ) lift ôpk à a

Les sommes désignées par la lettre S seront obtenues en remplaçant
u successivement par œ^ oc^ ..., Xn. Dans le cas de trois variables,
ÏJi, Ua, Ua sont les cosinus des angles que font les normales aux trois
surfaces avec l'axe des u.

De la formule (3) il résulte que ropéralion que nous avons appelée
<^., et qui est définie par l 'équation

^ _ àv ôp, ôv api
^ ÔXt à^i > ' ' ÔXn Ô^n

peut s^écrire
, ï / àv à.Vt àv àxn\

ÔQ V = .ÏTT -\—— —— + . . . + -.—— -Ç— 5^ Hf \à^i ôpi ôxn ôpi )

c'est-à-dire

(6) , ^-ÏÏJÏ

Par exemple, si l'on difïerentie réquation
o^:==o,

on aura
^ (^A , ^ (àp^
o^-^)+^^

ou, en tenant compte de la formule (6),

ï à [àpA , JL A- l0^} — o
1 7 } BJ àp& [Jul > IU' ôçv \ au} •""
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Cela posé, reprenons la formule qui sert de définition aux U,

(8) ^==HiU,^,-h. . .-4-H»tW^,

et écrivons les conditions d'intégrabilité. On doit avoir

/ . ô^u .- ôVk , n OH, „ dlL/ _ , ., <5H//
; Q -——-— == H/- —— •+ U/f ——— === Ïi^ -.—— -4- U^ -1•.-- "
^' àpkàpk' àp^ àpk' à^k •̂

Écrivons de même la formule (7) ; après y avoir remplacé -^5 -p^ par

~U/,, —U^, nous aurons"À "^
, , -u. àVk -rT ^H^ ,-, fJU/,/ y. dH//(i o H/, — -— U^ -— •+- I-ï/(/ -~— — UA -— = o,v • ôpy àpk (^k àpk"

et si nous comparons les formules (9) et (10), nous en déduisons

i ()U/,_ i àEy L <)U4/— ï (yfh

~U/s' ô p / t ' B / t . ôpk ' ^ / t àpk i'L' à p k '

Ces formules rentrent dans le même type* Si, au l ieu de garder, comme
Lamé, HA» H//, nous introduisons les variables auxiliaires

, I ÔÏÏy r <• ï ,^) ^,^y. ^y^

elles prennent la forme

( t 2 ) ^^^U,/, k^Ji\

Pour donner plus de netteté aux sommes que nous avons à consi-
dérer, nous poserons par définition
( i3; . • p«==o,

en sorte que ̂  sera défini par la formule ( ï i ) si k est différent de kf,
et par la formule (i3) si/c = k ' .

La formule (12) ne nous donne pas toutes les dérivées dos fonctions U.
Nous aurons celle qui nous manque en différentiant par rapport à ^
l'équation

( i4) , . • ;u^. . .+u^^i,
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ce qui nous donne

( i5 ) ^^-p,u^f^u^...-^a.
Ainsi les formates (12) et ( i 5 ) font connaître toutes les dérivées des
fonctions UA.

Ce point étant obtenu, nous aurons des relations entre les fonctions p
en exprimant que les différentes valeurs obtenues pour une même dé-
rivée seconde de UA sont égales. On aura, par exemple,

à^Uk à^w.. , p p n à^ . . . rr^ — u^, ̂  p^/p^//aj/(// == —.— BJÀV -j- pH//pwU//.
C/p//(7pA// C/p^ • Ôpf,' ' r

Cette équation devant avoir lieu pour n systèmes de valeurs des U, on
en dédui t
( 1 6 ) ^=(3^pw, /r^^.

Cherchons de même les deux. valeurs que l'on peut obtenir pour
_ Â çt; égalons-les; on trouve<)p/,dp^ D

U^ ̂  ̂  - u,. (à^ 4- P,^.^ + P^.^ +. .. + (3/^\,

et par suite

( i ̂ ) ^ 4.- ̂  ̂  p,, p ^ 4. p^ ̂  +.. . ̂  p,, p^, ̂ o, À- $ A-'.
(7p// vp//

Les quantités ? doivent donc satisfaire aux deux groupes bien distincts
de formules (16), (17) . Puis les U seront déterminés par les équa-
tions

àU, , „. ^ =. (3Â//U//,
dp//18) dïJ^
^P/( ' •P,AU.-. . .~(3. / .U/o

qui seroni évidemment compatibles si les équations (16), ( 1 7 ) sont
satisfaites-

Supposons que l'on ait trouvé des fonctions ? satisfaisant aux équa-
tions (16) et (17). Je dis que l'on pourr/a toujours en déduire une infi-
nité de systèmes orthogonaux. En effet, les conditions d'iatégrabilité
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étant satisfaites, le système (18) déterminera les fonctions U, et il est
facile de voir avec quel degré de généralité. Les valeurs initiales seules
de ces fonctions peuvent être choisies, puisque les équations déter-
minent toutes leurs dérivées premières.

Or il résulte des équations différentielles (18) que, si l'on a trouvé
deux systèmes de solutions U,, V^ de ces équations, la fonction

HV,+.. .+ÏLV.
demeure constante. Il suffît de prendre une de ses dérivées, d'y substi-
tuer les valeurs de —? - - - ? —5 déduites de ces équations; on ob-àp& àpk •l

tiendra un résultat nul. Cette remarque s'applique évidemment au cas
où les deux systèmes coïncident. On a donc

U,V, -r .. "+- VnVn = const.,
U; "+... -l- U/î ^ const.

Si donc on a pris les valeurs initiales des fonctions de telle manière
que l'on ait

U î + U J - t - . . . - + U / Î =i,
U.V. +...+U«V«^o,

ces relations subsisteront toujours. Il n'y a donc au fond qu^n système
de solutions pour les Ui ; les autres s'en déduiront par des transforma-
tions linéaires orthogonales à coefficients constants (par un change-
ment d'axes dans le cas de n = 3).

Il n'en est pas de même pour les équations ( ï i ) ,

T ï / , ^Ï^
Ïïf^f,f^-= -•",——?r àç/c

qui déterminent les H quand les ? sont connus. A la vérité, ces équa-
tions sont compatibles en vertu des équations (i6). Mais elles ne dé-
terminent pas les dérivées —^ et, différentiées, elles ne donneront

P^s —• Elles admettront donc une solution avec n fonctions arbi-
°P/C

traires d'une seule variable indépendante.
U s u i t d e la que, si l'on connaît un système orthogonal, on pourra

d'abord former les valeurs des fonctions f3 qui satisferont nécessaire-
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mentaux équations (16), (17). Si, supposant ensuite ces quantités p
données, on veut en déduire tous les systèmes qui y correspondent,
les U, à la vérité, seront complètement déterminés; ils seront les
mêmes que pour le système proposé, mais les fonctions H pourront
recevoir de nouvelles valeurs. Cette remarque, que j^a i développée au
tome LVII des Comptes rendus, avait déjà été faite, pour le cas de 72 =3,
par M. Combescure, dans un Mémoire inséré au tome IV de ce Recueil
(i^ série).

Dans ce cas, l'interprétation géométrique est bien simple : si l'on
considère l'un quelconque des systèmes orthogonaux ainsi déduits du
proposé, les normales aux trois surfaces de chaque système aux points
correspondants seront parallèles, les surfaces correspondantes auront
une même représentation sphérique de leurs lignes de courbure.

On le voit , dans notre méthode, la recherche du système orthogona.
repose sur trois opérations distinctes : d'abord l 'intégration des équa-
tions aux fonctions ?, puis celle du système aux fonctions H, enfin celle
du système qui détermine les U. Cela fait, l'intégration des expressions

du == ïïi UiJp, -(-... -4- H^Uu(7p/,

donnera les fonctions ^, ..., x^ et la solution du problème sera
achevée,

II importe de remarquer que l'on pourrait, dans le système aux fonc-
tions p, remplacer ces fonctions par les expressions en HA, qui leur
servent de définition. Il est facile de voir qu'alors les deux équations

<)(3/././ Q r, à^Vk ^ n
'——— ̂  p/^//p^, -J—— =•=-- pA/^/ p^

()pf^ [ r Ô[nu l

donneraient une seule équation pour les fonctions H.
Il y a très-souvent avantage à former les équations aux dérivées par-

tielles auxquelles doivent satisfaire les fonctions x^ ..., Xn. Il suffit,
pour les obtenir, de substituer, dans les équations (18), aux p et U,
leurs expressions, ce qui donne

(19)

à^u î àfSk au i àlS^ au : o,
àçikàpy H k àp.v àçtk HA' ôpk O^k'

1 àîu. _ JL àïlk àu f3^ àu ^ (hf. -î- Ê^ ôu —
îh ôç4 ̂  H/î JpA J^k + H^ <)pi Ha à^ * * ' Un <)p. "'"

Ann.de l'Éc\ Normale, 2e Série. Tome VïL— AOUT 1878. 36
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Mentionnons encore l'équation

i ( ôu\2 i 1 àu\ ___
HT [à^ ^"•^Hl W - I?

qui pourra servir à trouver iz.

§ XIII. — Première application à un exemple simple de la méthode
précédente.

Pour montrer, au moins par un exemple, la marche des calculs, trai-
tons te cas où l'on veut que toutes les quantités H, soient égales, et
posons

H/——;

on aura

(20) ' dx\ •+•... -4- dx^ == — (dp2, +. . . -+- c/p^ ).

On connaît déjà une solution de cette équation, celle qui est fondée
sur les formules généralisées de la transformation par rayons vecteurs
réciproques. Nous allons montrer qu'il n'y en a pas d'autre.

On aura ici
. ï àh
P .̂// ==-- —— y ——— -,1 II àpk

et les équations (16) nous donneront

à2 h
àpkàpk' "" '

ce qui exige que h soit de la forme

h = r, + r, +. .. -{- /„,

la fonction r, dépendant de la seule variable ^-. En subst i tuant les va-
leurs des ^ dans le groupe (17) , on trouve

, , , là^h ^/A / ù/tV ' [ àhYaij h[ —î -i~ —, ^ — ) "ï-< • - "<" (4-- ) •\<)p| à p . / \()ç)J \àpn
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Le second membre étant toujoursie même, il faut donc que toutes les
dérivées -r— soient égales, ce qui donne

àpï

a ne pouvant être qu 'une constante, et par suite on aura
(22) A==^(p 2 -4-p^ -4-. . .+p^) +2 a, pi -h. . .4- 2ff«pu -h &.

En exprimant que la relation (21) est satisfaite, on obtient
a\ -4-.. .-h a^ === ab,

unique relation à laquelle doivent satisfaire les constantes a, b, a^
Examinons d'abord le cas où toutes les constantes sont nulles,

sauf 6, que l'on prendra égal à l 'unité. Alors toutes les fonctions ?
sont. nulles. Les quantités U sont constantes, et l'on voit que la solution
la plus générale de Inéquat ion

d^\ -4-. . . +. çl^n = dp\ +-. . . 4- dp2,

s^obtient en prenant pour les Xi des fondions linéaires des p i .
Il suit de là que, si deux systèmes orthogonaux donnent la même

expression pour
dx\ -\-.. .-4" c/^o

ils ne diffèrent pas essentiellement, et Fon passe de l'un a l'autre par
une substitution, orthogonale à coefficients constants, ou, pour le cas
de n === 3, par un changement d'axes coordonnés.

Cette remarque peut dès à présent recevoir son application, et nous
dispense des calculs relatifs à l'expression la plus générale de A. Nous
savons que, dans ce cas, on a une solution de l'équation (20) où l'on a
substitué la valeur de À,

li =: a(p; "h pi -i-... -h pi ) -l- 2aipi -4-.. . •+• ^anpn -+- b,

en prenant
ûl (ïn

^ ^ -^^, .^__ __^__., ..^ ^__ ^ .

On aura donc la solution la plus générale en effectuant une substitu-
lion linéaire orthogonale que nous pouvons négliger. En particulier,
dans le cas de n --== 3, on aura la solutioa la plus générale de l'équa-

36.
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tion (20) en opérant une transformation par rayons vecteurs réci-
proques et la faisant suivre d'un déplacement.

Il y a un cas spécial de la transformation précédente que l'on néglige
d'habitude, parce qu'il ne peut se rapporter qu'à des points imaginaires,
mais dont il nous paraît bon de dire quelques mots; c'est celui où l'on a

a •== o,

et où l'expression de h devient
II =z Ctipi -4- ÛCapa -4- ... -4- Ctnpn -1- ̂

avec la condition
â^+aj-h.. .•+•^.=-"0.

Cette dernière condition exige que l'une au moins des constantes soil
imaginaire. M. Cremona, croyons-nous, a, le premier, appelé l 'alten-
lion sur ce cas spécial de l'inversion. Les formules qui s'y rapportent
ne se déduisent pas immédiatement de celles qui sont relatives au cas
général ; mais on les trouve sans difficulté.

Supposons que, par une substitution linéaire, on ait rédui t A à la
forme

h == p, -+- ip,,
on pourra prendre

x.
^(p^pi^..+p/î) -^

~-————^—————'
ai[^+^^.^.^o^^L

^2=.: ï l i
et, pour les autres fonctions x^

^
pi-r- Ïpa

Les résultats précédents donnent lieu à une remarque importante et
qui nous sera très-utile dans la suite. Supposons que, considérant le
cas de n === 3, on ait trouvé un système orthogonal défini par la relation

ds3 =-= d^ "î~ rfy2 4- dz'1 = H2^?2 -+- H; rfp; + Hl-rfpî,

et que l'on cherche s'il en existe un autre pour lequel

d^^dr'1^ d^^ ^^^^^^^(H^+Hîrfpî 4-H^prj.


