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MÉMOIRE
SUR LA

THÉORIE DES COORDONNÉES CURYILI&NES

DES SYSTÈMES O R T H O G O N A U X ,

PAR M. G. DARBOUX,
M A I T R E DE C O N F É R E N C 1 S S A L ' É C O I - E K O R M A L K .

TROISIÈME PARTIE.

^ XII. — Extension de la méthode de Lamé aux systèmes orthogonaux à
n variables et conséquences nouvelles de cette méthode..

Dans le travail inséré au tome III de ce Recueil, nous avons étudie
la méthode que Lamé a fait connaître dans les Leçons sur les coordonnées
curvilignes pour 1a recherche et l'étude des systèmes orthogonaux.
Cette méthode nous a conduit à des résultats nouveaux qui ont été
consignés soit dans notre travail primitif, soit dans des Notes insérées
aux tomes LXVÏI, LXVIII, LXIX des Comptes rendus. Nous nous propo-
sons de reprendre ici cette recherche en l'étendant au cas de n variables
et en é tud ian t d'une manière plus complète les propriétés de chaque
groupe d'équations. Il est vrai que, depuis la publication desrésultats de
nos premières études au tome LXIX des Comptes rendus, l'étude des
formes quadratiques à n différentielles a fait l'obj et de beaux Mémoires de
MM. Lipschitz et Christoffel. Mais nous croyons qu'il y a encore intérêt
à étudier par une méthode spéciale la question moins générale des
systèmes orthogonaux, d'autant plus que, dans ce cas, on peut em-
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576 G* DÀBBOUX.

ployer des procédés de calcul qui ne trouvent pas place dans le déve-
loppement de la théorie générale. Nous indiquerons la méthode qui
nous a conduit aux propositions énoncées dans la Note du 9 août 1869,
où nous avons montré comment, de la connaissance d'un système or-
thogonal à n variables, tel que celui des coordonnées el l ipt iques, on
pouvait déduire celle d'un nombre illimité de systèmes orthogonaux à
trois variables.

Considérons n fonctions ^, ç^ ..., pn de n variables^,, ..., ^for-
mant un système orthogonal, c'est-à-dire telles que Von ait les —^-
équations

n [ n — i!

( i ) ^.p^=o.

11 suit de là que, si l'on pose

(3) Hf ..^(^yW+
ÔX, ^ • - < ' \()Xn\àXnj

les /r quantités H^"^ formeront les coefficients d 'une subst i tut ion or-
uXf{

thogonale, et si l'on considère les équations

, ÔOft . ÔÛf( y ,

(JOf^——^dx ,4-.. .-+- ———dXn, h ^ I? ^î • . ., ^,
• ÔXt ÛXn

ces équations, résolues par rapport à dx^ ..., dx^ nous donneront

^.=H^.</p^...+H^.^+...+H^.^.

De ces formules on déduit les équations bien connues de Lamé

(ï\ ' ôxi —IL^.1 J , :-—— •-——— —— JLA fr *""——• •{ ' U/c àpk àxi

Nous poserons

m X^-^^—H.^w ^-H, àp^^à^

Les n2 quantités X^ seront les coefficients d'une substitution orthogo-
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nale. On aura
^^.. ,+^^H^+...+H/îJp/L

dxi = x\ Hi rfp, -+- xi i-Wp2 -+- . . . + x;'ji« dp^
Xï+,..-4-X^i,

X^+...+X^=o.

Adoptant toutes les notations de Lamé, nous conviendrons de dési-
gner par u l'une quelconque des variables x^ ..., Xn et de poser,quand
on la considérera seule,

(5) U^--^==HA{ ) lift ôpk à a

Les sommes désignées par la lettre S seront obtenues en remplaçant
u successivement par œ^ oc^ ..., Xn. Dans le cas de trois variables,
ÏJi, Ua, Ua sont les cosinus des angles que font les normales aux trois
surfaces avec l'axe des u.

De la formule (3) il résulte que ropéralion que nous avons appelée
<^., et qui est définie par l 'équation

^ _ àv ôp, ôv api
^ ÔXt à^i > ' ' ÔXn Ô^n

peut s^écrire
, ï / àv à.Vt àv àxn\

ÔQ V = .ÏTT -\—— —— + . . . + -.—— -Ç— 5^ Hf \à^i ôpi ôxn ôpi )

c'est-à-dire

(6) , ^-ÏÏJÏ

Par exemple, si l'on difïerentie réquation
o^:==o,

on aura
^ (^A , ^ (àp^
o^-^)+^^

ou, en tenant compte de la formule (6),

ï à [àpA , JL A- l0^} — o
1 7 } BJ àp& [Jul > IU' ôçv \ au} •""
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Cela posé, reprenons la formule qui sert de définition aux U,

(8) ^==HiU,^,-h. . .-4-H»tW^,

et écrivons les conditions d'intégrabilité. On doit avoir

/ . ô^u .- ôVk , n OH, „ dlL/ _ , ., <5H//
; Q -——-— == H/- —— •+ U/f ——— === Ïi^ -.—— -4- U^ -1•.-- "
^' àpkàpk' àp^ àpk' à^k •̂

Écrivons de même la formule (7) ; après y avoir remplacé -^5 -p^ par

~U/,, —U^, nous aurons"À "^
, , -u. àVk -rT ^H^ ,-, fJU/,/ y. dH//(i o H/, — -— U^ -— •+- I-ï/(/ -~— — UA -— = o,v • ôpy àpk (^k àpk"

et si nous comparons les formules (9) et (10), nous en déduisons

i ()U/,_ i àEy L <)U4/— ï (yfh

~U/s' ô p / t ' B / t . ôpk ' ^ / t àpk i'L' à p k '

Ces formules rentrent dans le même type* Si, au l ieu de garder, comme
Lamé, HA» H//, nous introduisons les variables auxiliaires

, I ÔÏÏy r <• ï ,^) ^,^y. ^y^

elles prennent la forme

( t 2 ) ^^^U,/, k^Ji\

Pour donner plus de netteté aux sommes que nous avons à consi-
dérer, nous poserons par définition
( i3; . • p«==o,

en sorte que ̂  sera défini par la formule ( ï i ) si k est différent de kf,
et par la formule (i3) si/c = k ' .

La formule (12) ne nous donne pas toutes les dérivées dos fonctions U.
Nous aurons celle qui nous manque en différentiant par rapport à ^
l'équation

( i4) , . • ;u^. . .+u^^i,
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ce qui nous donne

( i5 ) ^^-p,u^f^u^...-^a.
Ainsi les formates (12) et ( i 5 ) font connaître toutes les dérivées des
fonctions UA.

Ce point étant obtenu, nous aurons des relations entre les fonctions p
en exprimant que les différentes valeurs obtenues pour une même dé-
rivée seconde de UA sont égales. On aura, par exemple,

à^Uk à^w.. , p p n à^ . . . rr^ — u^, ̂  p^/p^//aj/(// == —.— BJÀV -j- pH//pwU//.
C/p//(7pA// C/p^ • Ôpf,' ' r

Cette équation devant avoir lieu pour n systèmes de valeurs des U, on
en dédui t
( 1 6 ) ^=(3^pw, /r^^.

Cherchons de même les deux. valeurs que l'on peut obtenir pour
_ Â çt; égalons-les; on trouve<)p/,dp^ D

U^ ̂  ̂  - u,. (à^ 4- P,^.^ + P^.^ +. .. + (3/^\,

et par suite

( i ̂ ) ^ 4.- ̂  ̂  p,, p ^ 4. p^ ̂  +.. . ̂  p,, p^, ̂ o, À- $ A-'.
(7p// vp//

Les quantités ? doivent donc satisfaire aux deux groupes bien distincts
de formules (16), (17) . Puis les U seront déterminés par les équa-
tions

àU, , „. ^ =. (3Â//U//,
dp//18) dïJ^
^P/( ' •P,AU.-. . .~(3. / .U/o

qui seroni évidemment compatibles si les équations (16), ( 1 7 ) sont
satisfaites-

Supposons que l'on ait trouvé des fonctions ? satisfaisant aux équa-
tions (16) et (17). Je dis que l'on pourr/a toujours en déduire une infi-
nité de systèmes orthogonaux. En effet, les conditions d'iatégrabilité
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étant satisfaites, le système (18) déterminera les fonctions U, et il est
facile de voir avec quel degré de généralité. Les valeurs initiales seules
de ces fonctions peuvent être choisies, puisque les équations déter-
minent toutes leurs dérivées premières.

Or il résulte des équations différentielles (18) que, si l'on a trouvé
deux systèmes de solutions U,, V^ de ces équations, la fonction

HV,+.. .+ÏLV.
demeure constante. Il suffît de prendre une de ses dérivées, d'y substi-
tuer les valeurs de —? - - - ? —5 déduites de ces équations; on ob-àp& àpk •l

tiendra un résultat nul. Cette remarque s'applique évidemment au cas
où les deux systèmes coïncident. On a donc

U,V, -r .. "+- VnVn = const.,
U; "+... -l- U/î ^ const.

Si donc on a pris les valeurs initiales des fonctions de telle manière
que l'on ait

U î + U J - t - . . . - + U / Î =i,
U.V. +...+U«V«^o,

ces relations subsisteront toujours. Il n'y a donc au fond qu^n système
de solutions pour les Ui ; les autres s'en déduiront par des transforma-
tions linéaires orthogonales à coefficients constants (par un change-
ment d'axes dans le cas de n = 3).

Il n'en est pas de même pour les équations ( ï i ) ,

T ï / , ^Ï^
Ïïf^f,f^-= -•",——?r àç/c

qui déterminent les H quand les ? sont connus. A la vérité, ces équa-
tions sont compatibles en vertu des équations (i6). Mais elles ne dé-
terminent pas les dérivées —^ et, différentiées, elles ne donneront

P^s —• Elles admettront donc une solution avec n fonctions arbi-
°P/C

traires d'une seule variable indépendante.
U s u i t d e la que, si l'on connaît un système orthogonal, on pourra

d'abord former les valeurs des fonctions f3 qui satisferont nécessaire-
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mentaux équations (16), (17). Si, supposant ensuite ces quantités p
données, on veut en déduire tous les systèmes qui y correspondent,
les U, à la vérité, seront complètement déterminés; ils seront les
mêmes que pour le système proposé, mais les fonctions H pourront
recevoir de nouvelles valeurs. Cette remarque, que j^a i développée au
tome LVII des Comptes rendus, avait déjà été faite, pour le cas de 72 =3,
par M. Combescure, dans un Mémoire inséré au tome IV de ce Recueil
(i^ série).

Dans ce cas, l'interprétation géométrique est bien simple : si l'on
considère l'un quelconque des systèmes orthogonaux ainsi déduits du
proposé, les normales aux trois surfaces de chaque système aux points
correspondants seront parallèles, les surfaces correspondantes auront
une même représentation sphérique de leurs lignes de courbure.

On le voit , dans notre méthode, la recherche du système orthogona.
repose sur trois opérations distinctes : d'abord l 'intégration des équa-
tions aux fonctions ?, puis celle du système aux fonctions H, enfin celle
du système qui détermine les U. Cela fait, l'intégration des expressions

du == ïïi UiJp, -(-... -4- H^Uu(7p/,

donnera les fonctions ^, ..., x^ et la solution du problème sera
achevée,

II importe de remarquer que l'on pourrait, dans le système aux fonc-
tions p, remplacer ces fonctions par les expressions en HA, qui leur
servent de définition. Il est facile de voir qu'alors les deux équations

<)(3/././ Q r, à^Vk ^ n
'——— ̂  p/^//p^, -J—— =•=-- pA/^/ p^

()pf^ [ r Ô[nu l

donneraient une seule équation pour les fonctions H.
Il y a très-souvent avantage à former les équations aux dérivées par-

tielles auxquelles doivent satisfaire les fonctions x^ ..., Xn. Il suffit,
pour les obtenir, de substituer, dans les équations (18), aux p et U,
leurs expressions, ce qui donne

(19)

à^u î àfSk au i àlS^ au : o,
àçikàpy H k àp.v àçtk HA' ôpk O^k'

1 àîu. _ JL àïlk àu f3^ àu ^ (hf. -î- Ê^ ôu —
îh ôç4 ̂  H/î JpA J^k + H^ <)pi Ha à^ * * ' Un <)p. "'"

Ann.de l'Éc\ Normale, 2e Série. Tome VïL— AOUT 1878. 36
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Mentionnons encore l'équation

i ( ôu\2 i 1 àu\ ___
HT [à^ ^"•^Hl W - I?

qui pourra servir à trouver iz.

§ XIII. — Première application à un exemple simple de la méthode
précédente.

Pour montrer, au moins par un exemple, la marche des calculs, trai-
tons te cas où l'on veut que toutes les quantités H, soient égales, et
posons

H/——;

on aura

(20) ' dx\ •+•... -4- dx^ == — (dp2, +. . . -+- c/p^ ).

On connaît déjà une solution de cette équation, celle qui est fondée
sur les formules généralisées de la transformation par rayons vecteurs
réciproques. Nous allons montrer qu'il n'y en a pas d'autre.

On aura ici
. ï àh
P .̂// ==-- —— y ——— -,1 II àpk

et les équations (16) nous donneront

à2 h
àpkàpk' "" '

ce qui exige que h soit de la forme

h = r, + r, +. .. -{- /„,

la fonction r, dépendant de la seule variable ^-. En subst i tuant les va-
leurs des ^ dans le groupe (17) , on trouve

, , , là^h ^/A / ù/tV ' [ àhYaij h[ —î -i~ —, ^ — ) "ï-< • - "<" (4-- ) •\<)p| à p . / \()ç)J \àpn
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Le second membre étant toujoursie même, il faut donc que toutes les
dérivées -r— soient égales, ce qui donne

àpï

a ne pouvant être qu 'une constante, et par suite on aura
(22) A==^(p 2 -4-p^ -4-. . .+p^) +2 a, pi -h. . .4- 2ff«pu -h &.

En exprimant que la relation (21) est satisfaite, on obtient
a\ -4-.. .-h a^ === ab,

unique relation à laquelle doivent satisfaire les constantes a, b, a^
Examinons d'abord le cas où toutes les constantes sont nulles,

sauf 6, que l'on prendra égal à l 'unité. Alors toutes les fonctions ?
sont. nulles. Les quantités U sont constantes, et l'on voit que la solution
la plus générale de Inéquat ion

d^\ -4-. . . +. çl^n = dp\ +-. . . 4- dp2,

s^obtient en prenant pour les Xi des fondions linéaires des p i .
Il suit de là que, si deux systèmes orthogonaux donnent la même

expression pour
dx\ -\-.. .-4" c/^o

ils ne diffèrent pas essentiellement, et Fon passe de l'un a l'autre par
une substitution, orthogonale à coefficients constants, ou, pour le cas
de n === 3, par un changement d'axes coordonnés.

Cette remarque peut dès à présent recevoir son application, et nous
dispense des calculs relatifs à l'expression la plus générale de A. Nous
savons que, dans ce cas, on a une solution de l'équation (20) où l'on a
substitué la valeur de À,

li =: a(p; "h pi -i-... -h pi ) -l- 2aipi -4-.. . •+• ^anpn -+- b,

en prenant
ûl (ïn

^ ^ -^^, .^__ __^__., ..^ ^__ ^ .

On aura donc la solution la plus générale en effectuant une substitu-
lion linéaire orthogonale que nous pouvons négliger. En particulier,
dans le cas de n --== 3, on aura la solutioa la plus générale de l'équa-

36.
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tion (20) en opérant une transformation par rayons vecteurs réci-
proques et la faisant suivre d'un déplacement.

Il y a un cas spécial de la transformation précédente que l'on néglige
d'habitude, parce qu'il ne peut se rapporter qu'à des points imaginaires,
mais dont il nous paraît bon de dire quelques mots; c'est celui où l'on a

a •== o,

et où l'expression de h devient
II =z Ctipi -4- ÛCapa -4- ... -4- Ctnpn -1- ̂

avec la condition
â^+aj-h.. .•+•^.=-"0.

Cette dernière condition exige que l'une au moins des constantes soil
imaginaire. M. Cremona, croyons-nous, a, le premier, appelé l 'alten-
lion sur ce cas spécial de l'inversion. Les formules qui s'y rapportent
ne se déduisent pas immédiatement de celles qui sont relatives au cas
général ; mais on les trouve sans difficulté.

Supposons que, par une substitution linéaire, on ait rédui t A à la
forme

h == p, -+- ip,,
on pourra prendre

x.
^(p^pi^..+p/î) -^

~-————^—————'
ai[^+^^.^.^o^^L

^2=.: ï l i
et, pour les autres fonctions x^

^
pi-r- Ïpa

Les résultats précédents donnent lieu à une remarque importante et
qui nous sera très-utile dans la suite. Supposons que, considérant le
cas de n === 3, on ait trouvé un système orthogonal défini par la relation

ds3 =-= d^ "î~ rfy2 4- dz'1 = H2^?2 -+- H; rfp; + Hl-rfpî,

et que l'on cherche s'il en existe un autre pour lequel

d^^dr'1^ d^^ ^^^^^^^(H^+Hîrfpî 4-H^prj.
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On devra avoir, d'après ce qui précède,

M=: a (.a?2 4-y2-h z2) -4- ïbx 4- ̂ cy-^r-ihz -4-jf,

a, b, c, /étant liés par la relation
^^.c^h^—af^o.

Si donc on cherche en fonction des p, p^ pa l'expression la plus gé-
nérale de M, cette expression se présentera nécessairement sous la
forme

M = a,Mi 4- a'Mi -+- ^Ms + a^ 4- a&M^

où les cinq constantes a^ seront liéey par une équation du second
degré

9(^02... ûf&) == o.

Supposons que, par une substi tution linéaire opérée sur les constantes,
on ait ramené cette relation à la forme

a^ 4- a\ -+- (î.\ — a^ = o.

11 résulte de l'expression générale de M que l'on aura un système or-
thogonal pour lequel

^^^(H^+Hî^+Hirfp^

"-£• ̂  "=£• -^•—£.
en sorte que la détermination de l 'unique fonction M fera connaître celle
de x, y, z, et même celle de a^+y2 -+- s2.

Revenons aux systèmes précédemment considérés, ceux qui se rap-
portent à l'expression (22) de M. Sous leur forme la simple, les for-
mules trouvées sont les suivantes :

H,==1 , A ==p;+pî+...+p,1,"- li

(aî), ,̂ , ^--f,

xi--Ï.x^-y.
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Cela étant, si nous appliquons la remarque déjà faite? et si nous cher-
chons le système orthogonal le plus général pour lequel les ^3 el les
XJ[. demeurent les mêmes, nous aurons à déterminer les fonctions H par
les équations

. i àiîv
û^7/ •=•= —— ———. î

i'h àpk

ce qui se fait sans difficulté. Je n'insiste pas sur cette recherche, dont
j ' indique seulement les résultats. On trouve
. ,. r j R.-hP^-i-. . .4-Rn . ,.,
!24) ^pT:^—^-^-'
R , , ..., R^ désignant des fonctions de p^ p a » • • • » pn respectivement et
R^ la dérivée de R^.

Puis les variables x^ s'obtiennent par l'intégration des expressions
ïLU^p,+...+H,lL^,

et l'on trouvera
/ .. R . + R 2 - 4 - . . . - 4 - R , i C R:- dp,^ ,̂ ^^^^^

C'est un système orthogonal contenant n fonctions arbitraires d'une
seule variable. Pour le cas de n == 3, il a déjà été donné dans le tra-
vail antérieur déjà cité.

§ XIV. — Remarques sur le premier système d'équations auxquelles doiçent
satisfaire les/onctions ^3.

Nous avons vu, dans l'exposé de la méthode de recherche des sys-
tèmes orthogonaux, que les fonctions R doivent satisfaire à deux groupes
bien distincts d'équations. Il m'a paru intéressant de rechercher la si-
gnification du premier de ces deux systèmes considéré isolément. Je
vais montrer qu'il se rattache à la recherche des conditions d'mtégra-
bilité d'un système particulier d'équations aux dérivées partielles^ sys-
tème que l'on rencontre daris un grand nombre de recherches.

Considérons les équations
/ r\ ^ïu • au „ au(26) <M.:=a'<^-4-a^•-h-^M'
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où? et k sont différents et peuvent prendre toutes les valeurs i , ^ , . . . , n,
et cherchons les conditions non-seulement pour qu'il y ait une fonc-
tion satisfaisant à ces équations, mais pour qu'il y en ait TI-h i. En
d'autres termes, exprimons que ces équations admettent une intégrale
contenant assez de constantes pour qu'on puisse donner a la fonction
et à ses dérivées premières des valeurs quelconques pour un système
donné de valeurs des variables indépendantes p^

Pour obtenir ces conditions, nous formerons de trois manières diffé-
rentes les valeurs des dérivées troisièmes -,—<—^:—9 et nous écrironsc^phàp^àp^
que ces valeurs sont égales. On trouve, par exemple, en prenant la dé-
rivée de l'équation (26) par rapport à p^,.et en substituant les valeurs
des dérivées secondes qu'introdait cette opération,

à'^u au I , „ à^\ au [ . „ àcc[.\
— — = : ^0(!( 4- —— -r —— .̂rf "4- ——

àpiàpkàpk' àç>{ \ l l ôpk'i ^k\ Â A à^]

^ J^ (^^/+ ̂  .̂  ̂ )+ u f^y^+^y^+^y
11 faudra, par exemple, qu'en permutant les indices i e t / c ' on retrouve
la même valeur, et, comme la fonction et ses dérivées premières doivent
pouvoir être prises arbitrairement, par hypothèse, il faudra d'abord
que les coefficients des mêmes dérivées soient égaux. Cela nous donne
des équations du type suivant ;

à^
( %7 ) — = <^f + 4< - ̂ f-4- yu/.

Or cette équa t ion montre que l'on doit avoir
àc^ ôccf

•——— . y

àpkr '"""" àpk
ik

et par conséquent af", af sont les dérivées d'une même fonction qu'on
peut écrire loglï^ et l'on a.

A. J àîî^^ _^^.

Les équations proposées (aG) prennent alors la forme
à^u î àVii ou i ôlîft on

àpiàph lli àpk api îlk 'api àfk
- y,/f U ̂  o.
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Les formules (27)» exprimées en introduisant les fonctions H(, de-
viennent
( Q \ ï^ / à^•t fi û \W y,,,^^^_^,^J,

en posant, comme nous l'avons déjà fait , pour définit ion des |S,

6.—1-^.'^-li, ^

Enfin, si nous exprimons que, dans les expressions des troisièmes
à3 udérivées -—\—,—îles coefficients de u ont la même valeur pour lesôpi ôpk opv l

trois expressions d'une même dérivée, il faudra joindre aux for-
mules (28) les suivantes :

(^9) ^ (y^ + Wi) == ̂  (y^ + ̂ W.

qui, en y substituant .les valeurs de y, '/ déduites des formules (28),
donneraient les équations auxquelles doivent satisfaire les fonctions H,.

Examinons le cas particulier où les équations proposées ne con-
tiennent pas de terme en u. Nous savons déjà quelles seront de la
forme
^ . à^u ^ j^ àlîft ^ _ ï àïît au

àpiôpk i'ht ôpi àpif lli 'àpk 5 p i 0 *

En outre, Iles fonctions f3 devront satisfaire aux équations

(3i) ^ ^W^

déduites des formules (28), où l'on a fait y/^ = o. Quant aux équa-
tions (29), elles seront satisfaites d'elles-mêmes. Donc, le groupe (3i),
qui est le premier de ceux que l'on rencontre dans la théorie des sys-
tèmes orthogonaux, exprime précisément les conditions d'intégrabilité
d'un système d'équations de la forme

à'u . au , au.-.a}.— -l- a'ï, -.———.—— —— u,, -.-— -ï— <^7 —— •>
àpiôp^ h ôpi t à^k

Nous voyons qu'un tel système, s'il admet une solution avec n con-
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stantes permettant de choisir arbitrairement les valeurs initiales des n
dérivées, ou, si l'on veut, s'il admet n solutions distinctes, doit pouvoir
être ramené à la forme'(3o), où les fonctions H^- vérifient les équa-
tions (3î). Du reste, ces équations (3 î ) , qui sont nécessaires, sont
aussi suffisantes, et, toutes les fois qu'elles seront vérifiées, les équa-
tions précédentes admettront une solution plus générale que celle
qu'on cherchait , et, contenant n fonctions arbitraires d'une seule va-
riable. Il suffit, pour le reconnaître, de remarquer que les équations
obtenues en difïerentiant jusqu'à un ordre quelconque détermine-
ront toutes les dérivées, moins celles qui sont prises par rapport à une
seule variable.

Examinons maintenant les conséquences géométriques des remar-
ques précédentes, et, pour plus de netteté, bornons-nous au cas de
trois variables. Désignons par p , p^ p^ les trois variables indépen-
dantes, la variable p étant supposée affectée de l ' indice o, et admettons
que le système ( 3 î ) soit vérifié par trois fonctions H,Hi , Ha de p , p^ p ^ -
Ce système est alors formé de six équation^ se réduisant à trojs, qui
sont celles du premier système de Lamé.

Les équat ions
^IL, ±àïîl()u l (mî ôu. —

àplôpv lit dps- c)p( JE-L à pi à p î ?

à^u î ôi^àu i àR au ___
ôp à^ lia àp dpa 11 àç-i àp

ô^u _ J , ^ H > ^ _ ^ ^ H ^ _ .
ôp ôpi Hi ôp ôpi H à pi àp

admettront alors une solution avec trois fonctions arbitraires d 'une
variable. Soient x ^ y , z trois solutions distinctes décès équations, et
regardons ces variables comme les coordonnées d'un point. Nous for-
mons ainsi un système de coordonnées curvilignes. Je dis qu'il j ou i t de
la propriété que les surfaces des différentes familles s'y coupent sui-
vant des lignes conjuguées,

En effet, considérons Fune quelconque des surfaces du système, la
surface pa === consL, par exemple. Si Von pose, suivant l'usage,

cïz === // dx -+- q dy,

A n n . d e V K c , Normale. 2e Série. Tottic VII.—SEPTEMBRE i8';8. ^7
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on aura d'abord

(33)

G. DAUBCUX.

àz àx àr àz àx àr
^^Sp^^ àp^fàp^^tp'

Si l'on veut que les lignes p = consL, pi == consL soient conjuguées,
on devra avoir

<^àx^ôlàL=^
àp api àp api f

ou, ce qui est identique,
_d2^
<îp^pi

à^x_^^^ à^r
àp api : o.

La comparaison de ces équations avec les formules (33) nous montre
qu'il est possible de trouver deux fonctions a et b, telles que l'on ait

à^u
àpàpt

ou , àa
: a — 4- b —'.dp api

lorsqu'on y remplace u successivement par x , y , z . En raisonnant de
même pour les deux autres surfaces, on obtiendra des équations

( 3 4 5

/ c^u
àpôpi

à^u
àp ôpî

à'u
àptàp2

au
dp

au
—— U,[ ""-."""""• " ' " 1 " " "àpî

au
— aï — -t-

<)p,

, aub —,
<)pi

, aub ,
ôp

, oubï —')àpt

qui, devant être satisfaites par trois fonctions x,j^ z, se ramènent né-
cessairement à la forme ( Sa).

Ainsi nous obtenons la signification du premier système de Lamé.
Si l'on a trouvé trois fonctions H, H!, Ha satisfaisant aux équations

(35)

à^ d(3i, à^ , ,.
^=P..^, ^p-=P,.P.., ^--=P»(3..,

^_3 s ^•-s a • ^«-a P-j^ - p,. P,., -^ - ?.. jâ»., -^ - P., (3,,,

qui se réduisent à trois, lorsqu'on y remplace les? par leurs expressions,
on obtiendra, en intégrant les équations (3a), non pas un système né-
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cessairemerit orthogonal, mais un système de coordonnées curvilignes
dans lequel les surfaces se couperont suivant des lignes conjuguées.
Ces lignes conjuguées pourront être les lignes de courbure, et alors le
système sera orthogonal, mais elles en différeront en général.

Ces systèmes particuliers, formés de surfaces se coupant suivant des
lignes conjuguées, ont une propriété qui les distingue de tous les
autres systèmes de coordonnées curvilignes, et que nous allons faire
connaître.

Étant donné un système de coordonnées curvilignes, cherchons s'il
en existe un autre tel qu'on puisse établir la correspondance entre les
deux systèmes, de manière que, aux points correspondants, les plans
tangents aux trois surfaces soient parallèles dans les deux systèmes.
En d'autres termes, ^»y, z étant des fondions de p, p i , p a ? cherchons
s'il existe trois fonctions >, ^1^2? telles que les expressions

, àx , ^ àx y „ ô^ ,
À — do 4- À, — api 4- Aa — apï,

àp r à pi l àp^

^"^•-
, àz ,•), — (/p 4- . . .

dp '

soient des différentielles exactes. Il est clair, en effet, que, si cette
condition est satisfaite et si x^y^ ^ sont les intégrales des différen-
tielles précédentes, o c ^ y ^ , z^ considérées comme fonctions de p, p i , p^
définiront un système de cordonnées curvil ignes jouissant de la pro-
priété indiquée. Or les condit ions d'inlégrabilité des expressions pré-
cédentes nous conduisent immédiatement à un système de la forme (34)»
ce que démontre le théorème suivant :

Pour que deux systèmes de coordonnées curvilignes puissent se corres-
pondre de telle manière quaux points correspondants les plans tangents
aux trois surfaces aient la même direction dans les deux systèmes^ il est
nécessaire que les surfaces de chaque système, se coupent mutuellement
suivant des systèmes de lignes conjuguées sur chacune de ces surfaces.

J^tous allons voir, du reste, que cette condition, qui est nécessaire,
est aussi suffisante. Supposons, en effet, qu'on ait trouvé six fonc-

37.
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tions jS satisfaisant aux équations (35), les fonctions H seront définies
par les équations

W ?"=F,t-

Quant aux coordonnées se, y, z^ au lieu de les déterminer directement,
posons

^-H-U-— — n^u, ,
c/p,

u désignant l 'une quelconque d'entre elles, les équations (3^) pren-
dront la forme

(37) ^-^ ,

De cette manière, le calcul des coordonnées u sera ramené à deux pro-
blèmes distincts, au calcul des fonctions H par les formules (36), et à
celui des fonctions U par les formules (3y) . Si, gardant les mêmes
valeurs de I L U ^ U a , on prend différentes valeurs des H satisfaisant
aux équations (36), on aura deux systèmes de coordonnées curvilignes
à plans tangents parallèles aux points correspondants. Du reste, les
systèmes (36), (37) sont toujours intégrables, chacun avec trois fonc-
tions arbitraires, les conditions d'intégrabilité étant remplies en vertu
des équations auxquelles satisfont les |3, On obtiendra ainsi, avec six
fonctions arbitraires d'une variable, des systèmes triples de surfaces à
lignes conjuguées.

Tout ce qui précède peut être résumé dans les théorèmes suivants :
Le premier système (35) de Lamé exprime que les surfaces du système

triple se coupent suivant des lignes conjuguées; toutes les fois au on aura
trouvé les fonctions ? satisfaisant à ce système, la suite des calculs don-
nera un système de coordonnées curvilignes à lignes conjuguées avec six
fonctions arbitraires d'une variable.

Si deux systèmes de coordonnées curvilignes se correspondent de telle
manière qu'aux points homologues les plans tangents aux trois surfaces
soient parallèles dans les deux systèmes^ les surfaces de chaque système se
coupent suivant des lignes conjuguées.

Réciproquement, si trois familles de surfaces se coupent suivant des
lignes conjuguées ) il existera d ) autres systèmes de coordonnées curvilignes
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avec trois/onctions arbitraires, tels quaux points correspondants dans les
deux systèmes les plans tangents aux surfaces correspondantes soient
parallèles.

Les propriétés précédentes sont donc caractéristiques des "systèmes
que nous étudions ici pour la première fois.

§ XV. — Étude de quelques systèmes triples de surfaces se coupant
suivant des lignes conjuguées.

I/emploi des systèmes orthogonaux est soumis à de telles restrictions
que l'on sera nécessairement condui t , en 'Physique mathématique, à
adopter des systèmes de coordonnées curvilignes obliques. Le groupe
par t i cu l ie r que nous avons signalé au paragraphe précédent est évidem-
ment le plus simple après celui des systèmes orthogonaux. Nous croyons
donc utile de faire connaître quelques systèmes simples de surfaces se
coupant suivant des lignes conjuguées*

Si, dans le système (Sa), nous faisons H = = H i ==Ha, nous avons vu
que l'on doit avoir

H..—.-1,-.-,
r 4- /••i -1- r,

r, r,, r^ désignant des fonctions de p , de ^ et de pa* Cette hypothèse
nous condui t au système su ivan t :

s -4- ^i -+" .y., /-+"/,-+- t-i _ u -+" Ui •4- i(i
r~" f-. -4. ^ ̂  ,^ ' - r -4- r\ -+• f\7 r 4- f\ 4- r, '

où s^ ti, Ui dépendent seulement de la variable de même indice.
Déterminons, dans le système (3^), les quantités H, H ^ , Ha, par la

condition que ce système admette pour solutions des produi ts de trois
fonctions dépendant l 'une de p, Fautre de p ç , la troisième ciepa . Nous
obt iendrons la forme

/ / . à'1 u on on
r — r.

()p ^pi api ôp

ô^îi aie au
àptàpî "" ôps àp^(38) (r^r,

à^u _ ou au
ôp àpï """ àp àpv

r,— r
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où r, /',, r^ désignent des fonctions de p , p n pa respectivement, et qu i
conduit à une infinité de solutions de la forme

f-±-+ f-i^-f- f--^-
II —-' /-»l/ /' '+• ̂  </ /'l '+• /•' ^ ^a •+'^

A désignant une constante, et par conséquent à une inf ini té de sys-
tèmes à lignes conjuguées. En prenant pour r, r,, 7-2 des quantités
proportionnelles à p , p n p a » on sera conduit au système suivant :

x = A ( p 4- h Y (p, -h A )"'» ( p2 4- A )^
y=B(p~}-/ f )?(pl+/r j^(p2+/f)?•^
.s.-=C(p+ <)"'(?,-+- ^)^^(p24- ^)^.

L'avantage des systèmes à lignes conjuguées consiste en ce qu'on peut
les soumettre à des transformations homographiques quelconques, sans
leur faire perdre leur propriété essentielle. Dans les équations (34),
on peut regarder les variables u comme des coordonnées homogènes
par rapport a un tétraèdre de référence quelconque, car de telles coor-
données ne sont que des fonctions linéaires des coordonnées ordinaires,
et par conséquent satisfont aux mêmes équat ions. Ainsi , ^,j, z , t dé-
signant maintenant des coordonnées homogènes, les équa t ions

x === A (p + a ̂  (p» + a)"'» (p. "h a )"s
y = B ( p -{- b Y1 ( p, -+- l) ]^ {p, -+- b )%

1 ^r=:C(p+c) / / ((p,4-6•)- l(p^C^

[ t = D(p-+- d)"1 (p, + dy'i (p,-i~ dY.

définissent un système à lignes conjuguées.
Il est remarquable qu'on puisse déterminer généralement les lignes

asymplotiques de toutes les surfaces du système. En formant, en effet,
par les procédés connus l 'équat ion des lignes asymptotiques, par
exemple, de la surface p^== consL, on trouve

m (m — ï ) drj2 _ ____ m, (w, — i ) rfp2

[pT^aTTp^^TTp^^ """"' ( pi -4- a]Tp7^TT(7^ ! F> -+:^î

équation où les variables sont séparées.
Dans le cas particulier où l'on a

ïm ==: mi == m'i= -^
, 1, ; . p
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en prenant
f{u) == [u — a] [u — b) [u — c) (u — d),

^/^r ^j^' -)

on trouvera, pour l'équation du système triple, '

xv r1' ZP IP^Ta ̂ r+^'^r+'c+ -r^d^07

où l'on doit prendre pour \ successivement les valeurs p, p i , pa - C^st
la généralisation du système des surfaces du second degré.

• On obtient d'autres séries de systèmes à lignes conjuguées, en fai-
sant, dans les formules (38),

r=:— £ r ^—^ r,==—^, ' '/// ' II l h

h é tan t une constante. On obtient ainsi les équations simultanées
, . à^u . /au àu\

^ t wP)dp-^+ A^~^)= = o ï

, . à'^u , 1 au àu\
(4o) ! ] (p,^p,)^^^A^-^^o,

, , <)2//, , 1 au àu\(p^p,)^^+/^^^^=o,.

qu'on peut intégrer complètement dans un grand nombre de cas, et
qui se rencontrent dans l 'étude de plusieurs problèmes.

On en aura d'abord une solution étendue, en prenant

u := 2A.(p ̂  ai}-11 (pi 4" ai}^ (p2+ ai}-11,

ai, Ki étant des constantes, et la somme renfermant u n nombre quel-
conque de termes.

L'opération
• à à à—-+--—.+• — ?

àp à pi opï

appliquée à une solution quelconque, donne encore une solution, car
celte opération n'a aucun effet sur les coefficients.
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L'opération
()3

dp ôpiô ps

donne le même système dans lequel A est changé en Â + I . Si donc on
sait l'intégrer pour une valeur de À, et que la dérivation précédente,
appliquée à l'intégrale, ne donne pas un résultat nul, on saura l ' inté-
grer pour h + f .

Réciproquement, si l'on en connaît l'intégrale pour une valeur
de À, V, l'intégrale U pour h — i sera définie par l 'équation

v=:-^L,
àpàpiàpï

qui , jointe à celles qui constiluent le système, fera connaître U.
Si donc on connaît l'intégrale pour h, on pourra la trouver pour

h±n^ n étant entier.
Prenons, par exemple, h == i, c'est-à-dire le système

, , à2!^ _ au ou
wl àp^^^^^'ôp^^

On trouve facilement son intégrale, qui est
/ . _ ___R_____' __J^_____ _ ___Hap/ u ̂  ( p — p. ) ( p — p, ) + ^—Tn'pi—p^ + ( p. :rpy"[p7:r~p'j '

où R, dépend seulement de p^ et par suite l'intégrale pour h == //,
n étant entier positif, sera

<)3" r R R' ^ 1»/ —^ _____ i „_______ i_ ____.___ ^\ _ ^ " __^ i
à^ôp^ ôp^ L(p — p > ) (p— p^) (pi -- p) (p;— p.) """" (p.—7;.T(p3•-~p.)j'

11 est, du reste, intéressant de remarquer que la voie précédente
conduit à une nouvelle méthode de recherche des systèmes orthogo-
naux. Imaginons que l 'on considère un système de trois éqnations de
la forme de ceux que nous venons d^étudier

à^u „ au , ou••a\ — •4-û1 — ?——. 14, ^ --i-' M, „ -,

op api api àpt
à^u , au .au-—— ==^1 — -4- a2

àp^àpï 2 <)p, t àpî

^L ̂ c^ àu-^aQ ôa'
âp ()pa 0 àp 2 âpt
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Je dis que, pour obtenir un système orthogonal, il suffira de connaître
quatre solutions de ce système, entré lesquelles on ait la relation

t :=.y2-4-y2-T- -s2.

En effet, exprimons que la valeur précédente de ^satisfait à la pre-
mière équation, en même temps que o^y, z. En éliminant les dérivées
secondes de ^*,y, z, nous trouverons

àx àx ày ày àz àz _
àp api dp <)pi àp api

En employant de même les autres équations, nous obtiendrons les
relations analogues

àx àx àx àx
—— -}-... ̂  o 4- . , . == o ;
^pi ^pa àp a py

donc les équations qui définissent x, y, z comme fonctions de p , p^ pa
font connaître un système orthogonal. Réciproquement, dans le cas
des systèmes orthogonaux, x2 + y2 + z2 sera une solution du système
précédent, auquel satisfont c^.j, z.

On peut généraliser beaucoup la remarque précédente. Considé-
rons un système d'équations de la forme
, ,^. à^u . ou j ou y . .

': rp -,—r— •= ^A ~~r~ + a i ""r" + b^ u? lî n :=1: 0? I ? •^'y1 ' api OpA À àp/c i api

et supposons que l'on ait trouvé cinq solutions de ces équations, entre
lesquelles il existe une relation homogène du second degré, à cocOi-
cients constants. Par des substitutions linéaires, à coefficients con-
stants, on pourra ramener cette relation à la forme

x'\ -4- x\ -4- ̂ j -1~ 3C\ -(- 3C\ = o.

Alors x^, ..., ^5, considérées comme les coordonnées pentasphériques
d'un point, définissent un point de l'espace. Si l'on differentie cette
équation successivement parrapporta p et àp^ , on trouvera, en tenant
compte des équations (43)»

S àxi à Xi_
. i àp <)pi "~"0"

Ann» de l'Éc. Normale, 2e Série- Toroe V Ï Ï . — SEi»TEMitRE 1873. 38
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Cette relation et les deux semblables que l'on obtiendra expriment qui*
Von a un système orthogonal.

Si Fon ne veut pas employer le système des coordonnées pentaspbé-
riques, on pourra remarquer qu'en ramenant la relation homogène
entre les solutions a la forme

X^Y^Z^PT^O,
ies fonctions

X Y Z , T^==F r^p^ ^=p» ^p

satisfont a des équations semblables à celles du système (43), mais
privées du terme en u. Comme on a entre elles la.relation

£ ̂  ̂ -+• jr7 + Z\

nous voyons, en utilisant la remarque déjà faite précédemment, que,
.^j^ z étant considérées comme les coordonnées ordinaires d'un point,
nous aurons un système orthogonal.

Nous aurons à faire usage de cette remarque; mais, dès a présent,
nous pouvons en faire une application. Les fonctions

U == A \l[^a} (p>~h a} (p,4-a)

satisfont, quels que soient A et a, à des équations de la forme (4'o;,
où h == —- -i-.

Si ron pose
f(x} = {x—a,}{x—a,} .. . (^—a^

les cinq fonctions
_ yîp+tf,) (p.4-^-) (p^(z/)

J^i — ---—-———————.-::____„———————"

• , ^'/^)

sont, d'après un théorème connu sur les fractions rationnelles, liées
par Inéquation identique

X ' [ ^ h . . ̂  X'[ ===0. '

Les formules précédentes définissent donc un système orthogonal. Les
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trois familles seront données par Féquatioo

(44) Sî^--0'^ À -4- Oi

où Fon^ remplacera î. par p, p^p^Cest le système formé de cyc'lides
homofocales,

§ XVI. — Indication de différents systèmes orthogonaux que l'on peut
déduire d'un système orthogonal à n variables^ supposé donné.

En dehors de leurs applications à la Physique mathématique et à la
Mécanique, les systèmes orthogonaux à n variables peuvent, comme je
Fai établi au tome LXIX des Comptes rendus^ servir à la recherche des
systèmes orthogonaux à trois variables. Depuis mes premières études,
M. Lie a fait connaître aussi, dans les Nachrichten de Goettiogue, de
nouveaux moyens d'obtenir le même résultat. Je développerai d'abord
mes premières recherches^ et je ferai connaître ensuite d'autres résul-
tats qui me paraissent nouveaux et différents de ceux de M. Lie»

Reprenons les formules qui donnent les dérivées des fonctions IL
On en déduit

dVk == - ( P,ÂU, 4- .. 4« P^U.) dpk -4- 2^IWp^

ou, en supposant ̂  constant,

(45) dU.-^Sy^wVvdpy.

On déduit de cette formule? en y remplaçant UA par X^,, XI-, ..., X ^ , et
faisant la somme des carrés»

(46) (rfX^^JXI)^,..^ (^ j2^. 2^ pÂ'(/pi-

Cette équation exprime que les n fonctions X5^ ..., X^, considérées
comme dépendant de n— ï variables p ^ p ^ . . . » p k - ^ p / ^ ^ • • - » prn
forment un système orthogonal. 11 est vrai que ces fonctions sont en
nombre trop grand d^une unité, et qu'elles sont liées par la relaticm

( 4 -75 : , , ^ . (Xl.)3+.-+(Xfj î^ï. ,
38,
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Mais il est facile de ramener ce système au type ordinaire. Pour nous
rendre compte de l'opération analytique que nous allons exécuter,
voyons quelle est la signification des résultats précédents dans le cas
de n == 3.

Alors les quantités X^., X^, X| ou, avec les notations habituelles,
XA, YA, Z^ sont les cosinus des angles que fait avec les axes la normale
à la surface p^ ou, si l'on veut, les coordonnées da point de la sphère
qui sert de représentation sphérique au point correspondant de la sur-
face ph. Notre résultat est donc la proposition connue que les représen-
tations sphériques des lignes de courbure de chaque surface forment
un système orthogonal. De ce système sphérique on peut déduire par
l'inversion un système plan orthogonal, et l'on a ainsi, d'un système
orthogonal à trois variables, déduit un nouveau système à deux va-
riables. C'est une opération analogue que nous allons exécuter avec un
nombre quelconque de variables.

A cet effet, posons
X I V / 7 - — 1/ ro\ />- ^li(48) •rl=-7:rx^ • • • ' ^'—TrrxT

En tenant compte de la relation (46), nous trouverons

(49) dy\ •+.. .-+"^-1 = T————. (i%4; +.,.+ iSL^),
ll """' A/, !

où le second membre est privé du terme en dp^ C'est un systènw
orthogonal ordinaire, les fonctions y,, ..., j^, dépendant d^
pu • • - * PÂ-U PÂ-M» • • • ? pnf et n'étant liées par aucune relation. Les
formules (48), (49) le définissent complètement. Ainsi, d 'un système
orthogonal à n variables, nous avons déduit un autre système à n — i
variables.

Si l'on prend comme point de départ le système des coordonnées
elliptiques, on obtiendra ainsi ceki des cyclides homofocales. Si l'on
emploie ce nouveau système, on obtiendra un nouveau système algé-
brique également a un nombre quelconque de variables, et l'on pourra
répéter indéfiniment cette opération.

Mais on peut indiquer d'autres procédés plus généraux, conduisant
au même résultat. Considérons ̂ , p^, p^,, .,., ^ comme des con-
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stantes, et définissons n fonctions y par les formules

(5o) y,=:^4-AAX^4-A/^iX^+.. .4-AnX^,

dont le type général est

(5i y== ^ - h - A A U A - h . . .4-AftlL,

et qui dépendent, par conséquent, des n variables

pi, ..., pA-i; AA, ..., A/(.

Si nous différentions Inéquation (5x ) , nous aurons

dy == du + hkdVk -4-. . ."+- A^/Un -4- IWA/, 4- . . . -h- IWÂ/,,

et, en substituant à du, dU^ leurs valeurs,

^]> =: U, ( El, + A/,(3/,, +.. . + A^(3/,. ) r/p,4- ...
4-U/,-i(II/<-,+AA(3/,,A-i+.. .-hA,/,(3/,,/^i)Jp/,-i+U/,JA/,+. ..4-U^A/z.

Remplaçons u, U( par les n systèmes de valeurs x^ X/'et faisons la
somme des carrés des équations ainsi obtenues. Nous trouverons

Â.-=A——1

( 52) dy\ +... -\-dyî, = V rfp|. (HA + A/,(3/^. + - . . -4- A,^]2 -h- c/A/î +... + JA;;,

et cette formule, ne contenant que les carrés des différentielles, nous
montre que y^ • • • » j / z » considérés comme fonctions de p^ ..., p/^c,
AA, ..., A^, constituent un système orthogonal,

Dans le cas de n = 3, la signification géométrique des systèmes
ainsi obtenus est des plus simples. Le premier, celui où l'on ne prend
qu'une fonction A, est formé des surfaces parallèles à l'une des sur-
faces du système proposé; le second, celui où l'on prend deux fonc-
tions A, est formé des plans normaux à la courbe d'intersection de
deux surfaces du système et de deux familles de développables ortho-
gonales à ces plans, que l'on déterminera facilement.

Revenons au cas général. Lesformules (5o), (5x ) , (S^) conviennent
à un système orthogonal à n variables. Mais on peut, de bien des ma"
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oières, diminuer le nombre de ces variables. Supposons, par exemple,
qu'on établisse les relations

ÂÂ ==J7o . . . » A» ==^ny

qui déterminent A,, .... A» en fonction de p,, ..., PA-.. La formule (Sa)
deviendra

A=A—1

(53) dr^d^-^.. W7;L^=]^?+A/-i3"+•••-(-ArMdPA'
A=l

et elle montre que les fonctions y,, ...,y^ forment un système
orthogonal à h — i variables seulement.

Nous allons faire une application des plus simples. Supposons que,
pour n == 3, on ait constitué un système triple comprenant une famil le
de surfaces parallèles, on aura
153 i d^ + df -4- dz~' == rfp2 -+- HÏ dp\ • 4- Ri dp'i ;

p , dans celte formule, désigne la distance de chaque surface parallèle à
l'une de ces surfaces prise pour origine, (-S).

Si nous faisons -s == p, ce sera prendre sur la normale à la surface (ï)
un point à égale distance de la surface (2) et du plan des acy. Ce point
sera donc le centre d'une sphère (S) tangente à (2) et au plan des xy.
D'ailleurs les coordonnées du point de contact de cette sphère (S) et
du plan des ay sont évidemment .v, y, et l'on aura, d'après la for-
mule (53),

' dx1 + df ==.H, c?p; + S1, dç,ï,

d'où résulte ce curieux théorème :
Si l'on mène des sphères tangentes à une surface fixe et à un plan, on

établira ainsi une correspondance entre les points du plan et ceux de la
surface, qui sont les points de contact de la même sphère. Aux lignes de
courbure de la surface correspondront sur le plan deux systèmes de lignes
orthogonales.

En transformant par l'inversion, on ol)tient la proposition qui su i t ,
et qu'il serait facile d'établir directement :

Si l'on mène des sphères tangentes à une surface fisse (2) et à une
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sphère fixe (S), on établit une correspondance entre les points de la
surface et ceux de la sphère. Aux lignes de courbure de la surface corres-
pondent sur là sphère deux systèmes de lignes orthogonales»

Si l'on suppose que le rayon de la sphère augmente indéfiniment,
.on retrouve le mode ordinaire de représentation sphérique des surfaces.

Pour terminer ce qui se rapporte à remploi des systèmes orthogo-
naux à n variables, nous remarquerons que, si Fou considère trois
quelconques des fonctions x^ x^y . . » , x^ d'un système comme dépen-
dant uniquement de trois des variables p, de ̂  9 p a y p s par exemple^ elles
satisfont à des équations de la forme (3a), et par conséquent donnent
un système à trois dimensions,, dans lequel les surfaces se coupent sui"
vaut des lignes conjuguées.

§ XVII. — Application à la recherche d'un système triple orthogonal
comprenant comme cas particulier les systèmes isotîzermes.

Dans son Mémoire sur les systèmes orthogonaux isothermes
[Journal de Liowille, t. IX, p. 317), M. Bertrand a fait connaître une
belle propriété commune à tous ces systèmes. Chacune des surfaces qui
le composent peut être divisée en carrés infiniment petits par ses lignes
de courbure. Mais la réciproque n^est pas vraie, et l'on connaît au

. moins un système, celui des cyclides homofocales, qui, sans être iso-
therme, jouit de la même propriété. Dans mon Mémoire de 1866,
"avais eu Hdée de chercher tous les systèmes orthogonaux, nécessai-
rement plus généraux que les systèmes isothermes, pour lesquels toute
surface de chacune des trois familles possède cette propriété, c'est-à-
dire peut être divisée en carrés infiniment petits par ses lignes de
couïimre* II est facile de trouver quelle doit être dans ce cas Fexpres-
sion de la distance de deux.points infiniment voisins^ Posons

d^ === Wd^ + HÎ dp\ 4- îîî dpl ;

sur la surface pa = coost» on trouve
, d^ rsH^-'i-Hîrfp^

et» pour que le réseau des lignes de courbure Jouisse de la propriété
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indiquée, il faudra que l'on ait
H _ / ( p ) .
H.~./;(p^

mais, p2 étant constant pour chaque surface, les expressions des fonc-
tions/, /i peuvent contenir p a > ^t l'ûû doit écrire

H^/W)^
Hi /«(pi, p.)

Dans tout ce qui va suivre et tant que nous ne ferons pas la con-
vention contraire, nous désignerons par une grande lettre affectée d'in-
dice AÏ une fonction ne contenant pas la variable p^ et par une petite
lettre affectée d'indice r, une fonctioû de la seule variable p^ I/indice
zéro correspondant à la variable p sera supprimé. L'équation précé-
dente pourra donc s^écrire

j ï _ ^
H, ""S"

On devra avoir de même, en considérant les deux autres familles,

![i -T2 î13—1!
I-l,"!,' H '"" U/

La multiplication des trois équations nous donne

^Ï2!s i\ u, ' i.
Il est facile de voir que la solution la plus générale de cette équa-

tion est
u — ^ s* _ ^ T^ _ a
S aï ï, a Ua ^i

En profitant de rindélermination des fonctions U, . . . , Ta, qui n'en-
trent que par leurs rapports, on pourra prendre

T=U, S.=T,, T^Us

et l'on sera ainsi conduit à la forme
TT Si Sa -,, SSs y, SS(
"--M-' Ï Î•=-M' "'^IA''
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où M sera une fonction inconnue des trois variables p, p , , pa. Pour la
commodité des calculs, nous prendrons

(55) H^^-^S ïî^^e'^S H^^^11.,

H, B.,, Ra étant des fonctions de même définition que S, S^ , 82, c'est-à-
dire ne contenant pas, chacune, la variable de même indice.

On est encore conduit à la recherche des mêmes systèmes orthogo-
naux, si l'on se propose une question intéressante que l'on peut
énoncer comme il suit.

Le système des cyclides homofocales n'est pas isotherme; mais, dans
un travail récent inséré au Journal de M. Borchardt, M. Wangerin a
montré que l'on peut encore trouver, au moyen de ce système, une in-
finité de solutions de l'équation de la chaleur en prenant pour V une
fonction de la forme

(56) V=N/(p)/.(p.)/.(p.),

où N est tout à fait déterminée, mais où les fonctions/, f^f^ peuvent
être choisies d'une infinité de manières. Cherchons tous les systèmes
orthogonaux jouissant d'une propriété semblable. L'équation de la
chaleur en coordonnées curvilignes est, comme on sait, de la forme

/ . , à [ àY\ à / .<)V\ à f <)V\
(5^ ) ^(^J+^^^^dp;^^^

où l'on a posé
_H,H, p_HIî . _îIH.

^ — ^ t T 9 ^""BT"' ^^JT"

Remplaçons, dans l'équation (Sy), V par N^, et développons les cal-
culs; nous aurons

r)N „- ôa\ ou à ( r)N\,, à^u ( (W ^ àa\ au à f r)N\
N^ —— 4- 2a—— +N — "y +^— a—— )c/p2 \ dp ap/ ap 6/p \ ôp l^ 4- N — "v1' + U — a —— 1 "4- . . . == o,

les termes non écrits se déduisant, par des permutations circulaires,
des précédents. Si l'on veut que V soit de la forme (56) ou u de là

Ann. de l'Éc. Normale, 2e Série* Tome VIL— SEPTEMBRE 1878. 39
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forme/(pj, f,[p}. M^}. on ^a

.r rfp) / ^N ^Mf(p) ^ / <^(58 Na•Lî-^+ sa— +N— TT-T + -T- a-rv 7 /lp) \ àp <W/(P) ^P \ ^P^

Les fonctions/, /o/2 doivent donc satisfaire à Jes équations linéaires.
Par exemple, si, dans l'équation précédente, on donne à pn pa deux
valeurs constantes quelconques, on trouvera pour/'uoe équation de la
forme

af + bf + cf= o,

où a, 6, c sont des fonctions quelconques de p .
Réciproquement , si l'on veut que, comme cela a lieu dans le cas des

cyclides, les deux solutions d'une tel le équation puissent être associées
aux fonctions/^,/2 pour donner une intégrale de l'équation de la cha-
leur, il faudra que l'équation (58) soit identiquement vérifiée par rem-
ploi de trois équalions de la forme précédente, l 'une pour/, l'autre
pour/i , la troisième pour/a,

r(p) +v(p) .f(p) -^(p) /==°.
(59) • .^(p.î+y.îp^/^pO+^îpO^^o,

f\ (p.) + y^)/' (p.) + ̂ (p.)./u = o,

c'est-à-dire qu'en tirant des équations précédentes, où les fonctions
y, ^ seront convenablement choisies, les valeurs de //, f ' [ , /^ , et les
portant dans l'équation (58), celle-ci soit vérifiée, quelles que soient
/'» /' f\ -> /o /a »/2- O"1 obtient ainsi les équations

c)N „. àc& / .„ .2a—+N~- === cp p Na,ôp dp i > r '

[^^w.
fbo) < .

' ( ) N , , d y , , -a y^"N^= . t p ï ( P^Ny•
-Nt^+^.+y^+^f^U^-f^^^-fy^> - r ^ T / ()p\ dp; ^ p i V c W <)pA ^P'/

\ i *' / D V•L^ \ , v / (/J-1 \a — — — - } - — — — p + y _ _ _ ^ , . , ^

qui doivent être satisfaites en prenant pour les fonctions <p el ^ des va-
leurs conveïîiables. La discussion se simplifiera beaucoup si Fôn re-
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inarque que, les équations ($9) étant linéaires, on peut, en remplaçant
p « p i , pa p^r des fonctions convenablement choisies, les ramener a une
forme où les fonctions y, y , , 92 seront nulles. Alors les trois premières
équations (60) se réduiront aux suivantes :

^(^N)_ à(^)__ àiy^) __——-—— — o « —-—— .— o ^ —^—— —- o,
ôp <Jpi opî

ou, en intégrani ,
^N^S, ^N=81, ^N===8,,

S^-ne dépendan t pas de p i ; on a donc, en se rappelant la signification
de a, ?» 7, _

•ry ___ S/Sl^î TT _ S/^Z p- __ ^SSt

"-""N"5 ^-"^ M,--^-.

ce qui , aux notations près» est la même chose que les formules (55).
La première condition à remplir, mais non la seule, est donc que les
systèmes orthogonaux appartiennent à ceux que nous voulions déjà
chercher. Il restera ensuite à voir si N peut satisfaire, en prenant con-
venablement ^, ^, 4'2î à la dernière équation (60). Nous sommes
ainsi ramenés à l'étude de la question que nous nous étions déjà pro-
posée, en nous plaçant à un autre point de vue. Nous allons en re-
prendre la solut ion sans rien changer d'essentiel a la méthode suivie
dans notre premier travail, mais en la complétant de manière à retrouver
tous les systèmes orthogonaux appartenant à cette classe, même les plus
simples, déjà connus, que nous avions d'abord négligés.

Nous avons ici, en reprenant les notations (55),

II — 1. ̂  4-iîa M ~ ^ ^n -(.. il, n ^ 1. ̂  + i l , ,11 """• M ? ".-^ ; ^ j^

Formons d'abord les fonctions ?. Nous aurons

o n u l -^ ^A /? ïî R ( x^ , ^\Boi == ̂ -"i ~ — -4-. —— , , 0>v == e^^^ — •:,." •4" —- î1 \ M ôp ) ' \ M àpt j

?" - •"•-•(- s -<-^)- ^--"•(-s^)-
P-'"-(-Î-^)- ^——(-S^)-

39.
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Nous avons, pour abréger, désigné par c^o? x\^ ^2 I^s dérivées de M;
nous adopterons une notation analogue pour les dérivées d'ordre supé-
rieur.

Les fonctions ? doivent satisfaire aux deux groupes d'équations

==(3^(6i)

et

(62)

' à^
àp2

à^
api =(3.,(3,|,

/ .̂,
àp

à^,
à pi

<)|3i,
àp -

+^
api

à^,
+^

à^
àp

(3i.̂ ,

+ (3î.(3,

+P.lPo2

+(3»P.,

à^
à^

-^ o

=0,

=0.

Exprimons d'abord qu'elles satisfont au système (61). On trouvera

(63)

àR ôRx^ = x, —• -4- x, —— + MU,api àpî î

x^ == x^ —— + XQ —— + MU,,àp àp, ?

^01 == ^o — + x, — 4- MU,, .àpt àp '

où .l'on a posé, pour abréger,

U =.: {^^ÔR} f^âl^^l^ dR àR
\àp, à p , ) {àp, àpj àp, dpT5

U, =: (ÔR- - dR^ f^ - ̂ •^ —{mlàRl
\ àp-, àp, ) \àp àp ) àp àp, '

V, == (^ - dR^ ( ( m _ ̂ \ ^R» ^R.
Y àp à p ) [ àp, Jp, ; api ^àp "

Pour que les équations (63) soient compatibles, il faut qu'en les
différentiant elles donnent la même valeur pour

ô^m
àpàpiàpz '• *^0t2«

Or on trouve, en différentiant la première par rapport à p et rempla-
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çant ^ao» ^o p^î* leurs valeurs déduites des deux autres,

dR.^Ra ()R(3R2 dR<?Ri ,, /dU „ ^R „- ^R\
.2:012 = '̂o —— -.—— -+- ^•t —— -T- -4- ̂ 2 -— -Y- -4- M —— 4- Ui •T- -+- Ua —— •(/pî ^p, ôp2 àp 'api àp \àp (/pi àp,j

En opérant de même sur les autres équations, on trouvera des valeurs
qu i . évidemment, ne différeront de la précédente que par le coefficient
de M. On doit donc avoir

OU OR ÔR_ OU, <)R. dR, <)U. à^ ôl\,
b4) —- -+- Ui -r- + Us —- == -r— 4- Ua "T— + U —:— == -^— 4" u -,—- -h ''-Ui "^—•1 / ôp api ôp2 api apï àp ôp-s ôp ^pi

Or on a identiquement

n <m ̂  TT (m TT (mi ^ TT dKl TT aR2 -̂ TT ÔRÎU^ -,_ -̂. ^3 __ :̂ (j^ -_ 4- (j -^- 3 :̂ sj —— -{- t}^ ^-— ,
opt ôp'i ôpt ôp ôp opi

comme il est facile de le vérifier. Il suit de là que les équations (64)
se réduisent aux suivantes :

àV _ r)U, _ àV,
ôp api àpî

et, comme un calcul 'direct donne l'identité

àU àV, OU,_ _ . _, 1 _j, — <-i_— -̂ — „—, —j-» —»— — ^j
àp] , <)p, àp^

il suit que les équations (64) peuvent être remplacées par les suivantes :

àU _ ÔV, _ àU,
àp '~~ api """ ûpi

: o.

Chacune des fonctions U -̂ ne doit donc pas dépendre de la variable de
même indice. En désignant donc pa rK .K , , Ka trois fonctions de deux
variables ne contenant pas la variable de même indice, on pourra donc
toujours écrire

^K OR ()R
ôpiàpv àpt api

et de même pour U < , U^ Nous inettons une dérivée seconde pour la
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facilité des calculs qui suivront. Nous aurons ainsi le système suivant :

f651

/(%
\^
/ôR
\àp.
/c)R,
W

(?R\
àpj
àR,\
àp,)

àï^\
àp )

(àî{,
\àp, .

/<?R,
\àp

/dR
\<^

dm
<W '
<)K,\
à p )

àKA
^ 1 ~

à^K
~~ ào^à^î

à^
ôp ô^ >

„ ô^
m~ jprjpi9

q u i devra être vérifié, en choisissant pour K, K^ Ka des fonctions con-
venables.

Quant aux équations qui déterminent M, elles seront compatibles si
le système précédent est vérifié, et elles deviendront

(66)

àR ^ ÔR ^K_
àp\()p^
f d^,

,37,y —.̂ " .%*( —~— —1— y^ <—— —{— j.yj.
^P3 ^Pt

^ <)R, , ^ f)R,
^ y '^^. ,'y^ —•— --t— iV^ —-— •"}•" IvA i ,

^p à^ \àpô^

à^ àR. „. / à^
x^ =:: .yo —— -4- ^i —" ̂  M "1—T"(^pi àç \rjp^pi

<5R dR\
^pi ()p,/

<9_R, dl^^
^p ^p. y
()R, <)R2^
^p ^p. ^

Nous allons d'abord chercher la forme des fonctions R, Ko H a » ( j u i
peuvent satisfaire aux équations (65). Les équations étant difÏercnliées
par rapport à p, p^ ps respectivemeni, on trouve

^ô^ _àR\ ^R, /^ _ dR \ ^R^ ̂  ,
^ ôpi ôpi ) àp <)ps \ àp^ àp'i ) àp ùpt

' ( m ^Ô R 1 \ ^2R2- f^-Él^ (m

^ dpa ()p2 y àp <)pï \ ()p dp / api ôpî " '(67)

^R. àl^\ ^R ^^.^N ()2R<
^p ôp / àp^àpî \àpt ^pi<^P»^P2

Supposons d'abord que run des binômes

ÔK, àRt (m _ ^R,
(^p ôp î ôpt dpt

soit nul, que Fon ait, par exemple,

àp dp. : 0,*

3R,
àps-

^
^pa

(68) ()('R,-_iy... ,.̂ .̂
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ce qui donne, en différentiant,
^ . ^R. _ ^R. _
(b9) àjàp^09 àpô^^0'

Alors les équations (67) sont satisfaites. Nous avons donc ainsi une
première solution. On déduit facilement des équations précédentes

R, === a -+- ciî, 'Rî == a -+- <îi,

cli ne dépendant que de p ^ . Quant à R, comme il ne doit satisfaire à
a u c u n e condition, ce sera une fonction quelconque de p i , pa. Mais on
peut simplifier cette première solution,

En effet, reportons-nous aux formules (55), qui donnent les expres-
sions de II, Hi , Ha. Si l'on remplace p, p^ pa par des fonctions quel-
conques de trois nouveaux paramètres p', p\, p'a, dont les différentielles
soient e ^ d p ' , e^^dp^ e^dp^, et M par We^'^^, les expressions de
H, H,, Ha deviendront

T-ï ' —- I yyïî i "t- Ïî .•+•:• y. ••{- ^ i -i- %; ,Ai .- ̂  6

'tl' -.». I ,.,ll 4. l;, 4"','a) • ( • <i'.-|-y-.
111 ~ M7

H.- ^enl- l t.-- :•a—,

et l'on voit que, sans diminuer la généralité du système clierché, on
peut toujours remplacer les fonctions R, Ro B-a par les suivantes :

H -(- ^, 4- rs;,, Ri --)- a; •4- ^a, Rî-h a 4- a,,

où a, a^ 0-2 désignent trois fonctions quelconques de p , p^ p a -
Appliquons cette remarque à notre première solution. Nous voyons

que R^ Us pourront être ramenées à la forme

(70) , R,=;o, Kï^=o,

Tel est le type de notre première solution.
Supposons, en second lieu que, aucun des binômes ^•^,-— n'étant

nul, car., sans cela, on retomberait sur la solution précédente, une des
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(M\ J'R, <^R,
<^pi^p2 <)pdp2 àpàpt

soit nulle. En vertu des équations (67), les deux autres devront être
nulles, et l 'on aura

^R <^H, à^

c'est-à-dire
à^àpî àpàpï àpôpt 9

K==^l4-^2, B i = = & + & 2 , R;(== C + Cf

En introduisant les trois fonctions arbitraires a, on pourra donner à
cette solution la forme

( 7 ^ ) R==<7i—a2, Bi==a,—<^, Ka==^ • <yi.

En dehors de ces deux solutions exceptionnelles, il en existe pour
lesquelles aucune des quantités

j»2!̂
<9pidpa

àR _ àR
àpt ô^

n'est nulle. Alors la comparaison des équations (65), (67) nous donnerî»

^JL j21^ à^
àp^àpî _ dpdpa _ ^p^pi
"<FR" """ d^H, '"' ̂ ir'
àpiôp, 7)pàp-î àpàpi

La valeur comîçune de ces trois rapports, le premier ne dépendant pas
de p, le deuxième de ̂  et le troisième de p^ ne peut être qu 'une con-
stante h. Si l'on en déduit les valeurs des dérivées des fondions K^ et
qu'on les porte dans les équations (65), on aura

w
(
(
(

OR,
api
àR .
àpt
àï\,
àp '

f)R ^
àp, ;
àR,\
àp.)
àï{,\
à p ]

)(
(
(

à\\,
^p,
àï{,
àp

àH
dp,

à'R
.àp,

àl\,
àp

f)R,
àp,

\
1

} -

\-
)

h ôlï{

àpiàpy

h ̂àpdpy

, à^- /t — ,

^p àpt
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Chacune de ces équations s'intègre sans difficulté. La première, par
exemple, donne

R .- R. -« B, =: - h ÎOg (S, -4- S, ),

S,, 83 étant des fonctions de même définition que R,, Ra; R ne conte-
nant pas p, on peut donner à p une valeur constante qui transforme
R ^ , S^ en des fonctions de pa ; Ra, 3a ^n des fonctions de ̂ . On a donc,
pour l'expression générale de R,
(78) R==ai-4-a2— /z log(<2i — ^2),

a^ ̂  dépendant seulement de p i .
Cela posé, prenons la première des équations (72), et posons

S = = — A l o g ( a , - — a a ) ,
R == a, -t- a, "+- S, ,R| =: ̂  -+- Si, Ra^^ a, 4- Sa.

Nous avons étudié à part le cas où
^R, _ à2 S,
ÔpÔpt ÔÇ)Ôpy

, i i i . . / àSi àSiest n u l ; nous pouvons donc supposer que les dérivées .-î -r— ne sont
pas nulles, et la première des équations (7^) pourra être écrite

àS àS
à^ „, ^ _ ,
,̂ l ̂ S, "

api api
ou

Aa', Aa^
——î- 4- Oi =: ".— 4- cïa.

Ob, </bi

^PI Op2

Les deux membres de l'équation précédente sont indépendants , l ' un
de p^ l'autre de pa- Ils sont donc égaux à une même fonction de p, a.
On a donc

ôS, _ hd, àS, _ _A^_
àpt a — /^i ^pa ci — a.î

ce qui donne, en intégrant,
S, == p — A l o g ( a , — a ) ,
82 == a — -A log (a — a, ),

^/!M. de ï'Éc. Normale, a6 Série. Tome VIL — SEPTEMBRE i8';8. 40
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,6, a dépendant seulement de p, et par suite

R:î== ai-<- a — Alog(a — ai),

R, == (3 -4- <Xî— AIog(a2~- us).

En substituant ces valeurs, ainsi que celles de B, dans les for-
mules (7 a), on trouve

p/_^^o.

On peut supposer ^S == a, sans restreindre la généralité, et l'on obtient
la forme définitive de la troisième solution

R rr: ̂ i "1- a-t— Ai0g(ûti— Oa),

(74) ' R,=--a -h^— Alog(<22-- ^),
Ra -rr a 4- ai — A log (a — Oi ),

aucune des trois fonctions a, <^, 03 ne pouvant se réduire à une con-
stante; car, sans cela, une des trois quantités

^K ^B, d2!^
àp\ àpî àpàpî Jpdpt

serait nulle, et nous retrouverions une des solutions déjà mises à par t .
En résumé, nous avons les trois types de solutions (70), (71), (74).

Nous allons les examiner successivement. Mais auparavant indiquons,
d'une manière précise, le point où nous sommes parvenus.

La fonction M devra satisfaire aux trois équations (66) qui seront
compatibles; mais il nous reste à exprimer que les fonctions (S satisfoni
au système

à^ . <)(3,., ^ . .
^.4-^-.Hp,P,^0,

/ ^ • • ^(3i2 , <)(3., . .i75) . ^-^^^^p,=o, ,

^^^,.p^__o,à^ ôp r r

ce qui va donner trois nouvelles équations aux dérivées partielles pour
la fonction M» Or ces nouvelles équations ne contiennent que les déri-
vées secondes ^007 «^u» ^22 de M, et il est aisé de les résoudre par rap"
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port à ces dérivées. Oïl trouve ainsi

' ^ r—a ro" -- ̂  2<ro /<MI ^^ — 3 ̂  ̂  ()2 R' ô_^^i
[ <?" [_ M ~'~ M2 ~^ "M" \dp ^ à^ ) ôp àp + dp2 + ~JF\

^n + ̂  |7^ ^V ^ ̂  _ ^R ,. ̂  /()R „ ̂ -\1
^b^ ^ L\M - ô^ ) + ô^ ô^ + ̂ . ̂  à^)]

f SR [7^ d R , \ 2 ^R, ^R O R , / ^ R QR,\"| „
' + e 3 IAM ̂  ̂ ) + dpl- '" ̂ - + ̂ " ^p; - "oo: ; J - 0?

<î t les deux autres équations que l'on obtiendrait en effectuant les per-
mutations des indices 0, 1 ,2 .

Ces nouvel les équat ions ne sont pas nécessairement compatibles avec
les équations (66). Cherchons d'abord quel est le degré de généralité
<le la solution commune qu'elles doivent avoir.

S'il existe un système orthogonal répondant à la question, ses trans-
formés par inversion donneront aussi des solutions dans lesquelles
M sera remplacé par

/rM[(.f — ^4- {y — ^-l" [z - c)2],

x, y, js étant les coordonnées recti l igneset a, b, c, k quatre constantes.
Il faut donc que la solution commune des équations (66), (76) con-
t ienne au moins quatre constantes, c'est-à-dire qu'on puisse prendre
arbitrairement la fonction M et ses dérivées premières pour un système
donné de valeurs de p, p i , pa : or, comme ces équations déterminent
toutes les dérivées secondes, on voit qu'elles ne peuvent pas admetire
une solution plus générale. En différentiant les équations, on en dé-
duira deux ou trois valeurs pour les dérivées troisièmes de M; i l
faudra que ces valeurs d 'une même dérivée soient égales, quels que
soient x^, oc^ x^ c'est-à-dire qu'elles soient les mêmes, terme pour
terme,

On a déjà exprimé, en étudiant le système (66), que les trois va-
leurs dédui tes pour ^oia 6n différentiant ces équations sont égales; il
resterait à exprimer que les deux valeurs que l'on obtient pour x^^,
soit en di f férent iant par rapporta p la troisième équation (66), soit en
différentiant par i^appôrt à p, la première (76), sont égales terme à
terme. Cela fait, les six équations auraient une solution commune
avec quatre constantes arbitraires. Les différentiation^ poussées à un

4o.
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ordre quelconque ne donneraient jamais qu^une valeur pour chaque
dérivée.

le calcul indiqué n'est pas impraticable, mais on peut l'abréger
beaucoup et le faire sous une autre forme, en remarquant quepes six
équations (66), (76) offrent des combinaisons intégrables.

Considérons en effet les deux équations

àQl9 -4. ̂ ot . p P .-^--^+^(3,==o.

^02 à^^+-^+p,^^o

du groupe (75) et multiplions-les respectivement par p ,o4< i ̂ o^.
En vertu des équations (61), elles pourront s'écrire

^^^^^^,
p"̂ .̂̂ .-̂ ..1 .̂".

En les ajoutant et supposant constante la variable p , on trouvei,«i ^-^^^^^^_,,
Or on a identiquement

JL(& à^\_ à / à^\
àpA^'Wyàp.^-àp)9

et par conséquent, en regardant toujours p comme une constante, la dif-
férentielle

^d^^^

peut être exactement intégrée. On trouve en effet

„ à^i ()R. à Ix , JKA à3 / à \^^r7^\
^ -dp- - ̂  ̂  [m ~ -w) + ̂  (K- - iog M) ̂  ̂  \^Pil,
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et, en intégrant,

/" <)(3o, . dR, /^o ^KA ^ ,.. , .,..,/ P'0^^1^ "̂ "- i^r -- -""r- 4" T-, K-2 — log Mj </p op \M <^p y (^p2

- i f^^-^V^T ^-Kl _ ̂  ÉEl
2 \M (^J ^R2' ^p <^p '

L, désignant une fonction ne dépendant pas de p^ et les deux ternies
qui suivent et qui ne contiennent pas ^ étant ajoutés pour la symétiie
des calculs. On aura de même
f^ à^ ôî{,f^ àKA à ^ , ,..i p ^r rfp ^= - ^ _ _^ -4. K iog M )

J l ^p r ()p V M ^p / <^P
_ i fx, ( )R , \ 2 ^K, dRa <)K2

'*"" i""'"î̂ i' '—" —"î—" 1 ~~~" -^3 " ' '—Ï—"""" — '—T—— ;!—^à V M <7p / ôp' ap ôp

La ne contenant pas pa. Les deux fonctions L^ Ls doiveiil être telles
que ces intégrales soient égales, ce qui donne, en retranchant,

_ W-R,) /<M, ()K, i ^R, r d R , \(79) A. ,-L^-——^——^+^-^^^^^^^

II est facile de voir que la dérivée seconde du second membre pur
rapport a p^, p ^ est nulle comme celle du premier. Le second membre
est donc de la forme

A< — Aaç

Ai ne contenant pas p^ et l'on a.
L,=A.-(-/(p),
L,:==Aî4-/(p), ,

ce qui détermine L < > La à une fonction près de p.
En substituant, dans l 'équation (78), la valeur de l'intégralcs 011

trouve

r2^ ^"^i^ f01^ ^^^i à1^àv^, ̂ ^. ._ ^ ̂ . a ̂ ^. 4- - .̂̂  M "h 2 ^p ^p"^SR ±^ ^ -11 _ -> ".11 4.
M " M2 V d p àp 1 M

_ J ^K, / d R A 2 / ^Ki <)R, ^K/180 < -- a —.— -+" —— ) + aLi— 2 --.— -1- a —— ——' / ] à^ \ api / ôp' àp dp J
| ,. /^t <)R,\2 an /^ ^BA2

„.. ,^Ri , — —— .— ($2»â -..-, ^—— =: o
\ \ M <<)? / \ M ^pa /
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ce qui donne une nouvelle équation aux dérivées partielles, à laquelle
satisfait la fonction M. Si Fon compare cette équation à la formule (76)
et qu'on élimine entre elles a^o» toutes les dérivées premières dispa-
raissent aussi, et il reste l 'équation de condition

-K L^' o ̂  - L - (^V - -> ̂  ^îi^'t^A 3 ̂ Rl ̂  - ̂ l?1 _ ̂ ^
\e i'^ Jr '''"̂  2 ' [ àp ) ~ 2 ^p 5p "" 4' <^p ^p' """ ~dp2 ~ "dp7

on P2^-^ • ( )R^fR-R.)1 ^ r ^ ( B - R , 1 dR, ( ) (R - R,) ' ]+ < - 1 L—dpr— ^ jp, j+ ̂ i L < ^ ~ ~ ̂  —^ r°'^ (.SR, __.__1' _ ̂  ..L'.-.ZL.,̂  4-6^^ - __
L àp'i ()p, ^, J i àpï ^ à^ ô^

Celte formule, où L, est défini par l'équation (79), donne une con"
•lil ion nouvelle à laquelle doivent satisfaire les fonctions R, R ^ , R^.
En permutant les indices dans les formules (79)» (8i) , on aurait denx
autres équations entre les mêmes fonctions.

Maintenant toute ditÏicul té relative à la fonction M a disparu. Il faudra
d'abord trouver les fonctions R, R ^ , Rg pouvant vérifier Féquation (81 ) et
les deux équations semblables. Cela fait, il ne restera plus qu^à intéçrer
les six équations simultanées toujours compatibles auxquelles satisfaitM.

Appl iquons ces remarquesà l'étude de nos trois solutions (70), (71) ,
'74)- Pour la première, on a

/»R AÏI
R.^-R^o, H — — , H , : - - , H ,=_M M M

c'est-à-dire
^=^[^+^(rfp;+42,)].

La forme même de cette dernière expression nous apprend tout de
suite que les surfaces p = const. sont des sphères ou des plans; car on
peut, en changeant les variables ^, ^ en d'autres p^ , f4, obtenir, cl
(l'une infinité de manières,

rfp;+rfpï=Â(rfp7+dp7),

et, par conséquent, les surfaces p, ayant une infinité de lignes de cour-
bure, sont des sphères ou des plans. On voit même que les autres sur-
faces les coupent suivant des lignes isothermes.

Ici l'on a
K,==R^Ki=:K,=:o. , ,

l/équatioîi (79) devient
Li — La == û
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et donne
L.-/(P).

La formule (81) devient
„, . .- ^R ô^

-^(P)^^-^-^=o,

et, comme R ne contient pas p , il faut que/(p) soit une constante, ce
qui donne
/ O N ^ .« ^H ^R82 € Ê- 2K •+• —,- -+ ̂ ï == o.' ^Pi . ^9-s.

Cette équation nous apprend que la formule
ds^ e^ ((ù^- dp'i)

convient à une surface de courbure constante et égale à G. Supposons
d'abord C == o; alors, en remplaçant p i , pa p^ àes fonctions nouvelles
de ces variables, on pourra toujours ramener

^K(rfp; 4-4?)
à la forme

rfp^+rfp^
et nous aurons, pour le système orthogonal cherché,

^=^(^+rfp,2+^2).

Or nous savons que cette forme ne peut convenir qu'au système
formé de trois familles de plans rectangulaires et à ses transformés par
inversion. Si Fon tient compte de la substitution opérée sur ^, pa , on
voit que ce premier cas nous donne les systèmes formés d'une famille de
plans parallèles, de deux familles de cylindres isothermes et les systèmes
qui en sont les transformés par inversion.

Traitons maintenant le cas ou la constante C est positive et égale à
a2. Alors on pourra ramener

e^W+dpÏ)
à la forme

^(sin^dfç3-?^2),
ce qui donnera, pour le système orthogonal cherché,

rf^== —((^p 2^â 2s i^0J9 2+•a 2^0 3 ) ,
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ou, en remplaçant p par ûslogp,

ds2^ —[Jp3-^-p2(6/@^-+• sînôrfy2) ] .

Si l'on t ient compte de la substitution opérée sur p ^ , p a » <^ v^it que
cette nouvelle solution donne les systèmes formés d'une famille de
sphères concentriques, de deux familles de cônes isothermes et leurs trans-
formés par inversion.

Enfin supposons la constante C négative et égale à — a 3 ; on pourra
ramener

e ^ ( d p ; ^ c / p l }
à la forme

dx2 -+- dv2a-——-
et, en remplaçant p par aco, on aura, pour le système orthogonal,

ds2 = -= .—( j-s d^ -+• dxî -r- dr2).

Cette forme convient aux systèmes formés d'une famille {oc == const.)
(le plans parallèles, d'une famille (co= const.) de plans passant par
une droite, d'une famille {y = const.) de cylindres de révolution ayant
cette droite pour axe, et à leurs transformés par inversion. En tenant
compte du changement des variables po pa, on voit que nous avons ici
tous les systèmes formés d'une famille de plans passant par une droite et
de deux familles de surfaces de révolution ayant cette droite pour axe et
dont les méridiens forment un système orthogonal isotherme, ainsi que
leurs transformés par inversion.

Etudions maintenant la deuxième solution, pour laquelle on a

K === a\ — as, K( == a-i — a, Ka ==-: a — ai.
On trouve ici

K = — 4^1 a^ K» = — 4^,, Ka == — ^aa,, L, - L, := - 8^ [a, + a,},

a' désignant la dérivée de a, et, par conséquent,

L^-Sa^+j^p).
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L'équation (81) à vérifier devient ici
-^[af''+-ar'i) [a, -h a.,} 4- 8r/2^ 4-/,(p)

-|_ ,̂-2a-^ ̂  ̂  ̂ 2j ^_ ^a-Ma,-.̂  (^2__ ̂ j ̂  Q ^

Si l'on prend la dérivée seconde par rapport à p i , ps^o^ trouve

e-^ .—^^ — e-^^ci" -^r d^) -h e2"— e-4^— 6'2ff;;(^2 — <>) == o.
rfpa /'/p, v ' 1 ' rfpt ^/pî x 2 2'
*

Les fonctions a, a^ a^ ne peuvent être des constantes, sans quoi on
retomberait sur la première solution. L'équation précédente ne peut
donc être vérifiée que si l'on a

e-^ [d\ •4- a , 2 ) == C, e^[d^ - ̂ ) == C',

G, C étant des constantes. L'équation à vérifier prend donc la forme

• 4 ( .̂L, a'^a^^i^—a'^a^f^o)'-^ C^-20-)-- C/^-^.^ o.

Prenons les deux dérivées du premier membre par rapport à p < e t à p ^
nous trouverons

— 4 ( a" -4- ^3) — 4 C' ̂ -4a. =: o,
— 4 ( a" —- a"^ 4- 4 O4^-2'2 = o,

équations auxquelles il est impossible de satisfaire; donc la seconde
hypothèse ne conduit à rien.

Il nous reste maintenant à étudier la troisième solution (74)» ^t
comme, dans les formules qui la définissent, a,a^ a^ ne sont jamais
des constantes, mais des fonctions de p , p ^ p ^ , nous lesprendrons
pour les valeurs mêmes de ces paramètres, et nous écrirons, en chan-
geant les notations,

R^—^log^ i - - i - l og^—AIog(p ,—p2) ,

(83) < R,=:--ï!oga,—"}log^ - A l o ^ ( p 2 — p ) ,

\ R,=: —^loga — 1-logrti— Alog(p — p , ) .

En modifiant un peu la fonction M, et la remplaçant par
M

(84) ^a^aa-t , .
Ann. de l ' É c , Normale, ̂  Série. Tome VII. — SEPTEMBÎIE 1878. 4 1
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il en résultera, pour H, H|, Ha, les expressions suivantes :

u _ (p.-p^p-p^jo, — ^———rT~11/—————5

(85)

£1 —

H'

H^ '̂ =

(Pî

(P.

M\ja
-p,)-^,-

M v^i
-p.)-^-

Ah/«,

'

P)-7'

p,)-7-

et les équations (66), auxquelles doit satisfaire M, deviendront, en te-
nant compte de la modification (84) pour M,

^Q\(PI~~ P ] -+• /l(^Q—— X\} == 0,

(86) ' ^ i2 (p î—p, )+A(^ i—^)===o,

^ ^ ( p — p ^ + A t ^ — ^ u ) ^ ^ -

II nous reste à exprimer que R, Ro Ra vérifient l 'équation (81).
Cetle équation devient ici

_ ^ f r / ' ïh^Z/i2 a' . / i i \ A-A 2 A - A 2 ^^4 '^^(p-p.Kp-p^^1 '^^^p^pT^r^p^^'^^(p^p.ri '/ (p
a, r fia'

Î—P^) 20

P^-P A -- A2

+^-p^L 2^' (p2-pi)(pi-p) (p.-pa)' (pi-p)2 (p.-pKpi-pî)
[ _ hd^ __pr~p __ A A — A2 A'___ "]L ^(pt-p^Tp^p) - ̂ ^p '̂, + ̂ ^ ̂  + (p^rp '̂p^Tp^ J •

On a réuni dans F(p) , à la fonction inconnue de p, tous les termes qui
ne dépendent que de p. On aurait , en permutant les indices, deux
équations semblables,

Voyons comment on pourra satisfaire à réquation (87). Remplaçons-y
p i , pa par les expressions

p a = = p + ^ p i = p + a M ,

et mult iplions par u9^'2. Elle deviendra
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Si maintenant nous faisons u -== o, p i , pa deviendront égaux a u, quel
que soit a, et l'équation précédente se réduira à la suivante :

a ( p } r ^ / ^ — S A 2 , , , , / i^ r î ^ ^ , / ^ y i
( ï — a j ^ L a v / \ a^J

r h— 1^ h1 h "]-/, _ A s A a />, ..,.~, ' / < / / \ i /t — "i1' •* •",88l / 4- — i ^ p — — + -———• ra2 a a — i (a^(-<J^(P)[~^-+^^-^^^

^^f^A--^4--.^a L " ( l ""•oc) î """ ^J
qui devra être satisfaite, quels que soient p et oc.

Supposons d'abord A < < r , î & A « < 2 . En mult ipl iant par ( i — a ) 2 et
faisant ensuite a == î , on trouve

^(p)^-!)2^1^?),

Multipl iant par a2 et faisant a -= o, on trouve
^(p)^(_.^-H^(p).

Par suite, on a
^(p)=^(p),

et, en permutant les indices,
r t i (p )=ûs(p) ,

ce qui donne
(- ï)^ =-;: î , r t (p )==^ , (p ) =a..(p).

Ainsi les symboles a, a,, 02 représentent une même fonction. En les
supprimant dans l 'équation (88), on a une nouve l l e équat ion, qu i
devra être satisfaite, quel que soit a* En développant suivant les puis-
sances de ^, elle prend la forme

- 2 A 1 — 5A3 -h h7 -\-^li -+- Aa "-S- Bu;2 4-. . . -+- a-^ [ (A 2 -— s A j a 4- A1 ̂  4-. . .] =: o

11 y a à distinguer trois cas : 1° ^h > r . Alors le premier terme du dé-
veloppement précédent est

a••• - - 2 / l (A 2—^A),

et, comme h est supposé plus petit que î , il n^est pas nu l . Donc l 'équa-
tion n'est pas satisfaite. 2° SA := î . Alors l'équation (88) est satisfaite.

4^
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Voilà donc une première solution possible

3° 2 Â < i . Alors le premier terme du développement est le terme
constant

a A 1 — 5 ̂ -4- h1 -+--2/1,

qu i doit être nul. On a donc

2 A 1 — 5/i3-^ h2-}- 2/1 == h[^h -r- i) [ I I — i) [ I I -- ?.) = o.

La seule solution compatible avec l'hypothèse est h == — ^. L'hypo-
thèse A = = o ne convient pas» elle nous conduirait à une forme des
fonctions R qui a déjà été examinée. Nous avons donc la deuxième
solution

Et en effet, dans ce cas également, l 'équation (88) est satisfaite.
Jusqu'ici nous avons supposé Â < J [ . Nous avons donc à considérer

encore le cas où h est égal ou supérieur à l'unité. Commençons par le
supposer plus grand que i. Si, dans l'équation (88), nous multiplions
par (i •— a)2^, et que nous fassions a == i , il restera

a{p] ( î / ^ — S A 2 ^ aA) r==o,

/ / ( 2 A — l ) ( A - a ) r = = o .

Il faut donc que Fon ail
fi ==3.

En effet, dans ce cas encore, l'équation (88) se réduira à

< 2 ( p ) + ^ ( p ) . + - ^ ( p ) = = o ,

et sera vérifiée, si cette équation est satisfaite.
Enfin Ja dernière hypothèse à examiner h == i nous conduit à la

même conclusion. L'équation (88) sera vérifiée, si les trois fonctions
a, a^ 02 satisfont à la même condition

a(p)+^(p) 4-^(p)=o.
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En résumé, nous avons quatre types de solution possibles, correspon-
dan t aux valeurs de h

h •==. — - 5 ii == 4- - ^ li == i , A = 2.
2 2

Pour les deux premières solutions, les trois fonctions a, a^ 03 sont des
valeurs d'une même fonction p o u r . r = = p , o c = p ^ , 00=^. Pour les
deux dernières, lorsqu^on fait p ^ = p^ = p, les trois fonctions doivent
satisfaire à la condition

^(p) 4- ^ i (p) + Cîî[p] == 0.

LJne remarque simple va nous guider dans la discussion complète de
ces quatre types. Reprenons les valeurs des quantités H, H^ Ha; on a,
par exemple,

H ̂  [tr̂ Ll̂ lEirLP ,̂
Mv^ipj

et supposons que <s(p) soit un polynôme de degré p. Il est facile de
trouver une relation entrer et À. En effet, si nous effectuons la sub-
stitution

p==^ p,=:^ p^,

on verra facilement que la forme (83), qui nous a servi de point de
départ.» ne sera pas changée. H deviendra

(?• ̂ .^Miz:^^'^
Mr^^p^^1^

ci!{p) étant ce que devient a{p} lorsqu'on remplace p par - et que
l'on multiplie par p^. Pour que celte forme soit équivalente à la pré-
cédente, il faut que

L -^ /» — 2^-0, p :=• 4 ~ 2' A.

Ainsi, si la fonction aÇp] est un polynôme) il faut qu'elle soit du degré
p — 4^Cette remarque nous servira de vérification.
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Commençons par l'hypothèse h ==-7, nous aurons ici

. , o . iî—vIp^ l̂lPriPll Tl --^iP'—PXP'^'P2) H — V(f^—p)(p2—"p?j0() i 11 — ———————:====:————? Ali — ——————=rr^=~"—— 5 A-ly — ——————• , :_:::::—— .
M ^ / a ( p ) M v ^ ( p , ) M^(p , )

11 nous reste à déterminer la fonction a { p ) et M.
A cet effet, reprenons l'équation (87), remplaçons-y h par sa va leu r

— ^; multiplions-la par { p — p ^ 2 ( p , — pa)2, et prenons la dérivée
sixième par rapport à p i , il viendra

( ^ __ p J2 ^6
L-__LJ. [̂  ( p, _ p, ) (p^ _ p) + a, ( 5pi — 2p - 3p,)] == o,

ou, en développant,

d'}a^ . , , ^ ^ rf6^! / ^ s
2 ^ T ( p a — P ^ ) ( p l — p ) 4~3^(p ,+2p—3p, ) r=o .

Cette équat ion devan t avoir lieu iden t iquement , il faut que l'on a i t
d^a,
^==oï

ce qui donne, pour la fonction a[x}, un polynôme dm cinquième degré

a ( p ; = A -+- Bp -^ Cp'"+ Dp3 4- Ep^ -i" Fp-'1.

La question est résolue, et il est inutile de continuer la recherche.
On sait, en effet, qu'il existe un système de cyclides homofocales qui
conduit a l'expression

^_ ï n^^ (p^p^p', (p'^p)(pL^^^^^^ , (p.--p)(p.-p.)^pFi" ^ M ^ L . ^(p) ' ^(p.) ^~—.rrp:]J'
Si donc oa le compare au système cherché, on aura

M'^^M2^2,

ce qui exige, comme nous l'avons vu, que les deux systèmes soient les
mêmes ou se déduisent run de l'autre par une inversion. Nous n'au-
rons donc ainsi que le système des cyclides homofocales.

Examinons maintenant l'hypothèse h == 2. Reportons-nous à l 'équa



SUR LA THÉORIE DES COORDONNÉES CURVILIGNES, ETC. 3^7

tion (87). Faisons-y h == 2 et multiplions par ( p i — p s ) 4 . En posant
ensuite ̂  == p a > il restera

„ / , 6^ iF p — — ——— =o,v l / a p~-p,

équa t ion qui ne peut être vériûée, quels que soient p etpo que si l 'on a

a! •===. o, F ( p ) = o.

Ainsi les trois fonctions a, a^ a^ se réduisent ici à des constantes, et
l 'équation (87) se réduit à l'unique condition

a 4- di --1- CL'), == o,

qui doit avoir lieu entre ces constantes. Nous aurons donc une nou-
velle solution, pour laquelle on aura

{ R = — ^La t—iLaa—9jog(p ,— pa),
(90) R, :=—7La—i-L^—2log(p,~p) ,

( ï{3== — ^.L/2 — jLat— ^log(p — pi),

les constantes a, a^ a^ étant liées par la relation

(91) a -4- 0,4- 02=: o.

Traitons maintenant l'hypothèse A == i. Après quelques réductions,
l'équation (87) deviendra

^ ( o=(r/. —0 (pa—pi ) 4"2(a+^-+-a,)
]t92; ( +^(p^p^^p)+(p^p)(p,_p)F(p)==o,

F(p) étant une fonction arbitraire dont on peut disposer de manière a
satisfaire à l'équation.

Différentions-la deux fois par rapport à p , , nous aurons
<(p,~p0==o,

ce qui exige que d\ soit nul. Donc a,, et par conséqueni a^ et a^, sont
des polynômes du second degré an plus. On a

/ a == wp2 •+- 2np 4" /'»>
/ 93 ) ' a, = m( pî 4- ân,;pi 4- ^> ,

f 0-2 == Wîpî 4" 2/2.;pa,4- p-i. ^
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D'ailleurs, si, dans réquation (92), on prend p = p , = ̂  il reste

a -4-^1 4- a2==o,

ce qui exige que l'on ait
f m 4- m^ + w^== o,

(q4) •j ^ -+- '̂i -+- ̂  ̂  °^
{ p -h pi -4-p. =0?

cl alors on verra que l'équation (91) est identiquement vérifiée en
prenant F(p) == ^m. On a donc une nouvelle solution, et nous sommes
assurés de pouvoir trouver un système orthogonal correspondant. H
nous restera seulement à déterminer la fonction M.

Il n'y a plus qu'à examiner la dernière hypothèse À= |. Nous
savons qu'alors a, a^ a^ sont trois valeurs différentes de la même
fonction. L'équation (87) devient alors, en chassant les dénominateurs,

' (a,— a) (p—p.)2^.?-- 3p,-+-p.) + (r t ,— a) (p "~ p.,)3 (3p,— a p — p , )
(955 . -+-^(p,-p,) (p.—pKp—p^—^p.—pKpi—p.Hp-- pt)'

+ ç ( p ) ( p , — p , ) ( p — p , ) ( p — p , ) = = o ,

y { p ) étant une fonction arbitraire provenant de la réunion à/(p) de
termes en p . En prenant la dérivée troisième successivement par rapport
à pi et à pa, on trouve

rf3 , , , d3 , , , ^/V/, rf3^,
?p? ^(P'-P) ~ ap]^^^ ̂  ̂  ~ W. = o î

ou
, rf^c, rf3^, / < rf4^ rf^rtï

^^F^^2^"-^"^^"' '^"0 '

Cette équation ne peut être vérifiée que si Fon a

^a, _ d^h __
••^-0- ^ -0 ?

et, par conséquent, a, a^ 03 sont des polynômes du troisième degré.
On a ici

a == mp3 -+" ^ p2 -h /> p -{- q,
^i= wp'î -4- n^\ -4"/?pi 4" ç,
Oa === m p^ -h n p^ -{- ̂  pî -l- q *
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Avec ces hypothèses, l 'équation (g5) est; vérifiée en prenant ç == o,
quelles que soient les constantes m, n, p , q.

Ainsi, nous sommes dès à présent assurés de t rouver trois systèmes
correspondant aux trois hypothèses

h :== ^, h ̂  i, h == 2.

Mais aussi nous nous trouvons en présence d'une difficulté nouvelle.
Jusqu'ici nous avions rencontré des systèmes connus, et nous n'a-
vions pas eu à achever les calculs qu'exige l 'applicat ion de la
méthode générale. Ici, au contraire, nous devons d'abord intégrer les
six équations aux dérivées partielles auxquelles satisfait la fonction M,
et qui doivent donner , nous le savons, une solution avec quatre con-
stantes arbitraires* Ensuite, quand M aura éié obtenu, il faudra cher-
cher les expressions des coordonnées rectangulaires «r, y, z. Mais nous
montrerons que ce problème est beaucoup moins difficile que le pre-
mier. Je commencerai par l'examen de l'hypothèse h = r .

§ XVI II. — Examen de la solution correspondant à V hypothèse h ̂  i .

Nous savons que, dans ce cas, on a

H :=

n,=

H.= ^•-••——

^a\

v^
\/(h

M(p-

M.(p-

M(p-

ï

-P'i

..,...L,
-p,

r
-p,

ï (pa-
.
.)(p.

)(p'

-p.)

-P.)

—-pi)

et
[ a :•:=: wp'1 4- 2/^p "4-^,,

(96) •' ^,=='Wip^ 4- 2nipi "1- p \ ,

ï a;-^ m^\ + anapa-hp.',

avec les conditions
[ m 4- Wi 4- m-i =•-• o,

(97) , . n 4-ni -4-^ == o?
, f p ^ p^ ^.p^ ^:: o. ^

Ann, de I']ËC\ .Kormale. ï^ Série. Tome VU, — OcïomŒ 1878. 4^
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Quant à la fonction M, elle satisfait d'abord aux trois équations

[ .Toi ( P — pi) == ^o — ̂ i ï

(98) ^,,(pi— pa)==^. —^2,

\ ^2(1 ( ? •— P^) == ^0 —— -^2 5

déduites des formules ( 86) en y faisant h = r .
Dans ce cas particulier, le système (98) peut être complètement in-

tégré, et nous avons vu (§XV) que la valeur la plus générale de M
est de la forme

_ R R, R.
" - (p-p.)(p-p,) ^(p^p)^?.-?,) (p,-p)(p^p,)?

où chacune des fonctions R, ne dépend que de la variable de même in-
dice. Tout se réduit donc à la détermination des fonctions d'une seule
variable R, R^ Ra.

Posons
(99) N ^ R ( p > - p , ) - 4 - R . ( p . - p ) + R . . ( p - p . ) .

Les quantités H, H^ Ha prendront la forme plus simple

iïoo\ î î ^ P ' — P ' T Ï - . - P ^ — P , H — P r : ? ' .1 l U <J f AJI. —— ————~^~ 5 XI i "—— ———.._ 9 A.1 3 •——• ".,_

N\/a N v ^ i N^02

Si nous calculons les valeurs des quantités ?, nous aurons

^ ^ [^(p^^+B.-R],
î r o x ) , N^

• | p,=^[R^(p^p,)+R.-R,],
JN\/a

et les formules analogues que l'on déduirait par des permutations cir-
culaires. Par suite de la forme de N, les équations

$=p*,
identiques aux formules 98), sont satisfaites, et il reste à vérifier les
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trois équations telles que les saivantes :

<)3oi . âp.o . ^ .
-—— -+- ——— •+- paop2i==0.

()p ()p, l

En substituant les valeurs des quantités j3, nous obtenons le résultat
suivant :

^N [R'(p - p.) 4- R,~- R] + am^p - p,)

- ̂ [R7 (p - p,) + R, - R] [R^p, - p.) +• R. - R,]
( I 0 2 ) + ̂ N [R\ (p.- p,) 4" R,- R.] + aW (p,- p,)^

- ̂ [R',(p.- pi) + R,- R.] [R'.fp.- p ) -+- R -- N
4- ^[R^pu— p.) +Ri-"R2l [lV,;p - p.) + R,~ R] == o.

Pour trouver les valeurs de R, Ro Ka pouvant satisfaire à une telle
équation, prenons deux fois la dérivée par rapport à p , et deux fois la
dérivée par rapport à p i . Nous aurons

'; ^["^(p.-pîLR^p-p,) 4-R.- î<] --^(p-p^ ^R^p-p,) +aR,-aRl
P L ̂

R"

IV/^[^(p,-p,,)[H',(p,-p,)+Ri-R,]-a,R';(pi-p,)'-a'.R',(p,-p,)+aiR,-aiR.1
c/p 1 1 ^ —'^"^L^"1"^

-l-a,R"R"==o.

Si nous remarquons que Ra disparaît de cette équation et qu'en
vertu des formules (94) on peut écrire

ajnV^-R", ̂ [(mp', +3rep,4-/?)R] - R/'—[(w>pî + 2re,p,+/î,)R,],

l'équation précédente prendra la forme

^ [- âcjv (p - p.)1 + -̂  (p - p.) - al\"(p - p,)

4- afe' (p — pi) — al{ •+- (/npî + arapa -l- ^)K.
R" ()2 rJp' L-
, ïr ^ ^-^l^(p,-p,)'+B^(p,-p,)-^R",(p,-p,)2'"-1-" A», ""̂ """a g -A ^

pl [+ ̂  ï î (Pt "•- Pî) — ^l1^ + (^iPÎ "+• 2^ip2+p.) R, ,

r ( 5 ' ri ^i_
4^.
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ou, en égalant à zéro les coefficients de p^ p| et le terme i n d é p e n d a n i
de p^»

R^^.^^.R^,.K)^R.^^^ ^o,
à^ \ 2 / o'p1 \ 2 /

R^ ^l- ( a' R ' o — Rar- -r 2 a R^ o — a R' •+ 2 /•< 1̂  ^^•; \ 1 •A ' y

^ R^ ^ ^/, R\ p, - ̂  4" 2 ̂ , R'. p, - a, R\ 4- 2 ̂  R.^ == o,

K ^ ^ ^ J l ^ p 2 R^/p
Jp2 \ 2 2

- rtR^p2-!- aR'p — aR-i-^K^

-,.,, <)2 / a^R 'p î R| a7 pi ,.« „ ,., ,. yv \-t- R" — — —-iLl + -—-L1 -^ ai R^p: 4- a, R', p,— ̂  Ri-l- ̂  R, == o.
^Pî \ 3 ^ /

Or la forme de ces équations indique comment on pourra y satisfaire.
Chacune d'elles, divisée p a r I V R ^ , prend la forme

?3-(p) -+- CTi(p«)=0,

et, par des permutat ions circulaires, on aura de même

?57t (p i ) 4-CT,(p^ = 0,

OTa(p2) + CT (p) :-=: 0;

ce qui exige que l'on ait

ro(p) == ?ni(pi) "= î ï ïa(p.) =='o.

On aura donc

/ rf2 / r/R' • a R ^ + w R ) ==o,

Ra'

^^ ^ ^ .« -, //..^ -.̂ ,

^ (a'Vp - R^ -r- aaR^p - aW + 2nR') r::,;o,;ïo3)

d2 ( a'R'p2 Ra'p -_ ^ , t \^ ^, + L „ aW^^ aB'p - al\ 4- pR .- o,

et des formules semblables pour K ^ R a * En intégrant les équations
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précédentes, on trouve
/ n' ]î '
i mR- -— - 0^= u,

(io4) ^ a^p- R^+2/dV /p-rdV~h2/^I{=^

a- : p- 4- --^-Q — alV'p2^ alVp --- aR-h/^R --1: cr,

u, ^, w désignant des polynômes en p du premier degré. En é l imi-
nan t B/7 entre les deux premières, on t rouvera

r/R _
——-.- -.-.. ^{^ == 2 Mp -i- V,

el, en différent iant ,

a^R a'W
.......— _. „.„.,..„„.,„ — aî\ ^ 2U •+• 2U 0 •+• 2.V ,^ i l

En retranchant de cette équation la première ( io4) , on trouve

U 4- 2 I I ' p .-l-" 2 (/ rr: 0,

ce qui exige que le polynôme u soit une constante. On est donc ainsi
condui t à la solution la plus générale des équations (108)

( r o 5 ) ^^al.V-=-:=ap-+.^

ce et|3 é t a n t deux constantes, d'où l'on déduit par différentiation

/ ^ a^R a'W106 -— — .—..- — a R ^ ^ a .
2 2

On pourrait intégrer l 'équation ( io5 ) , mais il m'a paru préférable de
se servir des deux formules précédentes et des formules analogues

[ <^ ^ ^ ̂  ,, ^ p, ,,„ ^ ! '̂ ̂  ^i^ ,„ ̂ ^ ..,. â^
f i ô 7 ) '

a ^R . ^R', ^R. a^,^.— ^ ._.__, .... ci^\ ;,.::: ^ _,._.._ .-..̂ ,̂ . ..,„., / ^ K ^ 1:,,,, ^
\ 2 ^ , a a ' , '
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pour éliminer de l'équation à vérifier {102) les dérivées premières et
secondes des fonctions R, Ki , ̂ 2.

Après .des calculs nécessairement un peu longs, et où Fon aura à
faire usage des relations (97) entre les constantes, on trouvera la forme
suivante :

/ mp ~ ̂  ̂  ̂  rn^^n^ ̂  _^ mlî^.^nî y
a ai T a-t 2

(108)

/ H . — R , R — R A
-^p+a.p,+a,p^p4(3,+p.) (̂ rp; ̂ 'p-Tp;;

\ (a:p+p)2 (a,p,-4-p,)2 (̂ ^^Lêil2<y. ff.\N ( p 2 — p i pa—p/ tf ^t ^

^^p+p)^4-,^p^.p.)!^+(a^+p.)^
a • ^'- r l j a, v - -/ a,

o.

Si l'on effectue une permutation circulaire des indices et que l'on re-
tranche l'équation ainsi obtenue de la précédente, on trouvera

N(û:p4-û:ip,4-a2p3-4-(3 4- pi4-(3^)=N[ap-+-aip,-- (a-h^ps],

ce qui exige que Fon ait

S oc "4" ai -1-- sx'^'^- o,
(•to9) p. , p. , A -^..

oc "4" ai -1-- 01:^='=; o,

p4- (3,-l" i3.=o;

et en effet, si Fon introduit ces hypothèses, Féquation (108) prend la
forme tout a fait symétrique

^^Lr^r + ̂ ±^^1 - 2aR +(^-±-^
a a a

. ^^-^^^•P^P.)^ _^B (̂a -̂±llI2._^_ .———————-——— t.\ "r" ———————————————"" -û t-<>| «.II ̂
^l ^i ÛCt

+ î̂ iPr̂ l R- + ̂ lEî ê-lîiJi2 ̂  ̂ .B. + ̂ .̂ l.̂ .̂o.
02 2 ^ /'ï

II est clair que, les termes écrits sur chaque ligne dépendant de va-
riables différentes, il faut que la somme de chaque ligne soit constante
et que la somme des trois constantes soit nulle. En posant donc

( ï i o ) < y -4- y» 4-ya.r^ 0,
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on aura

(ni) (mp -— ^R2--}- aB.[(wp-+-n) (ap -h j3) — usa] -4- ay — (ap -4- p)2^- o,

et des équations semblables pour R^ , Ra.
Mais il est clair que tons les calculs reposent sur l'hypothèse que les

équations (io5), (107) soient vérifiées parR, R^, Rs. Il faut donc encore
chercher si la condit ion pour la fonction R, déduite de la formule ( in ) ,
de vérifier l 'équation différentielle ( io5), n'impose pas de nouvelles
limitations aux coefficients arbitraires. Or on déduit de l'équation (i n)

R ̂  ̂ .Z^^^L^^ ± __L__ ̂  ̂ CT^ap -r-po^y[mp-^,
mp —• n' mp — ft,2 • •

et l'on vérifie facilement que cette fonction R vérifie l'équation diffé-
rentielle ( to5 ) ,

Les expressions de H, B^, Ha, M sont donc complètement connues.
En changeant les notations pour trouver le résultat final sous sa forme
la plus simple, nous avons la proposition suivante :

Soient les fonctions a, a^ a^ définies par les équations

' a = m p2 -4- 9. n p + p,

(us) • <^i :-"-••:: ^-i pî + ')- n\ P« + /;' »
<^=: Wsp^ + ̂ fîïpî + p^

avec les conditions
/ m "4" w 1-4-m a =•= o,

(ii3) ; n -f- ^i+/?î ^-=0,
( p ̂  p^ f.h ="=0,

pour les coefficients. Il y aura un système orthogonal pour lequel on
aura
/ n - î rfp.-p^2^ . (^--pW .. [PrLPil!̂ 1,(^4) rf,^^^_^^———-,»———^- . 4. ^ J.

N étant défini par la formule

(ïï.5) N==R(p.-p.) 4~K,(p2-p) ^Kï(p-p), ^
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R. R, , IL é tan t trois fonctions d e p , p , , , p a» définies par les formules

R = = ( 3 p ~ - a - 4 - y \/<^,

( r i 6 ) • R i = (3,p, -- a.-i-yi^,,

1Î3 ==: paps ~ <y.î ~i- ya v^2,

où a, f3, 7, ... désignent neuf constantes arbitraires, liées par les trois
relations

mec 4- Jî (3 4- rrii ai 4" /îi (3i 4~ Wy as -4- fis (3a == o,
" /u '̂ TÎ a -4-^(3 4- TZiâi -+-pipi + n'^s-r- p-^ == o

et
/ ̂  — w/^ ) f- 4- (n '; - m « ̂ i ) y ^ -+- (/?.2, — m,p, ) y î

' ' s i S ) / • - l-wa2^-27ia(3-i-pP2-^ Wia?-I-37iiai(3i
( • • -\~p^\ + m^'i 4- a/îa^pî •+- pî^'i ̂  o.

Il importe de remarquer que, lorsque la forme des fonctions a,a^ ci^
a été déterminée, et que l'on conna î t les constantes^-, ^,jr^, les for-
mules qui d o n n e n t B, ne cont iennent au fond q u e sept constantes et
non neuf ; car, en vertu de l 'identité,

(fip 4-/r) ( p i — p a ) -+~(Api +À) (p .—p) + (Apa4- / r ) (p—pi )=o ,

on peut ajouter une même quantité, soit aux trois oc, soit aux trois ?,
sans changer la valeur de N- On pourra supposer, par exemple, a et p
nuls, et il restera sept constantes liées par trois relations, deux du pre-
mier degré, une du second.

Ce résultat est d'ailleurs conforme aux remarques du § XIII. Tous
les systèmes obtenus en faisant varier N sont, comme nous l'avons
vu, nécessairement les transformés les uns des autres; par inversion,
N' étant l'une des valeurs de N, et ^,y, z les coordonnées relatives à
ce sysième, nous avons vu que la valeur la plus générale de N était de
la forme

N == N' [a [x2 "}- y2 +z2) -4- 2&^+2cy"4- ïdz 4- e],

où a, &, c, d,e sont liés par la relation

^ -^ c'1 ̂ - d'1 — ae =;:•: o.

L'expression la plas générale de N contient donc cinq constantes, liées
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par une relation du second degré. C'est ce qui a lieu ici, si l'on se
sert des deux équations du premier degré (117) pour éliminer deux
constantes.

Pour donner plus de symétrie au calcul, nous allons supposer que,
en remplaçant les paramètres p par des expressions de la forme a9——^
on ait fait disparaître n et n^ dans a et a,. Alors n^ disparaîtra dans a^
et l'on aura

a == m p2 4-p,
ai=m^j2^- p^
a^=. m-i[j\ -h- pï.

On pourra résoudre les équations (117) de la manière suivante :

ai :::== a — ï. niî y a-i =-" a 4~ À Wi,
i3,=^p-+-^, p,==,6-^,

1, p. remplaçant les constantes a, p, aa, pa» et l'on aura

N =:• y ( p, — pa) V^ 4' 71 ( p.. — p-) \/a, 4~ y. ( p — p.) ̂
-+" Âf^pipa-h />ipp2+^2ppi)-h ^.(mp-r mtp»4" w^p,),

les cinq constantes)., ^, 7, y i , 7^ étant reliées par l 'équation homogène

mpy2 4- ^ ipiyf 4- m-ip^^ 4- mm^m-iy} 4- ppipï7^=: o.

Si l'on substitue à ces constantes les suivantes :

y' == y yÇ^, • y', =: y > ^7n ,p,, /, =:: y 3 ̂ ^a/^,

^/mm i m-i ^ -^ \/ — ppips À == X^ » ,

\/rn/ni m^ y. — \j — pp\p'i ̂  == — À',

la fonction N prendra la forme

N^^N'y^^y, 4- aN'.y, + Pr4~ Q^/,

et la relation entre les constantes deviendra

y' 4- /,2 4- y^2 — ^^/ == o.
Si l'on applique ici la remarque du § XIII, on. verra que le système

Ânn. de l'Éc. Normale. 2** Série» Tome Vil. — OCTOBRE 1878. 4^
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orthogonal est défiai par les formules

M/ N' N7 0'
^--r r-^r ÎT ^+r2-^=-=r '

avec la valeur P attribuée à N dans l'expression de ds^.
Si l'on emploie les cinq coordonnées pentasphériquÊS^ on aura les

expressions plus symétriques

^9)

(p^—p-^g (p,—p)\/^ „ _„ (p — poy^
«2"i == -———-===——— ? .̂ 3 ===• ———.——-~~—-" 5 "t/3 —— ———";———————

\mp yfïtipi ^yy^ïpï
mp 4- mipi 4" Wapz _ ^ p. p-? 4" p i ppg -^- îP£'

'̂4 -.— ———————————————_——————— 5 A"& —— -——————————y" ' : 5

^mm^m^. y p P ^ P ^

pour les cinq coordonnées.
Le système précédent est très-général, et son étude géométrique se-

rait sans doute intéressante. Je me contenterai de faire remarquer qu'il
comprend comme cas particulier un système isotherme imaginaire.

Supposons, en effet, que l'on réduise les trois polynômes a, a^ a^
qui sont en général du second degréy à des constantes dont la somme
sera nulle. On verra facilement que l'on peut prendre

R=:pS R .^p î , R,r=p^-

et l'expression de M correspondante

„ ___P2___ ,__£'_ ^ i ^ _PL^_
- (p _ pj (p „ p,) t- (p, - p) (p. - p,) (p,~ p) (p.- p.)

se réduira à Funité. Je n'insiste pas sur la recherche de ce système, qui
est comprise comme cas particulier dans les recherches précédentes.
Le système est imaginaire^ parce que les constantes a, a,, a^ dont la
somme est nulle, étant engagées sous des radicaux carrés, l'un au
moins de ces radicaux sera imaginaire,

g XiX. — Recherche de la solution correspondant à l'hypothèse h == 2.

Nous avons maintenant à examiner la solution pour laquelle h == 2.
Nous savons que, dans ce caSy les fonctions a, a^ 03 se réduisent à des
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constantes dont la somme est nulle. On a
I 20 ) Ci -4- €l[ -r £1'^ == 0 .

Nous supposerons en outre que l'on ait multiplié ces trois constantes
de telle manière que leur produi t soit égal à i
i2 ï aa^a.î= i.

Cette hypothèse, qui remprace le système par un système semblable, a
pour but de nous permettre de ne pas* tenir compte de la modification
que nous avons fait subir à M par la formule (84) et d'appliquer les
formules précédemment obtenues. De plus, nous ne ferons aucune
hypothèse an début sur À, afin que nos formules s'appliquent à l'exa-
men d'un cas particulier de la dernière solution h == -|-, qui nous reste
à examiner.

Ces points étant admis, les équations auxquelles satisfait la fonc-
tion M sont les suivantes :

^ût(p-pi) == A^û—^i),
( l îSï) • ^(pa—pi) ==A(^2—^( )»

^20(P •—• pî) == A(^0—— X î ) - )

et, en les employant, on peut mettre, quel que soit h, les équations
qui donnent ^oo» ^10 ^'22 sous une forme très-simple.

Introduisons la variable u définie par la formule
(122) Mu^^e^^-"^ -{-^e-^-'^^ .^é;-^-211'.

Les trois équations qui donnent ocu pourront se mettre sous la forme
très-simple
/ ^ , ait ou ait
i23) —~--=:2ao^(jî —==2û;i^i> ——=: 2a2^2ïv / c/p api api

où l'on a posé, pour abréger,
/ ., ,, r^R, ^ft, .r)R, dR,1

^ „- ——, A —" % *(. i —• % Al a | .! __, -C ,____. .____, j

[2^-e [_ ̂  ^"ôy " ôp < ) p ]

;,.4) ^ ^e-^-^[W^}.+àRà-^'\1 ^ \ L à?\ ^dp^pj
..^p'tR.-R) f )R<)R.1 .L ^ , ^p, t)pj1

o--%K-

•4- ^""SïK—'^I1!
\ L (/p; ap,

43,
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a^ «a se déduiront de l'équation précédente par des permutations cir-
culaires. La forme (ia3) sera valable toutes les fois que les fonctions a,
a^ a.^ seront des constantes dont on aura ramené, en remplaçant le
système par un système semblable, le produit à l'unité.

On a alors
R —- -rL a — ?. L (pi — p.'),
R,=.:7L^— 2 L ( p , — p ) ^
K2= jLâï— a L f p — pi),

et, l'on trouve sans aucune difficulté les valeurs de «o, a, , a^ Si l 'ois
pose
^ 1 2 0 ) TJJ :.-.= ^(p — p,)2 fp -- pa)2^ ^((pi—pa)^?!-" pJ^-i-^Çpï— p ) ( p , — pi)', •

on aura
^.^^^(pi—pï)2— 4a (p—pi)^? - p.;3,
^^^(p.—p)2^^?,"-?)^?,— p.)3,
^===%^(p-»p, ) 2— 4^(p,—p) 3 (p2~- p.)3.

Ces expressions sont, comme on voit, assez compliquées. Mais hi
forme si simple des formules (ia3) nous met sur la voie de plusieurs
propriétés de ao> y-u ^2- Ainsi l'on doit avoir

â^u ()(xa^) _ àl^icc,}
^pjp, '~ rJpi """'" àçj

ou
<)^o <7^i / ^

^ _-. ^7 -.--,. .4.-. ^ ̂  — a(J^'(H ̂ .= 0 ,
^p, ^p

et, comme cette équation doit être vérifiée par la fonction M, qui con-
tient quatre constantes arbitraires, et dont les dérivées premières sont
arbitraires, elle doit être identique à la première des équations ( r m ) ,
ce qui exige que l'on ait

, , ày.Q ày.\ ày^ , \ / ^
( !26) ^-^ ^(p-P.)^.(^-^-o.

En vertu de ces équations et de celles qu'on obtiendrait en permu-
tant les indices, on reconnaît que ao, a,, c^ sont les dérivées d 'une
même fonction ^. On a

à^ dd/ <)ù
<y.^ =^= ——•5 = --,— ? V,-i == —- ?

0^ 00 { Opï
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et cette fonction ^ vérifie les équations

^ , , fà^ à^\
______ f /-, __ n i -4- <"> 1 ——L »_«. ——L 1 —^ 0 ,
ôpàp^ pl/ Uo àpj '

O2^ , . 1 ̂  ô^\^(p.-p^.^^^)-o,

/.)2^ / , fà^ à^\
^P-^ ^2^~^}= = = 0 •

Cette fonction ^, que nous ne calculerons pas, ne dépend que de
p — p ^ p — pa- On a donc, comme on peut le vérifier,

f ia ' j ) ' - au-4- GC\ ~\- aî~==- o.

Nous désignerons les dérivées premières de ^ par a^ et les dérivées
secondes par a^y. On déduit de la relation précédente

( i ':?.8 ) ^01 4" a» i -i- a-n == o.

Ces remarques préliminaires étant faites, nous pouvons eHectuer
d'une manière assez simple l'intégration des équations qui donnen t M
iU qui sont les six équations ( i ^ s i ) , ( i%3) .

Toutes les valeurs de M correspondant à des systèmes qui sont les
inverses les uns des autres, il suffira évidemment de trouver une seule
valeur de M. A cet effet, nous chercherons s'il existe une valeur de M
qui ne dépende que de p — p^ p — p a , et pour laquelle on a i t , par
conséquent,

it! 3Co 4" X , -4- Xï ^-~ 0 .129;

Dans ce cas, la fonction que nous avons désignée par u ne dépendra,
(die aussi, que des différences de p, p , , pa , et l'on aura par conséquent

OU' OU OU

ôp api àpî

OU

f î 30 ) ^ ̂ o 4- ^i a. -h Xi <Xî == 0 .

Les équations f i 3 o ) , ( f a g ) définissent les rapports des dérivées de
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M, et l'on peut poser
^===^(^i~- <^

( i3i) • ^ ,==^(a2—a),
.r2==îi(a— ai),

>. étant une fonction à déterminer.
Calculons, au moyen de la première de ces formules, ^01. et substi-

tuons la valeur ainsi trouvée, ainsi que celles de oo^, x^ dans la pre-
mière des équations (121). Nous aurons

}^p—p,] (^^^i) -h (p — p.) .—(ai—a'a) ==r 25i(ai+ ^o— 20:2). .

Si nous éliminons an au moyen de la formule (128) , el si nous em"
plo'yons les formules (126), nous trouverons

ôY 4 4

On aura de même
?v<)p« p i—P p i — p ï

()À 4 4
^àpî ~" P S — — P I P S — — P

-^ .,-_ ^A- _ _4:̂ ..
À<)p p —— pt P —— P2

Ces formules ne sont pas incompatibles, et elles nous donnent

. ̂  ^c „ ^
"(P-P.^P.-P^ÎP^-P)4

Nous poserons, pour abréger,

( î39.) Ç = = ( p - p i ) ( p . - " - p . ) ( p 2 - p ) ,

et nous aurons
C
'Qf i 33 ) . ^=^

Avec cette valeur de X, les dérivées de M définies par les far-
mules ( i 3 i ) sont déterminées, et l'on trouve facilement

^M==^:(Ç/te-3nyrfÇ),
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ou, en intégrant,,
M = : ^ C ^ - 4 - 2 C . .

-s

Cette valeur satisfait aux équations (1^1). En exprimant qu'elle
doit satisfaire aux équations ( i23) , on trouve

C.^o.

On a donc, en posant aC == i , ce qui ne fait que remplacer le sys-
tème par un système semblable,

( ' 3 4 ) • M=||,

ce qui donne, pour le système orthogonal correspondant, l'expression

/ ^ ;, y ri r/p2 , ^___r fp j___i d^ 1
! > / " -l" ̂  [a (p~p.)<(p-p^ "̂  (p^p).(p.-p^ --i" ̂  (p,--py(p^p^__r

00

(i3f3) ^==5 R (p. - p.Np2 + - (p.- pyrfp; + ï- (p - p,)^pj1,
W j t* 6&( t^2 _J

avec la condition
a-+" ^i"4" a^== o.

Il resterait à trouver les coordonnées^, y, z en fonction de p, p i , ps.
Ce calcul assez long, qui exigerait l'intégration de six nouvelles équa-
tions aux dérivées partielles, peut être évité par l'emploi de l'artifice
suivant :

Si, dans rexpression (i35) de ds^, on remplace chacune des va-

riables pi par y—'"Tp on aura P0111* ^2 une f011036 toute semblable,
" / ' &

dans laquelle le TOultiplicateur seul — -= —, sera changé et multiplié
par (p + hy { p t + hy (^ -+- À) 4 * H suit de là que, si Fon effectue, dans
l'expression de M(i34), la même substitution; et si Fon divise le ré-
sultat obtenu par (p 4- A)2 (p , 4- A)2 (^ + ^)2» cm aura une nouvelle
solution M' contenant une constante arbitraire A. On trouve ainsi

/,^ ^ _ a(p - p^tp - P.)2 (P. ±Al!lP .̂.̂  .„
( l37) M——————————————————ç3——— i...,
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les deux termes non écrits se déduisent du premier par des pernuUa-
lions d'indices.

Or toute nouvelle solution pour M est de la forme

À-M [(.y —• a)2 -4- [y — b ) 2 -h- (z — c)'2],

a, b, c, k étant des constantes convenablement choisies» et oc, y , z les
valeurs des coordonnées correspondant à la valeur M. Il suit de \\\
que» si l'on pose, en ordonnant, par rapport à À, la valeur de AI7,

M'
M == /^ -h PA3 + QA2 -+- R h -h S;

P,Q,
On a

(i38)

R, S serc

/

\

)nt des

MÇ

WC -~

MQÇ==

MRÇ ==

MSÇ ----•

fonctions ]

a
(Pi-^)^
^(P '+Pî) ,

(p,-p.)2

^p,p2
(p.-p.)2

ap,p,(p,-+- ?»
(p^p)<

ap?p;2 ^
(p i—p. ) 3

inéaires

ai
(p,-p)^
• * 1 >

• * • »

) ,-+•...,

de

'-(P

«^> J/» •S?

«2

-p.r-'

^2 -hy^~ ^2
'*-' a

I\ Q» R* S étant des fonctions linéaires de x^ y\ z^ x2 4- y2 + 52, il f au t
qu'il y ait une relation du second degré entre ces quatre quantités.
Nous allons d'abord chercher cette relation.

Introduisons la fonction Q' définie par régalité

Q'==4Q,
ou

4^p<pî ^a(p, -^p2) 2

(p.-p.j24MQÇ: MQ'Ç.( P > ~ P . ) 2

On établira facilement la relation

(MPC) ( MRS) - (MQS) (MQ'Ç) ̂  M Ç ( M S Ç ) - (MQS)2 .
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OU
PR-4(y==S~Q 2 ,

OU
S = = = P R — 3 Q 2 ;

ce qu'on peut écrire

^(P^y^itP^O^(Q^),

La forme de cette identité nous montre que l'on a, k désignant une
constante»

l y P-4-R , î ( P - - R ) , „ .——5i ^ ^ / ^ — — — y ^ j y ^ — — — — / ,3 ==/rQ ./—3,
(i39) r 2 / 2 V V »

( ^2 -h y2 -+- ^^S/^.

Telles sont les expressions des coordonnées du système cherché*
On voit que» si l'on voulait avoir des surfaces réelles, il faudrait

remplacer j, z par iy^ ' i z , et la formule (i35) donnerait? pour les
surfaces ainsi obtenues, non plus ds2, mais

dx^ — Jy3 — dz2.

§ XX. — Indications sur la solution correspondante
à l'hypothèse h == -i-<

II ne nous reste plus qu'à traiter la quatrième solution À==-I, pour
laquelle les fonctions a, a^ a^ sont les valeurs, pour p, p^ ^, d'un
même polynôme du troisième degré. Les trois équations qui détermi-
nent M deviennent ici

(140)
( .Toi(p — p . ) ==7(^0"—^i),

^(pi—ps) =i(^i—^),
( ^o(p — P^) ====T[^o~"^),

et l'on ne peut les intégrer qu'en employant des intégrales définies
assez compliquées.

Pour me rendre compte de la ïiaturedela solution finale» j'ai
Ann. de l'Éc, Normale. 2e Série. Tome VÏÏ. — OCTOBRE 1878. 44
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commencé par étudier le cas où les trois polynômes a, a^ a^ se rédui-
sent a une même constante, qu'on peut alors supposer égale à l'unité.
Même dans ce cas si simple, la valeur de M ne peut être obtenue que
par le moyen des intégrales elliptiques.

Dans cette hypothèse, les formules (i^S) du paragraphe précédent
s'appliquent encore, et, en calculant les valeurs de Oo, 0:1, ^a, on
trouve

<Zo == û:i == QK.2 == -"- 7 ;

les équations (i^3) deviennent donc

au __ î au i au _ _ ^
^p——4^ ^"4^ àp^ 4 î

et elles sont immédiatement intégrables. On obtient ainsi l 'équation
du premier ordre

[^l]
(p - p«) (p - p ;̂ + (p. ~ p) (p. - p-^î

+ (p. - p) (p2 - p.)^ - i M3 + 2CM = o,

qu'il faudra combiner avec les équations (i4o)- Cherchons s'il y aura
une solution commune ne dépendant que de p — p o p -- ^2, et pour
laquelle on aura, par conséquent,

(i4^)
^ + ^-( + Xt = 0,

^•OO^-^'IO-I- ^12== 0.

Différentions l'équation ( î 4 ï ) » et remplaçons ^oo^on^oa P91" l611^
valeurs déduites des équations ( i42)» (i4o)- Nous aurons

M n
_.—-{-. 2 C — — p^'o —— Pt^l -—P2^2= 0.

'31

Si de cette équation nous tirons Mpour le porter dans l'équation (H 1 )»
et que nous tenions compte de l'équatiou (x4^) entre les dérivées pre-
mières, il restera

€' == o.



SUR LA THÉORIE DES 'COORDONNÉES CURVILIGNES, ETC. 347

Ainsi une au moins des valeurs de M satisfera aux deux équations
M— ^- =:p.^-i-p^4- p ,̂,

• o ==^-4-^i 4- X^

dont la première exprime que M est homogène et de degré — ^
Prenons

M ! . ^ p i — p - AM = -———— 9 '———— î
f /P—Pa \ P — P^/

ou, en posant pl—p2 — jç.,p —• pz
M==——=..y(^).

V P — — P2

En portant cette valeur de M dans Fune quelconque des équations ( s 4o),
on trouvera pour <p l'équation

(i4.3) (^-^)y^(^^^<p'+^0.

Or cette équation est bien connue : c'est celle à laquelle satisfait
l'intégrale

r\ dx^^^^^^^^_^^^^
J, s/(T^^)7ï^^

ou, ce qui est la même chose,

r1___dx
J^ ^î — 'ï) (rzr7y) ,

On aura donc pour M la valeur
,. î r' dx
M == -———— S ——-————————•-•————==rr ^

^^ ./^(^^(^^PLnM< y % ' \ p - p2/
à laquelle on peut donner la forme beaucoup plus élégante

( r r \ M F'1 dx( ï 44 ) , M== l -===^̂
^ V(^"P)(^-~P' ) (^—P--«)

44,
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On aperçoit donc deux solutions pour M y la précédente et celle qu'on
en déduirait en remplaçant la limite pa de Fintégrale par p .

L'examen de ce cas particulier et la forme qu'on peut donner à une
intégrale assez complète du système (i4°)»

M _ F vj {a) da __ ̂
J /(a — ^Y^_^^a — ps) 5

me portent à penser que, dans le cas général, on aura encore des inté-
grales elliptiques; maisy assuré de ne pas obtenir un système algé-
brique, je n'ai pas cherché à compléter la solution,

Le 2 mars 1877.


