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MEMOIRE

SUR LA

THEORIE DES COORDONNEES CURVILIGNES

ET

DES SYSTEMES ORTHOGONAUX,

Psr M. G. DARBOUX,

MAITRE DE CONFERENCES A L’ECGOLE NORMALE.

TROISIEME PARTIE.

§ XII. — Ewtension de la méthode de Lamé aux systémes orthogonaux a
n variables et conséquences nouvelles de cette méthode.

Dans le travail inséré au tome Il de ce Recueil, nous avons étudié
la méthode que Lamé a fait connaitre dans les Legons sur les coordonnées
curvilignes pour la recherche et I'étude des systemes orthogonaux.
Cette méthode nous a conduit & des résultats nouveaux qui ont été
consignés soit dans notre travail primitif, soit dans des Notes insérécs
aux tomes LXVII, LXVIII, LXIX des Compies rendus. Nous nous propo-
sons de reprendre ici cette recherche en I'étendant au cas de n variables
et en étudiant d’'une maniere plus complete les propriétés de chaque
groupe d’équations. Il est yrai que, depuisla publication desrésultatsde
nos premieres ¢tudes au tome LXIX des Comptes rendus, 1'étude des
formes quadratiquesd n différentiellesafaitI’objet de beaux Mémoires de
MM. Lipschitz et Christoffel. Mais nous croyons qu’il y a encore intérét
a étudier par une méthode spéciale la question moins générale des

systemes orthogonaux, d’autant plus que, dans ce cas, on peut em-
35.
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ployer des procédés de caleul qui ne trouvent pas place dans le déve-
loppement de la théorie générale. Nous indiquerons la méthode qui
nous a conduit aux propositions énoncées dans la Note du g aoit 1869,
oll nous avons montré comment, de la connaissance d’un systeme or-
thogonal & n variables, tel que celui des coordonnées elliptiques, on
pouvait déduire celle d’'un nombre illimité de systemes erthogonaux a
trois variables.

Considérons n fonctions py, pa, ..., p, de n variables @, ..., @, for-
n{n—ruj
2

mant un systeme orthogonal, ¢’est-a-dire telles que I’on ait les
équations
(1) 8, pr==o0.

Il suit de la que, si I’on pose

1
2

(2) Hf = T; 2+ ) <‘)Pi\' )

) e (52

\

9 (e () i . 'Y . .
les »* quantités H,-b—%formeront les coefficients d'une substitution or-

thogonale, et si 'on considere les équations

J 0
dpn:£%dxx+...+ d—%dxn, k=1,2,...,n,

ces équations, résolues par rapport a dz,, ..., dz,, nous donneront

, Opa

n 'LT.Z"—; (]Pn-

Az =T 2 o+ B P gy T

De ces formules on déduit les équations bien connues de Lamé

3) L 9Z_ g, Ok,
(3) Hz dpr "oz
Nous poserons

( i L 0% _ g O,
(4) YL O Mo,

Les n® quantités Xj seront les coefficients d’une substitution orthogo-
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~1

~1

nale. On aura
dz} ...+ dey=Hldp}+...+ Hidg,

de; =X H,dp, + X H.dp,+. .. + X H,do.,
X+ 4+ X =1,
XEXA . - XEXE = 0.

Adoptant toutes les notations de Lamé, nous conviendrons de dési-
gner par « 'une quelconque des variables »,, .. ., , et de poser, quand
on la considérera seule,

1 Jdu d
=1, 5.

Les sommes désignées par lalettre S seront obtenues en remplacant
1 successivement par x,, @, ..., £,. Dans le cas de trois variables,
U,, U,, U, sont les cosinus des angles que font les normales aux trois
surfaces avec I’axe des u.

De la formule (3) il résulte que 'opération que nous avons appelée
dy;» et qui est définie par ['équation

30— ov dpi dv Jp;i
4T 0z, 9w, T O 0%
peut s’écrire
S — L(f)v Q”fl_*_ +ﬂg_‘z;"
%" = {7 \ oz, op: " O, op,->’
c¢’est-a-dire
~ 1 0v
(6) %’ = W Op”

Par exemple, si I'on différentie I'équation

o
o?kp/(/ =0,

N () ¥ ()P‘\
0?[; (%) -+ 69k, <?)—I;> == 0,

on aura

ou, en tenant compte de la formule (6),

) ()py) _I___Q__(O_p/f _
(7) EE?)?,,(?E, THE Ope \0u) T
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Cela posé, reprenons la formule qui sert de définition aux U,

8) du=W0,Udp +. ..+ H,U.dp.,

\

et écrivons les conditions d’intégrabilité. On doit avoir

0*u oUr .. OH; oUy oM,
_ —n, Y 9e g, 00 |y, 2ok,
()p,(-d()y H ()p/,.r ()py g ()(JI; B g ()px-

{9l

S R \ . . Opr Opyr
Kcrivons de méme la formule (7); aprés y avoir remplacé 5, - pai

T - 1
i—I}UA" E—,U,«, nous aurons

, oUi . Oy | o oUy . oM,
\10) H],Ea,—UI;IO—PA'-FI'IIH—dfP;-—Ukm’

- bd

et si nous comparons les formules (9) et (ro), nous en déduisons

3 U 1 OHe o x 00 1 OH:
Ur dpw~ Hi 0’ Us Opr  Hu dpw

Ces formules rentrent dans le méme type. Si, au lieu de garder, comme
- Lamé, H;, Hy, nous introduisons les variables auxiliaires

1 oy

' ) e c <
1) B it “ops” Sk,

elles prennent la forme

/ oU;

{12) —()rT/‘II:pM,UI’(, ,;‘><,;"_

Pour donner plus de netteté aux sommes que nous avons a consi-
dérer, nous poserons par définition

o
(3]

. ﬁi[: o,

en sorte que (4 sera défini par la formule (11) si £ est différent de £/,
et par la formule (13)siZ =%

Laformule (12) ne nous donne pas toutes les dérivées desfonctions U.
Nous aurons celle qui nous manque en différentiant par rapport & o4
I'équation

(14) U2 ...+ U =1,
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- Bl‘ Ul'—' ﬁ:’r.U‘.'— ce T @u/rUu-

ce qui nous donne

oU,

(15) Tt

Ainsi les formules (12) et (15) font connaitre toutes les dérivées des
fonctions U,.

Ce point étant obtenu, nous aurons des relations entre les fonctions 5
en exprimant que les différentes valeurs obtenues pour une méme dé-

rivée seconde de Uz sont égales. On aura, par exemple,
02U, ()ﬂ/.y

Dreda = o Ui = BB Ui = 5 Uy -+ B s i

Cette équation devant avoir lieu pour n systémes de valeurs des U, on

en déduit
(16)

P

()PM = p""”f’"”k" lf; ,"><]f”'

~

Cherchons de méme les deux valeurs que I'on peut obtenir pour

02Uy
» ct égalons-les; on trouve
()Ok()pA
OB OBk
U/J -(—|)—la—/: oI —— U/.' UF{J/A/ - ﬁxkle.l." ~- f):l‘ﬁ)uk’ -+, .o ;-D)ul:ﬁuk/ 7

et par suite

DB By
()PPI;I -+ '()%l/ﬁ -+ Hl/.p i @Zl‘ﬁlﬂ I o pnln ﬁu’n’ =0, lf >< If’.

(17)

Les quantités 2 doivent done satisfaire aux deux groupes bien distinc(s
de formules (16), (17). Puis les U seront déterminés par les équa-
tions

%gf == B Un,
24
(18) o
g - T e e o™ Pnk Yn
—JEJ; - ﬁl/{Ul . B I.U

qui seront évidemment compatibles si les équations (16), (17) sont
satisfaites.

Supposons que I’on ait trouvé des fonctions 3 satisfaisant aux équa-
tions (16) et (7). Je dis que 'on pourra toujours en déduire une infi-
nité de systemes orthogonaux. En effet, les conditions d’intégrabilité
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étant satisfaites, le systeme (18) déterminera les fonctions U, et il est
facile de voir avec quel degré de généralité. Les valeurs initiales Seules
de ces fonctions peuvent étre choisies, puisque les équations déter-
minent toutes leurs dérivées premieres.

Oril résulte des équations différentielles (18) que, si I'on a trouvé
deux systémes de solutions U;, V; de ces équations, la fonction

UV +...+ 10V,

demeure constante. Il suffit de prendre une de ses dérivées, d’y substi-

ZS;, ceey %%, déduites de ces équations; on ob-

tiendra un résultat nul. Cette remarque s’applique évidemment au cas
ol les deux systemes coincident. On a done

tuer les valeurs de

UV, + ..+1U,V,=const.,
U? +...-+ U} ==const.

Si donc on a pris les valeurs initiales des fonctions de telle maniere

que I'on ait .
U2+ U2+...+ 0 =1,

UV, +...+ U, V,=o0,

ces relations subsisteront toujours. Il n’y a donc au fond qu’un systeme
de solutions pour les U, ; les autres s’en déduiront par des transforma-
tions linéaires orthogonales & coefficients constants (par un change-
ment d’axes dans le cas de n = 3).

Il n’en est pas de méme pour les équations (r1),

()H’f_’
gk ’

H;Bu =

qui déterminent les H quand les 3 sont connus. A la vérité, ces équa-
tions sont compatibles en vertu des équations (16). Mais elles ne dé-

. , .., OH oo .y

terminent pas les dérivées o_p;’ et, différentiées, elles ne donneront
o'H

pas - Elles admettront donc une solution avec » fonctions arbi-

)p"
traires d'une seule variable indépendante.
Il suit de Ia que, sil’on connait un systeme orthogonal, on pourra
d’abord former les valeurs des fonctions 2 qui satisferont nécessaire-

~
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ment aux équations (16), (17). Si, supposant ensuite ces quantités 2
données, on veut en déduire tous les systemes qui y correspondent,
les U, a la vérité, seront complétement déterminés; ils seront les
mémes que pour le systeme proposé, mais les fonctions H pourront
recevoir de nouvelles valeurs. Celte remarque, que j’ai développée au
tome LVII des Comptes rendus, avait déja été faite, pour le casden=3,
par M. Combescure, dans un Mémoire inséré au tome I'V de ce Recueil
(17 série).

Dans ce cas, I'interprétation géométrique est bien simple : si I'on
considere 'un quelconque des systemes orthogonaux ainsi déduits du
proposé, les normales aux trois surfaces de chaque systeme aux points
correspondants seront paralleles, les surfaces correspondantes auront
une méme représentation sphérique de leurs lignes de courbure.

On le voit, dans notre méthode, la recherche du systeme orthogona.
repose sur trois opérations distinctes : d’abord I'intégration des équa-
tions aux fonctions 3, puis celle du systeme aux fonctions H, enfin celle
du systeme qui détermine les U. Cela fait, 'intégration des expressions

du=MH,U.dp,+...+ B, U,dp,

donnera les fonctions x,, ..., @,, el la solution du probleme sera
achevée.

Il importe de remarquer que I’on pourrait, dans le systeme aux fonc-
tions (3, remplacer ces fonctions par les expressions en Hy, qui leur
servent de définition. Il est facile de voir qu’alors Ies deux équations

B
()Pk”

= Bu B, %'%; == Bankr Barrk
donnerzient une seule équation pour les fonctions H.

Il y a trés-souvent avantage a former les équations aux dérivées par-
tielles auxquelles doivent satisfaire les fonctions x,, .., x, Ilsuffit,
pour les obtenir, de substituer, dans les équations (18), aux 8 et U,
leurs expressions, ce qui donne

w1 OBy ou 5 oWy ou_
Jpr Opw Hy Opw Opr  Hu Odpr dpw o
10w v OHy du  fudw  Pu 0w Pu Ou_
Hi opt  Hi Opx dpr = H, 0p, * H. dps T Ha dps :

Ann. de I’Ec. Normale. 2¢ Série. Tome VII.— Aovr 1878. 36

(r9)
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Mentionnons encore I'équation

! ()u“_l_‘ - i <i¥>2—1
i (o) =+ iz () =7

qui pourra servir a trouver u.

§ XII. — Premz'e‘re. application & un exemple simple de la methode
précédente.

Pour montrer, au moins par un exemple, la marche des calculs, trai-
tons le cas ot I'on veut que toutes les quantités H; soient égales, et
posons

on aura

, 1 \
{20) dxf—k—...—i—dx;:%—u(dpf~{—...—i~dp,§).

On connait déja une solution de cette équation, celle qqui est fondée
sur les formules généralisées de la transformation par rayons vecteurs
réciproques. Nous allons montrer qu’il n’y en a pas d’autre.

On aura 1ci
P Oh
P h ()p/"

et les équations (16) nous donneront

()p;- dpu 7

ce qui exige que /& soit de la forme

/L::r,+ Py .. == Iy,

la fonction r; dépendant de la seule variable p,. En substituant les va-
leurs des f3 dans le groupe (17), on trouve

(21] h <£)i/l _.M—’V_ﬁ>‘_<i)‘/v,>z—+_- { (()/z \
/ ek ' dei) — \ o el 55') R
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Le second membre étant toujours le-méme, il faut donc que toutes les

(e 0th . , .
dérivées — soient égales, ce qui donne
Op ©

14 14 ”
ry=r, =L = =24,

@ ne pouvant étre qu'une constante, et par suite on aura

(22) h=a(p} +p}~+...+p)+2aip +. ..+ 2d,0.+ D.

Vil

En exprimant que la relation (21) est satisfaite, on obtient
al4...+ar=ab,

unique relation a laquelle doivent satisfaire les constantes a, b, a,.

Examinons d’abord le cas ol toutes les constanfes sont nulles,
sauf b, que I'on prendra égal & P'unité. Alors toutes les fonctions f3
sont nulles. Les quantités U sont constantes, et 'on voit que la solution
la plus générale de I'équation

dz® +...+dx, :_dp’;’ oo+ dp}

s’obtient en prenant pour les «; des fonctions linéaires des p;.

I suit de Ia que, si deux systemes orthogonaux donnent la méme

expression pour

dx? ...+ dz?,
ils ne different pas essenticllement, et 'on passe de 'un & l'autre par
une substitution orthogonale & coefficients constants, ou, pour le cas
de » =3, par un changement d’axes coordonnés.

Cette remarque peut des & présent recevoir son application, et nous
dispense des calculs relatifs & 'expression la plus générale de A. Nous
savons que, dans ce cas, on a une solution de 1'équation (20) ou I'on a
substitué la valeur de 2,

h=a(p? -+ p2 ...+ p2) - 2aip ... 2a.p. + b,
en prenant
a a
——Pl"k‘?“‘ x—{:’u'l—'&"‘
L == /L ) veay n— /l

On aura donc la solution la plus générale en effectuant une substitu-
tion linéaire orthogonale que nous pouvons négliger. En particulier,

dans le cas de n =3, on aura la solution la plus générale de I'équa-
36.






