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LE SPECTRE RESIDUEL DE GL ()

Par C. MEGLIN ket J.-L. WALDSPURGER

Introduction

Soient k un corps global, A son anneau d’adéles, G=GL(N), £ un caractére unitaire
de A*/k*, L2=L?*(G(k)\G(A), &) lespace des fonctions sur G (k)\G(A) se trans-
formant sous le centre Zg(A) selon & et de carré intégrable modulo le centre. Soit L2 la
partie discréte de L?, i.e. la somme des sous-G (A)-modules irréductibles. On se propose
de décrire cet espace. Considérons I’ensemble des couples (M, V) suivants:

M=GL (N,) x ... xGL (N,,) est un sous-groupe de Lévi standard de G.
V=V, ®...®YV, est un sous-espace irréductible de ’espace des
formes automorphes cuspidales sur M (k)\M (A).

Notons p la représentation de M (A) dans V. On suppose que p est unitaire et que la
restriction a Zg(A) de son caractére central est & On définit entre ces couples une
relation d’équivalence. Soient (M, V) comme ci-dessus, (M’, V') un autre couple. On dit
que ces couples sont équivalents s’il existe s=(sy,...,s,)€C™ tel que (M’,V’) soit
conjugué a (M, V[s]), ou V[s]=V,[5;]®...®V,[s,] et V;[s;] désigne I'espace des fonc-
tions ¢ |det|* pour @€V, Notons X I'ensemble des classes d’équivalence. Pour yeX,
Langlands a défini le sous-espace Lf de L2. 1l est formé des fonctions dont le support
cuspidal est formé de couples (M, V) ey ([L], p- 95, [A, 1], lemme 6). On a les décomposi-
tions suivantes:

L’=@ L2, Li=@ L2NLZ

xeX xeX

Notons X° I’ensemble des yeX tels qu’il existe un couple (M, V)ey tel quavec les
notations ci-dessus, on ait N,=...=N,, V,=...=V,. Soit xeX°. Si k est un corps
de nombres, la condition de transformation sous le centre impose qu’il n’y ait dans ¥
qu’un seul couple vérifiant ces conditions. Si k est un corps de fonctions, la situation est
plus compliquée, il y a en général plusieurs couples (cf. IV). En tout cas il n’y en a
qu'un nombre fini. Dans les deux cas on note C(y) I'ensemble de ces couples. Soit
(M, V)eC(yx). Pour seC™, notons I(V,s) la représentation induite de G(A) (cf. 1.1 ci-
dessous). Pour s=((m—1)/2,...,(1—m)/2), la représentation I(V,s) admet un unique
quotient irréductible, noté¢ J(V) (¢f. I.11). On montre que cette représentation J(V)
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606 C. MEGLIN ET J.-L. WALDSPURGER

intervient dans L2 N L7 (cf. [JS, 1]). Dans ce travail, on montre le théoréme suivant:

THEOREME. — Soit yeX. Alors on a:

(i) si x¢X% L7 NLi={0}; |

(i) si xeXO®, L2 N L] est isomorphe a la somme directe des J(V) pour (M, V) parcourant
C)-

Si k est un corps de nombres et xeX® LN L7 est donc irréductible. Ce résultat a
été conjecturé par Jacquet [J] et démontré par lui dans un cas particulier.

Nous obtenons ce résultat comme corollaire de la décomposition spectrale de L? que
nous calculons en suivant de prés la méthode de Langlands (c¢f. II). Il est connu que
pour pouvoir appliquer la méthode de Langlands il faut savoir calculer les poles des
opérateurs d’entrelacements le long de certains chemins. Dans le cas de GL(N) la
situation est assez favorable puisque I'on sait, grace aux travaux de Jacquet, Piateski-
Shapiro, Shalika et Shahidi, normaliser les opérateurs d’entrelacements. Ainsi ces opéra-
teurs se représentent comme produit d’un facteur de nature globale (produit de fonctions
L de paires et de facteurs €) et d’'un opérateur de nature locale (produit d’opérateurs
d’entrelacements normalisés locaux). Le calcul fait pour GL(4) dans ([L], appendice 3)
montre que sur les chemins que ’on doit suivre la bande critique ne doit pas créer de
difficulté (cf. premicre ligne de la page 307 de [L]). Cest 'assertion la plus facile a
vérifier. Ainsi seuls les poles de L(s, mx ") vont intervenir pour le facteur global. Si s
est réel, n, ©’ cuspidales unitaires, les poles éventuels sont pour s=0 ou 1. On constate
que le point s=0, non seulement ne crée pas de pole pour les séries d’Eisenstein, mais
au contraire crée des zéros [comme on le voit facilement dans le cas de GL(2)]. Ces
zéros permettent de compenser d’autres singularités, ce qui est essentiel dans la démonstra-
tion. Cela a été remarqué par Langlands pour GL(4) [c¢f. [L], p. 310, (c)] et utilisé¢ par
Jacquet [J]. Ce résultat s’explique en partie par le fait que les R-groupes pour GL(N)
sont triviaux (cf. III.2). Il reste a régler le sort des péles d’ordre local provenant des
opérateurs d’entrelacements normalisés. Notre démonstration est particuliecre 8 GL(N)
alors que le résultat nous semble devoir étre plus général. Le résultat dont nous avons
besoin, pour montrer que ces poles n’interviennent pas est I.8 réécrit en I.11 sous la
forme adéquate.

Ce travail fait partie d’un projet que nous réalisons avec J.-P. Labesse et P. Perrin
visant & comprendre [L]. Nous les remercions de leur collaboration. Nous remercions
aussi A. Bouaziz pour ses remarques concernant le cas archimédien.

1 A. Poles des opérateurs d’entrelacement locaux

I.1. DEFINITIONS, GENERALITES. — Soient F un corps local, G=GL(N,F),
M=GL(N,,F)x...xGL(N,,F) un sous-groupe de Lévi standard de G,
T=m,®...®n, une représentation admissible irréductible de M. Pour
s=(Sg, .. .,8,)€C™ on pose:

n[s]:=n[5]®. .. n,[s,]
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LE SPECTRE RESIDUEL DE GL (n) 607

ou pour i=1,...,m, m[s] est la représentation g —|det(g)[%n;(g) de GL(N, F). Soit
&,, le groupe des permutations de {1,...,m}. Pour c€&,, on définit cM, on et o5,
pour se C™. Par exemple:

oM=GL(N,-1,)x ... xGL(N,-1,).

On note m, X ... xm,, ou I(n), la représentation IndSn de G, ou il s’agit de I'induite
normalisée, et ou P est le sous-groupe parabolique de G, de Lévi M, contenant le groupe
des matrices triangulaires supérieures. On pose:

I(m, s):=1(n[s]).

Fixons un caractére | de F, continu, non trivial, et munissons F de la mesure de Haar
autoduale pour Y. Pour ce&,, on définit alors un opérateur d’entrelacement non
normalisé, dépendant méromorphiquement d’une variable se C™:

M(o,m,8): milsdx ... XTplspl > o=ty [se-1 4] % ..o XTg-1p[S5-1 -
Posons:
inv(o):={(i,j); 1Si<jS<m,ci>oj}
et:
r(o,ms)i= []  L(s;—s,mxm) (L(L+s—s,mx 1) e(s;—s, mx 1, ¥) L

(i, j) € inv (6)

Dans cette formule, si F est non archimédien, les facteurs L et € sont ceux définis
dans [JPSS] (voir aussi [Sh 1]) alors que si F est archimédien, ce sont ceux définis a I’aide
de la paramétrisation de Langlands en terme de représentations du groupe de Weil (cf.
[Sh3]). En outre Ej désigne la représentation contragrédiente de m;. On définit des
opérateurs d’entrelacement normalisés par:

N(o,n,s):=r(o,n,5) ! M(o,n,s).

Toutes ces fonctions de s sont invariantes par translations par le sous-espace diagonal
de C™ Nous utiliserons les propriétés suivantes de ces opérateurs:

(1) pour o, 0’eS,, on a ’égalité:
N(o’,on,065)N(o,n,5)=N(0’ 0,7, s);

(2) supposons m; tempérée pour tout i=1,...,m et Re(s;—s)=0 pour tous
(i,j))einv (o). Alors N (o, , ) est holomorphe au point s et N(o, &, s) #0;

(3) supposons m; unitaire pour tout i=1,...,m et Re(s;—s)=0 pour tous
@i,j)einv (o). Alors N(o,n, ®) est holomorphe au point s, et N(o,n,s) est un isomor-
phisme;

(4) Tadjoint de (o, 7, s) est N(c™ L, pit, —o's).
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608 C. MEGLIN ET J.-L. WALDSPURGER

Cf. ([Sh1], th.3.1, [Sh2], th. 5.1, [A,2], th.2.1) pour (1) et la premiére assertion de
(3). Les induites de représentations unitaires sont irréductibles ([B], 0.2 et [V 3]) ce qui
implique la seconde assertion de (3). Le (4) est immédiat. Le (2) résulte de ([B-W], p. 332)
quand on impose Re(s;—s;) >0 pour tous 1<i<j<m. Démontrons le cas général. On
peut décomposer N (o, 7, ®) en produit d’opérateurs associés a des symeétries élémentaires.
Chacun de ces opérateurs est justiciable soit de (3), soit de la partie déja démontrée de
(2). Cela implique ’holomorphie de N (o, n,®) en s. Soient w I’élément de plus grande
longueur de &,, t un élément de S, tel que Re((t™'s);—(t7's))=0 pour tous
1<i<jSm, et vi=wt ol On a Iégalité

Nw,t 'n,t 1s)=N(v,om, 65 N(o,m,s) N(t,7 'm, 17 15).

Chacun de ces opérateurs est défini (i.e. holomorphe au point s) car il vérifie les
hypothéses de (2): pour N (1,1~ ! =, v !5s) c’est 'hypothése sur 1~ !s, pour N(o,x, s) C’est

I’hypothése de départ, pour N(v, on, o s), comme les longueurs de v et ot s’ajoutent et

que os=ot(t 's), cela résulte de I’hypothése sur t~'s. Pour montrer que

N(o, w, 5) #0, il suffit de montrer que N(w,t 'm, 1~ '5)#0, i.e. on est ramené au cas
ou s vérifie Re(s;—s;) =0 pour tous 1<i<j<m, et c=w.
i—1
Introduisons la partition m=p, +. . . +p, telle que, en posant p;:=0, p;:= ). p,, pour
k=1

1<i<(m+1), Re(s) soit constant sur chaque intervalle p;+1,...,p;,;, mais
Res;>Res; ., pour i:=p;.

Posons:
IO;:=... xm[Im(s)]x ...,
pour py+1=<i<p;,, et
In:=1; ®. . . @II,.

Notons zeC" Iélément tel que z,=Re(s;) pour p;+1=Zi<p;,,, w I'élément de plus
grande longueur de S,, w I’élément de S, qui préserve les intervalles et inverse I'ordre
dans chacun d’eux, i. e. tel que:

WP +))=pres+1—j

pour 1 £j<p,.

Identifions &, au sous-groupe de &, qui permute les intervalles. On a alors les égalités
(I =I(m),

N(w,ILz)=N(W,r,s),
d’ou :
N(w, 7, s)=N(w,w n, w s)N(w’, I, 2).
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LE SPECTRE RESIDUEL DE GL (n) 609

Chaque II, est tempéré, donc N(w',II,z)#0 comme on I'a dé&a dit. D’aprés (2),
Popérateur N (w, w’m, w’'s) est un isomorphisme. Donc N (w, 7, s)#0 ce qui achéve la
démonstration.

I.2. Sous-QUOTIENT DE LANGLANDs. — Soient 8., . . . 8, des représentations de la série
discréte (unitaire) de GL(N, F),...,GL(N,, F). Pour seC’, on peut définir le sous-
quotient de Langlands

L:=L(8[s4}, --.,8,[5))-

Cest une représentation irréductible de GL(N,F), ot N:=N,+...+N,, qui, par
définition, est invariante par permutation de I'ensemble d’indices {1,...,r} et qui
posséde les propriétés suivantes:

(1) si Re(s))=...=Re(s), L est l'unique quotient irréductible de Iinduite
8, [s1]% ... x8,[s,]; cest son image par I'opérateur N (w, 8, s), ou w est I’élément de plus
grande longueur de S,, et : =9, ®...® J,;

(2) si Re(s;)<...=Re(s,), L est I'unique sous-module irréductible de cette induite;

(3) en tout cas L intervient dans cette induite avec multiplicité un (en tant que sous-
quotient);

(4 L=L;[-s,) ..., 8,[—s,).

Le (4) est immeédiat. Quand les inégalités sont strictes, (1) et (2) résultent de ([B-W],
p- 332). Le cas général s’en déduit par le méme argument de regroupement qu'en I. 1. Le
(3) résulte de méme de ([Si], th. 4.4.1) dans le cas non archimédien et de la paramétrisa-
tion de Langlands dans le cas archimédien (cf. par exemple [V 1]).

On considére la situation de 1.1 pour m:=2. Dans ce cas, ici et dans la suite, on note
o I’élément non trivial de S,.

(5) Remarque. — Par définition, si L est comme ci-dessus, si T est une représentation
irréductible de GL(N', F), et te C?, on a Pégalité:

r(o,L@®m, )= ]:'[ r(o, §;[s] ® =, t).
i=1

Cela justifie la commutativité des différents diagrammes qui seront utilisés dans la suite.

Soient §,,...,8,, 8;,...,5,, des représentations de la série discréte, veR’", v'eR".
On suppose que I'on a:

=~
\Y
\%
e
=
Y
v
<

N

Posons:
n:=L(8;[v], ..., V], ' :=L(37[v4], . ..,0. VD), I:=n®n'.
LEMME. — Soit s:=(s,s") e C2. Supposons que I'on a:

v,+Re(s)=v] +Re(s).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



610 C. MEGLIN ET J.-L. WALDSPURGER

Alors on a:
(i) N(o,I1, ®) est holomorphe en s et N (o, 11, 5) #0;
(ii) N (o, oIl, @) est holomorphe en o s si et seulement si n[s] x 1’ [s"] est irréductible;
(iii) si N(o, oll, @) est holomorphe en o5, on a N (o, oI, o s) #0.
Posons R =r+r’, notons t I’¢lément suivant de Sg:

. (1,...,nr+l .., R)—(@,...,LR,...,r+1)
et w ’élément de plus grande longueur de G. Pour t=(t, t') € C%, posons
A=+t ..., v+ Vi+HE, o v+
Posons aussi : §=906; ®...® &... Le diagramme suivant est commutatif :
S [vi+tlx ... x0.[v.+1]

N(T,ﬁ,l(_t))/ \ N (w, 8,1 (1)

r([fxn'[t] — n'[¢]xn[t].
N(o, IL 1)

La fléche de gauche est en fait indépendante de ¢ et est surjective d’aprés (1). Alors (i)
résulte, grace a I’hypothése, des propriétés de N (w, 8, (1)) (I.1(2)). On voit aussi que
I'image de N(o, I, 5) est

L=L(8,[v,+5}...,5 V. +5])

[d’aprés (1)]. Si N (o, oIl, @) est holomorphe en o s, alors N (o, I, 5) est un isomorphisme

[ef. 1.1(1)] et

n[s] x ' [s)~n"[s]x [s]~L

est irréductible. D’ou I'implication = de (ii). De plus N (o, oIl, o' s) est aussi un isomor-
phisme d’ou (iii). Inversement si 7t [s] x n” [s'] est irréductible, N (o, I, s) est un isomorphisme
et I'inverse de N (o, II, ®) est holomorphe en s. Or cet inverse est N (o, oIl, ce). D’ou

(i)

I. 3. PARAMETRE D'UNE SERIE DISCRETE. — Soit 8 une série discréte de GL (N, F). Suppo-
sons d’abord que F soit non archimédien; alors on sait ([Z],9.3) qu’il existe un demi-
entier, noté ¢, tel que 2t+1 divise N et une représentation cuspidale (unitaire), notée p
tels que 'on ait:

& est 'unique sous-module de l'induite p[t] xp[t—1] % ... x p[—1].

On dira que ¢ est le paramétre de 9.
Supposons, maintenant, que F soit archimédien; alors:

e si N#1, on a F=R; on note r le paramétre d’Harish-Chandra de & et t=1/2r, on
dit que t est le paramétre de 8.
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LE SPECTRE RESIDUEL DE GL (n) 611

e si N=1, & est un caractére unitaire. Si F=R, & s’écrit sous la forme: x;—->|x|‘“
signe (x)%, alors que si F=C, & s’écrit sous la forme: z+ (22)(z/z)%, avec acR, £=0 ou
1si F=Retee(1/2)Z si F=C. On note t:=0si F=R et t:=¢ si F=C. On dit encore
que t est le paramétre de 8.

1.4. ENTRELACEMENT DE DEUX SERIES DISCRETES.

LEMME. — Soient 8, & des séries discrétes dont on note t et t' les paramétres. On
pose 8:=38® 8. Et on définit, pour s:=(s,s")€ C* 'opérateur d entrelacement normalisé :
N(o,3,s) (cf. 1.2). Alors on a:

(i) Supposons que F soit non archimédien. Fixons des représentations cuspidales, notées
p et p’ comme en 1.3. L’ensemble des poles de I'opérateur N (o, d, ®) est I'ensemble des
seC? tels que I'élément s,:=s—s’ associé vérifie:

(@) p~p’[Im(so)];

(b) Re(sp)=t+t'mod Z, et —(1+t+1)<Re(se)<—|t—1'].

Ces péles sont simples.

(ii) Supposons que F soit archimédien. Alors N (o, d, ®) est holomorphe en s si 'on a:
Re(s—s)—(t+t)¢Z.
(i) On reprend les notations de I’énoncé. Pour seC, on a, d’aprés ([JPSS], th.8.2):

L(s,83x8)=T]L(s+j,pxp),
ou j parcourt les demi-entiers tels que: |t —t'|<j<t+t,j=t+¢ mod Z.
On obtient:

(1) 7(0',§,_S_)=L(S0+lt—t, ,px5/)L(1+s0+t+t’,pxﬁ’)-le(so,SxS',\ll)_l.

En supposant t=t’, on voit aussi que le diagramme ci-dessous est commutatif & un
scalaire prés provenant des facteurs &, qui importe peu:

N (o, 3, 5)

S[s] x &' [s] —_— & [ri’]xé[s]
Slslxp'[t/+s1x ... xp' [—t'+8] - p'[t'+s]x...xp [—t' +5]xd[s]

ou la fléche du bas est un opérateur d’entrelacement normalisé que I’on n’explicite pas.

Si s est un péle, on a Resy,<0 d’aprés I.1(2). Supposons que I'on a: Resy,<0. On
peut appliquer le lemme 1.2 a o 8. D’apreés (ii), s est un pole si et seulement si 8 [s] x 8" [s']
est réductible. D’aprés [Z], th.9.7 (a) (voir aussi [R], prop. 13), la représentation,
8 [s] x 8’ [s'] est réductible si et seulement si la condition (a) de ’énoncé et la condition (b")
suivante sont vérifiées:

(b’) les segments [—t+Re(sy), ..., t+Re(sy)] et [—¢t,...,t] sont liés au sens de
Zélévinski. Rappelons que Zélévinski appelle segment un ensemble de nombres réels de
la forme A=[a, a+1,...,b—1,b]; il dit que deux segments A, et A, sont liés si A; et
A, est encore un segment et si A; ¢ A, et A, ¢ A,.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE



612 C. MEGLIN ET J.-L. WALDSPURGER

Mais (b’) est équivalent a (b). Il reste & montrer que les pdles sont simples. D’aprés
(a), et quitte a tordre p’, on peut supposer que 'on a: p~p’, et ne considérer que les s,
réels. Supposons que I’on ait ¢t =¢" (un raisonnement analogue s’applique aussi pour ¢’ >1t).
Dans le diagramme ci-dessus, la fléche du bas se décompose en produit, pour j=t"mod Z,
t'>j= —t’, d’opérateurs élémentaires:

N(o,8® p’[j], 5).

D’aprés ce que I'on vient de démontrer, celui-ci n’a de pdle réel qu’en so=j—t—1. Ils
sont donc distincts et le diagramme nous raméne a démontrer qu’ils sont simples. La
formule (1) montre qu’il suffit de démontrer que I’opérateur non normalisé :

M(c,8Q® p’[jl, 9)

n’a pas de pole en so=j—t—1.
On a de nouveau un diagramme commutatif :

’To’ * M(a, 8, 9) /' T/ .
d[s]x p"[s" +j] — p'[s /1% 3[s]

pls+tlx ... xp[—t+s]xp'[i+s] — pj+sIxplt+s]x...xp[—t+5s]

ou les fléches horizontales sont des opérateurs d’entrelacement non normalisés. La fléche
du bas se décompose en produit, pour k=t mod Z, —t <k <t, d’opérateurs élémentaires:

M (o, p[k]1 ® p’[j], 5).

D’aprés ([O], th. 1.f) un tel opérateur n’a de pole réel qu'en s,=j—k. Leur produit
n’a donc pas de poles en s=j—t—1, et d’aprés le diagramme ci-dessus, M (o, d ® p’[j], 5)
non plus, ce qui achéve la démonstration.

(ii) Dans le cas ou F est archimédien, on cherche un résultat beaucoup moins précis
que I'on obtient de la fagon suivante: on plonge les séries discrétes dans les séries
principales non unitaires; on décompose I'opérateur d’entrelacement en opérateurs d’en-
trelacements élémentaires et on applique ([O], 5. 1) qui calcule les singularités des opéra-
teurs d’entrelacements non normalisés pour les induites de caractéres, mais il faut faire
attention aux facteurs de normalisations (on fera un calcul précis de ces facteurs en 1. 7).

I.5. MopuLes DE SPEH. — Soit & une série discréte de GL(N, F) et soit a, beR tels
que l'on ait: b—aeN. On dit que [a,b]:={a+t, ou 0<t<b—a} est un segment. On
note J(3, a, b) le quotient irréductible de 'induite d[b] x . .. x 3[a]. Alors on a:

(1) J(,a,b) [(—(a+b))/2] est une représentation unitaire. (Elle a été introduite par
Speh, cf. [S].)

LEMME. — Soient 8, & des séries discrétes, [a, b), [a’, b’] des segments.

(i) On suppose que I'on a: ((a+b))/2=((a’+b"))/2; alors J(8,a,b)xJ(&,a’,b’) admet
un unique quotient irréductible. Ce quotient est isomorphe a:

L(S[a],...,8[b), 8 [a],...,0 [b].
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De méme J(&',a’,b")xJ (9, a,b) admet un unique sous-module irréductible. Ce module
est isomorphe a la méme représentation :

L(8[al, . ..,5[b),&[al, ..., [b].

(i) m:=J(3,a,b)xJ (', a’, b’) est irréductible si et seulement si les opérateurs d’entrelace-
ment normalisés N(o,n,s) et N(o, on, os) (notations de 1.2), sont définis en s=(0, 0).
Dans ce cas, on a:

n~L(3[a], ...,8[b], %], ...,& ).

(iii) Soit t, t' les paramétres de &, &'; si 'on a b—b' +t—t'¢Z alors les conditions
équivalentes de (ii) sont satisfaites.

On appelle module standard dominant J (8, a, b) xJ (&', @’, b’), une induite de la forme
8, [z,]x ... x38,[z] avec les propriétés suivantes:

— r=b—a+b —a' +2;
— il existe un élément, noté w, de S, tel que 'on ait:

(8,[2), ..., 8,[z]}=w.{8[b), ..., 8L & ...,5 W]},
{z4,...,2,}=w.{b,...,ab,...,d},

Rez, =, ..., =2Rez,.

On fixe un module standard dominant J (8, a, b) x J (&', a’, b’), noté C*, d’ou r et we S,.
On pose

N=9%®...,8[dR[P]®...R[a]
On identifie un élément s=(s, s") de C? a I'élément de C” suivant:
G¢s....88,...,8)
ou s, resp. §’, est pris b—a+1, resp. b’ —a’+ 1, fois. On pose:
C* (s)=1(wII, ws).
On a les opérateurs d’entrelacements normalisés suivants:

w 1, w.II,w.s
CtHis) Y s bS] x ... xB[a+s] XS [ +5]% ... x& @ +5]
lN(wo,l'I,g)
Sla+s]x...x8[b+s]x&[@+s]x...x8[b +5]
ou w, est la permutation évidente. On a évidemment:
Im N (wo, I, s)=J (8, a, b) [s] x J (&, a’, b") [s'].
On suppose d’abord que I'on a:

(1) b—b+t—t'¢Z.
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On vérifie, alors, grace a 1.4, que N(w™!, w.TI, w.s) est un isomorphisme en s=(0, 0).
Ainsi, on a:

) 3(3,a,b)xJ (¥, a, b')

est un quotient de C*. Il admet donc, comme C* un unique quotient irréductible qui
estisomorphea:L(8[al, ..., 8[b],d[a’],...,8[b)).

En dualisant ce résultat, on voit que J(8’,a’,b") xJ(3,a,b) admet un unique sous-
module irréductible qui est isomorphe a la méme représentation.

En échangeant les roles de J (8, a, b) et J (&', a’, b’) on obtient un résultat analogue pour
J(3,a',b)xJ(3,a,b).

En spécialisant en s=0, on a le diagramme commutatif suivant:

C*> J(8,a,b) xI(&,a,b)
N i) T
J(¥,a,b)x J(8,a,b)

ou toutes les fléches sont des opérateurs d’entrelacement normalisés (cf. 1.2, remarque).
Ainsi N(o,I1, s) et N(o, oll, os) sont définis en s=(0,0). On obtient I'irréductibilité de
J(8,a,b)xJ(8,a’,b’) grace a (2) et ligne suivante.

On vient de prouver (iii) et la totalité du lemme si b—b"+t—t" ¢ Z.

Supposons maintenant que ’on ait: b—b’+t—t"€Z. Cela entraine, en particulier, que
l'ona: b—b'€l/2Z. D’ou: (a+b)/2—(a’+b")/2€1/2 Z (rappelons que b—a, b’—a’eN).
Prouvons (i), par récurrence sur (a+b)/2—(a’ +b")/2.

Dans le cas ou (a+b)/2—(a’+b")/2 est nul, on sait que I'induite J (3, a, b) x J (&', a’, b")
est irréductible grace a (1) et (([B], 8.2 (a)) et ([V], 17. 6 et subséquent)). D’ou, a fortiori,
(i) et la surjectivité de 'opérateur d’entrelacement normalisé (cf. ci-dessus):

C*>J(8,a,b)xJ(¥,a,b).

Supposons, maintenant, que 'on a: (a+b)/2—(a’+b")/2>0 (i.e.=1/2). On a donc
soit: b>b’ soit a>a’. Supposons que I’on ait: b>b’, lautre cas est analogue. Alors C*
sécrit sous la forme J[p]xC'", ou C'* est un module standard dominant
J(®,a,b—1)xJ (&, a,b), [J(B, a,b—1) est la représentation triviale si a=b (cas trivial)].
Par récurrence pour la premiére fléche, on vérifie que les opérateurs d’entrelacement
normalisés écrits ci-dessous, sont surjectifs:

C*~8[b]xC'* > 8[b]xT(8,a,b—1)x I (¥, a,b') > J(8,a,b)x J(&, d, b).

D’ou, la premiére partie de (i), la seconde se prouve de la méme fagon, ou plus
rapidement en passant aux contragrédientes.
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(ii) Par symétrie, on fait la méme hypothése qu’en (i) et on garde les mémes notations.
On a alors le diagramme commutatif suivant pour tout s:

C*(s) o~ S[b+s]x...x¥[a'+5]
\ S

J(3,a,b)[s] x J(¥,a’,b")[s']
LRe
J(®,a,b)[s] x J(3,a,b)[s]

&[a+s]x...xd[b+s]

On note R (s), le composé de toutes ces fleches. On sait que R (s) est un opérateur
d’entrelacement normalisé (cf. 1.2 remarque), défini en s=(0,0), méme démonstration
que 1.2, lemme. La surjectivit¢ de T(s) déja prouvée, en s=(0,0) entraine alors que
N(s) est défini en s=(0,0). Ainsi, si J(3,a,b)xJ(&,a’,b’) est irréductible, N(s) est un
isomorphisme en s=(0,0) et 'opérateur d’entrelacement inverse est donc aussi holomor-
phe en ce point. Réciproquement si les deux opérateurs d’entrelacement sont définis en
s=(0, 0), il résulte de (i), déja prouvé que 'on a:

L(3[a],...,0[b],8[aT,...,d[bT]) estfacteurdirectdans]J (9, a, b) xJ (8’,a’,b’).

Utilisant (2), on obtient alors:

L(3[al,...,8[bl,...,8[a),...,8[b)~J(5,ab)xI(¥,a,b).

Cela termine la preuve.

I.6. ENTRELACEMENTS DE 2 MODULES DE SPEH TORDUS. — Le cas non archimédien. —
Ici, on suppose que F est non archimédien. On conserve les notations de I. 5.

I.6.1. Soient 8, & des séries discrétes, p, p’ des représentations cuspidales comme en
I.3 ett, t’ les paramétres de 3, &’; on suppose que p=p’. Soit aussi aeR tel que I'on ait:
ast+t'modZ, —(1+t+t)<Za<— | t—t | Notons D, resp. d, 'unique sous-module
irréductible de:

pltIxp[t'—1]%x ... xp[—t+4d]

plt+alx ... xp[—t], resp.

(pour a= —(1+t+t"), le segment [—t’, t +a] est vide, auquel cas il faut supprimer d dans
I’énoncé ci-dessous).

Rappelons que Zélévinski a classifié les représentations irréductibles des groupes linéai-
res ([Z], th. 6.1). En particulier & une représentation cuspidale p disons de GL (n, F) et a
un ensemble de segments A, ..., A, on associe une certaine représentation irréductible
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de GL(N, F), ou:

N=n((A)+...+I1(A)),

I(A;) désignant la longueur de A; en un sens évident.

LEMME. — Sous ces hypothéses, 8’ x d[a] est de longueur 2. Cette représentation posséde
un unique quotient irréductible, noté L, paramétrisé dans la classification de Zélévinski par
la représentation cuspidale p et les segments:

[i] pour —t+a<i<—t'—2 etpour t+a+2=ZiZt,

[i,i+1] pour —t'—1=Zi<t+a.

La représentation &' x 6 [a] admet D x d comme unique sous-module irréductible. L’image de
Popérateur N (o, 8 x d[a), 0) est le sous-quotient de Langlands, noté L. L’image de I'opéra-
teur suivant:

lim soN(o, d[a] x ", 5)

so—>0

est D xd.

Il résulte de ([Z], th. 9.7) que D x d est irréductible et du lemme I.4 que les opérateurs
ci-dessus sont bien définis.

Considérons d’abord le cas particulier a= —(1+t+t’). Le support des représentations
pouvant intervenir dans o x 3 [a] est alors ’ensemble des représentations cuspidales p [i],
pour —1—t'—2t<iZt (cf. [Z], prop. 1. 10, pour la définition du support d’une représen-
tation), chaque représentation n’intervenant qu’une fois. Zélévinski a introduit une involu-
tion mi—n' dans le groupe de Grothendieck des représentations de longueur finie. On
sait que si m est irréductible de support sans multiplicité, alors =* est irréductible ([Z],
9.15). Pour démontrer que &’ x 8 [a] est de longueur 2, il suffit de montrer que 8 x § [a]*
est de longueur 2. Or &”, resp. 6[a]', sont classifiées par la représentation cuspidale p et
les segments [—t’,t], resp. [—t+a,t+a). L’assertion résulte alors de [Z], 7.1. Par
construction & x 8[a] est un sous-module de I'induite p[t'] X ... x p[—t+a] [rappelons
que l'on suppose a= —(1+t+t)]. Comme D est 'unique sous-module irréductible de
cette induite, c’est aussi I'unique sous-module irréductible de 8’ x d[a]. Comme &’ x J[a]
est de longueur 2, elle admet un unique quotient irréductible dont on trouve la paramétri-
sation en en calculant le module de Jacquet et en appliquant [Z], 6. 9.

Considérons le cas général, supposons que I'on a: t=t" (une démonstration analogue
s’applique pour t’' = t). Posons pour simplifier:

N(s):=N(o,8[a] x &, 5).
Introduisons 'unique sous-représentation irréductible & de:
pltlx...xplt+a+1]
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On a une injection naturelle:
& s dxd
Posons:
8 :=8[a®3®d, s:=(s5,5),
introduisons les éléments de S;:
0,53:(1,2,3) > (1,3,2)
0y,2:(1,2,3) > (2,1,3).

On constate que le diagramme suivant est commutatif : (¢f. début de la preuve de 1.4)
Sla+s]x 8 [s] By & [s] x 0[a+s]
1 1

8la+s]xS[]x d[s] =5[] x d[s] x 5 [a+5],

ou A(s):=N(0,,3,01,,8",04,,5")°N(06y,,,8",5").

D’aprés ([R], proposition 13), 3[a] x d est irréductible, donc N(o, 3,0, ,8”,0,, ,57)
est holomorphe en 0 [Lemme 1.2 (ii)] et N(o,, 3,04, ,87,0,, ,5”) est un isomorphisme
en 0. L’opérateur N(o, ,,8”,5”) se déduit de N(o, 8[a] ® 8, 5). D’aprés le lemme 1.4, il
a un pole simple en s=0. Donc A (s) aussi. Posons:

B:= lim s,N(0,8[a] ®d,5),

so—>0

A:= lim syA(s),
so— 0

N:= lim s, N(5).
so—~> 0

On a B#0 et B n’est pas un isomorphisme car:
N(o,3® 8[a],0)-B=0,

et le premier opérateur est non nul [¢f. I.1(2)]. Donc Im B est un sous-module propre
non nul de & x §[a). Mais, a torsion prés, cette induite reléve du cas déja traité. Elle n’a
qu’'un sous-module propre non nul, a savoir D. Donc ImB~D. Alors ImA est un
module isomorphe a D xd. Comme ce module est irréductible, que Im(N) = Im(A), et
que N #0, ou en déduit que Im (N) est un module isomorphe a D x d. Posons:

N(s):=N(c,8 x3[a], 0 9),

notons L Pimage de N(0). Elle est irréductible car c’est le quotient de Langlands.
Montrons que I'on a I’égalité :

(1) KerN(0)=ImN.
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On a: N(0)cN=0, d’ot Im N < Ker N(0). Ecrivons:

N(8) =(1/50) N+Ng+5o. . .
N(s) =N(0) +5, N (0) +s2. ..

L’égalité: N(s) o N (s) =id implique:

No R’ (0)+N, o N (0) =id;

d’ou linclusion: Ker N(0) = ImN, et (1).

On conclut alors, avec le lemme de 1.5 et un calcul facile de module de Jacquet pour
obtenir la paramétrisation dans la classification de Zélévinski.

1.6.2. On conserve les notations précédentes. On fixe ae N et on reprend la notation
J6, —a,0) de 1.5, ie J(5, —a0) est le quotient de Langlands de:
dxd[—1]x ... x8[—a]

LEMME. — Onpose: n:=J(8, —a,0) @ & [|[t—t'|]. Ona:

(i) L’opérateur N (o, r,s) est holomorphe en s=0.

(ii) La représentation induite 1(m) (cf. 1. 1) est irréductible.

Le couple (om, s=0) vérifie I’hypothése du lemme I.2. Le (ii) de ce lemme implique
I’équivalence de (i) et (i)). On va démontrer (i) par récurrence sur a. Pour a=0, il suffit
d’appliquer le lemme I.4. Supposons I'assertion démontrée pour a et prouvons la pour
a+1. Posons:

8 =8 [|t—1

l,
d3®J(8, —a, —1)®8[-a—1]®3",

.

It

s :1=(s,8,8,5).

Introduisons les éléments suivants de S, :
o’: (1,2,3,4-(2,3,1,4),
o’ (1,2,3,4)—(1,4,3,2),
cy.5: (1,2,3,4)-(2,1,3,4).
Par construction des quotients de Langlands, on a deux morphismes:
OxJ(8, —a, —1)x8[—a—1]>J@, —a—1,00>8[—a—1]xT(8, —a, —1) x3,
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le premier surjectif, le second injectif. On vérifie alors que le diagramme suivant est
commutatif :

(D)

N(o, 741,89
J(, —a—1,0)[s] x & [s] —_— 8 [s1xJ (8, —a—1,0)[s]
r} i
S[s]xJ(8, —a, —1)[s]x8[s—a—1]x 8" [s'] iy 8 [s]1x8[s—a—1]xJ (8, —a, —1)[s] x 3 [s],
ou
Mar1:=3(8, —a—1,0)® &" et A(s):=D(s) > C(s)>B(s),
ou 'on a posé:
B(s)=N(0’, 7, 3),
C()=N(c",0'T,¢3),
D(s):=N(ocy, ;0" o'T, 6" a's).
Etudions I’holomorphie de A (s) en s=0.

(2) B(s) est holomorphe en s=0: il suffit d’appliquer I.1 (2).
(3) Notons w I’élément de plus grande longueur de &5, posons:

n:=0®J(d, —a, —1)®d", z:=(s,s,5).
On a comme ci-dessus un diagramme commutatif :

N (w, n’, 2)

S[s]®J(0, —a, —1)[s]®"[s] —— & [s]1x T (8, —a, —1)[s] x &[s]
¢

N (o, ', 2)

J(6, —a,0)[s]x 8" [s] —— 8" [s'1xT(3, —a,0)[s],

ou n,:=J(8, —a,0) ® §”. Par hypothése de récurrence, la fléche du bas est holomorphe
en s=0, non nulle d’aprés le lemme I.2 (iii), et, en s=0, son image est le module
irréductible: 8 x J(8, —a, 0). Ainsi I'opérateur C(s) est holomorphe en s=0, et I'image
de C(0) est

0[—a—1]x8"xJ (3, —a,0).
(4) D(s) se déduit de 'opérateur:
N(0,8[—a—1]® 8", 5)

on peut lui appliquer le lemme I.4. Cet opérateur a au plus un péle simple en s=0. Il
en a si et seulement si p~p’ et

0<ast+t—|t—t|.
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Si ces conditions ne sont pas vérifiées, (2), (3) et (4) impliquent ’holomorphie de A (s),
donc celle de N(o,n,,,,s) d’aprés le diagramme (1). Supposons donc ces conditions
veérifiées. Posons:

No:= lim syN(0,8[—a—1]x8",s), D:= lim s,D(s).

so— 0 so— 0

D’aprés le lemme 1.6.1, on a: InN,~dxd" ou d’ resp. d, est 'unique sous-module
irréductible de:

plt'+|t—t'[Ix...xp[—t—a—1],
resp. plt—a—1]x ... xp[—t'+|t—t'[].

On en déduit que 'on a: ImD e C(0) ~d xd’ xJ(§, —a,0). L’opérateur A (s) a au plus
un pdle simple [d’aprés (2), (3), (4)], donc aussi N(o, &, , ;,s). Posons:

A: = lim syA(s), N:= lim sqN(o,m, 44, 9).

so— 0 so— 0

On a les égalités:
A=D-C(0)cB(0)=i°Nop,

d’aprés (1). Alors ioN est un morphisme de G-modules, ou G est le groupe linéaire
ambiant, défini sur 7, ,, a valeurs en tout cas dans Im (D > C(0)). Nous allons montrer:

(5 Homg(m,,,dxd xJ(8, —a,0)={0}.

Il résulte de (5), que N=0, i.e. N(o,m,,4,5) est holomorphe en s=0, ce que I'on
voulait démontrer.

Prouvons (5). Pour i:=0,...,a, la représentation d’ x 8[—j] est irréductible d’apres
([R], proposition 13). L’opérateur N(o,d’ ® 6[—j], s) est donc holomorphe en s=0
(cf. lemme I.2) et N(o,d’ ® 6[—j],0) est un isomorphisme. Considérons le diagramme
commutatif :

d'[s]x8[s1xd[—1+5T%x...%x8[—a+s]—=0[sTx...xd[—a+s]xd [s]
! !
d' [s]xJ(8, —a,0)[s'] = T(5, —a,0)[s]xd[s]

La fléche du haut est un opérateur d’entrelacement produit des opérateurs
N(o,d’ ® 6[—j],s). C’est donc un isomorphisme en s=0. Alors N(o,d’ ® J(8, —a,0), )
est holomorphe en s=0 et sa valeur est un isomorphisme. Donc:

d xJ(d, —a,0)~J(8, —a,0) xd'.
D’autre part:

J©, —a+1,0)xJ(8, —a—1, —a) > J(8, —a—1,0).
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Pour démontrer (5), il suffit donc de démontrer que 1’on a:
(6) Homg(J(8, —a+1,0)xJ(3, —a—1, —a) x§",dxJ (3, —a,0)xd)={0}.

Notons P le sous-groupe parabolique standard dont le Lévi M n’a que des blocs
GL(n,F), ou n est tel que p est une représentation de GL(n, F). Notons U le radical
unipotent de P. D’autre part, notons R le sous-groupe de Lévi dont d ® J (6, —a,0) ® d’
est une représentation. Par réciprocité de Frobenius et exactitude du foncteur de Jacquet,
et parce que les représentations sont supportées par M, il y a une injection de 1’espace
intervenant dans (6) dans:

(7 Homy((J(B, —a+1,0)xJ(5, —a—1,—a)x &)y, (d®I(S, —a,0) ® d)y ~r)s

ou les indices U, U N R signifient que ’on a pris les modules de Jacquet. Le module de
Jacquet de d’ est:

plt' +|t—t'|l® ... ®p[—t—a—1],
on en déduit que les sous-quotients de (d ® J (3, —a, 0) ® d')y ~ r sont de la forme:
(®) P ®...Qp[**®p[—t—a—1]

On sait calculer le semi-simplifi¢ du module de Jacquet d’une représentation induite
([Z], 1.6). Rappelons le résultat dans un cas simple qui nous suffit. Pour i=1,...,r,
soit m; une représentation de longueur finie de GL(nm; F). Soit n=n,; x ... x7m, la
représentation induite de GL(nm,F), ot m=m,+ ... +m, Notons comme ci-dessus
P=MU le sous-groupe parabolique standard de GL (nm, F) dont le Lévi M n’a que des
blocs GL(n, F). Pour i=1, ...,rsoit P,=M,U, le sous-groupe analogue de GL (nm,, F).
Supposons que pour tout i, le support cuspidal de w; soit formé de représentations
cuspidales de GL(n, F). Pour i=1,...,rsoit pi ®...® pf,,i un sous-quotient irréductible
de (m;)y, considérons la représentation:

R=p!®...®pL, ®p®...00%,0...00®...0p,

de M, x ... xM, que I'on identifiec & M. Soit enfin we S, croissant sur chaque intervalle
{mi+...4+m_+1,...,m+...+m;}. Alors wR est un sous-quotient irréductible de
Ty et tout sous-quotient irréductible de my s’obtient par ce procédé. Or aucune des
représentations: J(8, —a+1, 0), J(8, —a—1, —a), 8" ne contient dans son module de
Jacquet une représentation de la forme (8). Pour J(8, —a+1, 0) et §” C’est évident car
p[—t—a—1] n’appartient pas a leur support. Pour J(8, —a—1, —a), on utilise le lemme
I.6.1 qui décrit la paramétrisation de cette représentation. On en déduit que
J(8, —a—1, —a) est un sous-module de I'induite suivante:

J(p’ _la 0) [t_a] X.o.. XJ(P, _1,0)[_t—a],

dont le module de Jacquet ne contient pas de termes de la forme (8). On en déduit que
I’espace (7) est nul. D’ou (6). Comme on I'a dit, cela achéve la démonstration.
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I.6.3. On conserve les notations précédentes. Soient a, b, a’, b’eR tels que [q, b],
[a’, b] soient des segments. On dit que [a, b] domine [@’, ], ce que I’on note:

[a,b]=[a’, b,
sil’on a:
b>b ou b=b et a=d.

On dit que les triplets: (9, a, b), (8', a’, b’) sont liés si les conditions (1), (2) et I'une des
conditions (3) (i), (3) (ii), ci-dessous sont vérifiées:

(1) p~p;

(2) a—a’'=t—t' mod Z,

(3)G) b>b'+|t—t'|, a>a +|t—t

,a—=b' Z1+t+t;

(3) (ii) condition symétrique en échangeant les deux segments.

Quand t=t"=0, on retrouve les définitions de ([Z], 4.1). On définit J(3,a,b) et
J(¥,a’,b’) comme en I.5. Alors on a:

LEMME. — Soient [a, b], [a’, b’] deux segments, posons :

n:=J(8,a,b)®I(&,a,b)

(i) Supposons: bgb’—|t—t’ ,
s=0.

(i) Supposons que les triplets (8, a, b), (&', a’, b’) ne sont pas liés. Alors © est irréductible
et N(o, 7, s) et N(o, on, 6s) sont holomorphes en s=0.

Utilisons le plongement suivant:

ou a ga’—|t—t’|. Alors N(o,r,s) est holomorphe en

J(8,a,b) & 8[a]x . .. x 8[b]

et son analogue pour J (&', @, b’). On a un diagramme commutatif :

J(3,a,b)[s]xJ(&,a,b)[s] a4 J(¥,a,b)[s1xJ(3,a,b)[s]

! l
Ofa+s]x...xd[b+s]xd[a+5]x...xd[b'+s]1->08[a"+s]x...xd[b+5],

ou la fléche du bas est un produit d’opérateurs normalisés de la forme N (o, 8[j] ® &' ['], s)
pour a<j=<bh, a’'<j’<b’ (et bien sir j—a, j—a’€Z). Si aucun de ces opérateurs n’a de
pole en s=0, a fortiori N(o, r,s) n’en a pas non plus. Utilisons le lemme I.4. On voit
qu’il existe un couple (j,j") tel que I'opérateur ait un pole si et seulement si les conditions
(1) (2) ci-dessus et (4) ci-dessous sont vérifiées:

(4) a<b —|t—t'|, @ —bS1+t+t.
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Si (1) ou (2) n’est pas vérifiée, N (o, &, s) est holomorphe en s=0 et N (o, on, 6 5) aussi
par symétrie. Cela démontre le lemme dans ce cas [I’assertion d’irréductibilité de (ii)
résulte du lemme I.5 (ii)]. On suppose désormais (1) et (2) vérifiées.

Démontrons que N(o,m,s) est holomorphe en s=0 si b=b'—|t—t'| par récurrence
sur b’ —a’. Supposons d’abord que I’on ait a’=b". Si agb’—| t—t |, (4) n’est pas vérifiee,
d’ou l'assertion.

Si a<b’ —|t—t'|, on a un plongement:

J(3,a,b) 5 J(3,a,¢) xJ(8,c+1,b)

c:=b—|t—t]
[le terme J (8, c+ 1, b) disparait si b=>b’ —I t—t’ ]]. Posons:
n:=J(8,a,c)®JI(S,c+1,b) ® & [b],
§71=(s,s,5).
On a un diagramme commutatif : (pour a’=b’, J(&’,a’,b")=8"[b"])

N(o, m, 3

3(5,a,b)[s] x & [b +57] ——=5 & [b + 5] x J (8, a, b)[s]

1 1

J(B,a,0)[s] xT(B,c+1L,b)[s]x&[b'+5]1—>8&[b +5]xT(d,a,c)[s]xI(d,c+1,b)[s]
ou la fléche du bas est:
N(0y,2, 05,37, 0,,38")° N(O'z, s, 5")

(cf. 1.5 pour la définition de o, ,, 0, 3). L’opérateur N (o, 3,7”,s”) est holomorphe en
s=0 (il reléve du cas: a=b’—|t—t'|). L’opérateur N(o, ,, 6, 3", 0,,35") est justiciable
du lemme I.6.2 a torsion prés. Il est donc holomorphe en s=0, et donc N(o, &, s) aussi.
Supposons maintenant a’ <b’. On utilise le plongement suivant:

J(¥,a,b) c &[a1xI(d8,a +1,b).
Posons:
' :=J(8,a,b)®[a1®I(S,a +1,b"), s i=(s,5,5).
On a encore un diagramme commutatif qui nous raméne a considérer I’opérateur :
N(o,, 304,277, Gi,2 §)eN (01,2, n’,s").

Par hypothese de récurrence, chacun de ces opérateurs est holomorphe en s=0, d’ou
I’holomorphie de N (o, =, s).
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Dualisons le résultat obtenu. Toujours pour: b2b'—|t—t'|, N(o,on, —os), ou
encore: N (o, o, s), est holomorphe en s=0 [cf. I.(4)]. Mais I'on a:

on=J(&, b, —a)®I(S, —b, —a).

Par un changement de variables évident, on obtient ’holomorphie de N (o, n, s) quand
aza’ —|t—t'|, ce qui achéve la démonstration de (i).

Supposons que les triplets (9, a, b), (8, a’, b’) ne sont pas liés. Montrons que N(o, 7, 5)
est holomorphe en s=0. L’holomorphie de N(o,omn, os) en résultera par symeétrie.
Comme on I'a expliqué, on peut supposer vérifiées (1), (2) et (4). Alors (3)(ii) n’est pas
vérifiée, puisque les triplets ne sont pas liés. Grace a (4), on a nécessairement
b'<b+|t—t'|oua’<a+|t—t'|. Alors’holomorphie résulte de (i). Cela achéve la démons-
tration.

I.7. ENTRELACEMENTS DE DEUX MODULES DE SPECH TORDUS. — Le cas archimédien. —
Ici F=R ou C, on reprend les notations: [a, b], [¢, b"] des segments, 3, &’ des séries
discrétes, t, t’ leurs paramétres, J (3, a, b), J(8’, a’, b’) des paragraphes précédents. Dans le
cas archimédien, il est plus facile de prouver des résultats d’irréductibiliteé plutét que
I’holomorphie de certains opérateurs d’entrelacement; on renvoie a 1. 5 pour I'équivalence
entre ces résultats.

On dit que [a, b] domine [a’, b'] sous les mémes hypothéses qu’en 1.6.3 et on dit que
(8, a,b) et (8,a’,b’) sont liés si la condition (1) et I'une des conditions (2) (i) ou (2) (ii) ci-
dessous sont vérifiées :

(1) a—a’=t—t' mod Z,;

(2 () b=b +|t—t +1;

(2) (i) la condition symétrique en échangeant les segments.

+1, a2ad +|t—t

Cette définition différe de celle du cas p-adique, pour des raisons évidentes.

LEMME. — J (3, a, b) x J(&',a’,b") est une représentation irréductible si (3,a,b) et
(&', a’, b’) ne sont pas liés.

Il est vraisemblable que les démonstrations de 1.6 s’adaptent au cas archimédien
(Pargument sur les modules de Jacquet étant remplacé par un argument sur 'annulateur
dans P’algébre enveloppante). Toutefois il faudrait savoir décomposer les induites dans
GL (3) et GL(4) ce que nous n’avons pas fait. On présente donc une autre démonstration,
beaucoup moins élémentaire (c’est le moins que I’on puisse dire) mais peut-étre un peu
plus générale. Cette méthode a été développée par Vogan (cf. [V.3]) pour prouver les
résultats d’irréductibilité dont il avait besoin pour classifier les représentations unitaires
de GL(N,F) (F archimédien). II faut d’abord remarquer que le résultat cherché est
symétrique en & et & alors que les démonstrations de ([V,3]) (et donc la démonstration
qui suit) dépend de I'ordre entre les paramétres de & et &’. Il faut donc commencer par
réduire un peu le probléme. D’abord, grace a 1.5, on vérifie que si (1) n’est pas vérifié
alors J(6,a,b)xJ (8", a’,b’) est irréductible. Ensuite, comme en I.6.3, on vérifie qu’il
suffit de prouver que J(8,a, b) xJ(8',a’, b’) est irréductible quand la condition suivante
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est réalisée:

©|b-b’

<|t—t|,  bbeR
On supposera donc dans la suite que (c) est vérifiée. On pose:

L:=L(8[al,...,8[b,8[a],...,o [b].
n:=J(8,a,b) ®J(8,a,b).

Comme dans ([V,3]), il faut commencer par traiter le cas ou 3 et  sont des caractéres
(dans ce cas les données O-stables associées a L par Vogan ne donnent pas de renseigne-
ments supplémentaires). Dans ce cas on prouve que les opérateurs d’entrelacements,
notés N(o, 7, s) et N (o, on, os) (¢f. 1.5) sont définis en s=0.

On pose encore: 5y:=s—s’, on écrit & et &’ comme en I.3 d’ou ¢, ¢/, €, €. On commence

par calculer les facteurs de normalisations correspondant a N(o,x,s) et N (o, on, o).
On vérifie que 'on a:

rio,ms)= [] L(8[alx& [—j]so)/L(3[b]x & [l s0+1)

a’Sjsb’

= [] LG[]x8[—b],s0)/L(B[i] x5 [—a’), so+1).

asi<b

On obtient évidemment r(o, on, os) en changeant s, en —s, et en échangeant les
triplets (3,a,b) et (8’,a’,b’). D’aprés Olshanskii (cf. [O],5), les poles de I'opérateur
d’entrelacement non normalis¢ M (o, 7, s) sont ceux de la fonction:

I L(8[(a+b)/2]x& [—(a’+b")/2], so+k—(b—a+b"—a')[2—1)

15k=Zinf(b—a+1,b' —a’+1)

= [] LG)x¥[—b)s)) si b—ash —a,

a<is<b

= [[ L@Ix¥[-jls) si b'—a'<b—a

asjsb

Les poles de M (o, o, 65) s’obtiennent en changeant s, en —s, et en échangeant les
triplets (3, a, b) et (&, a’, b’)). Par symétrie, on suppose que I'on a:

(1) b—azb' —a.

On en déduit que N (o, m, s) a un pole en s=0 seulement si I'on a:
(2) b—b' +|e—¢|+1e—N,

et que N (o, on, o s) a un pole en s=0 seulement si 'on a

3) a=a+|e—¢|+le—N

Pour avoir des poles, il faut donc: soit b<b’ soit a’<a. Si b<b’, on voit, grice a
I’hypothése (1) que (3) n’est pas vérifiée et il faut donc que I’on ait:

a—azb'—bz|e—¢|+1.
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Si b= b’ alors (2) n’est pas vérifiée et il faut encore,

b—b'za—a'z|e—¢|+1.

D’ou le lemme dans ce cas. Remarquons que le cas ou F =C est maintenant complétement
réglé. On supposera donc, dans la suite que F=R que 8 n’est pas un caractére et que
I'on a t=¢. La démonstration qui suit a des variantes suivant que t'(t—t")#0. Le
principe général étant le méme, on va essayer de traiter tous les cas simultanément mais
il faut quelques notations:
d=1 si & est un caractére unitaire, d =2 sinon,
n=20b—a+)+d @ —a' +1),
i.e. J (0, a, b)xJ(&,a’,b’) est une représentation de GL (n, R).

On fixe une décomposition de R", sous la forme: W, @ W, en deux sous-espaces
vectoriels de dimension 2(b—a+1) et d(b’—a’+1) respectivement. On pose pour
i=1,2, W;: =W, ®gC et on fixe aussi des décompositions:

W,=W; ®@W,; pour i=1,2 si d#1 etpour i=1 sid=1,

telles que W, et W;" soient conjugués par I’élément non trivial de Gal(C/R). On note
qo la sous-algébre parabolique de g, stabilisant le drapeau suivant:

WicW OW, cW/ oW, cW, 0w, si d=2,
Wi cWi@eW,cW, oW, si d=1.

On note q la sous-algébre parabolique de g, stabilisant le drapeau suivant:
Wi cWi@oW,cW,®@W, si t#¢,
W/ W, cW, ®W, si t=t".
On vérifie que ces sous-algébres sont B-stables, ou 0 est 'involution de Cartan qui sur

g s’écrit: X+— —*X et que 'on a: [¢f. [V, 3], 6.7(3)].

La sous-algébre parabolique 0-stable associée par Vogan a L (dans [V, 1], 6. 5) coincide
avec q si t=t" et avec q, si t#t’ (cf. ([V, 3],6.7).

On note M, et M les sous-groupes de GL (n, R) normalisant q, et q respectivement.
On a:

My~GL(b—a+1,C)xGL(b'—a’+1,F) ou F'=R sid=1 et F'=C sid=2,
M~GL(b—a+1),C)xGL(b’—a’+1,R) si t#t’
~GL(n/2,C) si t=t.

On pose aussi: m:=Lie(M) ®gC. On note encore R} et R¥ les foncteurs d’induction
cohomologique pour GL (n, R), définis (cf. [V,3],6) grace a q et g, et R* ,, celui défini

q0, M
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pour M par g, M\ m. On a par exemple:

R¥ représente les dérivées du foncteur qui a Y, module de Harish-Chandra pour M
associe:

Homy 4 (U(8), Y ® Dk —fini

ou K est le compact maximal de GL (n, R) ensemble des points fixes pour 0, (les dérivées
portent sur le foncteur: K-fini) et ot T est un caractére de M défini en ([V,3],8.6.1).
Cette normalisation différe de ([V,2] et [V,1]), il faudra en tenir compte quand on renverra
a ces travaux, mais elle a 'avantage d’éviter des torsions sur les caractéres infinitésimaux.

On note ¥ le caractére de C* défini par:
2% (2)=(2/2)'

et ¥’ le caractére de C* (si d=2) défini de fagon analogue en remplagant ¢ par t’ et
coincidant avec 8’ si d=1 (i. e. si 8’ est un caractere).

On définit de fagon usuelle:
J(6a b, I, a,b).

On remarque que J(x, a,b) ® J(y/, a’, b) s’identifie naturellement & un caractére de M,
et donc de qo. On note S (resp. S,) le plus grand entier tel que R{;;éO (resp. R{;O;éO [cf.
([V,3], 6.3)]. Montrons que I'on a:

RimJ(ab)®I(x,a,b)=0 si j#So—S,
(4) RO FI(ab)®I(K,a,b)~I(%ab)®I(¥,a,b) si t#t,
ROV ab)®I(N,a,b)~I (g, a,b)xI(x,a,b) si t=t.

Il n’y a rien a prouver si q=q, On suppose donc qu’il n’en est pas ainsi, i.e. d=2.
Supposons d’abord que I'on a:

t#t.

Dans ce cas RY y ¢s’identifie naturellement au foncteur d’induction pour
GL(2(b'—a’ +1),R) défini grace a la sous-algébre parabolique de end (C2® %'+ 1), notée
qo stabilisant le drapeau suivant:

Wi cW,.
On a, pour tout j:
Rl w((ab)®I(X,a, b)) =T (1, a,b) ® R, (X, @', ).
I1 faut donc vérifier que I'on a:
RL (J(x,a,b))=0 si j#Se—S,
=J(8',d,b) si j=S,—S.
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Ces assertions sont essentiellement prouvées dans ([V, 3]) mais elles ne sont malheureu-
sement pas écrites sous cette forme. On peut les prouver de la fagon suivante:

si t'>0 le résultat principal de ([V,2]) donne: les assertions de nullité, I'irréductibilité
de R (I (x/, @, b)) et le fait que cette représentation tordue par le caractére | det | **7/2
est unitaire. On reconnait alors Rgg's(J (x’,a’, b)) a I'aide de la classification des représen-
tations unitaire, de son « K »-type minimal et de son caractére infinitésemal.

Si ¢’ n’est plus trés grand, on obtient les résultats cherchés par translation, nous ferons
cette démonstration plus loin [cf. (13) et subséquent].

On suppose maintenant que I'on a:
t=t’;

dans ce cas R}  s’identifie au foncteur d’induction (usuel) pour GL(n/2,C) a partir

d’un sous-groupe parabolique de Levi GL(b—a+1,C) xGL(¥'—a’+1),C). On a, ici,
So—S=0; le calcul de R§o"F est alors évident et les assertions de nullité sont connues

(¢f-([V,1),6.3.5).

On remarque que, grace aux hypothéses et a la partie du lemme déja prouvée, on a:

ROV (% a,b) ® (¥, a, b)) est un module de Harish-Chandra irréductible pour M.

Notons le Y pour simplifier les notations. Grace a (4) et a ([V,1], 6.3.6), on a:

7 Ri5075(J(x,a,b) ® J (', @, b)) ~Ri(Y) pourtout j.

On sait (cf. ([V,3], 2° assertion de 6. 5(c), «dualisée») et (7) si t#t’) que 'on a:

(8) L est un sous-module de R$(Y).

En outre le K-type minimal de L intervient avec multiplicité un dans R}(Y); il en est
donc de méme pour L. On va montrer que 'on a:

9) RE(Y) contient J(3,a,b) xJ(8',a’,b") et J(&, a’, b')xJ (3, a, b) comme sous-quo-
tients.

Admettons, momentanément (9) et terminons la démonstration. Grace a (8) et subsé-
quent, L, qui intervient dans J (3, a, b) x J (&', a’, b") et J (&', a’, b’) x J (8, a, b) est nécessaire-
ment un sous-module de ces deux représentations. Or pour au moins I'une des deux, il
en est I'unique quotient irréductible [cf. I.5(i)], ce qui entraine qu’il coincide avec cette
représentation. Cela est évidemment la conclusion cherchée.

Il reste donc a prouver (9). Pour cette preuve, on a aussi besoin de prouver:
(10) RI(Y)=0 si j#S.

On note A le caractére infinitésimal de J (8, a, b) x J(8',a’, b’), A’ celui de Y et A celui de
J(x%, a,0) ® (), @', b’). On identifie A" & un élément de C" modulo le groupe de Weyl de
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M, i.e. modulo (S, _,, )>*x(Sy _,+,)" Eton a:
e )\’ est 'image de A modulo I’action du groupe de Weyl de M,
e ) est 'image de A" modulo I’action du groupe S,
On vérifie que A" est 'image de I'élément de C" suivant:
® (t+i),ci<y (—t+Ducisy (' +Dg<icps (—8' +1)y<izp 8117 #0,
® (t+i),<i<ry (—t+Dgisp Dargicp 81 E=0.
Soit o une racine de M dans le radical nilpotent de q; on vérifie que I'on a, si t=t":

o (N,a>=t+z avec soit z=+i+j+t' (aLi<h,a’<j<b’) soit z=t+i+j avec a<i,
jsb.

Ainsi, si t>t’, on a (A, a)>>0 et les hypothéses de ([V,2]) sont satisfaites. Si t=¢" un
calcul analogue montre que les hypothéses de ([V,2]) sont satisfaites si t>0. Supposons
donc, d’abord, que I'on a t>0 et t>1t" si t#t". Grace au résultat principal de ([V,2]) on
obtient (10) et le fait que R(Y) est irréductible isomorphe a L. Introduisant un paramétre
s petit et non nul, i.e. en remplagant a, b par a+s, b+s, on obtient de la méme fagon
[en tenant compte de (7)]:

R (J(%ab)s1®I(x,a,b)=0 si j#S,

RBI(Xab)s1®I(x,a,b))>T(8,a,b)[s]xI (¥, a,b).

Grace a (10) et a la formule type Blattner de ([V,1], 6.3.12), on obtient alors:
Lk ~R5(Y),x>J(3,a,b)[s]xJ(&,a,b") x
~J(8,a,b)xJ(&,a',b") =T (&, a’,b) xJ(3,a,b) .

Comme L est sous-quotient de J (8, a, b) x J (&', a’, b’) et de J(&,a’, b’) x J (3, a, b) il coincide
avec ces deux représentations et on obtient une version plus forte de (9).

Ne faisons plus d’hypothéses sur ¢t. On fixe m>0 et on va translater a I'aide de la
représentation de dimension finie de GL (n, R), notée E, dont le plus haut poids est:

m,....m0,...,0,—m, ..., —m)
ou m et —m interviennent chacun (b—a+1) fois si t#t" et n/2 fois si t=1¢" (il n’apparait
pas de 0 si t=t").

On remarque que cette représentation est isomorphe a sa contragrédiente. On note ¥,
le caractére de C* défini par:

Am (D) =(2/2)' "
et 3, la série discréte de GL(2(b—a+ 1)) de paramétre de Harish-Chandra 2(t+m). Si
t=t’, on définit de méme y;, et &), que I'on note: ' et §; si t#t/, on pose xX'=x" et

0’=49’ pour unifier les notations.
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On vient donc de prouver que 1’on a [on utilise aussi, ici (7)]:

an { RI (T (k@ D) ® T (1, @, b)) =0 si j#S,,
R3S (J (%o 3, b) @ T (', @', ) 2T (8, 4, ) x (¥, @/, b') I (¥, @', b) X I (B, 4, b).

On note proj, la projection sur le caractére infinitésimal A; c’est un foncteur exact.
Vérifions que 'on a:

(12) IG5,a,b)xI(,a,b) et J(&,d,b)xI(3,a,b)

sont des sous-quotients de proj, ((J (3, a, b) xJ (&, a’, b)) ® E).

On le fait pour J(9,a,b) xJ(8',a’,b’); l'autre assertion est analogue. On note P le
parabolique a partir duquel on induit, H son Levi standard (isomorphe a
GL(2(b—a+1),R)xGL(d(b"—a’+1),R) et “p I'algébre de Lie du radical unipotent de
P complexifiée. On note Ey la représentation irréductible de H de plus haut poids:

m,...,m,—m,..., —m), 0,...,0) sit#t

m,....,m,—m, ..., —m) (m,....m,—m,...,—m) si t=t".

On note aussi, E, la représentation irréductible de P triviale sur le radical unipotent
de P et isomorphe a Ey quand on la restreint & H.

On a:
Homy (E,, E) #0.

On identifie arbitrairement Ey 4 un sous-H-module de E, noté Ey et on note U(*p)
l’algébre enveloppante de “p. Alors on a:

U (“p) Ey/*p U (“p) Ey est un sous-quotient de E restreint a P.

Le centre de GL(2(b—a+1),R) (qui est de dimension un) agit sur “p par un caractére
non trivial, alors qu’il agit trivialement sur Ey. Cela permet de vérifier que I'on a:

(U (“p) Ey/*p U (*p) Ep) n~Ep.
D’ou, comme P-module:
U(“p) En/"p U (*p) Ey~Ep.
Cela prouve que Ej est isomorphe a un sous-quotient de E restreint a P. Or on a:
(J(3,,a,b)xJ (8, a, b)) ® E~indg" P ((J(3,,a,b) @I(§,a’, b)) @ E|p).

Induction au sens des modules de Harish-Chandra. L’exactitude du foncteur d’induction,
assure qu’il suffit de prouver que I'on a:

.J(8,a,b) ®(&,a, b)) est un sous-quotient de (J(3,, a,b) ® J(&, a’, b")) ® Ep.
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En d’autres termes, il suffit de prouver que I'on a:
(13) J (3, a, b) est un sous-quotient de J(3,,, a,b) ® E’,
ou E’ est la représentation de GL(2(b—a+ 1), R) de plus haut poids:
m,....m—m,..., —m),

ainsi qu’une assertion analogue a (13) pour (&', a’, b") si 0" #y’.
Cette assertion est dans ([V,3]): on note q, la sous algebre parabolique de
end (C?®~2*1) stabilisant le drapeau: W; < W, et on a:

J(3,a,b)~R31J (%, a,b), I (3, a,b) =R (J (X a, b))

ou S, est I'analogue de S, On vérifie ensuite que J(J,a,b) est la projection de
J(8,,a,b) ® E’ sur le caractére infinitésimal de J (9§, a, b) par les arguments développés
dans un cadre un peu plus difficile ci-dessous.

Il reste donc a prouver que I'on a, pour tout j:
proj, (RE (J (Xm 3, D) ® I (', @', b)) ® E) =R} (J(x, 2, ) ® I (', @', b)).

On suppose dans ce qui suit que 'on a: t'#0. Les changements a effectuer si t'=0 sont
minimes. Rappelons que I'on a:
qo=~end (W;) ®end(W;) ®end(W;) ®end(W;)
@®end (W], W,) @end(W,, W;) ®end (W;,W;) ®end (W], W]).
On remarque que E contient un vecteur de plus haut poids, noté e, sur lequel g, agit
par le caractére suivant:
+m,trace sur end (WY)

+m,trace si t'=t ou le caractére trivial si ¢’ #¢ sur end (W1).

On note E,:=Ce; on fixe une filtration de E par des sous-q,-modules notée:
Ey:=0cE, = ...cE,=E telle que E,/E,_, soit irréductible comme q,-module. On
sait que 'on a: E,/E,_; ~E, si et seulement si i=1 (propriétés des vecteurs de plus haut
poids).

Grace a ([V,1], 7.2.1) et du fait que J(y,,, a, b) ® J(y’, a’, b’) est un caractére de M,,
il suffit de prouver que I'on a: - :

le caractere infinitésimal de (J (X, a,b) ® J (¥, a’, b)) @ Ei/E; 4,
noté A; n’a pas pour image A dans C"/S, sii#1,
(15) (w0, D) ®I(¥, @', b)) @ E; =T (1, a,b) ® T (X, &', b').

(14)

On pose: n:=1sit=t"et n:=0si t#¢". On identifie J(y,, a, b) au caractére:

(£ (t+m)+(b+a)/2).trace de end (W{)
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et J(y, @', b’) au caractere :
(£ @ +nm)+(b"+a)/2).trace de end (W).

Il est clair que (15) résulte de cette description. On fixe 1<i et on identifie E,/E;_, a
une représentation irréductible de

end(W{) @ end (W) @ end (W) @ end (W);
on note:
(16) ng"'gwlf—a+l; vlig"';vbi'-a'+1’

son plus haut poids.
Chacun de ces entiers relatifs est compris entre —m et m.

Ainsi le caractére infinitésimal de (J(Xm a,b) ®J(x’,a’,b")) ® E/E;_; est I'image
modulo I’action du groupe de Weyl de M, de I’élément de C" suivant:

(W;t T@E+m)+(b+a)2+b—a)2+1—))i<j<p-a+1s
(Uji @ +nm)+ (' +a)2+ b —a) 2+ 1=i<jcp-ar+1
=W £@E+m)+b+1=))i<jcp-arvs W 2@ +nm)+b' +1=))icicp—a+1-

On va prouver (14) pour cette valeur de i. Supposons que A; est conjugué de A modulo
S, et obtenons une contradiction.

En particulier, on a:
wi+t+m+b=t+b avec inégalité stricte si wi > —m.

On a par hypothése: t'—t<b—b"<t—t" et on en déduit que t+b est la plus grande
composante de A vu comme ¢lément de C* modulo permutation. Il faut donc avoir
wi =—m.

De (16), on tire alors: wi=...=w,_,,;,=—m. On a alors aussi pour tout
1Zigbh —a’+1, v;f Z —mm (cf. par exemple [V,1], 3.2.12). On a encore:

o b+t'Zb'—t'Zb—t. (i.e. b’+1 est la plus grande des composantes de A; non encore
spécifiees)

® v +(’+mm)+b’ 2t +b’ avec inégalité stricte si v; > —nm.

Comme ci-dessus, il faut v{ = —mm. De (16) on obtient: v{ =...=0v}_, ., =—mm
puis (méme référence que ci-dessus): v; =nm pour tout 12i=b"—a’+ 1. Cest mainte-
nant b’ —t’ qui est la plus grande composante de A; non encore spécifiée. On a:

vy —('+mm)+b)=b'—t avec inégalité stricte si v; >nm.
D’oul nécessairement: vy =nm et avec (16) et ce qui précéde:

Ul =... =Ubr_a'+1=nm.
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On a alors nécessairement :
Wi=...=Wp_ 4 1=m,
i.e. E,JE,_,~E, ce qui est la contradiction cherchée.
I.8. RESULTAT PRINCIPAL. — Pour i:=1, ..., m, soient §; une représentation de la série

discréte de GL (n;, F), A;:=[a;, b;] un segment J,:=J(3;a,, b)), p;:=b;—a;+1, p1:=0,

i—-1

pii= Y p Posons:

k=1

Pour s:=(sy, . . .,S,) €C™ notons A(s):=(A;(8), . . ., A, (s)) eC" I'élément
AE)=(by+Sy, .. a1 +8,ba+8y, .0, a,+S,).
Posons:
8:=8,0...05,®8,8...05,®...05,,
ou §; apparait p,-fois. On pose aussi:
J:=J,®],8...01J,.

Notons w I’élément de S, qui inverse 'ordre dans chaque segment [p;+1,pi,,], i.e.
tel que pour i=1,...,m,j=1,...,p,;

wpi+j)=pis1+1-j.
Soit se C™. L’opérateur:
N(w,8,A(s): I(8,A(s)—I1(3,wA(s)

est bien défini. Il est en fait indépendant de s, quand on réalise les induites dans des
espaces indépendants de s. Son image est le sous-module I (J, s).

Fixons un élément w’ e S, tel que, en posant A’ (s)=w’~ ' A(s), on ait:
™ pour tous 1<i<j<r, Re (M (0);,—A"(0); =0.

Posons: & :=w’"'3. L’opérateur N (ww’, 8, N (s)) est défini en tant qu opérateur
méromorphe. Il se factorise par N (w, 3, A(s)), son image est donc incluse dans I(J, s).

Introduisons la condition:

(P): soient 1 <i<j<m,; alors (8, a;, b)) n’est pas li¢ a (8;,a;, b)) ou [a; b;] domine [a;, b}]
(¢f 1.6t 1.7).

LEMME. — Soit c€S,. Supposons & croissant sur chaque intervalle: [p;+1,pi,,].

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



634 C. MEGLIN ET J.-L. WALDSPURGER

(i) Il existe un opérateur méromorphe, noté N (s) tel que le diagramme suivant soit
commutatif -

1, N (s) S B (YT

N (ww’, &, A" () N (w, 8, A (s)

N

1(J, 9))

l Ng (i)

I(cd, cw(s)
ou les fleches verticales extérieures sont respectivement: N(oww’,d,N (s)) et
N (ow, 8, A (5)).
(ii) Supposons (P) vérifiée. Alors les opérateurs ci-dessus sont tous holomorphes en s=0.
L’opérateur N (ww’, &', X' (0)) a pour image 1(J, 0) tout entier et N, (0) #0.

D’aprés I’hypothése sur o, 'opérateur N (o, 3, wA(s)) est bien défini en tant qu’opéra-
teur méromorphe. Définissons N, (s) comme la restriction de cet opérateur a I1(J,s). On
obtient (i). La condition (*) et I.1(2) assurent que les fléches partant de I(8’, A" (s)) sont
holomorphes en s=0, et que N (o ww’, &, L' (0)) #0. Supposons démontrée la surjectivité
de N (ww’, 8, A" (0)). Toutes les induites se réalisant dans des espaces indépendants de s,
on en déduit I’existence d’un inverse a droite:

i(9): 1,9 =13, 1 (),

(en tant qu’application linéaire, pas en tant que morphisme de représentations), holo-
morphe en s=0. Alors

N, () =N(cww’, 8, A () °i(s)

est holomorphe en s=0. La commutativité du diagramme implique les autres assertions.

Tout revient donc a démontrer la surjectivit¢é de N(ww’, 8,1 (0)). Soit r un élément
de S, tel que:

(cf. 1.6 pour la notation =). Considérons I’opérateur:

N(t,t )17 ts): (1), 1715 >1(J,s).

Soit (7', j)einv (t) (cf. 1.2), posons: i:=1i’, j:=1j. On a: i>j et A;=A;. La condition
(P) implique que les triplets (3;, a;, b;) et (3;,a;, b;) ne sont pas liés. Les lemmes I.6. 3 (ii)
et 1.7, 1.5 (dans le cas archimédien) impliquent alors que I'opérateur ci-dessus est
holomorphe en s=0, et que N (1,771 J,0) est un isomorphisme. En identifiant S,, 4 un
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sous-groupe de S,, on a le diagramme commutatif suivant:

(&, M (9)
NGa~Lww, 8,0 () / NN (ww', 8, 4 (3)
It ')t ts) —— 1I(J,5)

N(‘l.’,‘t_l.',‘!—lg).

Ce diagramme nous raméne a prouver la surjectivité en s=0 de la fléche de gauche.
Or posons: w,:=1"'wrt, w,:=1"'w’. Ces éléments jouent le méme role pour t~! J que
wet w pour Jeton a:

N tww, &,V (s)) =N(w,w, &, N (5).

T 7

On est donc ramené au probléme initial pour t~* J. Autrement dit on est ramené au cas
ou: A;=...=A,, ce que 'on supposera désormais.

Soient: /, v', u, ve S, les éléments tels que:

o uw=wsurw '({L,...,p}),

e u estcroissantsur {1,...,r}—w " ({1, ...,p.}),
o u=wu"1

o u=wsur {1,...,p,},

e u=idsur {p,+1,...,r},

o v=wu 1.

Ona:v'=idsur {1,...,p,}, doncv' commute a u et

(1)

{ ww’ =0’ uw’,
N (ww’, 8, N (8)) =N (vv’, uw’ &, uu’ A’ (s)) e N (uw’, &', X' (8)).

On peut écrire:
u’'d’'=90,®...®3, ®J", uw' A (s)=(a;+5g, ..., b1 +5, 1Y)

ou s”:=(sy ...,5,) et 8% A'"(s) sont les analogues de & et A’(s) relativement aux
segments A,, ..., A

m*

Supposons démontrée I’assertion suivante:
2) I'image de N (uw’, &, A" (0)) est J, x I(§%, 1" (0)).

L’opérateur N (vv’, uu’ 8, A" (0)) est induit de 'opérateur qui est I'identité sur le premier
terme et est 'analogue de N(ww’, 6,A"(0)) sur I1(6%, A"*(0)). Comme on a encore:
A,=...=A,, en raisonnant par récurrence sur m, on peut supposer que cet analogue a
pour image: J,x...xJ,, donc que Plimage de J, xI(8% A"(0)) par N(vv,uu ¥,
uu’ A (0)) est J, x ... xJ,. D’apres (1), cela démontre la surjectivité de N (ww’, &, 1" (0)).

Démontrons (2). Pour i=1, ..., p, posons ji:=w 1(G). On a:
N (0);;=b;+1—i Posons:k;:=sup {z;A'(0),=b;+1—i} et formellement: k,=0.
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D’aprés (*), on a les inégalités:

0=ko<j Sk;<j,Sk;y. .. <j,, Sk, <...

Notons u' I'élément de S, tel que I'on ait:
ui(ip1)=ki—1+l’ ui(ip1—1)=ki—1+2’ oW )=k +p +1—i
u' est croissant sur {1, .. .,r NN\{Jodi+1 - - -»Jp }-
Posons:
D'=8®...085,_, WE:=NOn-. NSy )
= . . ®8®..., VE=(.,N@O,...)

ou z parcourt la suite: (u') ! (k;_; +p; +2—10), ...,(@) "1 (r). On va montrer par récur-
rence décroissante sur i que I'on a:

3) 'image de N (u, &, ) (0)) est I(D%, p' (0)) x J (8, ay, by +1—i) x I(d’, v'(0)).

Pour i:=1, on vérifie que u'=uu’, D! est triviale, d1=58", v!(s)=A""(s) et (3) est
identique a (2).

Posons formellement: u'=id pour i=p,+1. Soit ie{1,...,p,}. Si i<p,, supposons
(3) démontrée pour i+ 1. Posons:

Ti' =ui(ui+1)—1
. b
écrivons:

N, &N (@) =N (T, w1 &, u* V() e N(u'*, 8,1 ().

TG)=kioy+p+1-4,
tki+ )=k, +1, tk;+2)=k;_ +2,..., v (ki+p;—i)=k;_, +p,—i,
' croissant sur les autres éléments.

Les couples inversés par t' sont donc les couples suivants:

(z.J) pour k;_;+1=z<j,
(z,2),pourk;,_+1=Zz<k;+ 152z <k;+p,—i.

D’autre part, on a:
WV ()= (s), a3 +5y, - - -, by s, —0, V().
Gréce a (*), on voit que 'on a:

ui+ 1 A (0)z ; ui+ 1 A (0)2’,
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pour tout (z,z’)einv (7). D’aprés 1.1(2), N(7,u'*18’, u'*1A’'(s)) est holomorphe en
s=0, donc

ImN (8,1 (0)=N(t,u'*1 &, 4" A" (0)) ImN (u*?, 8,1 (0)).
Cette derniére image est connue par I’hypothése de récurrence si i<p,; si i=p, elle
est connue car l'opérateur est I'identité. On voit que la restriction a cette image de

N(t,u't1 &, u'* 1\ (0)) se déduit de 'opérateur que nous allons décrire (les facteurs de
normalisation se comportent bien). Posons:

D:=§,_ ,+1®...08,
Z:=()",(0)ki_1+l9 ce N (O)ki)9
q:=k,'_ki_1, Si i<p1,

ki—k;_,—1 si i=p,,

Jr=ji—ki-y
Soit T I'élément de S, , tel que I'on ait:
t(g+1)=1, t(j)=2 sii<p, ou t(j)=1 sii=p,,
1 croissant sur les autres ¢léments.
L’opérateur en question est:

N(t, D® J(8;, ay, by —i), (2, 0)).

Il nous reste seulement & démontrer que I'on a:
(4) L’image de cet opérateur est:

I3, a,by+1—i)xDy[z]x ... xD;[z]x ... xD,[z,],

ou le chech indique que I’'on a supprimé le terme correspondant. Supposons i<p,. Cet
opérateur est le produit des opérateurs d’entrelacement suivants:

Dl [Zl] X ... XDq[Zq] XJ(81, ai, bl—i)

Ny
->D;lzy]x ... xD;[z]x ... xD,[z] xD;[z,] x I (8;, ay, by —i)
Ny
->D;lzy]x ... xD;[z]x ... xD,[z,] xI(8;,a,, b, —i) x D;[z}]
N3

—J(83,a1,b;—i) xD;[z]x Dy [z,]x ... xD;z]x ... xD,[z,]

N, est bien défini et c’est un isomorphisme. En effet c’est le produit d’opérateurs
échangeant D;[z] et D, [z,] pour j<h<q. Or pour un tel h, z;=z, par définition de k; et
on applique I.1(3). N, et N; sont bien définis pour la raison donnée ci-dessus pour
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'opérateur associé a t'. Par définition du quotient de Langlands, I'image de N, est:
D, [z]% ... xD;[z]x...D,[z,] xJ(8,,a,, by —i+1).

Sur cette image, N, s’identifie 4 'opérateur d’entrelacement N, qui envoie cette induite
sur:

I8y, a1, b, —i+1)xDy[z]x ... xD;lz]x ...D,[z,l

Cest un produit d’opérateurs qui échangent J(6,,a,,b;—i+1) et D,[z,] pour
he{1,...,q}\{j}. Pour un tel h, on a:

Zy2z,=z;=b;+1—i
On a aussi:
bi+2—i>z,
En effet, si i> 1, cela résulte des inégalités suivantes:

by+2—i=N(0),_ =N (0),_,>2, 22

Ji—1 =
Si i=1, ’hypothése: A;=A,>...A, implique: b, =A'(0), pour tout h'e{l,...,r},
d’ou encore I'inégalité cherchée.

On voit alors que les triplets (8,, a,, b; + 1 —1i), (D,, 2, z,) ne sont pas liés. Les opérateurs
ci-dessus sont des isomorphismes d’aprés les lemmes I.5, 1.6, I.7 donc N, également.
Cela démontre (4). Quand i=p,, la représentation J(8,,a,,b; —i+1) disparait des
constructions ci-dessus, la démonstration de (4) ne fait que se simplifier. Cela achéve la
démonstration.

1.9. IRREDUCTIBILITE DE CERTAINES INDUITES. — Soient J;, . ..,J, comme en I.8.

PROPOSITION. — Supposons les triplets (3;, a;, b)) et (8, aj, b;) non liés deux a deux. Alors
la représentation induite J, x . . . xJ,, est irréductible.

Réindigons les représentations §;[c], i=1,...,m, a;Sc=<b, par 8®[VW], k=1, ...,r,
dans un ordre tel que v@>v** Y, Soijent

I=30[vWx ... x8OWM],  J=J,x...xJ,

et L le quotient de Langlands de I. D’apres 1.8, J est quotient de I. Donc [¢f. 1.2 (1),
3l

(1) J n’a qu'un quotient irréductible;

(2) ce quotient est L;

(3) L intervient avec multiplicité un dans J (en tant que sous-quotient).

Appliquons ce résultat aux triplets (5, —b,, —a,) qui vérifient les mémes hypothéses et
dualisons le résultat obtenu. On obtient:

(4) L intervient comme sous-module de J.

Les propriétés (2), (3), (4) impliquent que L est facteur direct de J. Alors (1) implique
que L=J, d’ou le lemme.
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I.10. ENTRELACEMENT POUR LES REPRESENTATIONS UNITAIRES. — Soit 7 une représentation
irréductible unitaire de GL(N, F). D’aprés ([T], th. A (ii) et [V, 3]), il existe un entier
m=1, des représentations §; de la série discréte de GL(N, F), pour i=1,...,m, des
demi-entiers b, =0, des réels v; tels que —1/2<v;<1/2, de telle sorte que I'on ait:

n>J(8y, —by, b)) V4] X ... X T (8, — by by) [Vi]:
Ces termes sont uniquement déterminés a I'ordre prés. Posons:

e(m)=2inf { 1/2—|v;;i=1,...,m}.

ProPoSITION. — Soient n=7, ®...Q n, une représentation irréductible unitaire de
GL(N,,F)x ... xGL(N,,F), seC’, ceS,. Supposons que pour tous 1 Si<j=<r, la condi-
tion suivante soient vérifiée:

(a) Re(s;—sp> —inf{e(m,); h=1,...,r}.

Alors Popérateur N (o, nt, ®) est holomorphe en s et 'on a: N(o,x, s) #0.

Pour tout j=1,...,r, introduisons les termes m’, 8, b/, v relatifs & m; Posons
m:=m'+...m" Identifions {(i,j); j=1,...,r,i=1,...,m}a{l,...,m} par:
()= > mh+i
k<j

(une somme vide est nulle).

Pour k=1, ..., m, soit (i,j) le couple correspondant, posons:
8.:=08/[Im(s;)],  a=—bl+Vvi+Re(s).
b.=bl+Vvi+Re(s)), J:=J (8, ai, by).
Soit ¢’ I’élément de S,, qui permute les intervalles
P={m'+...4+m/" +1,...,m' +... +m}

de telle sorte que o’ (I) précéde o’ (I") si et seulement si o (j)<o(h). Posons:
J:=],®...®]J,. Un argument facile, déja donné en I.8, montre que le comportement
de N(o,w, @) en s est le méme que celui de N(o’,J, @) en 0. Considérons la situation de
I.8 (ce qui introduit un entier alors noté r et que 'on note, ici, #’; on a: ¥'=) 2bi+1).
LJ
On peut identifier S,, 4 un sous-groupe de S,. En se reportant & la démonstration du
lemme 1.8, on voit que N(c’,J, ) n’est autre que 'opérateur N,.(e®). Le (ii) de ce lemme
démontre la proposition pourvu que I’on vérifie la condition (P).

Soient donc k, he{1,...,m}. Supposons que (8, a, b,) et (,, a;, b,) sont liés et que
(ay, b,) domine (g, b,), on doit montrer qu’alors on a: k>h. Notons (i,j), (p,q) les
couples correspondant a k et h. On a: [la premiére propriété résulte de la propriété de
dominance et la deuxiéme de la propriété de liaison (c¢f.1.6.3 et 1.7)]

bi+vi+Re(s,) 2bi+Vvi+Re(s)+1,
—bi+vi+Re(s,)= —bi+vi+Re(s)+1,
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Ces inégalités impliquent que I'on a:
Re(s;—5) SVi—Vi— 1= —(1/2) (e (m) +e(n,).
Donc j#4 et (j, q) ne vérifie pas la condition (a) de I’énoncé.
Mais alors g <j et h<k ce que I’on voulait démontrer.

I.11 GENERALISATION DE I.8. — Soit ® une représentation unitaire de GL(N,F)
possédant un modéle de Whittaker. Les termes associés a « (cf. I. 10) vérifient b;=0, i. e.

n=8y [vi]x ... x8,[v,]

On suppose que I'on a, comme cela est licite: v, =. .. 2v,. Soient [a, b] un segment réel,
p=b—a+1, wl¢lément de plus grande longueur de &,. L’opérateur suivant:

Nw,n[h] ®...R®x[a],0)

est défini. Notons J (7, a, b) son image. Elle est irréductible ([J], prop. 2.2) et isomorphe
a:

J(®y, vi+a,vi+b)x ... xJ(8,v,+a,v,+b).

Ces propriétés seront démontrées au cours de la démonstration ci-dessous. Considérons
maintenant, pour i=1,....m, une représentation irréductible unitaire x; possédant un
modéle de Whittaker, b; un demi-entier, J,=J (w;, —b;, b;), p;:=2b;+ 1. Posons:

T=;®...01,®...0",R...~,

ou la représentation m; apparait p; fois dans I’expression ci-dessus.

On introduit: r,J, w, etc. comme en I.8. On pose:

e(J):=inf{e();i=1,...,m},

¢f 1.10.

PROPOSITION. — Soient c€S,, seC", w e€S,. On définit A(s) comme en 1.8. Posons:
'=w"tm N (s)=w "1 (A(s)). Supposons vérifiées les conditions suivantes:

(@) pour tous 1<i<j=<r, Re(A'(s);— A" (8))> —e(J);

(b) o est croissant sur chaque intervalle [p;+ 1, p; . ];

(c) pour tous 1 <i<j<m
Re(s;—s)>—e(J).
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Alors on a:

(i) il existe un opérateur méromorphe, noté N, (t) (te C™) tel que le diagramme suivant
soit commutatif

I, V(@) —— I A(D)

N (ww', =, A’ (Q\ /N (w, =, (1)

14, 8

Ng ()
N(cww', n', ' (1)) N@w, =, A(1)

\» I(on, cwi(t) 4——/

(ii) les opérateurs ci-dessus sont tous holomorphes en s. L’opérateur N (ww’, ©’, A’ (5))
est surjectif et N (s) #0.
Comme en 1.8, il s’agit de montrer la surjectivit¢ de N(ww’, n’, A’(s)). Introduisons,

m
pourj=1,...,m,les termes &, Vi, i=1, .. ., g;, relatifs a &, Posons: g:= Y p;q; Notons
j=1
D la représentation obtenue en remplagant, dans ’expression de n, chaque représentation
T; par:
J

H®...08;

notons p ()€ C? le terme obtenu en remplagant, dans I'expression de A(2), le terme c+t¢;,
(a;Sc<b)) par:

(c+vi+ty,...,c+vi+t).

Alors I(m, A (1))~I(D, p(#). On peut identifier w’ et w a des ¢léments de &, et alors
I(', N ) ~I(w ™' D,w ! u(2)), etc. Choisissons un élément w” e S, de telle sorte qu’en
posant: u”’ (£):=w”" 1wl p(p), on ait:

Re(n”(8)i— 1" (8),) 20,

-1

pour tous 1<i<j<gq. Posons: D”=w""1w~! D. On a le diagramme:

N (W, D", w" ©))
—_—

(1) I[(D”,n” () I(w™'D,w ™ pu(2)

——
N~ Lw 1D, w1 u@)
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L’hypothése (a) permet de montrer comme en I. 10 que ces opérateurs sont définis au
point 5. Ce sont alors des isomorphismes. Soit ve &, I'élément défini par:

i-1 i-1

"( L pqu+k‘1i+h+1>= Y. pidy+hpitk+1,
i=1 ;

ji=1
pour k=0, ...,p;—1, h=0,...,q;,—1. On voit que v D, resp. vp(t) est composé de blocs

®...08
comportant p; termes, resp.

(bj+t;+ Vi, bj—1+t;+V, ..., a;+t;+V]).

m

Le nombre de blocs est ¢'= ), q;. Indigons les dans I'ordre naturel. Le bloc ci-dessus
j=1
étant, disons, le h-iéme, on lui associe le triplet:

(dy, 0 B) = (B! [Im (s)], a;+ Vi +Re(s), b+ vi+Re(s))).

Posons:
I, =1(dy, o Br)s JV:=1®...0J,

Pour teC™, soit v(1)eC? tel que, avec ces notations, on ait: v(),=t;—s; Notons p
I’élément qui préserve ces blocs et inverse I'ordre dans chacun d’eux. Soit enfin 1 tel que

tuv=w. On vérifie que T est croissant sur chaque bloc. D’aprés I. 10, on a un diagramme::
N (ow’ w', D"y 5" ()

(D", n” (1) > I(vD, vp” (1)
\ N (uow’ w'’, D, &’ @) /
N (ww’ w'’, D", p”’ \ I(J" V(E))

N: (v(@®)
I(wD, wh (1)

Comme en I. 10, ’hypothése (¢) permet de vérifier I’hypothése (P) de I.8. Donc N, (v(2))
est holomorphe en s et N (uvow’w”’, D”, u”(s)) a pour image I1(J’,0). Appliquons d’abord
cela au cas m=1, s=0. On obtient que N(w, 7, [b,]®...® mn,[—b,], 0) se factorise par:

my[by]x ... x@w [=b] =T x ... xJ =Ty,

ou la dernicre fléche est: N_(0).

Dans ce cas les triplets (d,, oy, B,) ne sont pas lies deux a deux. Donc (I.9) la
représentation J§ x . .. xJ; estirréductible, et N, (0) est un isomorphisme. Cela démontre
les assertions précédant la proposition. Revenons au cas général. Par construction
N:(v(®) se déduit d’opérateurs analogues correspondant a chaque représentation =;.
D’aprés ce que I'on vient de dire (a quelques décalages prés), on obtient que N, (v(s))
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est un isomorphisme de I(J’,0) sur I(J,s). Les diagrammes (1), (2), leurs propriétés et ce
dernier résultat montrent que 'image de N(ww’, n’,A'(s)) est I1(J, 5), ce qui achéve la
démonstration.

II. B. Décomposition du produit scalaire

II. 1. NotaTiONS, DEFINITIONS. — On considére le cas d’un corps de nombres. On
expliquera au IV comment modifier les constructions dans le cas d’un corps de fonctions.
Soient donc k un corps de nombres, A I'anneau des adéles de k, G:=GL (N, k), &, un
caractére unitaire de A*/k*. On va légérement modifier les constructions de I'introduction.

On considére I’ensemble des couples (M, V) suivants:

M=GL(N,) x...xGL(N,,) est un sous-groupe de Lévi standard de G,

V:=V;®...V, est un sous-espace irréductible de I’espace des formes automorphes
cuspidales sur M (k)\ M (A).

Notons p=p; ®...® p,, la représentation de M(A) dans V. On adopte les mémes
notations que dans le cas local (¢f. 1. 1). On fait les hypothéses suivantes:

e p est unitaire;

e la restriction de son caractére central a Z;(A) est &;
(1) soient i,je{1,...,m}, seC; supposons que si I'on a:
N;=N; et p;~p;[s], alorsona V;=V,

Nous fixons pour le reste de I'article une classe de conjugaison, notée y, de tels couples
(M, V) (cette notation différe de celle de I'introduction). Cette classe y est contenue dans
une classe d’équivalence (au sens de Iintroduction), notée x. On pose L2=L2. Cela est
justifié par les considérations de la fin du paragraphe.

Fixons un sous-groupe compact maximal K de G(A) en bonne position relativement
au sous-groupe de Borel standard fixé et munissons le d’une mesure de Haar. Soit
(M, V) ey, on adopte les notations ci-dessus. On réalise I'induite I(p,s) dans un sous-
espace I(p) de I’espace des fonctions f: K — V. L’espace V est muni du produit hermitien
{,> défini par intégration sur M (k)\ M (A) (disons qu’il est linéaire a droite).

Alors I(p, —s) xI(p, s) est muni d’un produit linéaire a droite, antilinéaire 4 gauche,
défini par:

S =j S k), f(k) ) dk.

On définit des opérateurs d’entrelacement, des facteurs de normalisation par produit des
facteurs locaux (on fixe pour cela un caractére ¥ de k\ A), puis des opérateurs normalisés.
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On a les relations, pour fel(p,s), f €l(op, —os):
<f/, M(G’ P»§)f>=<M(0'_l, ap, _Gg)f,’f>9

r(G’ P,§)=r(c_1, Gp, —0'5).

<f/5N(°-’ p’§)f>=<N(G_1’ op, _c'g)f,’f>-

Pour simplifier les notations, on pourra omettre la lettre p en posant par exemple:
M(o,s)=M(o, p, s).

Cela ne crée pas d’ambiguité.
On a la relation:

M(o’,o5)°M(o,s)=M(o’ G, 5).
Comme les opérateurs normalisés vérifient la méme relation, on en déduit que I'on a:
2) r(o’,os)r(c,s)=r(c’ c,s).
Pour m=2 et 6, 6’ égaux a I’élément non trivial de S,, on obtient:

(3) L(s,pys X Pa)(L(5+1,py X Pp) (S, py X P)) "L L(—S, ps X Py)
X(L(1—s,pyxp;)e(—s,p, X py)) ' =1,

relation qui résulte aussi de I’équation fonctionnelle des fonctions L.

Dans le cas m=2, p, =p,, pour o I’élément non trivial de S,, on a:
4 M(oc,0)= —1.

Cela résulte de [KS], prop. 6.3 et du fait que la représentation induite p, x p, est
irréductible. ;

Notons X (M) le sous-espace des se C™ tels que Y s;N;=0. On munit X (M) N\ R™ de
la mesure d_ s telle que, avec une notation évidente, on ait:

d,s.d().N;s)=ds,...ds,(seR™.

Notons I(p) I’espace des fonctions ¢ : X (M) — I(p) holomorphes, de type Paley-Wiener
et K-finies. Pour se X (M), on identifie @(s) a un élément de I(p,s). Cela munit I(p)
d’une action de G(A). Pour AeX (M) NR™ la variété {seX(M); Re(s)=A} est un
espace principal homogene sur X (M) N R™ On munit cette variété de la mesure d, s qui
s’en déduit.

Soit (M’, V/, p’) un autre triplet tel que (M’, V’)ey. On note W(p, p’) I'ensemble des
ce &, tels que c M =M’, o V=V’ (la notation est justifiée par le théoréme de multiplicité
un, i. e. p détermine V).
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Fixons A e X (M) N R™, trés dominant, i.e. tel que A,—A,, ;, soit trés grand pour tout
i=1,...,m—1. Pour pel(p), ¢’ €I(p’), on définit:

<<p',<p>=(2n)1-mf T (M(e 0@ (~c9 0 )ds

seX (M),Re (s)=A1 o€ W(p,p)

Ce terme ne dépend pas du choix de A. D’aprés ([L], lemme 4.6 (ii)), il y a des
applications :

A 1) -1 A L) oL

telles que l'on ait: (¢, ¢ >=<A’ ¢, A ¢ ), le second produit scalaire étant celui de L>.
De plus L? est le complété des images des différentes applications A quand (M, V)
parcourt y. On trouve la décomposition spectrale de L? en décomposant le produit ci-
dessus.

I1.2 DECOMPOSITION DU PRODUIT SCALAIRE. — Considérons une suite :
B=(pl, . .,p,.;wl, . .,Wr),

ou les p; sont des entiers =1 tels que p;+...+p,=m, et les W; des sous-espaces
irréductibles de I’espace des formes automorphes cuspidales, disons sur
GL (n;, k)\GL (n;, A). On note ; la représentation de GL (n;, A) dans W,. On pose:

M,=GL(n)x ... xGL(ny) x...xGL(n,)x...xGL(n,),
W,=W,0W;®..0W,®...0W,
T,=T;®...01;,8...01Q...Qmn,

ou chaque terme indicé par i intervient p; fois.

On note p I'ensemble des suites p telles que (M, W) €. Soit pep. Pouri=1,...,r+1,
on pose: -7

i-1

Pii= Y Po
k=1
et pour i=1,...,r, on pose:
A={pi+1,...,pis1} =N
On pose:

X (p)=X(M,),
V(p)={seX(p); s;—s;+1=1sii, i+ 1sontdansun méme intervalle A, },
A (p)= {seX (p); 5;—si+1=0sii,i+ 1 sont dans un méme intervalle A, },

Ap) =(: =172, —3)/2, .. .,(1=p1)/2,(P, = D)/2, . . .,(1=P,)/2).
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Ce point est la projection (pour la structure hermitienne naturelle) de l'origine sur
V(p) et \'A (p) est Iespace vectoriel sous-jacent a V(p). On munit A (p) "R™ de la
mesure d, s pour laquelle, avec des notations évidentes:

d,_;§1—[d(5i_si+1)=dxq;)§,

le produit étant pris sur les couples i, i+ 1 contenus dans un méme intervalle. Pour tout
AeV(p) NR™, on déduit une mesure sur la variété {s;s€ V(p), Re(s) =A }. On note d(p)
la dimension de V(p), w,e S, I'élément qui inverse 'ordre dans chaque intervalle, i.e.
tel que T

WPt D)=pip+1-i,  i=1...p

Par définition:

r
r(w,m,s)=[] I L(s;—sp M X 1) (L (5;—5;+ 1, m X ) £ (5;— 55, 1 x 1)) ™ L
T k=1 py<i<jSpi+1

Posons:

fg(s)= l—[ n (si—si+1—1).

k=1 pe<i<pr+1

Rappelons les propriétés fondamentales des fonctions L (s, &t x ') (s€ C, ©, n’ représenta-
tions cuspidales unitaires irréductibles) :

(1) si ©’ n’est pas isomorphe a 7 [t] pour aucun teC, L(s, © x ') est entiére;

(2) L(s,mx7) a deux poles simples en s=1 et s=0 et est holomorphe hors de ces
points;

(3) L (s, nx7’) n’a pas de zéros dans les domaines {s; Re(s)=1 ou Re(s)<0}.

Pour (3) et I'analogue de (1) et (2) pour un corps de fonctions, voir [JS 2] complété

par [JPSS] ((3) est dii en partie a Shahidi). Dans le cas d’un corps de nombres, voir
I’appendice.

On voit que la fonction f,(s)r(w,, ©,, 5) est holomorphe sur V(p) et y est constante.
On note c,, cette valeur consfante et™ ~

c, =1/ (2m)~4P¢,

On note W(1,p) ensemble des o€, croissants sur chaque intervalle A,. Soit T un
T

réel grand. Pour tout sous-ensemble D < C™ muni d’une mesure, on notera J I'intégrale
D

sur DN {seC™||Im(s)||<2T}, ou ||e|| désigne la norme usuelle. Soient ¢, ¢’ comme

enl.1eta(e,9),b(o, o) deux termes dépendant de ¢ et ¢’. On écrira:

a((P, (P/) =T b (o, (P’)
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si a(@, @) —b(o, ¢’) est de la forme:

jC(Q)cp@)(p’(vE)dg
D

ou D est une sous-variété de C™ munie d’une mesure (il est sous-entendu que I'intégrale
converge) c(e) est la restriction & D d’une fonction holomorphe, ye GL (m, C), de telle
sorte que pour se D, on ait || Im(s) ||>T, || Im (ys) || >T et Re s comme Re v s restent dans
un compact indépendant de T.

Soient (M, V, p), (M’, V', p") comme en II.1, oel(p), ¢’€l(p’). Fixons T>0. Pour
PEP, posons:

T
<(p/’(p>;=cpjv Z<N(WP’_WPQM(T_I’—TWpi)(p/(_TWpQ,
- - geV(g),Re(§)=l(1_;) G, T - - - -

M(c™!, 05 0(09)>d,s
ou I’on somme sur
ceW(hp) NW(n,p).  1eW(1Lp)NW(m,p).

Nous justifierons la définition ci-dessus en montrant (lemme IIIL. 3) que la fonction a
intégrer est holomorphe sur le domaine d’intégration.

ProrosiTION. — Soient @ el(p), ¢’ €l(p’) et T>0. On a la relation suivante:

(@, 0>=1 2 ¢, 0,

peP
Cela sera démontré en III.4.

IT. 3 LA DECOMPOSITION SPECTRALE. — Nous allons déduire la décomposition spectrale
de la proposition précédente. On garde les notations de II.1 et II.2. Soit pep. Pour
i=1,...,r soit J, la représentation de GL(n;p,A) dont, pour toute place v de k,
la composante locale J;, est J(m; ,(1—p)/2, (p,—1)/2). (cf. 1.11). Posons
J,:=J;®...®1J, Pour seV(p), notons z(s) e C" le terme tel que z(s),=s;—A(p); pour
JEA, (ce terme est indépendant de j). Remarquons que la normalisation des opérateurs
d’entrelacement est telle que pour presque toute place v de k, N(w,, 5), est I'identité sur
I’élément K -invariant de I(n, ,). On voit alors que pour se V (p), I'image de la représenta-
tion induite I(n,, s) par N(w,, s) est I(J,, z(s)). En outre on a:

z(—w,8)=—z(s)

L’opérateur N(w,,s) a pour adjoint N(w,, —w,s). Il en résulte qu’il existe une forme
sesquilinéaire G (A)-invariante, notée <<, sur I(J,, —z(s))xI(J » 2(5)) telle que I'on ait

<<N(WE’ _Wg‘g_)fla N(Wl_nﬁ)f>>=<N(WI_v —WI_J‘S—)f,7f>7

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



648 C. MEGLIN ET J.-L. WALDSPURGER

pour tous fel(m,s),f €l(n, —w,s). Quand Re()=A(p), on a: —w,s=s, la
forme ci-dessus ~devient Tune “forme hermitienne sur I(J,z(s)). - Notons
Z(p):={z(s);s€V(p), Re(s) =\ (p) }, munissons Z(p) de la mesure d,z déduite de d,,s.

Soient (M,V,p) comme en II.1 et @el(p). On définit une fonction, notée
A,9deZ(p) dans I(J,) par

(4,96 =X N(w, 9 M(c™, 53 9(09),

sommeé sur les ce W(T, g) N W (=, p). Pour un autre triplet (M’, V', p’), on définit de
méme A;:. On a alors, pour @’ €I(p’), pel(p):
T
(0,005=¢, | (A0 DA, 024,z

- Z(z_r)

avec pour I'intégrale une notation évidente.

Soit maintenant te S,, un élément qui permute les intervalles A, et est croissant sur
chacun d’eux. On définit I'élément tpep, l'application t:Z(p) - Z(tp) et I'opérateur
M(1,J,, z). On voit que les fonctions (I) :=A,p et ®,=A_ ¢ veérifient la condition:

’ p’

(1) (I)tp(‘cg)=M(‘t,Jp,g)(I)p(g) pour tout zeZ (p).
Soit ze Z(p), @, @ € 1 (J,, 2). On a I'égalité:

(2 LM (T,Jp ) ¥, M(5,1,2) @) =<, @ )).

En effet revenons aux définitions, soit s tel que z=z(s), f, f'el(n, s) telles que 'on
ait: -

®=N(w,sf, =Nw,s)f.

M(1, ], 2) @=M(1, 7, w,s) N(w,,5) f=N(w,, 15) M(1, ), $) f.
De méme pour @’. Le membre de gauche de (2) vaut donc:
(M(5,7 W, ) N(wp 9, M(5, 1 .S
qui est égal a:
(NWp 91>

par adjonction et donc a {({ @', ® >>.

Pour pep, introduisons I'ensemble « avec multiplicités » {p }, que 'on appelle la classe
de p; il est formé des tp pour t verifiant les hypothéses ci-dessus (on introduit des
multiplicités pour tenir compte du fait que 'on peut avoir : T, p =1, p pour deux éléments
1, #1,). Soit p° I'ensemble des classes ainsi obtenues. Il résulte de (1) et (2) que 'on a:

(0,05, =<0, 0>}
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quand p et p’ sont dans la méme classe. Pour une classe {p }, notons L, ,, I'ensemble des
collections: @, = { CI)p, pe{p}} de fonctions <I> :Z(p) > 10 p) mesurables, vérifiant (1)
telles que:

<<q)(p)aq){p)>> = Z <<(D (@, (_)>>d Z

pe{p} Z(@

soit finie. Pour @el(p), posons A(,,¢:={A,@;pe{p}}. Définissons de méme Aj p,(p
pour ¢’ €I(p’). Pour { p}epo 'application A ») est a valeur dans L, Py

On se débarasse du « T» de fagon a avoir une égalité ordinaire en suivant Langlands
(c¢f. par exemple [L], p.228, 7 (x) et subséquent et preuve de 7.5). On a ainsi montré
que les plans singuliers du systéme sont les o V(p) pour pep et ceW(1,p) le long
desquels on prend les résidus de la fagon suivante: si ¢ est I'identité on définit les
hyperplans, notés H,, tels que H; est défini par I'équation s;—s;,; =1 pour i et i+ 1 dans
un méme intervalle de p et on prend les résidus successivement le long de ces hyperplans
ordonnés par exemple de telle sorte que H; arrive avant H ;siietjsont dans un méme
intervalle de p et i>j (les résidus ne dépendent pas des choix faits cf. preuve de II.2 en
II1.4). Si o n’est pas lidentité on conjugue par o. Une collection de plans du type
{cV(g), 1_7fixéo'eW(T, 1_))} est munie d’une projection orthogonale définie sur Lf qui
vaut ¢, A, ,,. On obtient la décomposition spectrale de Lf 4 l'aide des champs d’espaces
hilbertiens obtenus comme complétés des images des applications A ,,. L’unicit¢ de la
décomposition spectrale (2 des données de mesures nulles prés) et les résultats généraux
de Langlands tels qu’exprimés par exemple dans ([A,1], main theorem) donnent le (ii) ci-
dessous. D’autre part on vérifie que I'on a:

pour { p}ep° lapplication A ,, est 4 valeur dans L“,} et {({,>> est un produit
hermitien défini positif. On a donc’démontré:

THEOREME. — (i) Pour @€l (p), ¢’ €l(p’), on a I'égalité:

CRYEEDY KA @A) 00D

{p)ev

(ii) L’espace @ L, p) est le complété des images des applications A, ») quand (M, V)
(p}ep
parcourt .

CorOLLAIRE. —: L2~ @ L,
{g)evo
Grice au corollaire on obtient le théoréme de I'introduction: L2 ML} est la somme

des L {e}, tels que Z(p) soit réduit 4 un point [i. e. p est de la forme (r=1, p; =m, W,)].

III. Démonstration du résultat principal

III. 1. Fixons ¢, ¢ comme dans I’énoncé de la proposition II.2. Fixons un ensemble
fini S de places v de k tel que si v¢S les composantes locales p; , des représentations
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ppi=1,...,m, (cf. II.1), soient non ramifiées et ¢ et ¢" soient invariantes par K,
Remarquons tout de suite qu’appliquer a ¢ ou @ un opérateur d’entrelacement normalisé
N revient essentiellement a leur appliquer un produit N sur les places veS d’opérateurs
locaux, la régularité des fonctions obtenues reléve alors de la partie locale.

LEMME. — Soient pep, ce W (m,, p), te W(m,, p):
(i) Les fonctions ) )

N(w, ) M(c™ !, 055 9(c),
resp.N(wg, —w£§) M(t ™1, —‘EWI_,§) q)’(—twgg),

sont holomorphes en un point général de V (p).
(ii) Elles sont nulles si 0'¢W(T,1_7),1:¢W(T,1_)).
(ii) Supposons ce W (1,p), te W(1,p). Alors

M(c™!, 03) ¢ (os),

resp. M (171, —tw, 5) @' (—1tw,s)

est holomorphe en un point général de V (p).

Ce lemme permet de définir les différentes fonctions ci-dessus en tant que fonctions
méromorphes sur V (p).

Démonstration. — Comme s— —w, s est une bijection de V(p) sur lui-méme, il suffit
de traiter le cas des fonctions faisant intervenir o. Supposons d’abord ce W(T, p)- Ona
I’égalité :

M(c !, 65 @(os)=r(c !, 6s)N(c !, 05 ¢ (os).

Il est clair par construction que les pdles de ces fonctions sont sur des hyperplans
de la forme s;—s;=c pour les couples (i,j)einv(c), ou inv(c):={(,j);
1<i<j<m,oc(i)>o(j)}. D’aprés I'hypothése sur o, un tel hyperplan ne contient pas
V(p). D’ou (iii) et (i) quand o€ W(T, p). Supposons maintenant o ¢ W (1, p).

On a égaliteé:

r(c”o9)=ro(c™ 09 [] [TL(s;—s5 m, X ) L(s;—s;+1,m xm) !
k=1

ou le produit intérieur porte sur {(i,j); pr+1=<i<j<pii, 6(@)>0c()} et ou on a
rassemblé dans r les facteurs ¢ et les contributions des couples (i, j) provenant d’intervalles
distincts. Le terme r, se traite comme ci-dessus. Pour se V(p) et pour un couple (i,j)
intervenant dans le produit ci-dessus, s;—s; est un entier <0. Le terme correspondant
n’a donc pas de pdle. Il intervient au moins un couple (i,i+1). La fonction
L(s;4;—s5;+1,m,xm) a un pole, son inverse est nulle. Donc r(c ™1, os)=0. Montrons
que N(w,, s)N (o7 1, 65) p(os) est holomorphe en un point général de V(p). Il suffit de

4¢ SERIE — TOME 22 — 1989 — N° 4



LE SPECTRE RESIDUEL DE GL (n) 651

vérifier que pour yel(n,), invariante par K, pour v¢S8, la fonction:
CH(=w,), N(wp 9N(o ™", 05 0(03) >
vérifie la méme condition. Or elle est égale a
(N(G Wy =W, D V(—W, 3, 0(03) .

Maintenant, pour p,+1<i<j<p;.;, on a Re((—w,s);—(—w,s);)>0, un tel couple ne
contribue pas aux poles d’aprés I. 10 et on conclut comme précédemment. Le (ii) résulte
des ces deux résultats. Cela achéve la démonstration de (i) et du lemme.

III. 2 LeEMME PRINCIPAL. — On conserve les notations précédentes. Fixons i vérifiant:
0<n<1/2 tel que I'on ait:

(1) siveSeti=1,...,m n<e(p;,), cf. 1.10;

(2) pour i,j=1,...,m la fonction L (s, p; % Bj) n’a pas de zéro dans le domaine
{seC;1—n<Re(s)<1,|Im(s)|<3T}.

Soit pep. Introduisons comme en II.2 les termes A,, V(p), etc. Soit xe V(p)° N R™
Notons z°=(z%, . ..,z°% I'élément de R’ tel que z0=x; pour i€A,. Pour k=1,...,r,
notons Ej le segment:

{R+A=p)/2, .. .. 22+ (D)2}

Notons E* I'ensemble des couples (k, h) tels que:
(i) 1Zk<hZr

(i) m~m,

(iii) les segments E; et Ej sont liés au sens de Z¢lévinski (i. e. ils ne sont pas inclus
I'un dans lautre et Ef\UEF est encore un segment). Pour seV(p), notons
z(8)=(zy, . . .,z,) Iélément de C" tel que z,=s,—\ (p); pour i€ A,. Définissons une fonc-
tion e* sur V (p) par: - '

@)= [l (z—z—z+2).
(k, ) eE*

Posons enfin:

V.={seV(p);Res=A(p) +x || Ims||<2T}.

LEMME. — Soient pep, x€ V(p)° N R™. Supposons vérifiée la condition suivante:
sil<i<jsEm, x;—x;>—n.
Alors la fonction sur V (p) suivante:

ex(s) 2 N(Wpa —WPQ)M(T_I, _Twpﬁ) (p(_Twp‘S.)
e W (T, p) 0 W(wp, p) - - - -

est holomorphe dans un voisinage de V. dans V().
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Si de plus x;—x;¢(1/2) Z quand i et j n’appartiennent pas a un méme intervalle, alors
chaque terme de la somme ci-dessus est holomorphe dans un voisinage de V.

Comme dans la démonstration du lemme III.1, on est ramené par adjonction a
démontrer ’holomorphie de:

AP=c® Y MEnw9NwW,9¥E

e W (T, p) A W (np, p)

pour une fonction yelI(r,) qui est K, -invariante si v¢S. Pour te W(1, p), la restriction
de N(t,w,s) a I'image de N(w,, s) est holomorphe dans un voisinage de V, d’aprés la
proposition I. 11 (holomorphie de N,). Calculons r(t,w,s). Pour k, h=1, .. .,r, posons:

r(k,h,9)=T]L(s;—s; m, X ;) L(s;—s;+1,m, x,) "1,

produit sur les i€A,, jeA, tels que (w,i,w,j)einv(r) (cf. II.2, pour les définitions).
Comme te W (1, p), on a 'égalité: -7

r(tuw,9=e(s) [] rk, hy)

1Sk<hsr
ou g(s) rassemble les facteurs €. Posons: t":=1tw,. Pour i€A, et h>k, posons:
a(i, h):=inf {j;je A, T ()>1 ()},

si cet ensemble est non vide. Dans ce cas, on a 1’ (i)>1' (j) pour tout je[oa(i, h), py+]- Si
j et j+1 appartiennent 4 ce dernier ensemble on a s;,;=s;—1. On voit alors que la
contribution a r(k, h, s) des couples (i,j) pour i fixé est:

L(S;—Sqqimp M X T) L(s;—s,;,  +1,mxm,) "L

Phr+1

Notons I, , I'ensemble des i tels que ’ensemble précédent soit non vide (rappelons que
I’on a supposé h>k).

On obtient
3 r(k,h,s)= H L (8;—Sq. (i, nys nkXEh)L(Si_s

ielgn

, ) -1
ph+1+1,1thn,,) .

Pour jeA,, posons:
BG,h):=sup{i;ieA, v ()>T ()},

quand cet ensemble est non vide et notons J, , 'ensemble des j tels que cet ensemble
soit non vide. On obtient de méme:

(4 r(k,hys)= T1 L(sgi—Sp T X ;) L(sy+1—sj+1,mx n,) L.

Jj€nk

Supposons p,2p,. Pour i€l , et s dans un voisinage de V,, on a:

Re(si_sp;l+1) gRe(spLﬂ —sph+1) >N
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Dans la formule (3), les dénominateurs ne s’annulent pas. Les pbles proviennent donc
des numérateurs. En tenant compte de ’hypothése II.1 (1), on voit qu’il n’y en a pas si
m,+m, et qu'ils sont sur les hyperplans s;—s,; =1 ou 0 si my~m, a fortiori sur les
hyperplans s;—s;=1 ou 0. Si p,<p, on utilise la formule (4) et on obtient la méme
conclusion. Il existe un voisinage, noté V de V_ tel que ces hyperplans ne coupent V que
si z0 +p,/2=z) +p,/2mod Z. Notons C I'ensemble des couples (k, h) vérifiant cette condi-
tion et tels que k <h et m, ~n,. Remarquons que si x vérifie les conditions de la derniére
partie de I'énoncé, C est vide et les calculs ci-dessus démontrent I’holomorphie de chaque
terme de la somme dans V.

Dans le cas général, introduisons I’élément :
z(8):=(24,...,2)eC"

Cet élément paramétrise V(p). Les calculs ci-dessus montrent qu’il existe une fonction,
notée n: C — N telle que:

( l_[ (zk—zk_zh+zh)n(k M)A (s)

(k,h)eC

soit holomorphe dans un voisinage de V,. Pour démontrer que A(s) elle-méme est
holomorphe dans un tel voisinage, il suffit de démontrer la propriété suivante:

(5) Soit (k, h)e C, notons H,_, 'hyperplan de V (p) défini par: (z, —zj —z, +z5) =0. Alors
il existe un voisinage V de V, tel que A(s) soit holomorphe en un point général de
VNH, ;.

On choisit V tel que pour seV, on ait:

si 1Si<j<m,Res;,—A(p);—Res;+A(p);>—n, |/ Ims||<3T.
Soit (k,h)eC. Par point général de H, ,NV on entend un point tel que pour
tout couple (k’,h)#(k,h) tel que k'<h’,, tous ieA,, jeA,, la fonction
L (s;—sj, M X ) L(s;—s;+1,m x m,) "' n’a pas de pdle en ce point. Ces conditions
n’excluent que des hyperplans. Posons:

J0:={(i,]); leAk’jeAh’ 7\.(1_)),+x,—7\.(1_7),—xj=0}:
Ji={(j)ieApje Ay M(p)i+X;— A (p);—x;=1}.

Fixons un point général, s, de H, ,N V. Soit w' €S, tel que, en posant w~!s=g’, on

ait Re(s;—s)>—mn pour tous 1=<i<j<m. Pour (i,j)eJ,, on a s;=s; on peut donc
imposer la condition supplémentaire w ~'j=w'"!i+1. Posons mw,=w"'m,
M,=w'"'M,. On peut appliquer la proposition I.11 (aux changements prés: z(s) < 5,
m < r). L’opérateur N(w,, w’, s") a pour image I(J,, z(s)) [qui en tant qu’espace ne dépend
pas de s)]. On peut en choisir une section locale holomorphe, donc trouver un voisinage
V(s) de s dans V(p) et une fonction holomorphe y':w’~ ly(s) - I(np), K-finie et
invariante par K, pour toute v¢S, de telle sorte que I'on ait:

N(w, )V ) =N(w,w, )V ),

pour tout ye V(s), ou I'on a posé y':=w'"!y.
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Quitte a restreindre V (s), on peut choisir un voisinage X (s") de s” dans X (M) tel que
X()YNwW IV (p)=w "1V (s) et tel que V' s’étende en une fonction holomorphe encore
notée ' : X (s) — I(n,) possédant les mémes propriétés d’invariance que la fonction
initiale. Quitte a restreindre encore V(s) et X(s’), on peut supposer que
Re(y;—yj)> —mn pour tous 1 Zi<j<m et tout y’ e X(s).

Soient Te W (1, p) et yeV(s). On a 'égalité (de fonctions meromorphes):

M(5,,5) NOwp 2) ¥ () =7 (& w,2) N, () N (w, 2) ¥ ()
=r(r, W;_nl’) N.(z())N (Wg WL W ) =r(t, Wy w )N (twg wL I ().

Cela nous raméne 3 démontrer 'holomorphie dans w’'~! V (s) [éventuellement en restrei-
gnant V(s)] de la fonction:

B()=e"(») Y r(, Wp wy )N (twg w, YV ().

TeW (1,p) "W (np, p)

Notons S (k, h) le sous-groupe de S, engendré par les permutations échangeant les deux
¢léments d’un couple (i,j)eJ,. W(m,, p’) est stable par multiplication a droite par & (k, h)
alors que W (T, p) ne 'est pas. Posons

W =W(1,p) &k, ) "\ W(m,, p).
Définissons une fonction méromorphe dans X (s’) par:

Cy)= Y r(, W, wy )N (rwg wL IV ().

teW’'

Montrons que B est la restriction de C a w’~* V (s) multipliée par e*(y). 1l suffit de voir
que les termes correspondant a t¢ W(f,p) sannulent sur w'~1V(s). Le terme
N(tw,w’, ) ¥ (y) est holomorphe d’aprées la proposition I. 10 et 'hypothése concernant
X (5).”On montre comme au lemme III. 1 que r(z, w,w’y’) s’annule en un point général
de w1V (s) quand 1¢ W(1, p). Cela démontre I’assertion.

Etudions maintenant le comportement de C( y"). Comme on vient de le dire, les termes
N(ww,w’, )V’ (y) sont holomorphes. Rappelons que pour 1€ S,

r(t, WpW/.X/)ZEO_’) n HL(yi_yﬂnk'X‘Eh’)L(yi_yj+1’nk’xﬁh’)_l
- 1Sk'Sh'sr
le produit intérieur étant pris sur les i€ Ay, je Ay, tels que (w, (i), w, () €inv (7).
Quitte a restreindre X (s'), les termes suivants ne donnent p_as de _péles:
ceux provenant d’'un méme intervalle: Re (y;—y;) est proche d’un entier <0;
ceux provenant d’intervalles (A, A,) # (A, A,) car s est général;

ceux provenant des couples (i,j) des intervalles (A, A,) tels que (i,j)¢J,: Re(y;—y)
est proche d’un entier #1 et la fonction L (s, m, x ) L(s+1, m, xT,) ! m’a pas de pole
(st I'entier est #0 c’est clair; au point s=0, les singularités se compensent).
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Il ne reste que les couples (i,j) € J;, qui donnent des poles simples. Donc la fonction:

(6) (I Gimy=D)r @ w,w'y)

G, jeh
est holomorphe dans X (s") et donc aussi la fonction:

(7 ( [T Gi=y;=)CO).

@i, j)ely

Soient (i,j)eJ, et H Thyperplan de X(M)) defini par la relation y’eH<>y,=y,;
Montrons que C()’) s’annule sur H N X (s').

I1 suffit de le vérifier en un point général de H N X (s) pour lequel, d’aprés (6), les
fonctions r (t, w, w’)’) sont holomorphes. Notons ¢ I'élément qui échange w, (i) et w, (j).
Comme (w, (i), w,(j))€Jo, on a o€ S (k, h). Posons ¢":=(w,w’)~ ! ow,w’. D’aprés I’hypo-
thése sur w’, o’ est la symétrie élémentaire qui échange w’ ™' (i) et w' "1 (i)+ 1. Soit te W’
et y* un point général de H M X (s'). Il est fixe par ¢’ et w,w’ )’ est fixe par 5. On en
déduit les égalités [cf. I1.1(2)]: -

r(to, w,w Z’) =r(t,w,w X’) r(o,w, w’X’)

N(tow,w', )_/) =N(tw,w,y)N(c’, )_/)‘
On peut calculer r(o,w,w’y). Les couples intervenant sont (w,(i), w,(j), (w,(),e),
(e, w, () pour w,(i))<e<w,(j). Comme w,w’)’ est fixe par o, on voit grace a II1.1(3)
que pour tout e, les contributions des couples (w, (i), e) et (e, w,(j)) se compensent. On
vérifie alors I’égalité: - -

r(o, ) w'y)=r(c’,y).

Considérons I'opérateur M (o”, y’). Il est scalaire car I(m; ® m;, 0) est irréductible. D’apreés
II.1.1(4), on a I’égalité:

M(c’,y) = —id.
Les quatre égalités précédentes démontrent ’égalité:
r(to, W, w'y)N (1o ) w. I () =—r(, ) wy)N(t wp wL YV ().

Mais alors: C(y")=—C(y"), dou C(y) =0 ce qui demontre Iassertion.
Il en résulte que la fonction (7) est visible par:

H (yi_yj),

i, j)elo
i. e. il existe une fonction holomorphe D (y’) dans X (s) telle que:

CoN=( [T 0=y Il Gi=y;/=1))"'D).

@, j)elo @i, j)ely
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Restreignons ces fonctions a w'~!V(s). Pour (i,j)el,, resp. (i,j)el,, yi—y » TESp.
yi—y;—1, devient z,—z{ —z,+zj. On obtient:

B()=e*() (zc—zi—zy+2)"D (),

ou n=|J,|—|J;|. En considérant les différents cas possibles pour la position relative des
segments Ef et E;, on voit que 'on a:

EAE R

sauf dans le cas ou Ej et Ef sont liés. Dans ce cas Ej précéde E; en vertu de ’hypothése
sur x et on a |J;|=|J,|+1, dou n=—1. Mais l'on a alors (k,h)eE*, donc
z,—zy —z,+z) divise e*(y) et B est bien holomorphe dans w'~ !V (s), d’ou (5), ce qui
achéve la démonstration.

Nous utiliserons ce lemme dans les cas particuliers que nous allons expliciter dans les
paragraphes suivants.

II1. 3. Soient pep et te{0,...,m}. On dit que p est t-admissible si p;=1 pour tout
i=1,...,t. On note p, 'ensemble de ces partitions. Soient pep, et xeV(p)° NR™ On
dit que x est (¢, p)-admissible si 'on a: x;—x;,, est trés grand pour i<t et lxi—xj|<n
pour t+1=i,j<m. Posons:

W.(1,p):={ceW(1,p); c())=i pour tout i=1,...,t},

et pour tout k=t+1,...,r,

WL p)={ceW,(1,p; o i+ )=t+1}.

LeMME. — Soient te{0,...,m}, PEP, er(1_7)° MR™ un point (t,p) admissible. Les
fonctions sur V (;_7) suivantes:

% N(w,)M(c™!, 09 0(c9),

ce Wit (1, p) A Wy, p)

Y Np9M(e o9 oo,

ceW,(f,;_;)nW(np, P)

Y N(;vp,—wpg)M(t”l,—‘cwp_s_)(p(—rwpg)

te W(T, p) n W (np, p)

sont holomorphes dans un voisinage dans V(p) de V.. Supposons x;#x; quand i et j
n’appartiennent pas a un méme intervalle. Alors chaque terme des sommes ci-dessus est
holomorphe dans un voisinage de V,.

Remarque. — L holomorphie des deux derniéres sommes résulte en fait de ([L], lemme
7.6).

Le point x vérifie I’hypothése du lemme III. 2 et E*= . L’holomorphie de la troisiéme
fonction résulte donc de ce lemme. Pour les deux premiéres fonctions, il est clair que les
¢t premicres variables n’interviennent que d’une fagon inessentielle. On peut supposer
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t=0. Le changement g w,s raméne la deuxiéme fonction 4 la troisiéme déja traitée.
Pour la premiére, supposons p, >1 (le cas p, =1 est analogue et plus simple). Introduisons
I’élément 12=(171, e Derry Wy, ., W, o) de p tel que:

pi=1, py=p,—1,  pe=pi_. pour k=3,...,r+1
W,=W,=W,, W,=W,_, pour k=3,...,r+1.
Soit ve S, I’élément tel que:
v(l)=p,, v()=i—1 pour i=2,...,p,, v()=i pour p,<i<m.
On a les égalités:

wi (T9l_’)=wl (Ta];_)9 W(Wg, P)=W(TI:E, P), W, =0W;,
N(w,, 8) =N(v, w; ) N(wp 5).

L’opérateur N (v, w;s) est défini et constant sur V(p). Cela nous raméne a démontrer
'holomorphie de laTonction sur V(p):

(M > N(w; 9M(c™', 05 9(o9).

e W1 (1, D) n W5 p) -

C’est la restriction de la fonction sur V (p) définie par la méme formule. 11 suffit donc de
considérer cette derniére fonction. Effectuons le changement de variables s= —wzs. On
impose 4 § d’appartenir 4 un voisinage dans V (p) de V3 d’ou: -

§=—K@—wik(e)—w5x.
On a l'égalité:
—k@—w‘z}.([_))=(—(p1—l)/2, 1/2,...,1/2,0,...,0),

ou 1/2 est pris p; — 1-fois. De nouveau la premiére coordonnée n’intervient que de fagon
inessentielle car on ne somme que sur W, (1, p). Pour les autres coordonnées, on a:

|%—%;|<n,  pour p,<i<j<m,

|x;—1/2—x;|<n pour 2<i<p,<j<m.

On peut appliquer a p et x le lemme III. 2. Les relations ci-dessus impliquent E*= g,
d’ou I’holomorphie de la fonction:

y N(wz —w; ) M(c™!, —ow;S) (—c w;9).

ce Wi (1, p) A W (n5, p)

En revenant a la variable s et en restreignant a V@, on obtient I’holomorphie de la
fonction (1).
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LemMmE III.4. — Soient te{0,...,m}, PEP,X eV(l_))o N R™ Supposons vérifiées les
conditions suivantes:

X;—X;4, est trés grand pour i<t;

| x—x;|<n pour p,,<i<j<m;
—N<x;—x;<1/2+m pour p;,, <i=pj,,<j=m.
Alors les fonctions sur V(]_)) suivantes:

) N(w,)M(c™!, 03 9(o9),

ce Wit (1, p) A W(np, p)

Z N(WI_» _Wl_)g)M(t_l5 —ngg)(p(—'fwgﬁ),

teW (1, p) n W (mp, p)

sont holomorphes dans un voisinage dans V (p) de V..

Pour la deuxiéme fonction on applique directement le lemme III.2. On a E*=¢J d’ou
le résultat. Pour la premiére, on raisonne comme dans la démonstration du lemme III. 3:
on suppose t=0, on introduit la partition p et le point x. Ce point vérifie les relations:

|Xi—X;|<n  pour p,<i<j<m,
—n<xi—§j<l/2+n pour 2<i<p,<j=<m.
On peut alors appliquer le lemme III. 2, d’ou la conclusion.

LemMme II1. 5. — Soient te{0,...,m}, gep,,er(;_))" N R™ un point (t,p) admissible
etue{t+1,...,r}. La fonction sur V(p):

Y. <N(W,, —w, M !, —tw,9) ¢ (—tw,s),M(c7 !, 05 ¢(os) )

o,

sommée sur ce W{(1,p) N W(m,,p), te W(T,p) N\ W(mn,, p'), est holomorphe dans un
voisinage de V. -

Soit ve S, I’élément défini par:
v (1...t,t+1,...,u—Luu+l,....00—(...t,t+2,...,ut+Lu+1,...,r).

On identifie v & un élément de S,, permutant les intervalles, on définit la partition vp
qui est encore t-admissible. Si ce W(1,p), ov e W!*1(1,vp). Par changement de
variables et en utilisant la formule d’adjonction pour les opérateurs d’entrelacement, on
est ramené a étudier le comportement au voisinage de

{5€V (vp); Re(s) =M (vp) +vx, || Im(s) | <2T}
de la fonction:

A(S)=Z <N(va’ _Wupg)M(t_I’ _vap‘g—) (P,(—vap‘g_)’ M(G_l7 Gé) (p(0§)>
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sommeée sur
ce Wi (1, up) N W (m,y, p), Te W (1, 1p) N\ W (m,, p).
D’aprés I1. 3, on peut écrire:

A(s)=<<ZN(wup7 _va§) M(T_1$ _vap‘g_) (p,(_tva‘g)’

YNW,, ) M(c™", 09 ¢(c9) >>

Remarquons que vx est (f, vp)-admissible. La régularité de chacune des sommes au
voisinage de I'ensemble indiqué résulte du lemme III. 3.

III.6. Preuve DE I1.2. — Soient t€{0,...,m}, pep,xeV(p)° \R™ un point (t, p)-
admissible. Posons: N - -

¢ =(27) —i@ elr=n)!.

r

Remarquons que W,(1,p)= U W;(1,p). Le lemme III. 5 nous autorise a définir

u=t+1

T

<(P/,(P>;,13= 1_7,1J\ Z <N(w;_v —WI_,E) M(T_19 —ngg) (P,(—TWI_,E),

seV(p),Re()=r(p)+x o, 1

M(c ', 05 @(os)>d,s,

somme sur o€ W, (1, p) N\ W(m,, p), te W(T, p) N\ W(m,, p’). Deux points (¢, p)-admissibles
peuvent &tre joints par un segment de points (z, p)-admissibles. Le theoréme des residus
montre que 'expression ci-dessus, a égalité = pres, ne dépend pas de x.

ProposITION. — Soit t€{0,...,m}. On a 'égalité:

{@,od=1 ), @05

PEP:

Pour t=0, la formule est celle de la proposition 1.2 qui résulte donc de I'énoncé ci-dessus.

On fait une récurrence descendante sur t. Pour t=m, les partitions t-admissibles
vérifient p,=...=p,=1. Ona: W, (1,p)={1}. Le seul terme p contribuant a la somme
est celui pour lequel 1e W(m, p), i.e. n:,=p. Pour celui-ci, la somme en o se réduit au
terme o =1. La formule de ’énoncé est pratiquement la définition de { ¢’, ¢ >.

Supposons la proposition démontrée en t. Fixons PEP, et x un point (¢, p)-admissible
tel que x;#Xx; si i, j appartiennent a des intervalles distincts. On utilise ce point pour
définir { ¢’, @ )} .. Introduisons un point yeR™ tel que

VimVi=Xi—X; si i#t et j#t,
mais
lve—y;l<n pour je{t+1,...,m}.
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Joignons A(p) +yaA(p)+x par un segment noté S. Notons I la méme intégrale que celle
figurant dans la définition de < ¢’, @ >IT,, ; (sans la constante c, ,), sauf que I’on intégre ici
pour Re (§)=X(1_))+ y. On va calculer { ¢, (p)},",—cp,,l par la méthode des résidus, en
déplagant la base de I’espace d’intégration le long de S (c’est la méthode de Langlands).
On doit étudier la régularité de la fonction que ’on intégre. Comme au lemme III. 5, on
est ramené aux deux fonctions:

A=Y Nw,9M(c ', c9)¢(cy),
B(9=Y N(w, —w,9) M(t™", —=tw,9) ¢’ (~Tw, 5),
sommees sur ce W, (1,p) N W(m,, p), te W(T, e) N W (x,, p’). La fonction A (s) est holo-
morphe quand Re(s) est sur S. En effet les ¢t premiéres coordonnées n’interviennent dans
A (s) que d’une fagon inessentielle (seulement via ¢). Mais les autres coordonnées sont
constantes (ou plus exactement leurs différences sont constantes) le long de S et on est
immédiatement ramené au lemme III.3. Etudions B(s). On peut appliquer le lemme
III. 2 en tout point x” tel que A(p)+x’€S. On a E* = sauf s’il existe h tel que t<h<r,
m,~m, et x;=Xx, +1+(p,+1)/2. Dans ce dernier cas le h en question est unique (on a

supposé x;#Xx; si i, j appartiennent a des intervalles distincts) et E*={(t,h)}. Soit P
I’ensemble des h tels que t<h=r, n,~m, La fonction:

B(s) l_[ (st_sp;,+l_1)

heP

est donc holomorphe pour ReseS.
Pour heP, définissons la fonction sur V(p):

Cu(8) =(5,=5p+1 =D B($), A(9) D)

et soit H,, I’hyperplan défini par s,—s,, , , —1=0.

La formule des résidus ([L], 7. 1) montre que I'on a:

T
3 (9, 9F—Cp l=127c,,, %) Ch(8) dys

seV(p) nHp, Re(s)=S n Hy

ou la somme porte sur heP et ou d, s est défini de fagon similaire a d,, s.
Fixons heP. Soit ve S, I’élément tel que: B

v: (L...t,t+1,...,h—=Lhh+1,...,n)—(, ..., t,t+2.. . ht+1,h+1,...,71).
On identifie v & un élément de S,, permutant les intervalles. Notons "1_) I’élément de p:
'pi=Cpy LWL W),
ou
"pi=ps "W;=W, pour i<h,i#t,"p;=p;,,
"W,=W,,, pour hi<r, ‘'p=p,+1, W,=W,=W,.
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On note "A, les segments correspondant a "p. Remarquons que "p est (¢— 1)-admissible.
On a l'égalité:

v(V(p) NHy) =V ("p).
Posons: "y=v(S M H,) —A("p). On vérifie que 'on a:
"y, —"y.. . est trés grand pour i<t—1,
(4) |"yi="yis1|=[x-1i=x,-1;]<n si piy Si,jsm,
"yi=ty=124x,—x,-1; s i€"A,  "p,,;<j<m ou i'eA,
Notons v" 'élément de &, qui est I'identité sur kA, pour k #t et tel que
v(t+i)=t+i—1
pour 1<i<"p,,
v (&)="pi+ 1.

On a les égalités:

-1.,/—-1__ ./ -1 __
UWI_,U v =0 UW;_,U —Whp.

Dans le h-iéme terme de (3), on fait les changements de variables: s=v"'s’, c=0"v,
t=1"v"v. La variable ¢’ parcourt maintenant: W}_, (1,"p) N W (m,, p). On peut imposer
a 1 de vérifier t(p,,,)<t(¢). En effet il résulte du début de la démonstration du
lemme III. 2 que si t ne vérifie pas cette condition, le terme correspondant dans la somme
définissant B(s) n’a pas de pdle le long de H;. Quand on impose a 1 cette condition, 1’
parcourt I'ensemble W (1, "p) N\ W (m,, p'). On vérifie les égalités:

M(c™!, 08 @(09)=M (™', s)M(c’ "}, 0’s) ¢(a’s),
N(Wp, —ng)M(‘r_l, —twpg) (p’(—-l:WPE)
=(r@™ !, —vs)r(, —w,9)r (), —v’_lw,,pg’))‘l

XM (071, =) N (W, =y, ) M(T 1, =7 w,,8) 0 (=7 Wy, ).

(%)

Comme v ne fait que permuter les intervalles A,, on a: r(v, —w,s)=r (v, —5) et les
facteurs de normalisation ci-dessus se réduisent a: -

/=1

r@ " —wn,s).

On vérifie I'égalité suivante (cf. I1. 2 pour la définition de f,) entre fonctions sur X (p):
fp (§) (St - Sp;,+ 1 1) r (U’ N 17 - W"p§l) r(wp, §) =ﬁ'p (ﬁl) r (W"pa §,)

On en déduit que la valeur sur V(p) N H, de la fonction:
=T
(= Spe1—Dr @7, —wn,s)
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est E;,p ¢, ', ou encore c;,p c, ' car ces nombres sont réels. Grace a (5) et 4 la formule

d’adjonction, on obtient que la h-iéme intégrale de la formule (3) vaut:

1

(6) C;,pc;,'le Y (N(w, —whpg_)M(t,—-‘rw,,pg_),

¢
p
seV"p),Re (=2 ("p)+"y 0,1 -

M(c™*, 05) @(0 ) >dh,s,

sommé sur e W;_; (1,"p) N\ W (mn,, p), Te W(1,"p) N W (m,, p’). Le point "y n’est pas
(t—1, "1_))-admissible a cause de la présence du 1/2 dans les formules (4). Introduisons un
point "xe V ("p)® N R™ tel que:

hxi_hxj=hyi_hyj
sii¢gALjEA,
|"xi="x;|<m
siied;, i<j.
Soit "S le segment joignant A("p) +"x & A("p) +"y. Notons I" I'intégrale figurant dans
la formule (6) et "I la méme intégrale ou on remplace "y par *x. On calcule I*—"I en

faisant varier la base de I’espace d’intégration le long de "S. Comme au lemme III. 5, on
est ramené a étudier la régularité des fonctions:

D(s)=)N(w,;9M(c™ ', 05 9(c9),
E(s)=Y. N(w,, —wy, 9 M(x ™", —tw, 9 ¢’ (—Tw,, 9.

o, T varient comme dans (6). Ces fonctions sont holomorphes d’aprés le lemme I11.4
appliqué & la partition "p.
La fonction que I'on intégre est donc holomorphe quand Re(s) €*S et I'on obtient :

Ih =T hI.
D’ou I’égalité :

<9, (p>;,,=Tcg,tl+221tcz,,cé_lC;,p(hl),

sommée sur he P. Considérons I'intégrale I. Soit ue{t,...,r} et ve S, I'élément tel que:
v (1,...,t—=Ltt+1,..,uu+l,...,r)>(1,...,t—Lut,...,u—Liu+l,...,r).

Introduisons la partition: ,p=vp. Comme au lemme III.5, T est égale a I(,p,u) ou
pour une partition p:=(p;, . ..,p5 Wy, ..., W) (t—1)-admissible et ue{t,...,7}, on

pose:

1(p,u)= Y ANz —wz; ) M(t7, —twzs) @' (—Tw;9),

seV(p),Re(s)=L(p)+X o,1

M(c™ % 05 @(o3) >dss,

4¢ SERIE — TOME 22 — 1989 — N° 4



LE SPECTRE RESIDUEL DE GL (n) 663

sommé sur
Gew?—l(T,IZ)ﬂW(ﬂ;za p)9 TGW(T,P:)(-\W(WE, p,)’

X étant un point (t—1, E_)-admissible. On peut écrire:

r

I=(r—t+1)7" Y I(,p,u).

u=1

Remarquons que: ¢, ,(r—t+1)"'=c,, ,_;.

De méme pour ch—aque intégrale "I, introduisons I'élément ve S,_, tel que:

v: (1,...,t—=Ltt+1,...,h—=Lh ...,r—D—>(1,...,t—Lh=1,t,...,h—=2,h, ..., r—

et 1_)"=v" p. On obtient:
M=1(p" h—1).

1

Remarquons que 2mc, ¢, " €y, =Cph -1

On obtient I'égalité:

(O, 008 =1 T Cpeet 1P W+ T e oy 1P h—1),

u=t -

ou la deuxiéme somme porte sur heP.

Notons maintenant r(p), P, les objets désignés ci-dessus par r et P et sommons la
formule ci-dessus sur pep,. On vérifie que I'application:

{@.uspep,t<usr@}U{@h)y pep,heP,} > {2, k:pep,—1, t<k<r(p)}
(Punion, ci-dessus est une union disjointe), application définie par (p, w)—(,p, u) sur le
premier ensemble, (p, h)r—»([_)",h—l) sur le deuxiéme est une bijection. On construit
’application réciproque ainsi:

Soit (p, k) dans I'ensemble d’arrivée; si p,=1, le couple provient de (p,k) o p est
obtenue a partir de p en mettant p;, W, & la t-iéme place; si p,> 1, le couple provient
de (p,k+1), ou p est obtenue en mettant (1, W,) a la t-iéme place et (p,—1, W,) a la
(k + 1)-iéme (et en effectuant les décalages convenables). On obtient:

r()Z)

YO, 005 =1 Y -1 2, 1 (D, K).
- k=t

PEt per—1 ~

Fixons p. Les intégrales définissant I(p, k) font intervenir un point x. On peut prendre
le méme point pour toutes ces intégrales d’aprés le lemme III.5. Comme
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r (E)
W,_,.(1,2)= U W¥_, (1, p), les définitions conduisent a I’égalité:

k=t

r ()
Cst—1 Z I(p_,k)=T<(P’,(P>},,_1,
> k=t il
d’ou

Z<(P,>(P>;,t=T Z <(p/’(p>::,t—1-

PEPt Pepi—1

En utilisant ’hypothése de récurrence, on achéve la démonstration de la proposition.

IV. Le cas des corps de fonctions

Supposons que k est un corps de fonctions. On va indiquer quelles modifications on
doit faire dans les constructions et résultats des chapitres II et III. Notons F, le sous-
corps des constantes de k. Soient M, V, p comme en II. 1. On pose:

X(M):={s5eCm ) s;N;e(2ni/logq) Z}.

Posons:

Y(p):={seC™p=pl[s]}.
et

Y(p):={seC;p;~p;[s]}.
11 existe un entier, noté e(p;) divisant N; tel que Y (p;) =(2ni/e(p;) logq) Z et on a:

Y(P)=Y(p)D...@Y(pn.
On pose:
X(p):=X(M)/Y (p).

Soit se Y (p). L’isomorphisme: p~p|s] et le théoréme de multiplicité un impliquent que
pour veV, la fonction vy définie par vi(g)=v(g)]_[|det (g) |sf appartient a V. On note
J

I(p) I'espace des fonctions ¢: X (M) — I(p), K-finies, polynomiales en les variables q*%
et telles que:

(1) o (s+9 (k)=(e(® (k) -,
pour tous te Y (p), k e K. On vérifie que pour ¢ eI (p), ¢’ €l(p’), ce W(p, p’), la fonction:
<M(G—l, —G‘E—)(p/(_cg)a (P(§_)>
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est invariante par Y (r). On munit toute variété {seX(M);Re(s)=A} de la mesure
analogue a celle du cas des corps de nombres (bien qu’ici ces variétés soient compactes
et non connexes). On en déduit une mesure d, s sur la variété { se X (p); Re(s)=Ar}. On
définit alors, pour eel(p), ¢’ €l(p’):

(9,9>=(2 n/log(q))l"”( 1 e(p,-))

j=1

XJ Y M(c7! -05¢(—05),¢(s) dd,s

seX(p),Re(®)=L ceW(p,p)

La constante devant l'intégrale est un peu artificielle mais simplifie la rédaction
(cf. ci-dessous).
On définit p comme dans le cas des corps de nombres (cf. II.2). Soit pep. On pose:

V(p)={seX(M,); 5;—s;+1=1sii, i+1 sont dans un méme intervalle A, }.
Vi) =V{@/Y(r) N Ve (p).

Pour se X (M,), on pose:

fr ()= n [T (g™ Cimsiva=D_1),

k=1 p<i<pp+1

et on note c, la valeur de la fonction fl_,(g) r(wl_,, Tp s) sur V(p). On pose:

cpi=(1/r!) ( I1 E(Ttk)) c,(2n/log(q)) .

k=1

et:

..d,s,

<(P/,(P>pchj *
- TJseV’ (1_)), Re (§)=7~(l_7)

ou la fonction a intégrer et la mesure sont les mémes que dans le cas d’un corps de
nombres. La proposition II.2 devient I'égalité:

(0,0>=2 <0, 0),

pPep

La démonstration est la méme que dans le cas des corps de nombres. Seule la formule
des résidus prend une forme un peu différente. Cela conduit a la modification des
constantes que ’on vient d’expliquer.

Le théoréme II. 3 reste vrai en imposant aux fonctions de L, une condition de variance
analogue a (1). Le spectre discret est encore issu des termes p de la forme (m, W,). Mais
maintenant pour un tel p, Z(p) n’est plus réduit & un point: c’est par définition:

{zeC;zNe(2ni)/log(q)Z}/Y (n,) ~Z/(N/e (n,)) Z.
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Revenons aux notations de I'introduction. Soit e X° et (M, V) ey tel que:

N,=...=N,, V,=...=V,

Alors C(y) a N/e(p,) ¢léments: ce sont les (M, V[s]) pour s=(s,...,s) tels que
se(2mi/Nlogq) Z/(2 mi/e (p,) logq) Z.

Et L2 N L] est donc isomorphe a la somme des J(V [s]) pour ces s.

(A, 1]
(A, 2]
[B]
[BW]
1
[JPSS]
s, 1]
IS, 2]
[KS]
L]
[0l
[R]

[S]
[Sh 1]

[Sh 2]
(Sh 3]
[Si]
[T]

v, 1]
v. 2

v, 3

(2]
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APPENDICE

Poles des fonctions L de paires pour GL (N)

Dans P'article principal, nous utilisons les propriétés suivantes [cf. II.2(1), (2) de cet
article]:

le corps de base k étant un corps de nombres, soient p, p’ des représentations
automorphes cuspidales unitaires irréductibles de GL (n, A), resp. GL(n’, A); si n#n’ ou
si n=n" et qu’il n’existe pas teC tel que p~p’[t] alors L (s, p x p’) est entiére; si n=n" et
p~p’ L(s, pxp’) a deux poles simples en O et 1 et est holomorphe hors de ces points.

L. Clozel nous a fait remarquer qu’aucune démonstration de ces faits n’était publiée:
il manque aux travaux de Jacquet, Piatetski-Shapiro et Shalika ’analogue archimédien
de leur article intitulé Rankin-Selberg convolutions. Nous ignorons si ces auteurs savent
compléter leur démonstration. En tout cas on propose ici une démonstration tout a fait
différente des propriétés ci-dessus. On donne en fait une autre fagon de déterminer le
spectre résiduel dans le cas simple ou on induit a partir des deux représentations p et p’.
Un point s ou la fonction L a un pole créant nécessairement une contribution a ce
spectre, cela détermine les poles de cette fonction.

On utilise les notations de I’article principal et on fera référence a la partie locale,
notée I, de cet article. Ses résultats sont bien sir indépendants des propriétés ci-dessus
que nous n’avions utilisées que dans la partie globale.

Soient k un corps de nombres, n, n’ deux entiers =1, W, resp. W’ un sous-espace
irréductible de I’espace des formes automorphes cuspidales sur GL (n, k)\ GL (n, A) resp.
GL(n, k)\GL(n', A), p, resp. p’ la représentation de GL (n, A) dans W, resp. GL (n, A)
dans W’. On suppose p et p’ unitaires, i.e. leurs caractéres centraux le sont. On définit
la fonction méromorphe L (s, p x p’), pour seC.

ProrposITION. — Soit se C. Supposons 0<Res=<1/2. Alors L(e, pxp’) est holomorphe
au point s.

Comme on sait ou sont les poles dans le demi-plan Res=1 ([JS], prop. 3.3, 3.6), que
I’on connait I’équation fonctionnelle ([S1], th. 4.1, [S2], th 1, [S3], prop. 3. 1), on obtient:

COROLLAIRE. — (i) Supposons vérifiée I'une des conditions suivantes:

(a) n#n';

(b) n=n’ et il nexiste pas de teC tel que p~p’[t].

Alors L (s, p x p’) est entiére.

(ii) Supposons n=n’, p~p’. Alors L(s,pxp’) a deux poles simples en 0 et 1 et est
holomorphe hors de ces points.

Posons N=n+n’, G=GL(N). Soient Q, resp. Q’, le sous-groupe parabolique standard
de GL(N) de sous-groupe de Lévi GL (n’) x GL (n), resp. GL (n) x GL (n"), soient U, U’
les radicaux unipotents de Q et Q’ respectivement. Si n=n’, on a Q=Q’, U=U". Comme
en 1.2, on note ¢ I’élément non trivial de &,. Posons p=p ® p’. On définit I’espace
I(p) (cf. I1.1.1). Pour gpel(p) et s=(s,s’) €C?, on identifiec ¢(s) 4 un élément de I(p,s)
qui est 'espace de la représentation induite de p[s]. Notons C, I'espace des fonctions
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lisses sur Q' (k)U(A)N\G(A) a valeurs complexes. On a une application naturelle
i':1(p, s) = Cq décrite de la fagon suivante: si fel(p,s) et ge G(A), f(g) est un élément
de W ® W’ qui est un espace de fonctions sur GL (n, A) x GL(n’, A); on peut évaluer f(g)
au point (1.1), cela nous donne (i'f) (g). On a de méme une application i:
I(o, p, 05) = Cqo

Pour pel(p) et s=(s,5") € C?, on construit la série d’Eisenstein (fonction méromorphe
de 5) E(,s,g): est une fonction de g€ G(A); posons s,=s—s'; si Res, est assez grand
ona

E(p,5,8)= )  [Fo®](2).

YeQ (W\G (k)

Soient P un sous-groupe parabolique standard propre de G, N son radical unipotent,
EN(g, s, g) le terme constant de E(, s, g) le long de N. Il est bien connu que EN(¢, 5,g) =0
si P£Qet P#Q". Si n#n’, on a

EY(0,58) =i ¢(s)(8),
EY(9,s,8)=[iM(o,5) ¢ (9)](g)-

Sin=n’, EV(¢, s, g) est la somme des deux termes ci-dessus. On a I’égalité
M(0,3) @(8) =L (50, p X p') (L(so+1,p X P) £(50, p X p')) "' N (0,5 ¢ (9)-

Soit seC, avec 0<Res<1//2. Supposons que la fonction L(e,pxp’) a un pdle en
s, disons d’ordre r>0. Appliquons les constructions ci-dessus au voisinage du point
s=(s/2, —s/2) (pour lequel on a s,=s). L’opérateur N (o, @) est holomorphe et non nul
au point s (I.10). Alors EV(¢,e,g) a un pdle au point s. Plus précisément, comme le
comportement de E (o, @, g) est controlé par celui de ses termes constants, on peut définir
la fonction

E(9,8)=lim (s'—s)E(9,5',8)

s’ —s

[avec s"=(5"/2, —s’/2)]. C’est une fonction automorphe sur G (k)\ G (A), non nulle et qui
vérifie, avec les notations ci-dessus

{ EN(p,g)=0 si P#Q

1
(1) EY(9,8)=c[iN(c,5) ¢ (9)](g),

ou ¢ est une constante non nulle.

Notons maintenant B le sous-groupe de Borel standard de G et N son radical unipotent.
Fixons un caractére continu non trivial { de A/k. On en déduit un caractére ¢ de N (A).
On définit usuellement le coefficient de Fourier EY (¢, s’,g) pour s’ C2. D’aprés ([S2],
cor. a la prop. 2.4, [S1], prop. 3.1 et [CS]), on a une égalité [disons pour s’ =(s"/2, —s’/2)]:

EY(9,5,8)=L(s’+1,pxp) ' W(0,5,g),
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ou W est une fonction holomorphe pour Res'=0. Le terme ci-dessus n’a pas de poles
en s. On en déduit:

() EY(e,8)=0.

Notons P le sous-groupe parabolique standard de G de sous-groupe de Lévi
GL(N—-1)x GL(1).

LeEMME 1. — (i) la série

EY(0,78)
ye® n Q) (KNP (k)

est absolument convergente.
(ii) Sa somme est égale a E(o, g).

Démonstration. — Pour t=1, ...,N—1, notons P, le sous-groupe parabolique standard
de G de sous-groupe de Lévi GL(t) x GL(1) x ... xGL(1) et U, son radical unipotent.
On note encore Y la restriction de & U,. Fixons la fonction ¢ et posons:

E'(g)= E(,ug) ¥ ()~ ' du.
U 0N\ U (A)

Notons Y’ le caractere de U, (A) défini par
N—-1
‘1’/(")=\I’< Z ui,i+1>
n'+1
ou u=(u;;);<; j<n- Notons que I'on n’a pas pris le coefficient u, , .. Posons

E'(g)= E(o,ug) ¥’ ()~ ' du.
Uy (k)\\ Uy (A)

Enfin notons P} le sous-groupe des éléments p=(p;;) de P, tels que p;;=1 pour i>t. On
démontre par récurrence descendante la formule:

E(<P,g)= z Z X ...

YN—1€PR_2 WNPR_1 () YN—26PR—3 (WN\PR-2 ()

X Y E'(Y,. .. YN-2Vn-18)

v, PP 1 (O\PY (k)
sit>n',
+0

sit<n,

+ Z E'(Yws1 - In-2¥N-18)

IN—1€PRO2ONPR_1 () Yy ePY WONPY 11 (0
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C’est le méme raisonnement que dans le cas d’'une forme cuspidale: on passe de ¢ a
t—1 en développant la fonction u — E* (ug) en série de Fourier, u variant dans un certain
sous-groupe Uj tel que U,_,=U;U; il faut utiliser la relation (1). Pour t=1, on a
E'(2)=EY (¢, g) par définition, qui est nul d’aprés (2). On obtient donc:

(3) E(p,8)= > E'(vg),
ye PP IO\PR_1 (k)

pourvu que cette série soit absolument convergente. On va démontrer cette assertion
dans un cas simple, le cas général se traitant de fagon analogue. Notons K le sous-
groupe compact maximal habituel de G(A). On suppose donc g=1 et qu’il existe fe W,
f e W’ et une fonction a: K — C de telle sorte que

¢N(o,9 ) (k)=a(k) [ ®f
pour tout k e K. Identifions GL(N—1) 4 un sous-groupe de P%_,. Alors
P%_; N Q\PY_, s’identifiea Q\GL (N —1),

ou Q est le sous-groupe parabolique standard de GL(N—1) de sous-groupe de Lévi
GL(n) xGL (n—1). Et PO\ P%_, N Q s’identifie 4 N\ GL(n—1); ou N est le sous-
groupe unipotent maximal standard de GL(n—1). Pour geG(A), posons
g=h (g h(@)u(g)k(g), avec h'(g)e GL(n’, A), h(g)e GL(n, A), u(g)eU(A), k(g)eK. II
résulte des définitions que 'on a I’égalité

4) EY(,8)=a(k (@) f (W () f(h(g)).
Notons W, le coefficient de Fourier non dégénére de f. On a I'égalité
(%) E'(@)=a(k@)f (W (@)W, (h(2))
Considérons d’abord la somme partielle, pour ye GL(N—1, k) fixé:

DY |E (v 7)|.

N((*)\GL (n—1, k)

Remarquons que A’ (Y y)=h"(v), k(Y y) =k (y), h(y" y)=7"h(y). La somme ci-dessus vaut
donc

lakMIf W]~ X W, ().

v eNKN\GL((n—-1,k)

Il résulte de ([JPSS], prop. 12.2, 2.3.7 et 8.3.3), que pour tout réel T assez grand, il
existe une constante ¢’ telle que la série intervenant dans ’expression ci-dessus soit
majorée par

¢|deth(y)| "
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[pour appliquer ([JPSS]), on remarque que h(y)e GL(n—1, A)]. 1l reste alors & montrer
que

) la(k )]

'ye(;(k)\GL (N—1,k)

f (W (y)||deth(y)|"

est convergente. Mais c’est essentiellement une série d’Fisenstein pour le groupe
GL(N—1), construite a partir des représentations p’ de GL(n’,A) et |det|_T de
GL(n—1, A). Elle converge pour T assez grand. Cela démontre la convergence de (3).

Utilisons la formule classique

fi=_ ¥ W, (v'h)

vy eN(k)\GL (n—1, k)
pour tout he GL(n, A). On obtient d’aprés (4) et (5):

% E' (v g)=E"(9,2).

Y e 1:1 (K)\GL (n—1,k)
En remarquant enfin que PY_; N Q\ Py _, s’identifie a8 ® N\ Q\ P, on obtient finalement

E(9,8)= Y EY(¢,7g),
ye P n Q) (kNP (k)

ce qui démontre le lemme.

Décomposons p, p’, I(p,s), I(op, os) en produit tensoriel de représentations locales
p,» etc. sur les places v de k. Notons J, le sous-espace de I(op,, 65) image de N, (o, s).
Quand ¢ varie, la fonction N(o,s) @ (s) parcourt le produit tensoriel (restreint) ®,J,.
Rappelons que J, est un espace de fonctions sur G(k,) a valeurs dans I'espace de
p, ® p,, vérifiant une condition de transformation a gauche par Q(k,). Remarquons que
QP(={4gp;qeQ,peP}) est un fermé de Zariski de G différent de G lui-méme: c’est
ensemble des g tels que si g~'=(g;;), on a gy ;=0 pour i=1,...,n".

LEMME 2. — Soit v une place finie de k telle que p,, et p, soient non ramifiées. Il existe
J,€J,, non nulle, dont la restriction a Q(k,) P(k,) soit nulle.

Admettons ce lemme pour un instant et terminons la démonstration de la proposition.
On fixe une place v vérifiant les hypothéses du lemme, on choisit j, vérifiant sa conclusion.
On choisit ¢ telle que N(o,s) @(s) soit non nulle et ait pour v-iéme composante j,.
D’aprés (1) EY(p, ®) n’est pas identiquement nulle. A fortiori E(p,®) ne I'est pas non
plus. Comme G (k)B(A) est dense dans G(A), il existe be B(A) tel que E(o,b)#0.
D’aprés le lemme 1, il existe donc yeP(k) tel que EY(¢,yb)#0. Mais EY(o, yb) se
déduit de N(o,s) ¢ (s)(yb) par évaluation en un point. La composante locale en v de
N(o,s) @(s)(yb) est j,(yb) qui est nulle car ybe P(k,). Contradiction. Cela achéve la
démonstration.

Il reste a démontrer le lemme 2. Fixons donc une place v vérifiant les hypothéses de
lemme. Pour veC, notons 1[v] le caractére |o|v de k¥. Il existe des nombres complexes
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Vis oo sV Vi, - . ., Vo tels que:

pvzl[vl]x cee Xl[vn],

po=T[vilx ... x1[vy],

1/2>Rev;=...=Rev,>—1/2, ZRCVFO,

12>ReV;=...ZReVv,>—1/2, Y. Rev;=0.

i=1
Remarquons que cela implique Re v =0. Soit we Sy la permutation

w: (,...,nn+l,... , N)»®+1,...,N,1,...,n),
et posons
n=1[v;+5/2]x ... x1[v,+5/2] x1[vi—5/2]x ... x 1[v,.—s/2].
On a des isomorphismes:

Joopuls/2lxpi[—=s/2] = m,

7

Joopu[=s/2]x p,[s/2] > wm.

Par exemple notons V, V', X, Y les espaces de p,[s/2}, p,[—s/2], p,[—s/2] % p,[s/2], w.
Ce sont des espaces de fonctions respectivement de

GL(n,k,) > C
GL(n',k,)—>C
Gk,)-V RV
G(k,)—~C
vérifiant des conditions de transformation selon des sous-groupes paraboliques adéquats.

Pour xeX et geG(k,), on a x(g)eV'®V, on peut évaluer x(g) au point (1,1), cela
nous donne la valeur de [j' (x)](g). Il est clair alors que les conditions:

(i) la restriction de x a Q(k,) P(k,) est nulle;
(ii) la restriction de j' (x) a Q(k,) P (k,) est nulle,
sont équivalentes.

D’autre part on a le diagramme commutatif

PuISf21 3 ol =/2) = o =20,

N (w)
T E— WT

4¢ SERIE — TOME 22 — 1989 — N° 4



LE SPECTRE RESIDUEL DE GL (n) 673

ou N (w) est 'opérateur d’entrelacement déduit de w. Notons E I'image de N (w). Les
considérations ci-dessus nous raménent a prouver qu’il existe dans E un élément dont la
restriction a Q(k,) P(k,) est nulle. Introduisons les éléments suivants de Sy:

w: (1,...,n,n+1,.. ., N)—(2,...,n+1,1,n+2,...,N)
w': (1,2,...,n+1,n+2,... N)—~(1,n"+1,...,N,2,...,n).

On a w=w"w’, d’ou la décomposition N (w)=N (w) N (w’). Les couples inversés par w’
sont les (i,n+1) pour 1<i<n. Les différences des paramétres correspondants sont
s+ v;—v;. Mais on a

—1<Re(s+v;—vp)<L

Donc N (w’) est un isomorphisme. Et E est 'image par N(w"’) de w'n. Notons n”’ la
représentation de GL(N—1, k,) suivante:

n=1[vi+s/2]x ... x1[v,+5/2]x 1[vy—s/2] x ... x1[v, —s/2].

Identifions Sy _, a I'ensemble des éléments de Sy qui fixent 1. Alors w” s’identifie a un
élément, disons w, de Sy_,. On a un diagramme commutatif :

, N (w'’)
wT —_— WT

1[vi—s/2]xn” - 1[vi—s/2]xwn”
N (w)

ou on a noté abusivement N (w) 'opérateur déduit par induction de

//N(‘;) N
T —>WT .

Ce diagramme prouve qu’il existe une sous-représentation & de w n”” telle que
E~1[v]—s/2] xd.

Notons R le sous-groupe parabolique standard de G dont le sous-groupe de Lévi est
GL(1) x GL(N—1). L’ensemble RQP est un fermé de Zariski de G différent de G: c’est
I’ensemble des geG tels que si g~ ! =(g;;), on ait g,; =0. L’espace Z de 1[v]—s/2] x 3 est
un espace de fonctions sur G(k,) vérifiant une condition de transformation sous R (k,).
Montrons qu’il existe un élément de cet espace, non nul, de restriction nulle a
R (k,) Q(k,) P(k,). On construit d’abord une fonction

ki R(k)\G(k,)>C

de la fagon suivante: pour geK, (le sous-groupe compact maximal standard), posons
-1
g =(gij) et

=1 si |g,|=1
0 sinon.
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On prolonge p par invariance sous R (k,). On choisit un élément g tel que p(g) #0, un
élément z dans Z tel que z’(g) #0. Alors le produit pz répond a la question.

Par le méme raisonnement fait plus haut pour I'isomorphisme j’, un tel élément
s’identifie 4 un élément de E, non nul, de restriction nulle a R (k,) Q(k,) P(k,). A fortiori
de restriction nulle a Q(k,) P(k,). C’est ce que I'on voulait démontrer.
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