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SUR

L’EQUATION DE KEPLER,

Psx M. GOURIER,

ELEVE A L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE.

Dans le cours professé a la Sorbonne I'année derniere, M. Hermite
s'est occupé de I’équation de Kepler, et il a bien voulu m’engager &
rédiger, d’apres ses indications, la démonstration d’une propriété im-
portante des racines de cette équation.

L’équation .

(1) f(z)=23—a—Esinz=o,

dans laquelle o représente un angle donné compris entre zéro et =,
et E une constante positive inférieure 4 I'unité, a une racine réelle com-
prise entre zéro et w et une infinité de racinesimaginaires. Endivisant
le plan sur lequel on figure les valeurs de z par des handes paralleles a
I'axe des ¥, et distantes de «, chaque bande de rang impair du coté
des x positives comprend deux racines conjuguées, et de méme chaque
bande de rang pair du coté des = négatives.

Sil’on considere la bande de rang 2% + 1 du ¢oté des 2 positives, et
sil’onreprésente parx= yiles deux racines comprises danscette bande,
il s’agit d’établir que, pour les grandes valeurs de £, la valeur de x est

a peu prés égale & 2 kn +- g, et celle de y & LI—?:—FL (zlm—!— g)

A cet eflet, tragons dans cette bande un rectangle ABCD dont les
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sommets correspondent aux quatre valeurs suivantes de z :

T T . D .
o+ = —e okm+~+s¢ 2lf7r+—2——e+al, 27:“7r+;+-5—£—az,

dans lesquelles ¢ représente une constante positive, prise arbitraire-
ment aussi petite que ’on veut, et @ une autre constante positive dont
le minimum sera déterminé plus loin. Nous allons démontrer que,
quand £ a une valeur supérieure 4 une certaine limite, ce rectangle
renferme une des racines de I'équation. En faisant mouvoir le point =
dans le sens direct sur le contour du rectangle, on reconnait aisément
que le nombre p. des racines situées a 'intérieur de ce rectangle est
donné par la formule suivante :

t-+ = (e'— e')sine
ap =1
¢ T I
5 w—i—s-—;(c’—i— e~')cose

SR Res)
B

+

B E

t— = (e'— et sine
—I >

E '
+w—ec— = (e et)cose

“ 40

—+1I - — ’
T I
S Fo+e—t—— (e*+ e=“)cos(¢ —¢)

0

dans laquelle o représente la quantité 2 £x — «, et I un indice pris par
rapport a Z.
L’équation
T E
- +o+e—=(e~+e*)cose=o0
2 2
admet une seule racine réelle positive ¢,. De méme I’équation

T E
;+c->-—s-——§(e‘-+—e“)coss=o

admet une seule racine positive #, moindre que ¢,. Nous supposerons
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asupérieur a ¢,. L’équation

t— = (et—e*)sine=o

v | B

est vérifiée parz = o, et admet une seule racine positive 7;; nous dé-
montrerons que, lorsque w dépasse une certaine limite, z; est nécessai-
rement inférieur & #,. Supposons cette condition remplie; on voit alors
que le premier indice est égal & + 1, que le second est égal & — 1, et
que le troisieme est égal & zéro. On a donc

=1,

. E | .
La fonction ¢ — = (¢'— ¢™) sine s'annule pour 7= o; elle va en

croissant lorsque ¢ varie depuis zéro jusqu’a la racine positive de 1'é-
quation

I— 41;; (et+ e~*) sine = o,

puis elle décroit continuellement; donc, pour que ¢, soit inférieur 3 (,,
il 'suffit que ’on ait

E .
(2) ti— — (e — e™4) sine <o.
Mais ¢,, étant la racine de I’équation
E
Ihn—e—= (e!+ e™*) cose = o,
2 2
est supérieur d L (o). L’inégalité (2) sera satisfaite sil'ona
E N .
L{n)—= (w- —) sine < o.
' 2\ o)

On déduit de cette inégalité une limite de » et par suite de Z.
Connaissant la valeur de «, on peut obtenir celle de y par 'équation

3

z — o — é(ef-!-e'f)sinx::o
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ou )
T E .
©+o +y—S(d+ e7)cosy =o,

dans laquelle ¢y désigne une quantité tres-petite, positive ou négative.
De cette équation on tire approximativement

2 w
y:LE—-——cosy -+ L (w—i—; -+ y>.
La valeur de y est donc, & peu pres,

2 T
y__LE—\—L(zlm—!— -2->.



