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ESTIMATION DES FONCTIONS
DE LITTLEWOOD-PALEY-STEIN

SUR LES VARIÉTÉS RIEMANNIENNES
A COURBURE NON POSITIVE

PAR NOËL LOHOUE

Dans la monographie « Topics in Harmonie Analysis Related to Littlewood Paley
Theory » E. M. Stein a introduit une classe de fonctions de Littlewood Paley qui dans
le cas des groupes de Lie compacts et de certaines équations différentielles du second ordre
permettent de prouver des inégalités V pour certains opérateurs intégraux singuliers.

En analyse classique ces fonctions de Littlewood-Paley permettent aussi de prouver
des théorèmes de convergence non-tangentielle de type Fatou.

Par exemple si M est un espace symétrique, de type non compact, P( (x, y) le noyau
de Poisson de M ; la fonction à laquelle on s'intéresse est définie par la formule :

g\f)(x)= f ^ J l ^ / ^O
Jo l et

2+||V,/(x,0||2lA

où/ : M -> C est une fonction C°°, à support compact, prolongée à M x 1R+ par

/(x,o= f P^y)f(y)da(y)
JM

da étant la mesure riemannienne sur M, V^ le gradient riemannien de / (x, t) en la
variable x.

Dans l'ouvrage sus-cité, il a été prouvé que pour tout 1 <p^2 :
œ ll^œiL^II/IL-
Si 2 <p il existe une constante c (p) telle que :
(ii) \\f\\^c(p)\\g(f)\\,.
P. A. Meyer donne des preuves probabilistes des inégalités ci-dessus dans un cadre un

peu plus général dans [17], voir aussi N. Varopoulos [20].
Cependant l'équivalence [|^(/)||p^ ||/||p n'a pas encore été établie, même pour les

espaces symétriques de rang un.
L'objectif initial de ce travail était d'établir l'équivalence ci-dessus. On prouvera des

résultats beaucoup plus profonds qui reflètent la nature géométrique des variétés de
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506 N. LOHOUE

Cartan-Hadamard dont la première valeur propre du laplacien est strictement positive,
par exemple les espaces symétriques de type non compact, non euclidien.

La fonction g définie ci-dessus ne rend pas compte de la situation géométrique
spécifique des espaces symétriques non euclidiens; en particulier elle ne permet pas de
lire la décroissance exponentielle de P^ (x, x) quand t tend vers l'infini.

D'autre part, si l'on veut l'utiliser pour estimer les fonctions d'aire, elle limite singulière-
ment l'ouverture des cônes qui définissent ces fonctions, car un changement de variable
linéaire en t grossit le volume des boules de façon exponentielle.

On va, par conséquent, définir une nouvelle classe de fonctions gy, sur les variétés
riemanniennes à courbure non positive dont la première valeur propre du laplacien est
strictement positive. On établira les équivalences ||^a(/) IL^ I I / IL P0111" certaines valeurs
de p qui dépendent de a, go(f) sera précisément la fonction g(f) de E. M. Stein dans
le cas des espaces symétriques de type non compact, non euclidiens. L'équivalence
||^o(/)|L^ I I /||p ne sera !ÛOTS (mîun cas particulier des équivalences ||^(/)|L^ || /IL-

A la fin de l'article, on utilisera ces inégalités pour estimer la fonction S de Lusin
quand p ̂  2.

Ce travail a été réalisé pendant le séjour de l'auteur à McGill University de Montréal
et une visite à Cornell University.

L'auteur tient particulièrement à remercier le cher ami C. S. Herz; grâce à lui le séjour
a été possible, R. Strichartz pour l'accueil qu'il lui a réservé à Cornell, ainsi que S. Drury
pour de multiples raisons.

I. Énoncé du théorème principal

Avant d'énoncer le théorème principal, nous allons fixer quelques notations.

NOTATIONS. — M est une variété de Cartan-Hadamard, c'est-à-dire simplement connexe
à courbure non positive, complète. On note comme d'habitude da la mesure induite
par la structure riemannienne. Si l<j9<oo, on note, pour toute fonction/: M-^ C,
mesurable,

IMI^f I/MI^MJM
||/||,=essSup|/(x)|

x e M

L^M) est le complété de l'espace ^(M) des fonctions C°° à support compact pour la
norme || \\p si l^/?<oo; L°° est l'espace classique pour la norme [[ |[oo; si l^p<co,
on note/?" l'exposant conjugué de p \jp-\-\ip' = 1.

A désigne le laplacien sur M et A()= —A, V est l'opérateur gradient qui transforme les
fonctions C°° en champs de vecteurs.
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ESTIMATION DES FONCTIONS DE LITTLEWOOD-PALEY-STEIN 507

^ désigne la solution fondamentale de l'équation de la chaleur sur M, P( le noyau de
Poisson : c'est le semi-groupe subordonné à ̂  par la formule :

^t(^y)= | °°^t 2_(x,y)e~ uu~ l / 2du.
^ 4«

Par la suite, on suppose que la courbure de M est bornée, ainsi que ses deux premières
dérivées covariantes ; on suppose aussi que la première valeur propre de A() est strictement
positive et on désignera par p- la constante positive telle que :

Inf (Ao/,/)=H.
I l / l l 2 = l
/ e^(M)

Soit xçM et soit 0<t<co un nombre réel, on note By(x) la boule géodésique de
centre x et de rayon t, | B( (x) | le volume riemannien de B, (x).

On notera aussi 1^ la fonction caractéristique de l'intervalle [0, t\ de la droite numérique.
Les expressions que l'on veut étudier sont les suivantes.
Soit a>0 et soit/ : M —> C une fonction C°° à support compact, on note :

/ (x,Q= f P^y)f(y)da(y).
JM

gÏ(f)(x)= \'te^\ ^.OP+IIV./^O^IA
Jo (. ct )

S^/)(x)= f ^B.Ml-^l^'^O+IIV./O.O^ld^aCy).
Jô(x,y)<at l|^ J

où ||Vy/(y, t)\\ est la norme riemannienne du champ de vecteur Vy/(j, t)\ ô(x, y)
désigne la distance géodésique de x à y.

On peut maintenant énoncer le principal résultat que l'on va prouver.

THÉORÈME I. — Soit M une variété de Cartan-Hadamard, de dimension n. On suppose
que :

(i) la première valeur propre de A() est minorée par [i>0;
(ii) les deux premières dérivées covariantes du tenseur de courbure sont bornées.
Alors on a l'équivalence ||^(/) \\p^ || / ||p dans les cas suivants :
(a) 0<a<2^/jlet 2^<4/H/a
(b) 0<a<4^/jiet l<p<2,//<4^i/a;
(c) a=0 et l</?<oo.
Dans le cas des espaces symétriques, on peut améliorer les bornes qui interviennent

dans (à) ; les analogues pour l'équation de la chaleur des fonctions g^ sont étudiées aussi
à la page (41) de ce travail.
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508 N. LOHOUE

II. Démonstration du théorème 1

On utilisera successivement plusieurs lemmes dont le premier est le suivant :

LEMME 1. —Pour tout ô>0, il existe 0<P<5, des points P^eM tels que les boules
géodésiques Bp(Pf) de centre Pf et de rayon P forment un recouvrement de M, de sote que
tout point de M n'appartienne qu'à l boules au plus (l arbitraire, dépendant éventuellement
de 5, mais le même pour tous les points de M).

Ce lemme est prouvé dans [1].
Il s'ensuite que pour tout i fixé, il existe au plus ?i (indépendant de i) boules Bp(Py)

qui rencontrent Bg p(P»). Soit/ : M -> C une bonne fonction et soient :

f^ M == S (P.) M / M ; f^ w = IBS p (P.) M / M
où le (P,) est la fonction caractéristique de la boule Bp(Pf); il découle du lemme 1 que
pour tout l^r<oo,

00 00

II f l k— V II f^ll1'— V II f^^I I J l lr^ L, I I J i \\r— L I I J i \\r-
f = l i = l

Le signe £1^82 entre deux expressions e^ et £3 veut dire qu'il existe une constante c
ne dépendant pas de £1 et £3 telle que :

C - ' l £l<£3<C£l .

On aura besoin du second énoncé suivant :

LEMME 2. — Soit 0 un point fixé sur M et soit Bg p(0) la boule géodésique de centre 0
et de rayon 8 p. On note SP6 la solution fondamentale de l'équation de la chaleur pour le
laplacien dans Bg p(0) avec la condition de Dirichlet au bord. Il existe, pour tout xeB^ p(0),
une mesure y^ sur R4" x8B^^(0) [où 3B4p(0) désigne le bord de B4p(0)] telle que pour
toutyeB^^O)

^ (x, y) = S^ Oc, y) 4- f ^B-, <J, z) dy, (s, z).
J[0.([xaB4p(0)

De plus pour tout £ > 0 Sup y^ {[0, £ [ x ̂ 4 p (0)} ^ c (£, P) où c (£, P) ne dépend que
^ e B 2 p ( 0 )

de £ et P.
Ce lemme est prouvé dans [2].
On passe maintenant au troisième lemme. On va supposer P assez petit mais fixé de

telle sorte que le laplacien soit uniformément elliptique sur toute boule de centre x et de
rayon 8 P, avec des constantes uniformes ne dépendant que de la géométrie de M
d'après [7] et que les hypothèses du lemme 1 soient satisfaites.

Soit (po : 1R -> [R, une fonction C°°, paire, à support compact, qui vaut 1 si | x \ ̂  P/3,
s'annule ainsi que toutes ses dérivées jusqu'à l'ordre 4 si | x \ ̂  P/2.
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ESTIMATION DES FONCTIONS DE LITTLEWOOD-PALEY-STEIN 509

On note K^ le noyau défini par la formule :

K^(m^m2)=(n-2)—Q(m^m^Q~l(m^,m^Sl~n(m^m^) si 6(m^m^)^^/3
or

K^(m^m^= \ (n-ï)^Q^(m^m^ —(m^m^)Q~1 (m^m^-l^ooSÇm^m^ [
[ or J

xbl~n{m^m^)

- \ (poo8(Wl,m2)+—9(ml,m2)9~ l(ml,m2)cpoo8(ml,m2) \
i 8r

x^-^m^m^ si ^/3^8(m^m^^l2.
Ici 9 est donné par la relation :

| / (x) da (x) = | °° | / (Exp^ (t œ)) t" ~1 9 (x, Exp^ r œ) d(ù dt.
JM Jo JSn-i

S^_i désigne la sphère-unité de [R^G) la mesure uniforme sur 5^ et Exp^ç est l'application
exponentielle du plan tangent en x TM^ sur M. On a prouvé dans [14] le lemme
suivant :

LEMME 3. — Soit f : M -> C une fonction de classe C2 ; pour tout m e M

f( \ f (Po°8(m,mi)A/'(mi)dCT(mi) F/(m)=cj ————.—————,————+ Ki(m,w0/(wi)da(m0
JM ô" ^m^mO JM

€„ ê5î un^ constante qui ne dépend que de n.
De plus il existe une constante c(P) telle que :

f \K,(x,y)\+\\^K,(x,y)\\da(y)^cW
JM

f |K,(x^)[+||V,Ki(x^)[|da(x)^c(P)
JM

F (po°5Qc,jO /(pooSCx,^)'
+ V. —————— ^(x)^c(P)JMS""2^^) 'Vs"-2^,^

Ço0^^^) . II.-, /(Po°8(^^)^r f9oo5(x^)
JMiS»-2^^)^-^•^[•^^•^^

On se propose de prouver que |[^a(/)||p^ ||/||p si l<p<oo. Pour cela on utilisera
constamment la remarque suivante.

Remarque. — Pour prouver l'équivalence ||^a(/) |[p^ || / \\p il suffit de la prouver pour
les fonctions/positives.

En effet chacune des trois expressions indexées par a, satisfait l'inégalité :
^(/i+^^kaC/O+^xŒ)]- Oi1 supposera désormais/^ 0.
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510 N. LOHOUE

On va prouver le :

LEMME 4. — Soit :

^\f)W=\ e^t\ -P,/ W+IIV^P./Xx)!!2^^
ôt

| 1/2

Alors si p < 4 Ai/a, /? ̂  2, î? existe une constante c (a, /?) ^(fe ^M^

||^(/)||^c(a^)||/||,.

Preuve du lemme. — On pose ^ = n2.
Soit BI la boule dans M x [R+ (pour la métrique produit) centrée en (x, t) de rayon P;

on choisit ce nombre assez petit de telle sorte que les conclusions des lemmes précédents
où P intervient soient satisfaites.

Puisque /^O, que (^/ôt^+A est uniformément elliptique sur B^ avec des constantes
d'eiïipticité contrôlables en termes de la courbure de M et de ses deux premières dérivées
covariantes et que P^/(x)=/(x, t) est harmonique sur B^ pour l'opérateur (^/^t^+A,
d'après l'inégalité de Harnack, il existe c(P) >0 ne dépendant que des invariants ci-dessus
tels que pour tout (y, s)eBi

P,/(y)^c(P)P,/(x).

Par ailleurs, si

0.,s)eB,, P,/(y)= H(^5; z,M)P,/(z)da(z)du
JôBi

où H est un noyau tel que :

sup
ô(y,s;z,u)^p/2

-H(^5; Z,M) + ||V,H(^,s; Z,M)| | ^ ^C(P)

C(P) étant une constante qui ne dépend que de P.
Il s'ensuit que :

•)\\2^C\[ P,/(z)da(z)ï^(
LJ^BI J

P,/(x) +||V,P,/(x)||2^C P,/(z)da(z) ^C[P,/(x)]2.
St

Alors :

a \2/p / r r r^ -|p/2 \2/p
[g^fWrdaÇx)) ^C ^^[^/(x)]2^ da(x)\ .] p / 2 \2

^dt da(x)\
^ / \ J M L J l J /

D'après l'inégalité de Minskovski, si p ^2
-|p/2 -|2/p ? oo r /• -|2/pr F r poo -|p/2 -|2/p ? oo r /• -|2/p

^^[P./M]2^ da(x)\ ^ ^at [P,/(x)]^a(x) .lt[^f(x)}2dt\ da(x) | ^ ^at [P,/(x)]^a(x) A.
Jl L J M J
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ESTIMATION DES FONCTIONS DE LITTLEWOOD-PALEY-STEIN 511

Mais la norme de P, opérant sur L^M) vaut e~^ot où ^ est, rappelons-le, la première
valeur propre de Ao; comme celle de P^ opérant sur L00 est exactement un, d'après
l'inégalité de convexité de Riesz, la norme de P( opérant sur LP(M) ne dépasse pas
^-2po^ Alors:

P.f^dGW^Ce-^^V^
JM

et

r ^ f f IP./Ml^cT^T'A^ClI/l^f^^^-^o/p^^cll/l^ si a<4^,
Jl UM -I Jl P

ce qui revient à dire que p a < 4 p,o-
Ceci prouve le lemme.

Remarques. — Si M est un espace symétrique de type non compact, non euclidien,
l'estimation du lemme précédent n'est pas la meilleure possible.

Dans ce cas on a le résultat suivant :

LEMME 4\ — Soit M un espace symétrique de type non compact, non euclidien. On note
p la demi-somme des racines positives associées à une décomposition d'Jwasawa du groupe
semi-simple correspondant.

Alors

ll^œll^cii/n, si p<—,[M2+M^W^^}•

Preuve du lemme 4'. — En effet, on sait d'après [12] que la norme de ̂  opérant sur
I7(M) vaut exactement ^ -^ l lp l l 2 / ^ ' ) ^ Alors la norme de P^ opérant sur LP(M) est :

^+ °o ^oo 2 II p II t['"""e-^llpll^M.Wg-uy-i^y^ f°
Jo Jo

e-4"''!!2'2/4'""''^-1'!!-1/2^^ e~'[PH2t2"""'/e~uu~l/2du^Ctll2e~~
JPP'-10 Jo

Si l'on reprend les arguments du lemme précédent, il suffit que :

, 4||p||2
^<

PP

II revient au même de dire que ^^^HpH^^^Hpll^O; le trinôme de droite a
deux racines (puisque | a | < || p || ) qui valent

^llpll^yi^F^llpl
pl-———————20^——————II faut donc que

2^<W+W^^=P^).
II2

a" a"
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512 N. LOHOUE

Car

<Pr

Ceci termine la preuve du lemme 4'. Ce lemme donne une amélioration du théorème 1.
On va maintenant énoncer le lemme 5.

LEMME 5. — Soit (pi : R -> {R une fonction paire, C°°, qui vaut 1 si | x \ ̂  P4/^ et s'annule
pour | x ^ P4/! On ;W5é? (p (x, ^) = (pi ° 88 (x, ^), v|/ (x, ^) = 1 - (p (x, ^) et

îw=r^(\(^
Jo ^JM

nî(x)= t-\ P,(x,y^(x,y)f(y)da(y)\ dt

-f\||vj P,(x,
Jo JM

+ î||vj ^(^^vl/^^/Cy)^^)!!2^
Jo JM

Alors : pour tout 1 <p< oo, f( ^xi'stë Mne constante Cp telle que :

IIM^II/llr

Preuve du lemme. — (A) On pose :

'(^Ft ^-f p,(x,(Ai) L2(x)= t P,(x,^)v|/(x,^)/(j)(iCT(y) dt
Jo O t j M

-rrllvj P,(x,
Jo JM

+ t||vj P.^^vl/^^/Cy)^^)!!2^

Par définition L2 vaut :

r1 ^ r r°°L2^ r - ^(x,^)v|/(x,^t2 ^y)^(x,y)f(y)da(y)e~uu~ll2du\ dt
Jo ^ JMJoM ^ O 4 ^ .

[\||vJ [^^(x,
Jo J M J O 4y

+ d v. ^(^^^(^^/(j)^^)^"^-172^!!2^.

Soit :
^t2/^Li(^o=f r^^^^vK^^/o)^^)^-^-1/2^.

J M J O 4^

Le changement de variable u = r2 r/4 transforme L^ (x, t) en :

-i(x,o—f [^
^ J M J O

Li(x ,Q=- ^(^^^T-^^^/Cy)^^)^^2^
^ J M J O

= t f r
2JMJ1

^(x, ̂ e-^^s-^/^v^x, y)da(y)ds.
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ESTIMATION DES FONCTIONS DE LITTLEWOOD-PALEY-STEIN 513

Soit

,,. . . ^>o°S(x,y)KO (^)=—27—-c»8" Oc, y)

alors d'après le lemme 3 on a :

^ (̂  Y) v|/ (x, ̂ ) = 1 Ko (x, z) A, ̂  (z, )̂ rfa (z) v|/ (x, )̂
JM

+f K,(x,z)^(z,^)da(z)v|/(x^).
JM

et :

Li(x, 0- f f00 f Ko(x, z)a^s(z^)v|/(x,^)/0)^-t2/4ss-3/2^a(z)^(J)^
^MJl JM 8S

+ r f f ["^(x, z)^(z, ̂ )^(z, ^)v|/(x, ̂ /M^-^^-^daCz)^^)^
^ J M J M J l

=Ln(x, 0+Li2(x, 0

3 î2 r r r00 s^
,L^(x,0=rlL^(x,0-- ^)(^z)——(z,^)^(x^)/(j)
ôt ^ J M J M J I 8S

xe-^'s-^dsda^daÇy).

(-^ ,(x, 0=r lL^ ,(x, 0-Ç f00 f f K,(x, z)^(z,y)^(x,y)f(y)
8t 4 Ji JMJM

xe-^^-^da^da^ds

t r r r00 ^^V,L, (x ,0= , v,Ko(x,z)—^(z^)^(x,^)/(j)
^ J M J M J I ^s

X^-t2/4,^-3/2^^^^^

? r r r00 ^<^
+J K^(x,z)——(z,y)^^(x,y)f(y)

2 J M J M J 1 8S

xe-^l^'s-^da^da^ds

+ t S ! ['^^^z)^^y)^(x,y)f(y)
^ J M J M J I

xe^^-^da^da^ds

+ ^ f f foo^l(^^^(^J;)V,v|/(x,^)/(J)^-t2/4s5-3/2rfa(J)rfa(z)rf5.
^ J M J M J I

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



514
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- ^^o(x,z)—s(z,y)^(x,y)e-t^sf(y)s-3f2dcJ(y)do(z)ds
^JMJMJl 8S

^f f IIV.Ko^^lll/MlvK^^lf00^5^^
2 J M J M Jl OS

x e ~ t 2 / 4 s s ~ 3 / 2 d s \ d a ( y ) d a ( z )

^ t f f I I V, Ko (x, z) I I v|/(^ y) ̂ , (z, y) \f(y) \ da (y) da (z)
^ J M J M

t3 f f I I V, Ko (x, z) I I ̂  (x, y) \f(y) f00^ (z, y)
0 J M J M Ji+ 8JMJM'

^ ̂ -^/4.5-7/2^ |^^)^(^)

+ 3 î f f ||v,Ko(x,z)||vKx,^|/(j)| f^s^y)
4 J M J M Jl

^e-^'s-^dsda^daÇz).

Le noyau :

^l(z,^)+ t3foo^(z,^)ê- t2 /4SS-7/2^+3^fGO^(z,^)^- t2/4SS-5/2rf5
2 8 Ji 4 Ji

^C^(z, y)+ ( ' s - ^^z , y)ds}=c[^,(z, y)+R(z, ̂ )]=K,(z, y)
\ Ji /

f*+ao

où R(x, y)= ^,(x, ̂ s"3^^
Ji

Mais puisque R est le noyau d'un opérateur borné sur LP(M) si l^/?^oo, K^ est le
noyau d'un opérateur borné sur L^M). Alors l'expression à estimer ne dépasse pas :

f ( f I I V, Ko (x, z) I I K, (z, y) do (z)) |/(j) do (y) = f K, K^ (x, y) \f(y) \ do (y).
JM \ JM JM

D'après les propriétés du noyau K3 établies au lemme 3, c'est le noyau d'un opérateur
borné sur tous les L^ 1 ̂ p ̂  oo.

(2) La démarche ci-dessus conduit à la conclusion :

' f f fœKo(x,z)a^^V^(x^)/CF)^/4s5-3/2^M^(z)^
^ J M J M J I 8s

^ f K,oK,(x,y)\f\(y)da(y).
JM

(3) V,Ki(x, z)^(z, y ) f ( y ) e - t 2 / ^ s s - 3 / 2 d a ( y ) d a ( z ) d s
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^ C f f K^ (x, z) K^ (z, ^) I/O) 1 da (y) rfa (z).
J M J M

K4 provient du lemme 3.

\\ f ^ K 1 ( X 9 Z
^ J M J M J I

(4) Xi(x, z)^(z, ̂ )V,v|/(x, ̂ /(v)^4^-3/2^)^)^

^ f K^K5(X,^)|/[0)^CT(J).

JM

Le noyau K5 est un bon noyau d'après le choix de \|/; les étapes 1, 2, 3 et 4 montrent
que si t ̂  1

||V,L,i(x, 0||^ f K°^y)\f(y)\da(y)
JM

où K° est le noyau d'un opérateur borné sur I/(M) si 1 ̂ p^ oo.
Des estimations analogues montrent que :

^ /»
-L,,(x,0 ^ ^(^^l/MirfaO)
8 1 JM
^ /»
-L^(^0 ^ ^(^^l/^ldaCy)c'^ JM

V, L^, (x, 0 II ̂  f X° (x, ^) |/(j) | rfa 0).
JM

Alors :

^L,(X, op+nv.L^x, oii^r f ^(^^i/io^oï
et

.1/2

r -L,(x,r) +||v,L,(x,r)||2A ^c||/||,.
\\ \JO dt \ / \\p

(A^) Soit :

r r^
L2(X, 0= ^2/4, (X, ^)^/(X, ̂ /(J)^-^-1/2^^^).

JM Jt2^

Le changement de variable u = t 2 / ^ v donne :

-2(^0= ̂ f f
2JMJ1

00e 4.u
L,(x,t)=.

2jMJl î̂
^ilu (x, y) ̂  (x, y)f(y) da (y) du
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= l f F e"^4'^^ JW^ jO/OO-^crOO
•^ jMJo s

(1) ^ ( ^O- f [^-^^(x^vK^yVOO^Cy)^
Ôt ^ J M J O s

3 /* /* 1 -J
+L ^-^/4.^(^^^(^^^)^^)___

o J M J O s

Mais puisque ô^y)^?2^ dans l'intégrale ci-dessus, on sait, d'après [5] que

^(x, y)^—^-Ô2(X' y)/4s et si s < 1, cette quantité ne dépasse pas
s"12

^Oc.^cs4^-82^30/8.

Alors :

^(x, 0 ^C f ^-82(xty)/8 |/<J)|da(y)= [ K,(x,y)\f\(y)da(y)
ôt JM JM
^Oc,o ^c ^-82(x^)/8|
î JM JM

où Kç est le noyau d'un opérateur borné sur tous les LP(M) (la courbure de M étant
bornée), d'après les théorèmes de comparaison (voir [3]); en effet :

(*) f K,(x,j0da(j)+ f K,(x,y)da(x)^C
JM JM

où C est une constante absolue. Comme il est élémentaire de prouver qu'un noyau qui
satisfait (^) est borné sur tous les LP(M) on voit qu'il en est ainsi de K^.

(2) Par ailleurs :

{* / * i j
I IV^L^Oll^ e-^^^^y^Çx^y^f^da^)——

2 J M J O 5

ds+ - é^2/45^, ̂ )V,v|/(x, y)f(y)da(y)
3/2

2||jMJo S

Puisque ||V^^(x, y)\\^Ce~!>2(xf ^dès que 0<s<l et S(x, ^^P2^ d'après [5], que

||v,vK^)||^cipoô(x,jO.

On voit immédiatement que :

| |V,L,(x,0||^f K,(x,y)\f(y)\do(y)
JM

où K7(x, ^) est le noyau d'un opérateur borné sur tous les L^M).
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(A3) Ai et A^ montrent alors que :

8L, 8L,
hî(x)=!\

Jo r1
hî(x)=\ t\——(x,t)+—^(x,t)\dt+\ îdIV.Li^O+V.L^^Oll)2^

8t 8t

-m^C | T f KW(x,y)\f\(y)da(y)^dt=[K^\f\(xy\2

o I_JM J

où K^ est le noyau d'un opérateur borné sur LP{M) si 1 ̂ p^ oo; il s'en suit que :

f^(x)da(x)^C||/^.
JM

Ce qui termine la preuve du lemme.
On va maintenant énoncer le lemme 6 qui constitue la dernière étape pour prouver le

résultat énoncé au début du mémoire.

LEMME 6. —Pour tout \<p<co, il existe une constante c(p) telle que la fonction h^
définie ci-dessous satisfasse l'estimée : || h^ \\p^C(p) \\f\\p

hi{x)= \\ 3 [ P,(x, ^)(p(x, y)f(y)da(y) 2 dt
Jo QUM

+f\||vJ P,(x,
Jo JM

+ t||vj V^y^^y^f^dv^dt.
Jo JM

Preuve du lemme. — (Bi) Pour étudier h^ on va la décomposer en plusieurs morceaux.
Pour cela on pose :

Qi (x, 0 = P, (x, y) (p (x, y)f(y) da (y)?i(x, 0= P,(x,
JM

r ( ^+o oé?~u \-Ldo T^"0^")}9(x,y)f(y)da(y)

^ttr e-12 ̂  y^ (x, y) -v } <p (x, y)f (y) da (y).
2JMUo

3^/8t se majore facilement à partir des résultats connus. En effet considérons un
recouvrement de M par des boules de centre P, qui satisfait les hypothèses du lemme [1]
alors :

J(f'J M \ J O
aQi^opy/2

8t
i! U"1=1 JB2B< p i )LJo

da(x)w ^ | | r
i= l JB2p<Pi)LJo

ôQi^Ol2,^2

8t
dt da(x).

Mais :

•.^•^"•^r^MJ [f-JB2B(Pf)LJo> 8t J>/B2B(Pf )LJO
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f f r1 s r )^/2
^ ^ T\ p^ y^^7 ^)Ay)^<j)|2 [ ^(x)

^2Q(Pi) Uo ^UM J^B2p(Pf) UO

r f r1 a r i^2
^ C ^ r A ,- P, (x, jQ 1^ ̂ p, (v)/(y) rfa (y) |2 ^ rfa (x)

^B2R(Pi) UO ^UM Jl/B2p(Pl) ^ ^ O

+c f dcj(x)S f\ a f p,(x, ^|~(p(x, ^)iB3p(p,)Cy)
•/B2p(Pi) Uo ^UM L^2 p(Pi) 0 I ^ J M

P/2-iBs^M/M^Cv)!2^^ .
Soit xeB2p(Pf) alors,

^3 p(P,) M CP (̂ , 3 )̂ - IBS p(P.) (J) ^ 0•]-
seulement si

SOc,^^.

Mais par définition :

t r^ ^
.^)=- .-Î2(

^Jo

rfu
2 L ' -^^^^

P^y)=^\ e-^^^^y)
Jo

(9 p /-2 r+ 00 i r+ 00 ^11(9P *2 /•+oo^-A '"——(x^)=-. e-t2v/4^(x^)î;l/2^+- ,-2^^^^^
^^ 4Jo 2Jo v ^

i/v\^ y ) 1 /2u1 '2

^e-^^, y)^ ̂ \-^^ y)^-,

D'une part

e-^"^"(x, y)^ ^cRi(x, y),sia.a>l,où^(x, y)r'-Ji
est le noyau d'un opérateur borné sur L''(M).

Comme ̂ (x, y)^ce~s2(x' y)/8", on voit que :

fJo

<y> (^ y} ô2 ̂  y) R2

•^^du^c^, P)e—77- si §(x^)A

il s'ensuit que si

xeB2p(P,), ^eB3p(P,) et ô^,^)^^-, 0<s<l
4
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^ P, (x, y) [las p (P,-) (y) <P (x, >') - las p (P.) (y)]
ce-82^- )')/16+Rl(x, y)=^(x, y).

Alors :

^p (P.) 00 t T- P» (̂  ^) [^3? (P.) (y) <p (x, y)
Jo ^UM

- ÏB3? (P.) (>')] / (J) ^CT (y) |2 rft ̂  c 1^ (P,) (x) r f RÎ (x, y) (y) | / (y) \ da (y)ï

par conséquent :

f da (x) \ [ 1 1 \ 8 P, (x, y) [<p (x, y) 1^ <?,, (y)
^Bzpœi) (.Jo Ju01

-^p^f^da^2^

Dans le décompte final on aura donc
00 r f r1 r 3p
^ da(x)A^ 2p(p,)(^ ^ —(^^[(P^^iBspœ^O)

f = l J M Uo JM ^

1P/2 p
^^\ ^c |/0)|^o(j).

J «/BaR (P.)^B3p(P()

)P/2
-^(P^)]/^)^^ ^r ^ Z ||lBp(P,/||^||/||?.

j i= l

Par ailleurs d'après les résultats bien connus, voir [18] (ou bien on peut suivre la réduction
que nous ferons ci-dessous)

r f r1 a r i^2
\ \ t - \ P^y)l^^(y)f(y)da(y) 1 àt\ da(x)

•/B2p(Pf) Uo ^JM J

^ f ^^(x)\f(x)^da(x).
JM

De telle sorte que dans le décompte final,
00 r r r1 a r i^2
E ^ - P.^^.iBspœ^)/^)^^)2^^ dCT^

1=1 JB2p(Pi) Uo ^UM Ji= l JB2p(Pf) Uo 1 ^UM

^c(p)i(! |/(j)|^aCv)^||/||A
l = l \ J B 3 B ( P i ) /1=1 \JB3p(P»)

II s'ensuit que
r r r1 00 2 ~\pl^

LU.'^" "J •"'^w
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On pose :

f P^y)^>(x,y)f(y)da(y)- f ^>(x,y)f(y) fV^^Oc, y)^-da(y)
JM 2JM Ji H1'2

+^ f (P(^ ^)/(J) r^4^!/^ jO^rfaCy).
^JM Jo M /

On veut estimer

Ip.p^V, f cp(x,^) [^^-^^^(^^/MrfaCv)^
2 JM Ji ^/u

désormais on convient que lp,p;=lBB(pf)«
Si x est dans Bp(P^) les y qui interviennent dans l'intégrale ci-dessus doivent appartenir

à B2p(Pf). On va par conséquent considérer la solution fondamentale de l'équation de la
chaleur SP\ pour le problème de Dirichlet de la boule Bgp(PJ, d'après le lemme 2,

^(x, y)=^ y)+ f ^;_,(x, z)dy/z, s).
J[0,t[ xBB4p(Pi)

Alors l'expression à étudier devient :

^W^ f [œ^^y)f(y)^l^y)e-t2u/^du.da(y)
2 JMJI ^/u

-lp^(x)vj [ <p(x,^)/(y) [' y\|^y)e-t^dud^(y)\
2 UM Ji u ' )

1 r r f r00^-^"/4
+.lp,p,MVj (p(x^)/(y)^ -^2 UM Ui ^

x f ^\w-s (̂  ^) ̂  (^ s) du l da (jol
JaB4p(Pi)x[0, l/u[ J J

Mais d'après [5]
/1 \ -(n-l) /2

I I V ^l FY 7^| |<„/ ,-52(^z)/( l /u)-s/1 \
|| ^^(l/i^-sV1? z^ ^^^ 1 - — s )

\M /

Puisque ô (x, z) > P on voit que :

||V^/u)-s(^)||^(P).

Par ailleurs comme |[V^(p(x,^)[[^C, on a l'estimation suivante :

^W^ll^ f ^>^y)f(y) \' e-^u-^2 JM Ji
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x ^i/«)-s (^ z) djy (z, 5) da (y) du [|
JâB4p(Pf)x]0, l /«[

^Clp^x)!" f [(p(x,^)+l^p,°8(x,^)] f00^-^4^2^!/^)!^^)]

^CWx)| l<P(^> ;)+l3p.p,08(^^)| |/<J)|^<J)=lp,^(x)K8|/|(x)
JM

où Kg est un noyau qui donne lieu à un opérateur borné sur tous les L^M).
Dans le décompte final, la contribution de ce terme sera majorée par :

s f {[ l î ̂  f ^y^f(y) ['u-^e-^
1=1 JB2B(Pf) Uo UM Jl

r . ") ii i^2
x ^i/u)-s (x, z) dyy (z, s) da (y) \ du ||2 dt \ da (x)

JôB4px]0. !/«[

^SII^.p./IM/ll,,.

(B^) II reste l'expression :

^W^vJ f <p(x^)/(j)f f00,-^^^^^)^^)}
2 UM \Jl ^/M/ J

=lp^(x) f V,(p(x,^)/(j){ f00 ^-^^(x,^)-^lda<j)
JM Ut2^ ^/U\

+lp.p,W f cp(x,^){ f00 V^;2^(x,^)^ldaCy).
JM Uf2^ ^ / U )

Mais puisque |[V^(p(x, ^)|[^clp°ô(x, y) la première expression ne dépasse pas :

Clp.p,(x)f lpo§(x,3Q|/|(y)P,(x,^aOO où ̂  y)=[' e-^^^ y ) ^
JM Jo Ju

et :

00 r r r1 i rZ W^) m Vx<p(x,c^(^y)f(y)
1 = 1 JM Uo 1 JM

f r00 ^ i p/2 00
.-"^^(^^) Lfa(y) da(x)^c S ||l3p.p,/||̂ ||/||,.

^ J t / 4 x/14^ i=l
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