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ESTIMATION DES FONCTIONS
DE LITTLEWOOD-PALEY-STEIN
SUR LES VARIETES RIEMANNIENNES
A COURBURE NON POSITIVE

Par NoiL LOHOUE

Dans la monographie « Topics in Harmonic Analysis Related to Littlewood Paley
Theory » E. M. Stein a introduit une classe de fonctions de Littlewood Paley qui dans
le cas des groupes de Lie compacts et de certaines équations différentielles du second ordre
permettent de prouver des inégalités L? pour certains opérateurs intégraux singuliers.

En analyse classique ces fonctions de Littlewood-Paley permettent aussi de prouver
des théorémes de convergence non-tangentielle de type Fatou.

Par exemple si M est un espace symétrique, de type non compact, P,(x, y) le noyau
de Poisson de M ; la fonction a laquelle on s’intéresse est définie par la formule :

+ 0 2
gz(f)(x)=J t{|§£f(x, | + ||V, f(x t)||2}dt

ol f: M — C est une fonction C®, a support compact, prolongée 4 M x R, par
S 0= J P.(x,y) f )do ()
M

do étant la mesure riemannienne sur M, V. le gradient riemannien de f(x, t) en la
variable x.

Dans I’'ouvrage sus-cité, il a été prouvé que pour tout 1<p=<2:

@ e =111l

Si 2 <p il existe une constante c (p) telle que :

@) [ fl,=c@ g,

P. A. Meyer donne des preuves probabilistes des inégalités ci-dessus dans un cadre un
peu plus général dans [17], voir aussi N. Varopoulos [20].

Cependant I'équivalence ||g(f)|,~||f||, n’a pas encore été établic, méme pour les
espaces symétriques de rang un.

L’objectif initial de ce travail était d’établir ’équivalence ci-dessus. On prouvera des
résultats beaucoup plus profonds qui reflétent la nature géométrique des variétés de
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506 N. LOHOUE

Cartan-Hadamard dont la premiére valeur propre du laplacien est strictement positive,
par exemple les espaces symétriques de type non compact, non euclidien.

La fonction g définie ci-dessus ne rend pas compte de la situation géométrique
spécifique des espaces symétriques non euclidiens; en particulier elle ne permet pas de
lire la décroissance exponentielle de P,(x, x) quand ¢t tend vers I'infini.

D’autre part, si ’'on veut I'utiliser pour estimer les fonctions d’aire, elle limite singulicre-
ment 'ouverture des cones qui définissent ces fonctions, car un changement de variable
linéaire en t grossit le volume des boules de fagon exponentielle.

On va, par conséquent, définir une nouvelle classe de fonctions g, sur les variétés
riemanniennes a courbure non positive dont la premiere valeur propre du laplacien est
strictement positive. On établira les équivalences || g, (f)||,~ || f ||, pour certaines valeurs
de p qui dépendent de a, g, (f) sera précisément la fonction g(f) de E. M. Stein dans
le cas des espaces symeétriques de type non compact, non euclidiens. L’équivalence
g0 () |l,= || f ||, ne sera alors qu’un cas particulier des équivalences || g, (/) ||,~ || f ||,

A la fin de l'article, on utilisera ces inégalités pour estimer la fonction S de Lusin
quand p=2.

Ce travail a été réalisé pendant le séjour de 'auteur a McGill University de Montréal
et une visite a Cornell University.

L’auteur tient particulierement a remercier le cher ami C. S. Herz; grace a lui le s¢jour
a été possible, R. Strichartz pour I’accueil qu’il lui a réservé a Cornell, ainsi que S. Drury
pour de multiples raisons.

I. Enoncé du théoréme principal

Avant d’énoncer le théoréme principal, nous allons fixer quelques notations.

NotaTioNs. — M est une variété de Cartan-Hadamard, c’est-a-dire simplement connexe
a courbure non positive, compléte. On note comme d’habitude do la mesure induite
par la structure riemannienne. Si 1<p<oo, on note, pour toute fonction f:M — C,
mesurable,

I £]le= j f @ do ()

||f||oo=esss;1p|f(x)|

L?(M) est le complété de I'espace 2 (M) des fonctions C* a support compact pour la
norme || ||, si 1<p<oo; L* est I'espace classique pour la norme || ||,; si 1Sp<oo,
on note p’ 'exposant conjugué de p 1/p+1/p’=1.

A désigne le laplacien sur M et Aj= —A, V est 'opérateur gradient qui transforme les
fonctions C* en champs de vecteurs.
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ESTIMATION DES FONCTIONS DE LITTLEWOOD-PALEY-STEIN 507

2, désigne la solution fondamentale de ’équation de la chaleur sur M, P, le noyau de
Poisson : c’est le semi-groupe subordonné a £, par la formule :

+ oo
P,(x,y)=J P (x,y)e “u" 2 du.

Y 4u

Par la suite, on suppose que la courbure de M est bornée, ainsi que ses deux premiéres
dérivées covariantes; on suppose aussi que la premiére valeur propre de A, est strictement
positive et on désignera par p la constante positive telle que :

Inf (A f, f)=h
I rll2=1
S edM)

Soit xeM et soit 0<t<oo un nombre réel, on note B,(x) la boule géodésique de
centre x et de rayon ¢, | B,(x)| le volume riemannien de B, (x).

On notera aussi 1, la fonction caractéristique de I'intervalle [0, ] de la droite numérique.
Les expressions que I’on veut étudier sont les suivantes.
Soit a>0 et soit f : M — C une fonction C® a support compact, on note :

f & t)=J P.(x,») f () dc ().
M

g:(f)(x)=f°°re“{ g—{(x, O+ ||V, f (%, z)llz}dt

0

Sz (N (x)= tIB,(y)I_l{

8 (x,y)<at

of |2 ,
5' W0+ |V, f 0| }dtdc(y).

ou ||V, f(», t)| est la norme riemannienne du champ de vecteur V, f (v, ); 8(x, y)
désigne la distance géodésique de x a y.

On peut maintenant énoncer le principal résultat que 'on va prouver.

THEOREME I. — Soit M une variété de Cartan-Hadamard, de dimension n. On suppose
que :

(i) la premiére valeur propre de A, est minorée par n>0; v

(ii) les deux premiéres dérivées covariantes du tenseur de courbure sont bornées.

Alors on a I'équivalence || g, ()|, || f1|, dans les cas suivants :

(a) 0<cx<2ﬁ et 2§p<4ﬁ/a

() 0<a<4\/ﬁ et 1<p<2, p’<4\/ﬁ/cx;

(c) a=0et 1<p<oo.

Dans le cas des espaces symeétriques, on peut améliorer les bornes qui interviennent
dans (a); les analogues pour I’équation de la chaleur des fonctions g, sont étudiées aussi
a la page (41) de ce travail.
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508 N. LOHOUE
II. Démonstration du théoréme 1

On utilisera successivement plusieurs lemmes dont le premier est le suivant :

LEMME 1. — Pour tout >0, il existe 0<P<3, des points P,e M tels que les boules
géodésiques By (P;) de centre P; et de rayon B forment un recouvrement de M, de sote que
tout point de M n’appartienne qu’a | boules au plus (I arbitraire, dépendant éventuellement
de 8, mais le méme pour tous les points de M).

Ce lemme est prouvé dans [1].

Il s’ensuite que pour tout i fixe, il existe au plus [, (indépendant de i) boules Bg(P))
qui rencontrent Bg 5 (P,). Soit f : M — C une bonne fonction et soient :

fgl) ()= lBB i) () f(2); fgz) (x)= lBs p (P7) () f (%)

ou 1y, p, est la fonction caractéristique de la boule Bg(P); il découle du lemme 1 que
pour tout 1<r<oo,

17> B 150l 3 20

Le signe €, ~¢, entre deux expressions g€, et €, veut dire qu’il existe une constante ¢
ne dépendant pas de g, et €, telle que :

c e <egy<ce,.

On aura besoin du second énoncé suivant :

LeMME 2. — Soit 0 un point fixé sur M et soit Bg 3(0) la boule géodésique de centre 0
et de rayon 8B. On note 22 la solution fondamentale de I'équation de la chaleur pour le
laplacien dans Bg 4 (0) avec la condition de Dirichlet au bord. 1l existe, pour tout x€ B, 4(0),
une mesure v, sur R* x 0B, 4(0) [ou 0B, ;(0) désigne le bord de B, 4(0)] telle que pour
tout yeB, 5(0)

P, (x,y)=27 (%, y)+ f Pr- (0, 2) A, (s, 2).

[0, 1[x B4 p (0)

De plus pour tout >0 Sup v,{[0,e[xB,y(0)} Zc (e, B) ot c(e, B) ne dépend que

xeBap 0)
de € et .

Ce lemme est prouvé dans [2].

On passe maintenant au troisiéme lemme. On va supposer B assez petit mais fixé de
telle sorte que le laplacien soit uniformément elliptique sur toute boule de centre x et de
rayon 8P, avec des constantes uniformes ne dépendant que de la géométric de M
d’aprés [7] et que les hypothéses du lemme 1 soient satisfaites.

Soit @y: R — R, une fonction C*®, paire, 4 support compact, qui vaut 1 si |x| <B/3,
s’annule ainsi que toutes ses dérivées jusqu’a I'ordre 4 si |x| =B/2.
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ESTIMATION DES FONCTIONS DE LITTLEWOOD-PALEY-STEIN 509

On note K, le noyau défini par la formule :

0 _ _ .
Kl(ml,m2)=(n——2)5;9(m1,m2)9 l(ml,mz)al "(my,m,) si d(my,my)<P/3

00 _ ,
K (m;,m,)= {("‘2) g0 (m,y, mz)a(mp m,)0 ! (my, my)—2@5°8(m,, mz)}
XSI—”(ml, m,)
0 - ,
- {‘Pg °8(my, my)+ 5;9(’"1, m,)0~ 1 (my, m,) @08 (m,y, mz)}

x62_"(m1, mz) si B/3§8(m1’ m2)§'3/2

Ici 0 est donné par la relation :

j f(x)do (x)= fwf f (Exp, (t®))t"~1 0 (x, Exp, t ®) dw dt.

X, _, désigne la sphére-unité de R"dw la mesure uniforme sur X, et Exp, est 'application
exponentielle du plan tangent en x TM, sur M. On a prouvé dans [14] le lemme
suivant :

LeEMME 3. — Soit f : M — C une fonction de classe C*; pour tout me M

f(m)=c j Qo8 (m,m;)Af (m,)do (m,)

M 82 (m,m,)

+ f K, (m,m,) f (m;)do (m,)

¢, est une constante qui ne dépend que de n.
De plus il existe une constante c (B) telle que :

f|K1(x,y>l+||vxK1<x,y>||do<y>gc<m
M
j 1K, ()| + |V, Ky (o) || do () e (B)
M
f (p0°8(x, y)+“V <(p0<>8(x, _V)>
M " 2(x, ») 82 (x, y)
®o°d(x,y) (p0°8(x,y)
L{a"‘2<x,y)+ V”( >“}'d°(y)§c(ﬁ)‘

872 (x, )
On se propose de prouver que ||g,(f)|,~| f]|, si 1<p<oo. Pour cela on utilisera
constamment la remarque suivante.

do (x)=c(B)

Remarque. — Pour prouver I'équivalence || g, (/)||,= || f||, il suffit de la prouver pour
les fonctions f positives.

En effet chacune des trois expressions indexées par o, satisfait Iinégalité :
& (fi+f2)2clg, (1) +8.(f2)]. On supposera désormais f20.
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510 N. LOHOUE

On va prouver le :

LeMME 4. — Soit :

g;“(f)(x)={re“t{
1

Alors si p<4 \/ﬁ/a, p=2, il existe une constante c (a, p) telle que
ez D ,2c@p| f

Preuve du lemme. — On pose p=u2.

0
—P,
Pl

2 1/2
(x)+||vx(Ptf)(x)HZ}dt} .

Soit B, la boule dans M x R, (pour la métrique produit) centrée en (x, t) de rayon B;
on choisit ce nombre assez petit de telle sorte que les conclusions des lemmes précédents
ou B intervient soient satisfaites.

Puisque /=0, que (2/0t>)+ A est uniformément elliptique sur B, avec des constantes
d’ellipticité controlables en termes de la courbure de M et de ses deux premiéres dérivées
covariantes et que P, f (x)=f (x, t) est harmonique sur B, pour I'opérateur (9%/0t*) +A,
d’aprés I'inégalité de Harnack, il existe ¢ (B) >0 ne dépendant que des invariants ci-dessus
tels que pour tout (y, s)eB,

P f()=c(BP, f ()

Par ailleurs, si

(y,s)eBl,Psf(y)=j H(p,s: 2,0) P, f (2) do (2)du

0B

ou H est un noyau tel que :

0
sup { —H®,s; z,u)
5. s;zw2p2 L|0s

C(P) étant une constante qui ne dépend que de B.

+ ||V, H(p,s; Z,u)l[} =C®

Il s’ensuit que :

0
‘aptf(x)

2+ ||VxP,f(X)H2§C[J P.,f(Z)dG(Z)TéC[Ptf(X)]Z-
0!

By

Alors :

( j [ £ (P do () )Z“’ <C ( J [ r ([P, £ (O dt ]’/2 do (x))z“’.

D’aprés I'inégalité de Minskovski, si p>2

[ f [ jw (e [P, S () di :|p/2 do (x) ]le = j“’ te*t l: J [P, f (x))Pdo (x)]Z/p dt.
mLJ1 1 )
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ESTIMATION DES FONCTIONS DE LITTLEWOOD-PALEY-STEIN 511

Mais la norme de P, opérant sur L?(M) vaut e o’ ou p? est, rappelons-le, la premiére
valeur propre de A,; comme celle de P, opérant sur L® est exactement un, d’aprés
I'inégalité de convexité de Riesz, la norme de P, opérant sur L?(M) ne dépasse pas
e 2Mo'P_ Alors :

J|sz(x)|”d6(x)§Ce‘“°’||f||§
M

et
® 2/p © 4u

j tea'[j lPtf(x)|pdc(x)] dt§c||fH§J et g<cl| f2 s a< o,
1 M .

ce qui revient a dire que p a<4 p,,.

Ceci prouve le lemme.

Remarques. — Si M est un espace symétrique de type non compact, non euclidien,
I’estimation du lemme précédent n’est pas la meilleure possible.

Dans ce cas on a le résultat suivant :

LEMME 4. — Soit M un espace symétrique de type non compact, non euclidien. On note
p la demi-somme des racines positives associées a une décomposition d’Iwasawa du groupe
semi-simple correspondant.

Alors

IO l,=Clfll, st p<

2
Ha||2[“p“2+ Iell/Tel"=o.

Preuve du lemme 4’. — En effet, on sait d’apres [12] que la norme de 2, opérant sur
L? (M) vaut exactement e~ 1?1?71 Alors la norme de P, opérant sur L? (M) est :

+ o 2.2 , © 22, s _2llplle
e 4llellt5/aupp’ o—uy=1/2 3, e llell“t%upp” p—uy —1/2 du<Ct 12 o .
o o Vpp

Si I’on reprend les arguments du lemme précédent, il suffit que :

o _dlel”

pr’

Il revient au méme de dire que p?>a>—4| p||>p+4| p|[*<0; le trindme de droite a
deux racines (puisque |a| < ||p||) qui valent

, _4llelP£C/TelP=a®4(pll
202 '

1

Il faut donc que
2llel | 2llell remE—s
2§P<7+7 2— 2=p1(u)‘
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512 N. LOHOUE

Car

o]l _
o

Ceci termine la preuve du lemme 4’. Ce lemme donne une amélioration du théoréme 1.
On va maintenant énoncer le lemme 5.

LEMME 5. — Soit @, : R — R une fonction paire, C®, qui vaut 1 si |x|§B4/3 et s’annule
pour Ix 2 B*/2. On pose ¢ (x, y)=;°8°(x, ), Y (x, Y)=1-0(x, y) et

h2

f P, (x, )V (x, »)f

" f (v, j P,(x, )V (x, )/ 0) do 0) [ .

Alors : pour tout 1 <p< oo, il existe une constante c, telle que :
” hl ”pécp”f“p'

Preuve du lemme. — (A) On pose :

aJ‘
t— t
0t Ju

1

(Ay) Lz(x)=j

0

1
+J t]] fo P,(x, WV (x, ) f(»do ()| dt.
0 M
Par définition L? vaut :

2
L? dt

1 @
t EJ\ J\ gi(x,y)\l’(x,y)f(y)do-(y)e—uu—l/zdu
oty T

J t]| v, JJ 37’:2(36 WV (0 f ) do(y)e ™ u "2 du|dt.
Soit :

t2/4
Li(x,0)= f J P (x NV () f ()do e u™ 2 du.
M
Le changement de variable u=t*v/4 transforme L, (x, t) en :

Li(x, )= jj P (X, y)e—T V(x, »)f@)do )v™ 1 dv

= EJ J‘”g)s(x, y)e_tz/“S_s/Zf(y)\ll(x, ))do () ds.
2Jmdi
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ESTIMATION DES FONCTIONS DE LITTLEWOOD-PALEY-STEIN 513
Soit

Po°d(x, y)
KO(x, y)= —_:T_—Cn
" (x, y)

alors d’aprés le lemme 3 on a :
P (x, NV (x, y)= j Ky (x, 2) A, 2(z, y)do (2) Y (x, y)
M

+j K (x, 2)2,(z, y)do (2) ¥ (x, ¥)-

et:

Li(x, )= %J wa Ko (%, 2) aafs(z, MU ) f)e 4532 do (2) do (y) ds

- %j J Jle (x, )P, (2, Y) P, (2, YV (x, ) f()e #3572 do (z) do (y) ds
=L;;(x, )+L;,(x, 1)

2 r ©
iLu(x, t)=t"'Ly, (x, t)—t‘J '[ Ko (x, Z)%(Z, WV, »)fB)
ot 4 JuIudt ds

M
x e~ 14557512 45 de (z) do ().

aL (x, )=t"1L; ,(x t)—i
6t 1, 2" 1, 2\"» 4

) J j K, (%, 22, (2 )V (x, )fO)
1 MJM

x e 14357512 45 (y) do (z) ds

V.L(x =" f f f V. Ko (x, 2) af (2, ) (5 9)F )
MJMJ1 S

x e 114557312 4o (y) do (z) ds

ST
2 MJMJ1

0
P (2, )V N (%, ) )
x e 14357312 4 (y) do (z) ds

N

+ %J J JwaKl(x, 2)P,(z, YV (x, Y)fO)

x ¢4 5732 o (y) do (z) ds

+ %J f Jle x, 2)P,(z, Y)Y, ¥ (x, ) () e #5572 do (y) do () ds.
MJMJ1
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514 N. LOHOUE

Mais :

(D

EJ J J “VKo(x 922z, )V (% e f )5 do () do (2) ds
2 mImds Js

g%f f 1V, Ko (x, z)|||f(v)|uz(x,y)|r%<y, 2)
MJM 1 0s

x e~ 145732 s | do (y) do (2)

= %J J [V Ko (x, 2) [V (x, )21 (2, )| f0) | do () do (2)

} o)
+£8‘f j ||VxKo(X, Z)”\Il(x, y)|f(y)J‘ 2,(z, y)
xe 125 ds | do ) do ()
+3th J HVxKo(X, Z)“\I!(x, y)|f0’)|fwg;s(z, )
MJM .
xe_t2/4ss_5/2d3d0'(y)do'(z)'

Le noyau :

3 © ©
’%Wl (z, )+ %J 2, (z, y)e“2/4‘s_7/2ds+%tf P, (z, y)e 14557512 gs
1 1

§C<'@1 (29 y)+J‘

°°S_3/zg,s(z, y)ds>=C[-¢1 (z, y)+R (z, y)]=K,(z, »)
1

+ o
ou R (x, y)=j P (x, y)s~>*ds
1

Mais puisque R est le noyau d’un opérateur borné sur L?(M) si 1=<p=< o0, K, est le
noyau d’un opérateur borné sur L?(M). Alors I’expression a estimer ne dépasse pas :

J <J |V Ko (x, 2)[[ K, (2, y)dG(Z))If(Y)dG(y)=_[ K K, (x, )| f()|do ().
M M M

D’aprés les propriétés du noyau K, établies au lemme 3, c’est le noyau d’un opérateur
borné sur tous les L? 1 <p < o0.

(2) La démarche ci-dessus conduit a la conclusion :

%J J j Kol z)wvx%@ DS 0) e 532 do (v) dos (2) ds
MJMJ1 S

_S_j KooK, (x, )| /] () do ().

t
©)) 3

JffwvxKl(x, )Pz ) f) e s do (y) do (2) ds
MJMJ1
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ESTIMATION DES FONCTIONS DE LITTLEWOOD-PALEY-STEIN 515

éCJ f K, (x, 2K, (2 ) |f()|do () do (2).
MJM
K, provient du lemme 3.

(4)

%J f ijl (x, 2)2,(z, V)V, ¥ (x, ) f¢) e 25732 do (y) do (z) ds
MJMJ1

< j K, °Ks (x, )|/ 0)do )
M

Le noyau K5 est un bon noyau d’aprés le choix de y; les étapes 1, 2, 3 et 4 montrent
que si t<1

| V.Lys (%, r)ugf K (x, )| f»)|do ()
M

ou K° est le noyau d’un opérateur borné sur L? (M) si 1 <p<oo.
Des estimations analogues montrent que :

0
—L. (x,t
LI

< f K (%, )|/0)|do )
M .

0
—L X, t
’6t 1, 2(x 1)

< J K (%, 3)|f0)|do )
M

[ V.Ly, 2 (x, t)]]éj K°(x, »)|f()]do ().

M

Alors :

2
‘;;Ll(x, O +[| VL, (%, t)llzé[J K° (x, }’)|f|0’)d0'0’)]

et
~ L1 (x’ t)
t

“(th ;

L, (x, t)=j r P (X, IV, p) @) e u" 1 duds (y).
MJt

2/4

2 1/2
+]|V,L; (x, t)||2dt>

<c[|f1l,
p

(A,) Soit :

Le changement de variable u=t?/4v donne :

2

©€ 44
L,(x, )= %J J 7;—5”1/.,(x, WV, ¥)f()do (y)du
MJ1
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t

-2 J f e, (5, YV (5 N I0) 2 do )
MJO N

oL,

M ot

x, )= %J J eI, (x, Y)W (x, 1)) do 0) o
MJO s

t3 ! —t2/4 s ds
+ 5 e” P (x, NV (x, 1)) do () ;-
8 Judo s

Mais puisque 3(x, y)=Pp*/4 dans lintégrale ci-dessus, on sait, d’aprés [5] que

C  _52 . " ,
Ps(x, )= e 8% (x. Y4 et si s< 1, cette quantité ne dépasse pas
s

—82
P (x, y)Scste ¥ =28

Alors :

L,
—=(x, t
‘at( )

écj e y)/slf(y)|dc,(y)=f K (x, y)|f|(y)dc(y)
M M

ou K est le noyau d’un opérateur borné sur tous les L?(M) (la courbure de M étant
bornée), d’aprés les théorémes de comparaison (voir [3]); en effet :

(%) J Ks(x, y)da () + J Ke(x, y)do(x)=C
M M

ou C est une constante absolue. Comme il est élémentaire de prouver qu’un noyau qui
satisfait (yk) est borné sur tous les L? (M) on voit qu’il en est ainsi de K.

(2) Par ailleurs :

o, d
|V, L, (x, t)llég f f e 1V, P (x, )V (x, y)f(y)dc(y)s—fz
MJO S

t
+ -
2

T ds |
Jf e—t/4sgs(x,y)Vx\II(X,J’)f(V)dU(y)S_?,%
MJo

Puisque || V, 2, (x, )| SCe™ ® "8 dés que 0<s<1 et 5 (x, y)=p?/4 d’aprés [5], que
“Vx‘l’(x5 y) ”éc 1305(x, y)

On voit immédiatement que :
19.L.65 05 [ K05 2)150)]do )
M

ou K, (x, y) est le noyau d’un opérateur borné sur tous les L?(M).
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(A;) A, et A, montrent alors que :

h2 aLl(

t)+aL2(x 1)

1
dt+f t(J|ViLy (x, )+ V, L,y (x, t)||)*dt
(0]

1 2
< Cf [J K®(x, y)|f] (y)dc(y)] dt=[K®|f| ()P
0 M
ou K@ est le noyau d’un opérateur borné sur L?(M) si 1 <p< oo; il s’en suit que :
f h (x)do (x) <C|| 1[5
M

Ce qui termine la preuve du lemme.

On va maintenant énoncer le lemme 6 qui constitue la derniére étape pour prouver le
résultat énoncé au début du mémoire.

LEMME 6. — Pour tout 1<p<oco, il existe une constante c(p) telle que la fonction h,
définie ci-dessous satisfasse Pestimée : || h, ||, < C(p)[l Al

s[5

1
N f " j P,(x, )0 (x, ») /() do () |2 dt.
0 M

Preuve du lemme. — (B,) Pour étudier h, on va la décomposer en plusieurs morceaux.
Pour cela on pose :

Q (x, )= J P.(x, y) o (x, y) f(r)do ()
M

J( m\[@z,“(x,y)du)(p(xy)f(y)dc(y)

t

=5L<J‘O ) e P (x, y)\/)(P(x,y)f(y)dG(y)

0Q,/0t se majore facilement & partir des résultats connus. En effet considérons un
recouvrement de M par des boules de centre P; qui satisfait les hypothéses du lemme [1]

alors :
2\p/2 * 1
) do(x)~ ), [J
i=1JByp®pL Jo

1
L
M\Jo
Mais :
J [‘[1 0Q, (x, B)|?
B2 g(Pi) ot
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1
I
B3 p(Pi) 0 ot

p/2
— f P,(x, ») 9 (x, ) f() do () |2} do (x)
M
C j { j 1 tdt g
B2 (P) 0 0

p/2
—J P (x, ) 1g, 4y 0) f(¥) do (V)lz} do (x)
+Cj dc(x){flt 0
B p(Pi) o |0t

2 J P,(x, ) [cp (% ) Tny oy 0)
pl2
—lssﬂ(pi)(y)’f@)do(v)|2dt} .

Soit x€ B, 4(P;) alors,

I

IIA

1133 p(P) o) |:(P (x, »)— 1g, p(P?) 0’)] #0

seulement si

2
o(x, y)= —.
(%, ») 3

Mais par définition :

t [t _ dv
P:(X,}’)=5L e '2”/491,,,(x,y)m

0P, T 20 1+ —2y dv
_—tl(x, .V)=—"J e’ /4'@1/0(3" y)vllzdv'i'i‘[ e’ /491/0(36, }’)0—1/3
0 0

t2

+
0

du +
ua/z'

u5/2

+ oo
J. e P, (x, y)
4 o

D’une part
d

~|ScR, (x, ), siow>1,00R, (x, )
u

J e‘t2/4ugu (x, y)

1

est le noyau d’un opérateur borné sur L? (M).
Comme 2, (x, y)<ce ¥ & Y8 on yoit que :

1 82(x,y) 2
[ 28D nuzeepe " s szl
o U

il s’ensuit que si

2
x€B,4(P), yeB;4(P) et d(x, y)g%, 0<s<l1
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0
laps (%, ») [1}33 g (P ek, y)— 1133 g (P) 62)
ce P MOLR, (3, )=R; (%, )
Alors :
t1o
IBZB(Pi)(x)J‘ t —J Pt(x’ y) [1B35(Pi)(y)(p(x9 y)
o 10tJm

2
—1gy, 0y O f ) do ) |2 dtZc 1y, (x)[J R, (%, )] f()’)|d0'0’)]
M

par conséquent :

J do (x) { Jl t
Bap (P) 0

J aiPt x e (x, ») 11335(1’1) )
MmOt

p/2
iy 0o af s [ |r0)rae0)
B3p (P))

Dans le décompte final on aura donc

© 1
21 J do (x). 1p,, py (X) { J t
i=1JM

0

P
JM%‘ x, Mo (x, ¥ 1@y )

p/2 ®
4t} 5 % [ty 31 17

- 1B35 Py (y)] f (y) dG (J’)

Par ailleurs d’apres les résultats bien connus, voir [18] (ou bien on peut suivre la réduction

que nous ferons ci-dessous)

p/2
2dt } do (x)

2 J P, (%, ) Lsgy 00 0) £ 0)do ()
M

IRIXE
t
By LJo | Ot

Sj 1335 ®) (x) | fx) |p do (x).
M

De telle sorte que dans le décompte final,

© 1
i=1 J‘Bzﬁ (P,’){J‘O

p/2
2 dt} do (x)

L f P, 9). Tnyy 0 0) £ ()5 )
tJm

g

<o 3 ([ lrolaosls)
i B3 (P)

=1

Il s’ensuit que

a—c‘%(X, ) Zdt]p/zdc(x)écﬂfug'

ML
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On pose :
f P.(x, »)o(x, y)f(y)dc(y)=£f ? (x, y)f(y)re"z“/“%,u(x, y)dT'/‘z-dc(y)
M 2 M 1 u

+§ f ? (x, y)f(y)f e M P (%, y)%‘;do(y).
M 0 u

On veut estimer

lp,p,.(x)%ij o (x, y)f e P (x, y)f(y)dc(y)ﬂ~
M 1 u

Ju

désormais on convient que 1y p,=1g; .

Si x est dans B, (P;) les y qui interviennent dans I'intégrale ci-dessus doivent appartenir
a B,3(P;). On va par conséquent considérer la solution fondamentale de I’équation de la
chaleur 2, pour le probléme de Dirichlet de la boule Bgy (P;), d’apres le lemme 2,

,(x, 9) =P (x, 1)+ j P, (x, 2)dv, (2, 9).

[0, ¢[ x 8B4p (P))
Alors I’expression a étudier devient :
du
NG

=£la.ri(X)VxU o (x, y)f(v)j P, y)e“z“/“;dl%do(y)}
M 1

élﬂ,Pi(x)VxJ Jw o ») f) 2. (x, Y)e_'zul4 do ()
MJ1

2

© e~ t2u/4

1
+51¢.r,-(x)Vx[L<p(x, y)f(y){j1 Ja

X J Plupy-s (% 2)dy,(z, ) du } do (y):l.
9B4p (P) X[ 0, 1/ul

Mais d’apres [5]

' 1 =(n—1)/2
15t e (L)
u

Puisque & (x, z)> P on voit que :
1V Paj—s (%, 2)[|Sc(B).

Par ailleurs comme ||V, ¢ (x, y)||SC, on a I'estimation suivante :
t o .
Lo (x)llvxj o, ) f () f e ulby 12

M 1
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