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RÉSUMÉ. — Soient r un entier >1, c^ et c^ç.~Z-. Dans cet article, nous déterminons quelles conditions doivent
satisfaire r, c^ et c^ pour qu'il existe, sur le plan projectif P^» des fibres vectoriels algébriques stables de rang
r, de classes de Chern c^ et c^. Ces conditions font jouer un rôle particulier aux fibres E qui sont à la fois
stables et rigides, c'est-à-dire tels que Exil(E,E)=0•. nous les appelons exceptionnels. La construction donnée
permet en outre de démontrer que l'espace de modules de Maruyama des classes d'équivalence de faisceaux
semi-stables de rang et de classes de Chern donnés est irréductible. Pour r=2, ces résultats étaient connus de
Schwarzenberger et Maruyama.

ABSTRACT. — Let r. Ci, €2 be integers, with r>l. In this paper, we détermine which conditions must r, c^
(•2 verify for a stable rank r vector bundie on thé projective plane P2, with Chern classes c^, c^ to exist. In
thèse conditions a crucial rôle will be played by thé stable vector bundies E which are rigid, i. e. such that
Ext^E.E)^: we caiï them exceptional. We give a construction of thé Maruyama's moduli space of
équivalence classes of semi-stable sheaves with fixed rank and Chem classes which allows us to prove its
irreducibility. For r=2, thèse results hâve been proved by Schwarzenberger and Maruyama.

Introduction

Soient r un entier >1, c^ et c^eZ. On sait qu'il existe des fibres vectoriels algébriques
sur IP^, de rang r, de classes de Chern c^ et c^ : c'est un cas particulier d'un résultat que
Schwarzenberger démontre plus généralement sur toute surface projective. L'objet du
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194 J.-M. DREZET ET J. LE POTIER

présent travail est de déterminer quelles conditions (nécessaires et suffisantes) nous devons
imposer à r, c^ et c^ pour qu'il existe au moins un fibre vectoriel stable de rang r,
de classes de Chern c^ et c^. Pour r=2, ces conditions s'écrivent d'après Schwarzenberger
[18]:

-^ 2 si Ci est pair,
3 . . .
- si Ci est impair.
4

Pour énoncer de façon satisfaisante nos résultats, nous introduisons pour chaque fibre
vectoriel E de rang r, de classes de Chern c^ et c^ sur P^ ^es nombres rationnels suivants

la pente

H(E)=^,
r

le discriminant

^-•(c^.;
r\ Ir

Avec ces notations, la formule de Riemann-Roch devient 7(E)=r(P(^i)—A) où /(E) est
la caractéristique d'Euler-Poincaré de E, et P le polynôme

P(X)=1+ 3 X + X 2 .
2 2

Ce polynôme P est aussi le polynôme de Hilbert du fibre trivial de rang 1 sur P^. Il
revient au même de se donner (r, c^ c^), ou de se donner (r,n,A) satisfaisant aux
conditions suivantes

r^ieZ, r(P(|^)-A)eZ.

0.1 FIBRES EXCEPTIONNELS (§ 4.2). - Soit M^ (r, ^i,A) l'espace de modules des classes
d'isomorphisme de fibres vectoriels algébriques stables de rang r, de pente |LI et de
discriminant A. Si cet espace de modules n'est pas vide, c'est une variété algébrique lisse
de dimension r^A-^+l [16]. Si A<1/2, on montrera au paragraphe 4.2 que cet
espace est ou vide, ou réduit à un point.

Soit E un fibre vectoriel algébrique stable de rang r, de pente |LI, de discriminant A; on
dira que E est exceptionnel si A<1/2, ou, ce qui revient au même, si E est rigide,
c'est-à-dire Ext^E.E)^. Si E est un tel fibre, l'espace de modules correspondant est
alors réduit au point défini par E. En fait, un tel fibre est déterminé à isomorphisme
près par sa pente \i: son rang r est en effet le plus petit dénominateur positif de [i, et
son discriminant est donné par

A^fl-lV
2\ r 2 }
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FIBRES STABLES ET FIBRES EXCEPTIONNELS 195

Nous répondrons en premier lieu (théorème A) à la question suivante: quels sont les
nombres rationnels qui sont pentes de fibres exceptionnels ? Dans la suite, nous désignons
par fê cet ensemble de nombres rationnels.

0.2. L'APPLICATION £: î) -> Q (§ 5.1). — Soit aeQ; on appellera rang r^ de a le plus
petit entier r > 0 tel que r a e Z, autrement dit son plus petit dénominateur, et discriminant
de a le nombre rationnel

^(4)-
Soit (a, P) un couple de nombres rationnels tels que 3+a—P^O.
On pose

o^^+Ar^.
2 3+a-P

Soit T) <= Q l'ensemble des nombres rationnels de la forme /?/24, où p e Z, et où q est
un entier ^0. Considérons l'application £:Î)-^Q définie par récurrence sur q de la
manière suivante

(1) e(n)=n pour neZ,

^ -f^W')-f^Y2^1^
\2^1 )V 2^ ] { y j \ y

On verra au paragraphe 5.1 que cette construction est possible. L'application e: î) -> Q
obtenue est strictement croissante, et £ (/?/24) est de rang ^ 24 si /? est impair. De plus,
pour pe î ) e tneZ , e ( — p ) = — e ( p ) e te (p+n)=£(p)+n ; ainsi, £ est parfaitement connue
dès que l'on connaît sa restriction à l'intervalle [0,1/2] Fi ̂ - Le calcul explicite donne
par exemple pour q=4

p 0 1 2 3 4 5 6 7 8

eW24)..
13 5 75 2 179 12 70 \_

0 34 13 194 5 433 29 169 2

0.3. LES RÉSULTATS.

THÉORÈME A. — Soit aeQ. Pour qu'il existe un fibre exceptionnel de pente a, il faut et
il suffit que a soit dans l'image de £.

Autrement dit £(Î))=(Ê. Il en résulte que pour tout réel R, l'ensemble des éléments
a e fê tels que r^R est localement fini.

THÉORÈME B. — Soient r un entier >1, c^ et c^eZ; on pose

c! A 1/ (r-1) 2\H=-l et A=- ic.-^———'cî .
r r\ 2r )

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



196 J.-M. DREZET ET J. LE POTIER

Soient a le plus grand des éléments de fê tels que r^r/2 et a^n, et P le plus petit des
éléments de (£ tels que rp^r/2 et H^ P.

Pour qu'il existe un fibre stable de rang r, de classes de Chern c^ et c^ sur P^ il faut et
il suffit que

A=P(oc-u)-A, et A=POi-P)-Ap.

Le calcul peut être mené jusqu'à son terme: par exemple, pour r=20 et Ci=9, on a
[i =0,45; le tableau ci-dessus montre que a =0,4 et P=0,5. Les conditions ci-dessus
s'écrivent

A=P(-0,05)-12 et A=P(-0,05)-3

25 o

et sont équivalentes à A =0,55125, c'est-à-dire €3 =50.
La démonstration des théorèmes A et B sera donnée au chapitre 5; elle passe par

l'intermédiaire suivant, qui sera démontré au chapitre 4 (§ 4.5) :

THÉORÈME C. — Soient r un entier >1, p. et A deux rationnels. Pour qu'il existe un
fibre stable sur P^ ae ran8 r'> de pente H, de discriminant A, il faut et il suffît que les
conditions suivantes soient satisfaites

(S)

(1) r p e Z , r (P (n ) -A)eZ .
(2) Pour tout a e fê tel que r^<r et | a — H | = 1, on a

A=P(-|a-n|)-A,.

Le fait que ces conditions soient nécessaires résulte facilement du formule de Riemann-
Roch [proposition (4.5) et remarque (4.6)]. L'existence de fibres stables quand les
conditions (S) sont satisfaites ne sera démontrée au paragraphe 4.5 qu'avec l'hypothèse
A 9^1/2. Au chapitre 5, cette difficulté technique sera levée puisque nous montrerons que
les conditions (S) imposent A ̂  1/2.

La démonstration du théorème d'existence s'inspire de la construction déjà proposée
pour les fibres de rang 2 dans [14]. Elle consiste à construire une grande famille (E,),gg de
fibres vectoriels de rang r sur P^, paramétrée par une variété algébrique lisse irréductible S
(c'est en fait un ouvert de C", avec n convenable). De cette famille on doit enlever le
fermé de Zariski correspondant aux fibres non stables et vérifier que l'ouvert qui reste
est non vide. Ceci se montre en minorant la codimension: c'est plus ou moins la
stratification de Shatz [20] dont nous proposons une version raffinée au chapitre 3. Elle
est adaptée à la notion de stabilité et de semi-stabilité qui nous a paru la meilleure ici, et
qui est celle de Gieseker et Maruyama (cf. §2.1) ([7], [16]).

0.4. COMPLÉMENTS. — Une variante de la méthode ci-dessus permet d'obtenir le
résultat suivant :

THÉORÈME D. — Soit M = M (r, H, A) l'espace de modules de Maruyama des faisceaux
semi-stables de rang r, de pente p,, de discriminant A. Alors M est irréductible.
4e SÉRIE - TOME 18 - 1985 - N° 2



FIBRES STABLES ET FIBRES EXCEPTIONNELS 197

La démonstration de ce résultat s'appuie de façon essentielle sur le résultat d'Ellingsrud
donnant déjà l'irréductibilité de l'ouvert de M correspondant aux fibres stables [7]
(cf. § 4.1); il suffirait donc de savoir que cet ouvert est partout dense : c'est vrai, sauf
peut-être si A ̂ 1/2, et ceci repose sur les deux assertions suivantes :

(a) Les points de M correspondant aux faisceaux stables forment un ouvert partout
dense dans M si A> 1/2 [cf. théorèmes (4.10) et (4.11)].

(b) Les points de M qui proviennent de faisceaux localement libres forment un ensemble
partout dense dans M si r> 1 [cf. corollaire (2.9)].

La démonstration de (b) repose sur une description de M=M(r,n,A) qui nous a
conduit à introduire au chapitre 2 les complexes de Kronecker stables et semi-stables, et
à établir une équivalence de catégories entre la catégorie des faisceaux semi-stables
normalisés et non triviaux, et celle des complexes de Kronecker semi-stables (normalisés)
[cf. proposition (2.3)]. Cette description a aussi son intérêt propre : elle résoud les
questions que pose Hulek dans [12] en termes de « modules de Kronecker » pour les
fibres de classe de Chern c^ =0. C'est sans doute Barth qui le premier a considéré de tels
complexes pour l'étude des espaces de modules de fibres stables sur P^ P].

Nous remercions le Référée dont les suggestions nous ont permis de clarifier la
présentation, notamment du chapitre 5.

Terminologie. — Par variété algébrique, on entend schéma de type fini sur C, séparé.
Ces variétés ne sont pas obligatoirement intègres. Par point, on entend point fermé.

Si une variété algébrique X est munie d'un faisceau inversible très ample ^x(1)» on
pose pour tout (P^-modu\e E

E(m)=E(g)^x(w).

Un fibre vectoriel algébrique sur X sera identifié avec le (!)^-modu\e localement libre
qu'il définit.

1. Généralités

1.1. PENTE, DISCRIMINANT. — Soit E un faisceau algébrique cohérent sur le plan
projectif complexe P^ de rang r>0, de classes de Chern c^ et c^eZ. On appelle pente
de E le rationnel

(1.1) ^)=01

r

et discriminant de E le rationnel

(..2) .(E)=^-f^).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



198 J.-M. DREZET ET J. LE POTIER

1. 2. FORMULE DE RIEMANN-ROCH. — On désigne par P le polynôme

P(X)=1+3 |C+^.

Soit E un faisceau algébrique cohérent de rang r>0, de pente a, de discriminant A.
Le théorème de Riemann-Roch prend la forme suivante :

(1.3) x(E)=r(P(u)-A),

où ')i(E)==I.(-l)idimîîi(P^E). En particulier, le polynôme de Hilbert de E
PE (m) = x (E (m)) est donné par

PE(m)=r(P(a+m)-A).

1.3. LES ESPACES. VECTORIELS Ext^E, E'). — Soient E et E' deux faisceaux algébriques
cohérents de rangs r>0 et r'>0, de pentes respectives a et a', de discriminants respectifs
A et A'.

On pose x(E, E') =E ( -l)1 dim Ext^E, E').

PROPOSITION (1.1) (Riemann-Roch). — On a

(1.4) ^(E.E^rr^POi'-^-A-A').

Démonstration. — Soient c, et c\ les classes de Chern respectives de E et E'. La formule
(1.4) est encore équivalente à

(1 .5) x(E,EO=rr /+ 3 ( rCl - r /Cl)+r / (_cî -C2)+r(_Cl 2 -c^
L \ -Z / \ z /

Si on choisit pour chacun des faisceaux E et E' une résolution gauche par un complexe
fini de fibres vectoriels, on se ramène à prouver cette formule pour E et E' localement
libres.

Si E et E" sont localement libres,

Ext^E, E') ̂ (P;,, Hom(E, E')).

Le calcul du caractère de Chern du fibre Hom (E, E') :

ch (Hom (E, E')) = ch (E') ch (E*)

donne pour les classes de Chern les formules suivantes

Ci (Hom (E, E')) = rc\ - r ' c^
(1 -6 ) / i \ / 2 \ / /2 \

( -A-^ )(Hom(E, ̂ ))=r/(- -c, ) +r( — -c, J -c, c\.

4e SÉRIE - TOME 18 - 1985 — N° 2



FIBRES STABLES ET FIBRES EXCEPTIONNELS 199

Le théorème de Riemann-Roch appliqué au fibre Hom(E, E') conduit à la formule
(1.5).

1.4. DUALITÉ DE SERRE. — Soit E un faisceau algébrique cohérent sur une variété
projective lisse X, de dimension n; on désigne par Qx ^e faisceau des n-f ormes différentielles
régulières sur X. On a alors un morphisme « trace » :

Tr: Ext"(E,E(x)Qx)-^C,

qu'on peut construire de la manière suivante: soit R" -> E une résolution gauche finie de
E par un complexe fini de faisceaux localement libres. Le groupe Ext^E.E^Qx)
s'identifie à l'hypercohomologie H^X.Hom^R', R' ®ûx)) de X à valeurs dans le com-
plexe des fibres d'homomorphismes défini en degré q par

Hom^R', R' (x) Qx)̂ 1^11^1^ Ri+q ® °x)
i

et de différentielle évidente.
On peut alors définir un morphisme trace :

tr : Hom' (R", R' 00 Qx) -> °x»

par la formule, pour /== (f^) eHom^R', R') (g) Qx

(E(-l)1 trace./, si ^=0,
tr(/)= -•

1 0 si q^O.

Le morphisme Tr est par définition le morphisme induit en hypercohomologie; il ne
dépend pas de la résolution choisie.

Si F est un autre faisceau algébrique cohérent, on obtient en composant avec l'accouple-
ment de Yoneda un accouplement

Ext^E, F) x Exf-^F, E ® Qx) ̂  C.

PROPOSITION (1.2) (Dualité de Serre). — L'application linéaire

d: Ext^E, F) -> (Exf-^F, E ® Qx))*.
induite par l'accouplement ci-dessus est un isomorphisme.

Démonstration. — La proposition est bien connue si F est localement libre (Hartshorne
[11], théorème 7.6). Dans le cas général, en prenant une résolution gauche finie de F
par des faisceaux localement libres, on se ramène par récurrence sur la longueur de la
résolution à vérifier l'assertion suivante: soit

0 -, F -, F -^ F" -^ 0,

une suite exacte de faisceaux algébriques cohérents sur X; si la proposition est vraie pour
(E, F') et (E, F), elle est vraie pour (E, F"). Il suffit donc de constater que dans le

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



200 J.-M. DREZET ET J. LE POTIER

diagramme associé aux suites exactes longues et induit par à

Exf(E, F') ———-Exf(É, F) —————-Exf(E, F")—————-Exf^E, F')—————-Exf^E F)

. 1 1 \ \
-^Exf-^F, E^Q^^Ex^-^F", E®Qx)* —Ext"-1-^, E^O^* —Ext"-1-^, E®^)*

les carrés sont soit commutatifs, soit anticommutatifs, et d'appliquer le lemme des cinq.

1.5. FILTRATIONS. — Soit K un complexe de 0^-modu\es au-dessus d'une variété
algébrique X, borné à gauche, muni d'une filtration croissante F

O=FQ c= Fi c . . . c F,_i c F(=K.

On pose

gr,(K)=F,/F,_i.

Il existe alors une résolution injective R (1), munie d'une filtration finie notée encore
F, telle que le morphisme d'augmentation e : K -> R soit compatible avec les filtrations,
et que les morphismes associés sur les gradués

gr,(K)^gr,(R),

soient des résolutions injectives. Soit Honip _ (K, R) c= Hom* (K, R) le sous-complexe des
éléments /= (/^) e Hom1 (K, R)

/,: K^R^1,

compatibles avec les filtrations, c'est-à-dire ^(FpK)4 c: (FpR)4'^1; le complexe quotient
sera noté Hom?, + (K, R). On désigne par Extp, - (K, K) et Extp + (K, K) les groupes de
cohomologie respectifs; à isomorphisme près, ils sont indépendants de la résolution
choisie, et on a une suite exacte longue

. . . -. Extt., _ (K, K) -. Ext^K, K) -> Ext^ + (K, K) -. . . .

PROPOSITION (1.3). — Soit K un complexe de 0^-modules borné à gauche, muni d'une
filtration croissante finie F.

Il existe une suite spectrale dont le terme Eç'q est donné par

_ nExt^(gr,(K),gr^(K)) si p<^
^l ~ - i

0 si p^O

et d'aboutissement Extp + (K, K).

(1) Par résolution injective d'un complexe de O^-modules K borné à gauche on entend un morphisme de
complexes de (Py-moduies bornés à gauche e : K -^ R induisant un isomorphisme sur les faisceaux de cohomolo-
gie, où R est un complexe de Oy-modules injectifs.

4e SÉRIE - TOME 18 - 1985 - N° 2



FIBRES STABLES ET FIBRES EXCEPTIONNELS 201

Démonstration. — Considérons la résolution injective R ci-dessus, et désignons par
Hom^K.R) le sous-complexe de Hom*(K,R) des éléments ̂ (/^eHom^K, R):

/,: K^R^1,

tels que^(F^) c F^ pour tout 7=!, . . . , ; .
Ceci définit une filtration décroissante finie du complexe Hom* (K, R) :

Hom^_(K,R) cHom-^K.R) <= Hom-^K.R) c . . .

et par suite une filtration décroissante de Honip + (K, R) dont le gradué en degré p<0
s'identifie à

®Hom(gr,(K),gr,_^R))
i

et est nul en degré ^0.
Il suffit donc d'écrire la suite spectrale d'un complexe filtré pour obtenir la proposition

(1.3).
Remarque. — On construit de la même façon une suite spectrale d'aboutissement

Extp, - (K, K) de terme E^ donné par
. 0 si /?<0,

Er= \ r[Ext^(gr,(K), gr,_,(K)) si p^O.
1 i

PROPOSITION (1.4). — Soit K un complexe de 0^-modules, muni d'une filtration F

0 < = F i cF^c . .. c=F,=K.

Considérons le complexe K/F^, muni de la filtration F/F^. On a une suite exacte longue

-^ Ext^, ^ (K/Fi, K/Fi) ̂  Ext^ ^ (K, K) ̂  Ext^F^, K/¥,)

^Ext^,+(K/F,,K/F,)^.. .

Démonstration. — II suffit de constater que pour la résolution injective R considérée
ci-dessus on a une suite exacte de complexes

0 -> Hom^ + (K/Fi, R/FI R) -> Homp. + (K, R) -> Hom" (¥„ R/¥, R) -. 0

et de dérouler la suite exacte longue associée.

1.6. DRAPEAUX DE GROTHENDIECK [8]. — Soit X une variété algébrique projective, lisse,
munie d'un faisceau inversible ample (9^(\). On considère un (Px-module cohérent E, et
on désigne pour toute variété algébrique S par Eg l'image réciproque de E par la
projection pr^ : S x X -> X.

Le foncteur Quot^E) qui associe à S l'ensemble des ^sxx-1110^^ cohérents quotients
G de Es, S-plats et tels que pour tout se S le polynôme de Hilbert de G (s) soit un
ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



202 J.-M. DREZET ET J. LE POTIER

polynôme donné H, est représentable par une variété algébrique projective Quot^E).
Les points de Quot^E) sont donc les 0x-modules cohérents quotients G=E/F, de
polynôme de Hilbert H.

Les points suivants sont connus ([8], [15]) :
(a) l'espace tangent de Zariski au point E/F est

Hom(F,E/F).
(b) Si Ext^F, E/F)=0, alors Quot^E) est lisse au voisinage du point E/F (2).
Plus généralement, soient H^, . . . , Hj des polynômes à coefficients rationnels tels que

^ Hf soit le polynôme de Hilbert de E. Le foncteur qui à la variété algébrique S associe
1=1
l'ensemble des drapeaux de (9^ x x^od^s cohérents

0=FocFiC: . . . cF,=Es,

satisfaisant aux conditions suivantes
(P) pour tout f, gr,=F,./F,_i est S-plat;
(H) pour tout 5 G S, le polynôme de Hilbert de gr,(s) est H,

est représentable par une variété projective, notée Drap"1'-'11^), dont les points sont
les drapeaux F

0 = F o C = F i c: . . . c=F,=E,

tels que grf=F,/Ff_i ait H, pour polynôme de Hilbert. Au point F, l'espace tangent de
Zariski à Drap"1'-'"^) est l'espace Ext^+(E,E) relatif à la filtration F; de plus, si
Ext^ + (E, E) =0, alors Drap"11 • • • ' H ^ (E) est lisse au voisinage de F.

Variante à paramètres. — Soit S une variété algébrique. On se donne un (9^ x x^o^e
E cohérent S-plat, et des polynômes H^, . . . ,H^ à coefficients rationnels. Pour tout
morphisme / : S' -> S, on désigne par Es. le (9y x x'ï^dule

Es'=(/xidx)*E

et on considère le foncteur qui à S' associe l'ensemble des drapeaux de (9y x x^0^68

cohérents

O c F i c F ^ c . . . cF,=Es.,

tels que les conditions suivantes soient satisfaites

(P) le quotient grf=F;/F,_i est S'-plat;

(H) pour tout se S'le polynôme de Hilbert de gr,(s) est H,..

(2) Ceci résulte aussi de L. Illusie, Complexe cotangent et déformations I; Lectures Notes in Math.,
Springer-Verlag, 239, p. 260.
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Ce foncteur est représentable par une variété projective relative Drap"1"-"^ (E) -^ S,
dont la fibre au-dessus de se S n'est autre que Drap111'"""1 (E(s)).

PROPOSITION (1.5). — Soient E un O^^y-module cohérent S-plat, H^, . . . , Hj des polynô-
mes à coefficients rationnels. Soient se S et FeDrap"1'""^ (E(s)). On a une suite exacte

0 -. Ext?, + (E (5), E (s)) -. TF Drap"!' • • •• ̂  (E) -. T, S ̂  Ext^ + (E (5), E (s)),

où œ+ ^sî ^ morphisme composé

T,S ̂  Ext1 (E(s), E(5)) ̂  Ext^, ^ (E(s), E(5)),

^M morphisme de déformation infinitésimal de Kodair a-Spencer œ et du morphisme canonique
décrit au paragraphe 1. 5.

Rappelons la définition du morphisme œ de Kodaira-Spencer. Soient se S, m, l'idéal
de 5. Soit X (s) la fibre de X x S au-dessus de s, et X (s)^ le voisinage infinitésimal
d'ordre 2 de la fibre X (s). Sur X (s)^ on a une suite exacte de modules

0 -̂  T,* S (x) E(s) -> E/m,2 E -^ E(s) -> 0

et la projection X (s)^ -> X (s) permet de regarder cette suite exacte comme une suite
exacte de modules sur X(s). L'obstruction au scindage définit un élément

œe Ext1 (E(s), T? S (g) E(s)) ̂ T? S (x) Ext1 (E(s), E(s)),

qui est par définition l'invariant de Kodaira-Spencer.

LEMME (1.6). — Soient G un (9^-module cohérent, E un (9^^^-module cohérent S-plat
quotient de Gg par un sous-module K et tel que pour tout s e S, le polynôme de Hilbert de
E(s) soit H. Considérons le morphisme défini par E:

/: S-.Quoi" (G).

Le diagramme :

T^S—Ii—^Hom^s), E(s))

Y L.\ (
^Ext^^E^))

dans lequel œ est le morphisme de déformation infinitésimal de Kodaira-Spencer de E et ô
rhomomorphisme de liaison, est commutatif.
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Démonstration. - Vu la platitude de E sur S, on a un diagramme de suites exactes
courtes (où on a posé T,=T,S) :

0 0 0

^ ^ ^0———-T?(g)K(5)———-K/m^K———-K(5)——^o
t t Ŝ ^0 ————-T? (g) G ————- G/m^G———— G ———- 0
\ ^ \

0———-T?(g)E(s)———^E/w^E———-E(s)———-0
t 1 ^
0 0 0

La suite exacte relative à G se scinde canoniquement. Ce scindage induit un morphisme
pi cr : G -> E/m^E ce qui permet de construire un morphisme de suites exactes courtes :

0 -. K(s) ——> G—> E(s) -> 0
^ ^i I I

0 -̂  T? (g) E (s) -̂  E/w,2 E -> E (s) ̂  0

Au signe près, le morphisme (p obtenu s'identifie au transposé de l'application linéaire
tangente T, -> Hom(K(s), E(s)); si on écrit pour ce diagramme les suites exactes dérivées
du foncteur Hom(., T^ (g) E(s)), on obtient un diagramme commutatif:

Hom (K (s), T? (g) E (5))-^Ext1 (E (s), T? (g) E (s))

îîom(T*S)E(s), T^E^^Ext^s), T?(g)E(5))

où ô est l'homomorphisme de liaison. Il en résulte §((p)= —œ ce qui démontre le lemme
(1.6).

Démonstration de la proposition (1.5). — La première partie de la suite exacte
résulte du fait que la fibre du morphisme projectif Drap111"'-'"^) -)-S au-dessus de 5
n'est autre que DrapHl '•••>H^(E(5)). Reste à obtenir l'exactitude au niveau T,S. On peut
supposer, quitte à se limiter à un ouvert de S, que le polynôme de Hilbert de E(s) ne
dépend pas de 5. Choisissons un fibre très ample L sur X tel que pour tout se S

1. E(s) (g) L soit engendré par ses sections,
2. H Î(E(s)(g)L)=Opour^l.
Posons N=^(E(s)(g)L), 0^*00^ Sur SxX, on a alors un morphisme d'éva-

luation surjectif

ev: prî(G)=Gs^E,

dont on désigne le noyau par K. Soit /: S -> Quoi" (G) le morphisme défini par E, H
désignant le polynôme de Hilbert de E. Considérons la double flèche

S x Drap^' • • • . " < (G) 4 Quot" (G),
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où H = ̂  H,, définie par / et par le morphisme (5, Fg, . . ., F^) -> G/FQ. Le noyau de
» ^ i

cette double flèche s'identifie à Drap111'---'1^). Soient se S, F e Drap"1'•••'^(E (s)) et
¥'i l'image réciproque de F^ dans G. Posons enfin F'^K^s^F^, . . .,Fj). On a donc la
suite exacte

0 -^ TF Drap"!' • • ••H ' (E) -^ T, S © Tp, Drap^'Hl> • • - ̂  (G) -^ Hom (K (s), E (s))

(u, v) -^ T f(u)-jv,

où 7 est le morphisme qui figure dans la suite exacte de la proposition (1.4):

0 -> Ext?, + (E (5), E (5)) -^ Ext?/, + (G, G) -^ Hom (K (s), E (s)) '4 Ext^ + (E (s), E (s)).

Il en résulte l'exactitude de la suite exacte de la proposition (1.5) avec œ + = ô + T,/
Or, on a un diagramme commutatif:

Ext^E^), E(s))

Hom (K (5), E (5)) ̂ ^^

"^^Ext^ ^(E(s),E(5))

où p est l'homomorphisme canonique. Il résulte du lemme (1.6) que
œ+ =p ° ô ° rTsf=P ° œ- D'où la proposition.

PROPOSITION (1.7). — On garde les notations de la proposition (1.5), et on suppose en
outre que S est lisse et que (s, F) satisfait aux conditions suivantes

1. Ext^EQO^s^O.
2. le morphisme œ+ est surjectif.

Alors Drap"1'""^ (E) est lisse au voisinage du point F.

Démonstration. — Vérifions d'abord que Quoi" (G) est lisse au voisinage du point
E(5). Par définition de L, on a H l(E(s) ® L)= 0=^^(5) (g) L). La suite exacte longue
dérivée du foncteur Hom(., E(s)), appliquée à la suite exacte 0 -> K(s) -> G -> E(s) -> 0
conduit à l'isomorphisme

Ext1 (K (s), E (s)) ̂  Ext2 (E (s), E (s))

et donc Ext1 (K (s), E (s)) = 0.
Montrons maintenant que Drap"0' • • -'^(G) est lisse au voisinage de F". Le diagramme

commutatif :
T,S © T^Drap^ ••• • ^(G)—————^ Hom(K(s), E(5))

(u,u) -»T/(u)-7v

5+

T.S •Ext^ ^(E(s) ,E(5))
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montre, œ+ étant surjective ainsi que pr^, que 8+ est surjective. La suite exacte de la
proposition (1.4), compte tenu du fait que Ext^K^s), E(s))=0, s'écrit:

Hom(K(5), E(s)) ̂  Ext^ + (E(s), E(s)) -> Ext^ + (G, G) -. 0

et par suite Ext^ + (G, G) =0.
Vérifions que l'application linéaire (u, v) \—> T / (u) —jv est surjective. Si

weHom(K(5), E(s)), il existe puisque œ+ est surjective

(u, v) e T, S C TF, Drap^ • • •• ̂  (G) tels que ô + w = 8 + (T / (u) -jv)

et il suffit donc de remarquer que Ker 8+ c= îmj. Le théorème de submersion donne
alors la lissité de Drap"1"'"11^) au voisinage de F.

2. Variétés de modules de Maruyama
des faisceaux semi-stables sur P^

2.1. FAISCEAUX SEMI-STABLES. — Les notions de stabilité et semi-stabilité que nous
rappelons ici sont celles de Gieseker et Maruyama ([7], [16]).

Soit E un faisceau algébrique cohérent sur P^. On dit que E est stable (resp. semi-stable)
si E est sans torsion, et si pour tout sous-module cohérent F, 0 ̂  F -^ E on a

H(F)^(E)

et en cas d'égalité A(F)>A(E) [resp. A(F)^A(E)].
Il revient au même d'écrire que pour les polynômes de Hilbert de F et E on a

PF(m)<PE(m) (resp.<),
r(F) r(E)

pour m»0, r(E) et r(F) désignant les rangs respectifs de E et F.
Les faisceaux semi-stables de pente ^i, de discriminant A constituent une catégorie

abélienne, noethérienne et artinienne, stable par extensions. On peut donc définir une
filtration de Jordan-Hôlder pour E semi-stable

0 c Fi c F^ c: . . . c Fj_i c F^=E,

telle que grf(E)=Ff/F^_i soit stable, de pente H, de discriminant A. La classe d'isomor-
phisme de

gr(E)=CF,/F,_,,
i

ne dépend pas de la filtration. L'espace de modules de Maruyama Mp (r,|j.,A) des
faisceaux semi-stables de rang r, de pente ^, de discriminant A a pour ensemble sous-
jacent l'ensemble des classes d'équivalence de faisceaux semi-stables pour la relation
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d'équivalence : E^ F si et seulement si les gradués de Jordan-Hôlder gr(E) et gr(F) sont
isomorphes [16].

On se propose dans ce paragraphe de donner une description de Mp, (r, a, A). On peut
naturellement se borner au cas — l < u ^ 0 : nous dirons que les faisceaux correspondants
sont normalisés.

Le résultat suivant sera généralisé au paragraphe 4.3.

LEMME (2.1). — Soit E un faisceau semi-stable normalisé non trivial. Alors fc°(E)=0,
É?rHom(E, ^(-1))=0:

Démonstration. — Les conditions — l < u ^ 0 entraînent évidemment

/î°(E(-l))=0, Hom(E,^(-l))=0.

Par dualité de Serre, il en résulte fc2(E(-2))=0, et par suite h2(E(i))=0 pour i^-2.
Il résulte du théorème de Riemann-Roch que

X(E(-l))=7-r(u+l)^0.

Si h°(E)^0, ceci entraîne u=0 et ^=r, c'est-à-dire, si on préfère, A=0. Considérons
une filtration de Jordan-Hôlder de E: chaque gr,(E) est stable de pente 0, de discriminant
A=0. Soit r, le rang du faisceau gr,(E); d'après le théorème de Riemann-Roch,
/(gr,(E))=r;; ce faisceau a donc une section non nulle, ce qui fournit un morphisme
injectif ^-^gr^E). A cause de la stabilité, c'est un isomorphisme. Ceci entraîne que la
filtration se scinde, et par suite E ̂  (^r.

2.2. FILTRATION DE HARDER-NARASIMHAN. — La filtration que nous décrirons ici généra-
lise celle que proposent Harder et Narasimhan sur les courbes [10]. Elle est plus fine que
celle de Shatz [20] (3).

LEMME (2.2). — Soit E un (9^^-module cohérent sans torsion de rang r.
(a) Le degré des sous-modules cohérents F c E est majoré.
(b) La caractéristique d9 Euler-Poincaré des sous-modules cohérents F c= E de degré fixé

d est majorée.
Démonstration. — Par récurrence sur le rang r; le résultat est trivial r=l. Pour r> l ,

on peut trouver des ^-modules cohérents sans torsion E7 et E" de rang inférieur tels
que E s'insère dans une suite exacte

0 -> E' -> E -> E" -> 0.

Soient C' et C" des majorants pour le degré des sous-modules cohérents de E" et E"
respectivement. Si F est un sous-module cohérent de E, on désigne par F" son image dans
E" et par F' l'intersection E' 0 F. Alors

^(I^c^FO+c^F^C+C',

(3) Cette filtration peut en fait se définir sur toute surface projective X munie d'un faisceau inversible ample
^x(l).
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Si Ci (F) =d, les inégalités C ̂  Ci (F') ̂  rf-C" et C7 ̂  Ci (F") ̂  rf-C et l'hypothèse de
récurrence montrent que /(F') et ^(F") sont majorés. Il en est de même de
/(^^(F^+^F-).
D'où le lemme.

Soit E un Ê^-module sans torsion, de rang r>0, de pente p, et de discriminant A. Il
existe alors un unique sous-module cohérent F^ c= E satisfaisant à la propriété suivante :
pour tout sous-module cohérent O^F'cE, on a ^(F^^^Fi), et en cas d'égalité,
A(F')^A(Fi). De plus, si ̂ F^^) et A(F /)=A(Fl), r(r)^r(¥,).

Le sous-faisceau F^ c E ainsi construit est évidemment semi-stable; on l'appelle le
sous-faisceau semi-stable maximal. Le quotient Ei=E/T\ est alors cohérent et sans
torsion; s'il est non nul, on peut recommencer la construction ci-dessus. On obtient ainsi
une filtration de E par des sous-modules cohérents

0 c Fi c F^ c: . . . Œ F^_i c F^=E,

telle que gr f=Ff /Ff_ i soit semi-stable et telle que
soit|Li(gr,+i)<n(gr,),
soit H(gr,+i)=n(gr,) et A(gr,+i)>A(gr,).
Cette filtration est la seule filtration de E qui satisfasse à ces propriétés; on l'appelle la

filtration de Harder-Narasimhan.

2.3. COMPLEXES DE KRONECKER. — Soit K un complexe fini de ^Pp^-modules cohérents.
On définit le rang r=r(K), le degré Ci==Ci(K), la caractéristique d'Euler /=7(K), et le
polynôme de Hilbert P^ de K par les formules

r=Z(-l)W), ^^(-lyc^K1),

^(-lyW), PKW^-lyP^m).
i i

On appelle complexe de Kronecker un complexe de type

0 -> H _ i (x) A2 Q* ̂  Ho 0 Q* ̂  HI ® (9 -> 0,

où les H^ sont des espaces vectoriels de dimension finie, et Q le fibre quotient universel
de rang 2 sur P^'

Les complexes de Kronecker forment une catégorie abélienne. Soit K un complexe de
Kronecker de rang r, de degré c^, de caractéristique ^ on dit que K est stable (resp.
semi-stable) si pour tout sous-complexe de Kronecker 0 Ç K' S K, de rang ^^(K') on
a pour m»0

r PK' (m) - r' P^ (m) < 0 (resp. ^ 0).

On peut bien entendu traduire cette condition en termes de degré et de caractéristique :
elle est équivalente à

^(KO-r^c^O
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et, en cas d'égalité, r^(K')—r(K')^<0 (resp. ^0).
On dit qu'un complexe de Kronecker K de rang r, de degré c^ est normalisé si

-r<Ci^O.

La dimension des espaces vectoriels H^ est déterminée par r, c^ et /. La condition de
normalisation ci-dessus peut alors se lire sur les conditions suivantes

dim H _ i ̂  dim Ho; dim Ho > dim H^.

PROPOSITION (2.3). — Soit K un complexe de Kronecker semi-stable normalisé de rang
r, de degré c^ de caractéristique d'Euler 7 :

0 -^ H _ i ® A2 Q* ̂  Ho ® Q* -^ H i (x) ^ -. 0.

(1) L^ morphisme u est injectif en dehors d'un nombre fini de points: le morphisme v est
surjectif et le faisceau de cohomologie E=H°(K) est sans torsion.

(2) Si K et K/ sont deux complexes de Kronecker normalisés et semi-stables de faisceaux
de cohomologie E et E' respectivement (4)

W (Hom* (K, K')) = Ext4 (K, K') = Ext4 (E, E').

(3) Le faisceau de cohomologie E=H°(K) est semi-stable de rang r, de degré c^ de
caractéristique d'Euler 7. De plus, K est stable si et seulement si E est stable.

(4) Tout faisceau semi-stable normalisé non trivial est le faisceau de cohomologie d'un
complexe de Kronecker normalisé semi-stable.

Cet énoncé signifie en particulier que la catégorie des complexes de Kronecker semi-
stables normalisés est équivalente à celle des faisceaux semi-stables normalisés.

Démonstration. — Appelons élémentaire un complexe de Kronecker d'un des types
suivants

I
II
III
IV
V

0 -. A2 Q* -> 0 -> 0 -^ 0,

0 -> A2 Q* -> Q* -̂  0 -̂  0,

0 -> A2 Q* -> Q* -> (9 -> 0,

0-,o-^Q*-^-^0,

o-.o-^o-^-^o,
où les complexes II, III, IV sont associés à une section non nulle du fibre canonique Q.

1. ïnjectivité de u en dehors d'un nombre fini des points. — Remarquons d'abord que si
u n'est pas injectif comme morphisme de fibres vectoriels, il contient obligatoirement un
sous-complexe élémentaire de type I, II ou III.

(4) Rappelons que Ext^K, K^H^Hom'CK^R')], où R' est une résolution injective de K'.
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Supposons d'abord Ci<0. Il existe une filtration de K par des sous-complexes de
Kronecker

0 c Fi <= ?2 c= . . . <= Fi <= K,

telle que grf=F,/F;_i soit élémentaire de type III et telle que K/Fj ne contienne pas de
sous-complexe de type III. Montrons que K/Fj ne contient pas de sous-complexe de type
I, ni du type II. Si tel était le cas, il existerait par image réciproque dans K un
sous-complexe K/ c: K de même rang et de même classe de Chern que l'un des complexes
1 ou II. Le tableau suivant montre que ceci est exclus à cause de la semi-stabilité de K :

^(K/) r ( K ' ) rc.^-c.r^)

!.. . . . . . . . . . . . . . . . 1 -1 Ci+r>0

II. . . . . . . . . . . . . . . . 0 1 -c,>0

Supposons maintenant Ci=0. Il existe une filtration de K

0 c Fi c F^ c . . . c ¥i c K,

par des sous-complexes de Kronecker tels que grf=F^F(_i soit élémentaire de type II
ou III et tels que K/F^ ne contienne pas de sous-complexe élémentaire de type II ou III.
Alors K/F^ ne contient pas non plus de sous-complexe élémentaire de type 1 : en effet, si
c'était le cas, il existerait par image réciproque dans K un sous-complexe K/ c= K de
degré c^(K/)>0, et alors

^(K^-CirOC^rc^K^O,

ce qui contredit la semi-stabilité de K.
Dans les deux situations, le morphisme u est injectif, sauf peut-être en l points.
Surjectivité de v. — Si v n'était pas surjectif, K aurait un quotient élémentaire L de

type III, IV ou V. Or, le tableau suivant montre que la semi-stabilité de K exclut ces
trois cas :

Ci(L) x(L) r(L) rc,{L)-r(L)c, r x ( L ) - r ( L ) x

III. . . . . . . . . . . . . . 0 -1 0 0 -r<0

IV. . . . . . . . . . . . . . -1 -1 1 -(ci+r)<0

V. . . . . . . . . . . . . . . 0 -1 -1 Ci^O -r+5C<0

Le faisceau E=H°(K) est sans torsion. Dans le cas Ci<0, on remarque que pour la
filtration donnée ci-dessus, le morphisme canonique

H°(K)^H°(K/F,),
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est injectif (comme morphisme de faisceaux), et que H°(K/F^ est localement libre. Dans
le cas Ci=0, on constate encore que la filtration décrite ci-dessus permet d'obtenir sur
H°(K) une filtration dont le gradué est sans torsion.

2. La démonstration est la même que celle de [13], lemme 23.
3. Semi-stabilité de E=H°(K).
Remarquons d'abord que ^0(E)=0=/^2(E(-2)).
Si E n'est pas semi-stable, il a un sous-faisceau O^F £ E satisfaisant aux conditions

suivantes

(A) H(F)^

et en cas d'égalité x(F)/r(F) >^/r.

(B) ^°(E/F)=0, et E/F est sans torsion.

Considérons en effet la filtration de Harder-Narasimhan de E

Oc Fi cF^c . . . c=F^=E.

Pour m»0, on a

^(E)^) Pe(m)
.̂ .

^(gr,(E)) r

II découle de la semi-stabilité de gr,(E) que ^°(gr^(E))=0. D'autre part, pour m»0

PF,-^) PE(m)
r(^.,) r

II suffit donc de choisir F=F^_^ .
Au faisceau E, on peut associer une suite spectrale, dite de Beilinson ([13], [21]), dont

le terme E^ est donné par

E^H^EO^^A-^Q*

et qui a pour aboutissement E en degré 0, 0 en degré ^0. De même à F on associe une
suite spectrale de Beilinson, et l'inclusion F -> E conduit à un morphisme sur ces suites
spectrales, et par suite sur les complexes de Kronecker K(F) et K(E) qui figurent dans
le terme E^ de ces suites spectrales :

0 —H1 (F( -2)) ® A2 Q* ̂ H1 (F( - 1)) (g) Q* ̂ H1 (F) ® (9 —0
\ \ \

0 —H1 (E( -2)) ® A2 Q* —H1 (E( - 1)) ® Q* —H1 (E) ® (9 —0

Les conditions AO(E)=/^2(E(-2))=0 impliquent que les faisceaux de cohomologie de
K(E) sont (0,E,0). On déduit de (2) un isomorphisme K(E)^K. Le complexe K(F)
s'identifie à un sous-complexe de K d'après la condition (B); ses faisceaux de cohomologie
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sont (0, Fo, Fi), et la suite spectrale de Beilinson de F conduit à une suite exacte

0 -> Fo -> F -> G -^ Fi -> 0,

où G est le noyau du morphisme de fibres vectoriels d ^ 2 - 2 (obligatoirement de rang
constant)

H^FC-^X^Q^HW-l))®?*.

On a alors

rCi(K(F))-r(K(F))ci=rCi(F)-r(F)ci-(rci(G)-r(G)ci).

Si G ̂ 0, on a ^(G^^A^*)^ -l<ci/r=n. D'après la condition (A) on obtient
rci(K(F))-r(K(F)) Ci>0, ce qui contredit la semi-stabilité de K.

Si G=0, alors K(F) et F ont même rang, même degré et même caractéristique d'Euler.
La condition (A) contredit encore la semi-stabilité de K.

Stabilité de E si K est stable. — Supposons E non stable; il a alors un sous-faisceau
semi-stable 0 7^ F ̂  E, de même pente et même discriminant que E. On a donc

(A') n(F)=^0; fxÂFÎ=^^0
r(F) r

et la même chose pour le quotient E/F. Puisque E/F est semi-stable, ceci entraîne d'après
le lemme (2.1) :

(B) /î°(E/F)=0.

Comme ci-dessus, la suite spectrale de Beilinson de F donne lieu à un sous-complexe
07^K(F) ^ K, et la semi-stabilité de K impose encore que les faisceaux de cohomologie
de K(F) sont (0, F, 0). D'après la stabilité de K, on a

rx(K(F))-r(K(F))7<0,

ce qui est en contradiction avec la condition (A').
4. Complexe associé à un faisceau. — Sous-complexe maximal. Soit K un complexe de

Kronecker normalisé de rang r, de degré c^, de caractéristique d'Euler ^. On dit qu'un
sous-complexe de Kronecker K/ <= K est maximal si
(1) K/réalise le maximum de

rc^KO-rOC')^,

(2) parmi les sous-complexes de K qui réalisent le maximum de (1), K' réalise le maximum
de

^(K^-rOC')^

Les lemmes suivants étendent à un complexe normalisé quelconque les résultats de
l'assertion (1) de la proposition.
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LEMME (2.4). — Soit K' c: K un sous-complexe maximal de K. Alors H1 (K/) =0.
Démonstration. — II suffit de vérifier que K' n'a pas de quotient élémentaire L de type

III, IV ou V. Si tel était le cas, désignons par I/ le noyau de la projection K/ -> L. On
aurait

rc^-r^c^rc^K^-r^c.-Çrc.W-rÇL)^)

et la même chose en remplaçant degré par caractéristique d'Euler. Or, on a le tableau :
ce qui montre que K/ ne serait pas maximal.

c,(L) x(L) r(L) rc, (L)-r (L) c, r x ( L ) - r ( L ) x

III. . . . . . . . . . . . . . 0 -1 0 0 -r<0

IV. . . . . . . . . . . . . . -1 -1 1 -(ci+r)<0

V . . . . . . . . . . . . . . . 0 -1 -1 Ci^O -r+x<0

LEMME (2.5). — Soit K/ un sous-complexe maximal de K, K/'^K/K/ le quotient. Alors
ÎÎ-1(K//)=0.

Démonstration. — Supposons Ci<0. Il existe une filtration

K^Fo c: Fi c F^ <= . . . c= F, c K,

telle que gr^F^/Ff.i soit élémentaire de type III et tel que K/F^ ne contienne pas de
sous-complexe élémentaire de type III. Alors K/F^ ne contient pas non plus de sous-
complexe élémentaire L de type 1 ou II, car si c'était le cas, on aurait pour son image
réciproque I/ dans K

rc^-rÇL^c^rc^K^-rÇK^c^rc^-r^c,.

Or, on a le tableau suivant :

Ci(L) r(L) rCi(L)-r(L)Ci

!.. . . . . . . . . . . . . . . . 1 -1 r+Ci>0

I I . . . . . . . . . . . . . . . . 0 1 -Ci>0

Le sous-complexe U contredit la maximalité de K/.

Supposons Ci =0. Il existe une filtration de K

K^FocFi c: . . . cF^cK.

telle que gr^F^/F,^ soit élémentaire de type II ou III et telle que K/F^ ne contienne
pas de sous-complexe élémentaire de type II ou III. Alors Ci(K/)=Ci(Fj). Le complexe
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K/¥i ne peut contenir de sous-complexe élémentaire de type I, car si c'était le cas, il
existerait un sous-complexe U => Fj => K/ tel que

rc,(U)-r(U)c,=r(c,(K/)+l)>rc,(K/)-r(K/)c,.

ce qui contredit le fait que K' est maximal.
Dans les deux situations ci-dessus, on a H~1 (F^/T\_i) =0 pour f^ 1, et H~1 (K/Fj) =0.

Par suite îî~l(K/K/)=0.

Fin de la démonstration de la proposition (2.3). — Soit E un faisceau semi-stable
normalisé de rang r, de degré c^ de caractéristique d'Euler ^. Si E n'est pas trivial on a
d'après le lemme (2.1):

/î°(E)=0,

Hom (E, (9 ( -1)) = 0, c'est-à-dire par dualité de Serre h2 (E ( - 2)) = 0.
Le complexe de Kronecker K=K(E) associé à E par la suite spectrale de Beilinson a

alors pour faisceaux de cohomologie (0,E,0). Il s'agit de vérifier que le complexe
normalisé K est semi-stable.

Soit K/ c: K un sous-complexe maximal de K, K^K/K'. D'après le lemme (2.4) et
(2.5) on a H^K^O et H'^K'^O. Il en résulte que les faisceaux de cohomologie de
K' sont de la forme (0, E', 0) et que le morphisme E' -> E induit par l'inclusion K' -> K
fait de E' un sous-faisceau de E. Puisque E et K (resp. E' et KQ ont même rang, même
degré et même caractéristique; la semi-stabilité de E entraîne

rc^K^-rÇK^c^Q

et en cas d'égalité ^(K^—^K/^^O.
Puisque K/ est maximal, c'est encore vrai quand on remplace K/ par n'importe quel

autre sous-complexe de Kronecker; donc K est semi-stable.

Stabilité de K=K(E) quand E est stable. — Supposons que le faisceau E soit stable.
Si K=K(E) n'était pas stable, il aurait un sous-complexe maximal

0 ç K' ^ K.

On aurait alors, avec les notations ci-dessus, 0 ̂  E' ç E et la stabilité de E implique

rc^K^-rÇK^c^O

et en cas d'égalité ^(K^—^K/)/^. Ceci contredit la définition de K/.

2.4. L'ESPACE DE MODULES DE MARUYAMA. — Soient Y un entier >0, c^ et /eZ, tels
que — r < C i ^ O , 7^0 et /^2ci+r. On pose

u^, A=P(a)-7 .
r r
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Considérons trois espaces vectoriels (H^.=_i o ^ de dimension r^ donnés par

r_ i=2ci+r-5C, ro=Ci+r-/ , r^=-^.

Considérons la variété algébrique (éventuellement réductible) des complexes de
Kronecker :

0 -> H _ i (x) A2 Q* ̂  Ho (x) Q* ̂  HI (x) ^ -. 0,

c'est-à-dire des couples de morphismes (u, u) tels que v^u=0. Les points correspondants
à des complexes de Kronecker stables (respectivement semi-stables) forment un ouvert
W, (resp. 9JI). Le groupe

G= FI GL(H,),
i = - i , o , i

opère algébriquement sur 9JI par la formule

(f-iJoJi)^u,v)=(^uf-.tJ,vf^)

et l'ouvert 9JI, est invariant sous l'action de G.
Au-dessus de 9JI x P^, on définit de manière évidente un complexe de Kronecker

universel IK, dont on désigne par E le faisceau de cohomologie. Le faisceau E est ^-plat,
et pour tout (u, v)e<3îl, le faisceau E(u, v) induit par le morphisme P^ -^9Mx P^ défini
par le point (u, v), est semi-stable d'après la proposition (2.3). D'après la propriété
universelle de l'espace de modules de Maruyama M=M(r, a, A) [cf. [16],
théorème (4.11)] le faisceau E définit un morphisme

(p: W-.M,

équivariant et surjectif d'après la proposition (2.3).

PROPOSITION (2.6). — (1) L'ouvert 9M est lisse, de dimension

r^A-^ ^ rf.
i- -1,0, 1

(2) Le morphisme cp défini ci-dessus fait de M un bon quotient de W par Faction de G
sur W.

(3) L'ouvert M^ c= M correspondant aux faisceaux stables est un quotient géométrique
de W,.

Démonstration. - (1) Soit (u, v)e9R, E=E(u,v) le faisceau de cohomologie du com-
plexe de Kronecker K=K(u, v). La dérivée du morphisme (î/, i/) -> v ' u ' n'est autre que
la différentielle

Hom1 (K, K) -> Hom2 (K, K),

du complexe Hom'(K,K). Son conoyau s'identifie donc d'après la proposition (2.3) à
Ext^E, E). Par dualité de Serre [proposition (1.2)], on a Ext^E, E)=0. La variété m
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est donc lisse d'après le théorème de submersion, et a pour espace tangent l'espace
Z1 (K, K) des 1-cocycles du complexe ci-dessus. Le calcul de la dimension résulte donc
de la formule

dim Hom° (K, K) - dim Z1 (K, K) = ̂  (E, E).

(2) Bons quotients. Il s'agit de vérifier que :
(a) le morphisme (p est surjectif et affine;
W (P*(^)°=^M;
(c) les images par (p de deux fermés G-saturés disjoints sont deux fermés disjoints de

M (cf. [19]).
Pour vérifier ceci, nous utilisons les résultats de Maruyama [16]. Rappelons d'abord le

lemme suivant, conséquence facile du théorème B de Serre, déjà utilisé au paragraphe 1.6.

LEMME (2. 7). — Soient S une variété algébrique, E un ^sxp> ̂ -module cohérent S-plat. Il
existe un entier mç tel que pour tout se S et m^nio on ait :

(1) E(s) (mo) est engendré par ses sections;
(2) îîq(E(s)(m))=Qpourq^l.
On applique ce résultat au Oy^ ̂  p>^ -module universel E; on pose dans la suite

N=r(P(n+mo)-A) et on désigne par ^01 la variété des couples ((M, v\ g) où (u, v)e^
et où g: C^ -> F(E(M, v) (mo)) est un isomorphisme. Autrement dit, S01 est la variété des
repères du fibre vectoriel pr^(E(mo)), fibre de rang N au-dessus de 9JI. Sur "Six P;,, on
a un morphisme surjectif associé à l'évaluation

^: ^xp,-E(mo),

où E désigne l'image réciproque de E sur "Sfl x P^.
Considérons la variété projective Quot"^^) qui représente les (^-modules cohérents

quotients de d^ de polynôme de Hilbert H, où

H(m)=r(P(H+mo+m)-A)

et désignons par U le module quotient universel sur Quot^^L,) x P^. Les points
^Quot^^) tels que \J(q) soit sans torsion, semi-stable et tels que le morphisme
C1^-)-]"^!^)) induit par la projection canonique soit un isomorphisme, forment un
ouvert lisse [16] qu'on désigne par Q. Désignons d'autre part & la variété des points :

(^fe)i=-1,0,1) où q eu,
et ou :

g,: îî^îïl(\J(q)(-m^i-l))

est un isomorphisme. Autrement dit, si R, est la variété des repères du fibre vectoriel
^P^W-Wo+î-l))^, & est le produit fibre

â = R _ i X Q R o X ^ R i .
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Le faisceau Ê définit un morphisme canonique, associé à p et aux trivialisations

g,: ^OH^I^pr^f-l)) (i=-1,0,1),
(p: sBi-^û.

Ce morphisme est en fait un isomorphisme, car on en construit trivialement un inverse,
associé au faisceau Û image réciproque de U \Q sur Ô. De plus, sur ®l et & le groupe
G=G x GL^C^ opère et cet isomorphisme est G-équi variant. Le diagramme

est alors commutatif. D'après Maruyama, le morphisme (3) est un bon quotient sous
Faction de GL^^. D'autre part, les morphismes (1) et (2) sont trivialement des bons
quotients sous l'action de GL^^ et G respectivement. Des propriétés de transivité des
bons quotients [19], il découle que le composé $01 -> M est un bon quotient sous l'action
de G, et que le morphisme cp : W -^ M est un bon quotient sous l'action de G.

(3) Quotient géométrique. Un bon quotient est dit géométrique si les orbites sont
fermées.

Désignons par 9M, l'ouvert de W correspondant aux complexes stables, et par 0,
l'ouvert de -Q des points q tels que \J(q) soit stable.

Ces ouverts sont invariants sous l'action de G et GL^^ respectivement. Désignons
par SD^ et Ô, leur image réciproque dans 501 et &. Par l'isomorphisme (p ci-dessus, 9ÏÎ, a
exactement pour image &,. D'autre part C, -> M, est un quotient géométrique d'après
Maruyama. Par suite, il en est de même de Wy —> M,.

En fait, la même démonstration que dans [13] montre que l'action de G=G/C* sur
9M, est propre et libre.

2.5. DENSITÉ DES FIBRES VECTORIELS. — Désignons par W° c= SOÎ l'ouvert des couples
(M, v) tels que u soit injectif. C'est un ouvert de Zariski, dont l'image dans M contient
l'ouvert M° de M des classes de fibres vectoriels E semi-stables tels que le gradué de
Jordan-Hôlder gr(E) soit encore localement libre.

PROPOSITION (2.8). — Le complémentaire Y de W0 dans W est un fermé de codimension
^r-1.

COROLLAIRE (2.9). — Si r> 1, l'ouvert M° de M=M(r, H, A) défini ci-dessus est partout
dense.
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Démonstration de la proposition (2.8). — Soient xe P^, Q(x) la fibre de Q au point x.
Les complexes d'espaces vectoriels K/

0 -. H _ i (x) A2 Q* (x) ̂  Ho ® Q*(x) ̂  HI ̂  0,

où v ' est une application linéaire surjective, forment une variété algébrique lisse W dont
l'espace tangent au point (u\ î/) s'identifie à l'espace Z^K', K/) des 1-cocycles du
complexe Hom* (K/, K').

Dans W, les couples (u\ v ' ) tels que dim Ker u' = / forment une sous-variété lisse Zj
localement fermée, de codimension l (r+l), dont l'espace normal en (u\ î/) s'identifie à

Hon^H-^KO.H^KO)

LEMME (2.10). — Le morphisme de restriction (u, v)^->(u(x), v(x))

m^m'
est transverse à Zj.

Démonstration. - Soient K=K(M, v) le complexe de Kronecker défini par (u, v)eW,
K'=K(x) le complexe d'espaces vectoriels induit par K au point x. Il s'agit de vérifier
que le morphisme composé

Z1 (K, K) -^ Z1 (K (x), K (x))
1

Hom^H-^KOc^H^KOc))),

où p (x) est le morphisme de restriction, est surjectif. Ce diagramme se complète en un
diagramme commutatif

Z^K.K) ^ ZWxWx))
1 l

d)
Ext1 (K, K) -.Home (H -1 (K (x)), H° (K (x)))

et il suffit de constater que la flèche (1) est surjective. Or, pour E=E(u, v) on a

Ext^EOI^O,

où 1̂  désigne le faisceau d'idéaux défini par le point x. En effet, cet espace est dual de
Hom(E (g) 1̂ , E( —3)) [cf. proposition (1.2)]; le faisceau E étant sans torsion,

Hom(I,E,E(-3))^Hom(E®I,,E(-3))

et cet espace est nul par semi-stabilité de E, compte tenu du fait que
|Li(E(-3))<u(^E)=|Li(E). Ceci signifie que Ext^K, K® V=0, et par suite que la
flèche

Ext1 (K, K) -> Ext^ (K, K (x)) = Ext^ (K (x), K (x)),
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est surjective, d'où le lemme.

Fin de la démonstration de la proposition (2. 8). — Considérons le fermé Z des couples
(x,(M, v^eP^xW tels que l'application linéaire u(x) ne soit pas injective. La projection
pr^ : Z -)- P^ est localement triviale, et la fibre Z(x) est l'image réciproque par la restriction
9JI -> W : (u, y) -x (u (x), y (x)) du fermé des couples (u\ i/) tels que u' ne soit pas injectif;
ce fermé est de codimension ^r+ 1. Par suite, codim Z^r+1.

Par la projection pr^ : ?2 x 9M -> W ce fermé Z a pour image Y, qui est donc de
codimension ^ r — 1.

3. Stratification de Shatz

Ce chapitre est un raffinement de la stratification introduite par Shatz dans [20]. Il
étend à P^ ^es résultats obtenus par Atiyah et Bott dans [l], dans le cadre des surfaces
de Riemann.

3.1. POIDS. — Soient r un entier >0, H un polynôme à coefficients rationnels. On
considère les suites d'entiers positifs r=(r^ . . ., rj) et de polynômes H=(Hi, . . . ,H^)
satisfaisant aux conditions suivantes

i i
(N) S^=^ SH,=H.

1=1 i= i

Un tel couple sera appelé poids de longueur / associé à (r. H).
Au poids (r, H), on associe pour chaque entier m la fonction linéaire par morceaux

^(r, H, m) : [0, r] -> R dont le graphe joint les points de R2 :

(0,0),
(^H,(m)),

(r,+r,,(Hi+H,)(m)),

(r,H(m)).

La fonction ^(r, H, m) est concave pour m»0 si le poids satisfait à la condition (C) :

/^ ^ KfO^) H^i(w)(C) pourm»0 ——>——-—.
^ ^+1

On dit alors que le poids ((r. H)) est concave.
Si (r', H") est un autre poids de longueur V associé à (r, H) on écrit

( r ,H)^( r ,H) ,

si on a pour m»0 ̂ (r.H.m)^^!'', H', m).
On obtient ainsi une relation de pré-ordre sur l'ensemble des poids associés à (r, H).
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3.2. POIDS D'UN FAISCEAU. - Soit E un ^-module cohérent sans torsion de rang
r>0, de pente H, de discriminant A. On considère le polynôme de Hilbert de E:

H(m)=r(P(n+m)-A).

Considérons d'autre part la filtration de Harder-Narasimhan de E :

0<= Fi c= F 2 c= . . . c=F^=E.

Si on pose

gr, = F,/F, _ i, r, = r (gr,) (rang), H, = P^ (polynôme de Hilbert),

les suites r(E)=(ri, . . .,r,) et H(E)=(Hi, . . .,H^) définissent un poids concave associé
à (r, H), qu'on appellera poids de E.

Plus généralement, à n'importe quelle filtration F finie croissante de E par des sous-
modules cohérents de rang strictement croissant on associe de la même façon un poids
(r. H). La fonction ^(r, H, m) n'est plus obligatoirement concave pour m^>0. En prenant
l'enveloppe concave, on détermine une filtration F' de E de poids concave (r'. H') tel que
( r , H ) ^ ( r , H ) .

LEMME (3.1). — Soit E un (P^-module cohérent sans torsion de rang r. Les poids des
filtrations ¥ de E satisfaisant à la condition (C) sont en nombre fini.

Démonstration. — Soit F une filtration de E de poids concave :

{ 0 } c F i c F ^ c . . . cF,=E.

Par concavité, on a pour m ^> 0

PF,(^) ^PE(m)
r(F,) - r

Soit [i la pente de E. De l'inégalité ci-dessus on tire |LI(F; ) ̂  H. Il résulte alors du
lemme (2.2) que les valeurs possibles pour le degré de F, sont en nombre fini, ainsi que
les valeurs possibles pour la caractéristique d'Euler-Poincaré /(F,). Par suite, les polynô-
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mes de Hilbert Pp. sont en nombre fini, ainsi que les polynômes de Hilbert

H,=P^.-PF._,

du gradué gr^. D'où le lemme.

PROPOSITION (3.2). — Soit E un (9^^-module cohérent sans torsion de rang r, de polynôme
de Hilbert H. Pour toute filtration ¥ de E de poids (r. H) on a

(r,H)^(r(E),H(E)).

Démonstration. — D'après le lemme (3.1), on peut supposer que la filtration F :

{ ( ^ c F ^ c F ^ c : . . . cF,=E

est de poids maximal; il s'agit alors de vérifier que F est la filtration de Harder-
Narasimhan.

On raisonne par récurrence sur r, le cas r= l étant trivial. Considérons l'image
réciproque ¥{ du sous-module de torsion de E/p^ : elle détermine une filtration F"

{ 0} c Fi c: F^+Fi c . . . c F,=E

de poids (r, H") supérieur ou égal à (r, H). Puisque le poids de F est supposé maximal,
ceci impose ET = H et par suite F^ =¥{. Ainsi, E/F^ est sans-torsion, et la filtration F^/F^
de E/FI est de poids maximal. Par hypothèse de récurrence, c'est donc la filtration de
Harder-Narasimhan de E/Fp

Reste à voir que Fi est semi-stable. Si ce n'était pas le cas, il existerait 0 c= Fo c F^
tel que pour w»0

PppW PF^W
r(Fo) > r(F,) '

La filtration 0 <= FQ <= Fi c . . . c= F,=E serait alors de poids supérieur à (r. H), ce
qui contredit l'hypothèse. D'où la proposition (3.2).

3.3. LA STRATIFICATION. — Soit S une variété algébrique lisse, E un (9^ x p^-module
cohérent S-plat tel que pour tout se S, E(s) soit sans torsion de rang r, de polynôme de
Hilbert H. On suppose satisfaites les conditions suivantes

(L) Pour tout 5 6 S, Ext2 (E (s), E (s))==0.
(KS) Pour tout se S, le morphisme de déformation infinitésimale de Kodaira-Spencer

œ: 1^5-^x1^(5)^(5)),

est surjectif.
Soit (r. H) un poids associé à (r. H). On se propose d'étudier l'ensemble des points

se S tels que E(5) soit de poids (r. H).
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PROPOSITION (3.3). - Soit E un ^s x ̂ -module cohérent S-plat, tel que pour tout se S,
E(s) soit sans torsion, de rang r, de polynôme de Hilbert H, satisfaisant aux conditions (L)
et (KS).

Soit (r, H) un poids associé à (r, H) :

(a) L'ensemble des points se S tels que (r, H)<(r(E(s)), H(E(s))) est un fermé de S.

Soit Q (r, H) le complémentaire de ce fermé.

(b) Les points 5eQ(r, H) tel que E(s) soit de poids (r, H) forment une sous-variété
fermée lisse, dont l'espace normal en s est canoniquement isomorphe à Ext^ + (E(s), E(s)),
F désignant la filtration de Harder-Narasimhan de E(s).

Le reste du chapitre est consacré à la démonstration de cette proposition; Le lemme
qui suit sera amélioré au chapitre 4.

LEMME (3.4). — Soit E un faisceau semi-stable sur IP^? de discriminant A. Alors A^O.

Démonstration. — On peut supposer E normalisé. Dans la démonstration du lemme
2.1, on a déjà vu que si E n'est pas trivial, ^ ̂ 0. Ceci s'écrit

r(POi)-A)^0.

Par suite A^P(n)^0. Si E est trivial, A=0.

LEMME (3.5). — Soit E un (Pp>-module cohérent sans torsion sur IP ,̂ de filtration de
Harder-Narasimhan F. Alors

Ext^_(E,E)=0.

Démonstration. — On utilise la suite spectrale du paragraphe 1. 5, qui a pour aboutisse-
ment Extp _ (E, E), de terme E^ donné par

Ep. i—i —
nExt^^(gr,(E),gr,_^(E)) si /^O,

0 si p<0.

On sait d'après la dualité de Serre [proposition (1.2)] que Ext^gr^E), gr^_p(E)) est le
dual de Hom(grf_p(E), gr,(E) (—3)), qui est nul pour/?^0 car

n(gr,_^E))>n(gr,(E))-3,

gr^(E) étant semi-stable.
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LEMME (3.6). - Soient S une variété algébrique, E un ^gx ̂ -module cohérent S-plat,
tel que pour tout se SE (s) soit sans torsion de rang r, de polynôme de Hilbert H.

L'application s\->(r(E(s)), H(E(5))) définie sur S à valeurs dans l'ensemble des poids
associés à (r, H) prend un nombre fini de valeurs.

Démonstration. — Considérons d'abord la pente Uf(s)=u(gr^(E(s)). Il existe une
constante C telle que pour toute droite d de P^ on ait

dimExt^E^E^I^C.

Soit d c= P^ une droite ne passant pas par les points singuliers des gr^(E(s)) (qui sont
en nombre fini). Le morphisme canonique

Ext1 (E(s) !„ E(s) |,) ̂  Ext1 (gr, (E(s) |,), gr,(E(5» |,)),

où l est la longueur de la filtration de Harder-Narasimhan, est surjectif. Par définition,
Ui ^ H i ^ H f + i ^Hf et d'après le théorème de Riemann-Roch :

C ̂  dim Ext1 (gr^ (E (s) |,, gr, (E (s)) |,) ̂  r, ̂  (^ - ̂  - 1).

Par suite, il existe une constante Ci telle que pour tout s et pour tout f, j

u,-a,^Ci.

Soit y\. le rang de gr,(E(s)).
i

Puisque a=l/r ^ r^, on voit que les pentes ^.(s) restent bornées sur S. Par suite,
1=1

les valeurs prises par ces pentes sont en nombre fini.
SoitÀ,(5)=A(gr,(E(5)).

On a
i

K(E(s))= ̂  x(gr.(E))=^r,(P(a,)-A,)
1=1

et par suite, ̂  r.A^Cte. D'après le lemme (3.4) on a A,^0. Par suite, les A, (s) prennent
un nombre fini de valeurs.

Démonstration de la proposition (3.3). - (a) Pour tout poids (r. H) associé à (r, H),
de longueur ;, désignons par S(r, H) l'ensemble des points se S tels que E(s) soit de
poids (r, H), et par Y (r. H) l'image du morphisme canonique

^>Tîipîl^•••fîïl(E)->S.

Alors Y (r. H), image d'un morphisme propre, est un fermé. La proposition (3.2)
permet d'écrire les inclusions

Adhérence (S (r', H')) c Y (r', H ) Œ U S (r-. H").
(r",H")=(r',H')
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D'après le lemme 3.6 la réunion US(r', H') où (r7, W)>(r, H) est une réunion finie.
Il en résulte que cet ensemble est fermé.

(b) Soit Q(r, H) l'ouvert complémentaire de ce fermé. Considérons le morphisme
canonique

TT: Drap^-^El^H^OO-.H).

Soit FeDrap"!'--^ (E(s)), avec 5eQ(r, H). D'après la proposition (3.2), F est la
filtration de Harder-Narasimhan de E(s). D'autre part, le morphisme canonique

Ext1 (E(5), E(s)) -> Ext^ + (E(s), E(s)),

est surjectif d'après le lemme (3.5). L'hypothèse (KS) entraîne donc que le morphisme
composé

œ+: T,S^Ext^(E(5),E(s)),

est surjectif. La proposition (1.7) entraîne alors que Drap"1' • • ' H ^ (E|^.H)) est lisse-
Or, le morphisme n a exactement pour image S(r, H) et la fibre au-dessus d'un point

se S (r. H) est réduite au point F défini par la filtration de Harder-Narasimhan de E(s).
D'autre part, on a pour i<j, vu la semi-stabilité de gr,(E(.s)), et la condition (C),

Hom(gr,(E(s),gr,(E(5)))=0

et, par suite (cf. proposition 1. 3)

Ext?^(E(5),E(5))=0.

Il découle de la proposition (1.5) que K est une immersion; puisqu'elle est injective et
propre, c'est un plongement. Donc l'image est une sous-variété lisse de S, et l'espace
normal en 5 s'identifie d'après la proposition (1.5) à Ext^ + (E(s), E(s)).

4. Théorèmes ^existence

4.1. IRRÉDUCTIBILITÉ, SELON ELLINGSRUD. — Soit E un ^p^-module cohérent sans tor-
sion non nul de pente [i. On dira que E est /^-stable (5) si pour tout module cohérent
F c E de rang r(F) <r

^(F)<n.

C'est donc la notion de stabilité introduite à l'origine par Mumford et que Maruyama
appelle ^-stabilité [16]. Si E est /^-stable, il est stable au sens de la définition que nous
avons rappelée au paragraphe 2.1.

Considérons le (9y^ ̂  p^-module universel E construit au paragraphe 2.3. L'ensemble
des points seSOÎ tels que E(s) soit ^-stable est un ouvert contenu dans 9M^ (cf.
théorème 4.11). La projection SOÎ^-^M étant ouverte, son image est un ouvert qu'on
note Mp^. On notera M^ l'ouvert défini par les classes d'isomorphisme de fibres p-
stables.
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PROPOSITION (4.1) (Ellingsrud [6]). - L'ouvert M^ est irréductible.

4.2. FIBRES EXCEPTIONNELS. — Soit E un ^p^-module cohérent sans torsion de rang r,
de pente H, de discriminant A. On dit que E est exceptionnel (resp. semi-exceptionnel) si
E est stable (resp. semi-stable) et si A< 1/2.

Exemples. — Le fibre trivial de rang 1, le fibre tangent T^P^), le fibre noyau du
morphisme canonique ev: F (^(2)) (g) 0 -> ^(2) (noté Qî dans [5]) sont des fibres excep-
tionnels de pente respective 0, 3/2, —2/5. Si E est exceptionnel, il en est de même de
E(m).

LEMME (4.2). — Soit E un 0^^-module stable. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) E est exceptionnel;
(2) Ext^E, E)=0; autrement dit, E est rigide;
(3) X(E,E)=1.

Démonstration. - Si E est stable, Hom(E, E)=C, et Ext^E, E)=0. On a donc

^(E,E)=l-dlmExtl(E,E)=r2(l-2^).

L'assertion (1) équivaut donc à ^(E, E) >0, ou encore à Ext1 (E, E) =0.

LEMME (4.3). — Tout faisceau exceptionnel est localement libre et p-stable. Étant donné
un rationnel a, il existe au plus un fibre exceptionnel de pente u, à isomorphisme près.

Démonstration. — Soit E un faisceau exceptionnel de rang r, de classes de Chern c^ et
c^. La relation /(E, E)=l s'écrit

l=r2-2rc2+(r-l)c2i.

Si Ci =0, ceci impose r= 1, C2=0. Par suite E^(9. Si c^ ^0, Ci et r sont premiers entre
eux: la fraction c ^ / r est irréductible, et par suite E est/^-stable.

D'autre part, la variété M, correspondant aux classes de Chern ci-dessus est de
dimension 0; c'est donc un nombre fini de points, et chacun de ces points est invariant
sous l'action du groupe projectif PGL(2, C). Un représentant est donc obligatoirement
localement libre. On a donc

M^=M,

D'après le résultat d'Ellingsrud, M^ est irréductible. Par suite. M, est réduit à un
point.

Pour terminer la démonstration, il suffit d'observer que le rang r est déterminé par la
pente, puisque c'est le plus petit dénominateur >0 d'une fraction représentant u, et que

(5) p comme pente.
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le discriminant s'obtient à partir de r par la formule

A-Vl -AV
2\ r 2 }

PROBLÈME. — Pour quelles valeurs de [i existe-il un fibre exceptionnel de pente H?
Ce problème sera résolu au chapitre 5.

PROPOSITION (4.4). — Un faisceau semi-exceptionnel de pente [i est somme directe de
fibres exceptionnels de pente \i.

Démonstration. — Puisqu'il est semi-stable, un tel faisceau E a une filtration de
Jordan-Hôlder

{ 0 } cFi cF^c . . . c=F^=E.

Le gradué grf(E) est exceptionnel de pente [i. D'après le lemme (4.3) ces gradués sont
isomorphes à un fibre exceptionnel F de pente H. Puisque Ext^F, F)=0, on voit que la
filtration ci-dessus se scinde :

E=F© . . . ®F.

Zfois

D'où la proposition (4.4).

4.3. CONDITIONS NÉCESSAIRES. — On désigne par fê l'ensemble des rationnels qui sont
pentes de fibres exceptionnels; cet ensemble sera déterminé au chapitre 5. Pour a e 8, on
note r^ le plus petit dénominateur positif de a, et par A, le discriminant

^O-,)-
PROPOSITION (4.5). — Soit E un (9^^-module semi-stable de rang r, de pente ̂  de

discriminant A^ 1/2. Alors :
(1) r^ieZ, r(P(n)-A)GZ.
(2) Pour tout a e fê tel que \ a — \JL \ < 3, on a

P(-[a-H|)^+A.

Démonstration. — La condition (1) traduit le fait que c^ et / sont des entiers. Vérifions
(2). Si E^ est exceptionnel de pente a > H, on a Hom(E,, E)=0. D'autre part, Ext^E,, E)
est le dual de Hom(E, EJ-3)), donc est nul si a-n<3. Par suite,

X(E,, E) = -dim Ext1 (E,, E) ̂ 0.
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La proposition (1.1) montre alors que

P4i-a)^A,+A.

Le même résultat reste vrai si a=n, car l'hypothèse A ̂ 1/2 entraîne A,<A. Par
définition de la semi-stabilité, on a encore

Hom(E,,E)=0 et Ext^E^E)^

et l'inégalité ^(E,, E)^0 s'écrit

P(0)^A,+A.

Pour a < n, on a Hom(E,E,)=0 et Ext^E, EJ, dual de Hom(E^, E(-3)) est nul si
^i—a<3. L'inégalité /(E,EJ^O donne encore le résultat.

Remarque (4.6). — Pour un fibre semi-exceptionnel de pente H, l'énoncé ci-dessus n'est
plus vrai. Cependant, on a encore la propriété suivante :

Pour tout aefê tel que | a—n|<3 , a^p,

P(-[a-H|)^A,+A,.

4.4. EXISTENCE DE FAISCEAUX SEMI-STABLES. — Soient r un entier > 1, [i et A deux
rationnels satisfaisant aux conditions suivantes :

(S)

(1) rHeZ,r (P(n) -A)eZ,
(2) Pour tout aefê, tel que r^<r et | a — n [ ^ l , on a

P(-|a-H|)^A,+A.

On se propose de montrer que si ces conditions sont satisfaites, il existe un fibre stable
de rang r, de pente |i, de discriminant A. On commence par l'existence de fibres semi-
stables; dans les paragraphes (4.5) et (4.6) nous montrons la densité des ouverts M,
(resp. Mps) de faisceaux stables (resp. /^-stables) dans M = M (r, p,. A).

On verra au chapitre 5 qu'on peut affaiblir les conditions (S) : il suffit en effet de
vérifier la condition (2) pour les éléments aefê tels que r^r/2 et qui encadrent n.

THÉORÈME (4.7). — Soient r un entier >1, [i et A deux rationnels satisfaisant aux
conditions (S). Alors il existe un faisceau semi-stable de rang r, de pente [i et de
discriminant A.

Le lemme suivant est la clé de la démonstration.

LEMME (4.8). — Soient d une droite de P^, E un fibre vectoriel algébrique sur P^ de
rang r, de pente H, de discriminant A, (r, n. A) satisfaisant aux conditions (S). On suppose
en outre

(3) E \d est rigide.
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Si E n'est pas semi-stable, on a, pour la fîltration de Harder-Narasimhan :

dimExt^+(E,E)>0.

Démonstration. — Supposons que E ne soit pas semi-stable, et considérons la filtration
de Harder-Narasimhan de E

0=Fo c Fi c: . . . c F,=E.

i
de gradué ®gr,(E). Posons rf=r(gr,(E)), |^=H(gr,(E)), Af=A(gr,.(E)). On a ̂ ^.pour

i
i<7, et en cas d'égalité, Af<A^. Nous allons d'abord vérifier que la condition (3) impose

Hi-H^l.

On peut supposer E normalisé : — 1 < ̂  ̂  0.
Les (^-modules grf(E) sont sans torsion; les points au voisinage desquels ils ne sont

pas localement libres sont en nombre fini. On peut donc supposer que gr, est localement
libre au voisinage de d, puisque l'ensemble des droites d telles que E |̂  soit rigide est un
ouvert.

On a alors une filtration de E |̂  par les sous-fibres F, |̂ . Par rigidité, on obtient

ft°(E(-l)|,)=0, ^(E|,)=0.
Il en résulte h°(¥,(-l) |,)=0, ^(E/F,_i |^)=0.

Par suite, pi=n(Fi)^0 et U j = H ( E / F j _ i ) ^ — 1 . Ainsi, H i — ^ ^ l .
On a déjà vu que pour i<j,

Hom (gr, (E), gr, (E)) = 0, Ext2 (gr, (E), gr, (E)) = 0.

Par suite

X(gr,(E), gr,(E)) = -dimExt1 (gr,(E), gr,(E)).

Or, la suite spectrale (1.3) nous donne une filtration de Ext^ +(E,E) dont le gradué
est

® Ext^gr^E^gr^^E)).
p>o

i
On est donc ramené à montrer qu'il existe un couple (ï, j) tel que

i<j et x(grf(E),gr,(E))<0.

Supposons que pour tout couple (f, j) avec i<j, on ait /(gr^E), gr^.(E)) =0. Alors, l'un
des deux faisceaux gri(E), gr,(E) est semi-exceptionnel. En effet, on aurait d'après la
proposition (1.1)

0=x(gri(E),gr,(E))=rir,(P(^-^)-^-Ai)

et par suite A^ 4- A^ = P(uj — ̂ i).
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Si u,<ui, ceci entraîne Ai+A,<l , et donc soit Ai<l/2, soit A,<1/2. Si ^=^, alors
A^ > Ai, Ai + A, = 1, et donc Ai < 1/2.

Supposons gr,(E) semi-exceptionnel. On peut alors écrire

X (E, gr, (E)) = ̂  x (gr. (E), gr, (E)) = 7 (gr, (E), gr, (E)).
i^l

et donc, puisque gr,(E) est somme directe de fibres exceptionnels de même pente j^
[proposition (4.4)], on obtient 5c(E, gr,(E))>0. Or, la condition (S) entraîne

X (E, gr, (E) = rr, (P(u, - u) - A, - A) ̂  0,

ce qui est contradictoire.
Supposons gr^ (E) semi-exceptionnel. On a encore

X(gri(E),E)=x(gri(E),gri(E))>0,

ce qui contredit à nouveau l'hypothèse (S).

Démonstration du théorème 4.7. - (a) Construction d'une grande famille de fibres
vectoriels de rang r sur P^. - On reprend la construction proposée pour les fibres de
rang 2 dans [14].

La suite H(m)=r (P(u+m)-A) est croissante pour m+u>-3/2; si -2^u+m^0,
elle est négative: en effet la condition (S) appliquée au fibre exceptionnel (9(-m) (de
discriminant nul) s'écrit pour — l ^ | L i + m ^ O

P(a+m)-A^O

et en outre P(u+w-l )=P(u-hw)- (u+m+ 1)^A.
Soit mo le plus petit des entiers m >0 tels que H(m)>0. On pose

No=H(mo), Ni=-H(mo-l) , N2=-H(mo-2).

On a donc No>0, Ni^O, N^O.
La relation :

P(X)+P(X-2)-2P(X-1)=1,

montre que No + 2 N i — N3= r. Considérons les morphismes ^(—1)^ -> Q^i ® ̂ o.

Le fibre

V=Hom(^(-1)^,0*^^^

est engendré par ses sections. Par suite, les couples (x, 5)e^xr(V) tels que s(x) ne
soit pas injectif forment un sous-ensemble algébrique Y de codimension
2 N i + N o - N 2 + l = r + L La projection de Y sur F(V) est un sous-ensemble algébrique
de codimension ^r-1. Si r> 1, on voit donc qu'il existe des morphismes injectifs, comme
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morphismes de fibres :

5 : ^(-^-.Q^ie^o.
Le conoyau F (s) d'un tel morphisme est un fibre vectoriel algébrique de rang r, de

pente n+mo, de discriminant A. On pose

E(5)=F(s)(-mo).

On obtient ainsi une famille algébrique E -> fi, x P^ de fibres vectoriels algébriques sur
P^? d^ fang r, de pente n, de discriminant A, paramétrée par l'ouvert Q des morphismes
injectifs.

LEMME (4.9). — (L) Pour tout seQ,

Ext2(E(s),E(s))=0.

(KS) Le morphisme de Kodair a-Spencer œ: T,Q -> Ext1 (E(s), E(s)) est surjectifen tout
point seQ.

De plus, si d est une droite de P^, V ouvert S de Q rf^s s î^Js ^u^ E(s) |j soir rf^f^ ^5î
non vide.

Démonstration. — Soit K le complexe

0 -, (f) ( - I)NI -!> Q*NI ̂  ^No ̂  o.

Les espaces Ext^E^), E(s)) s'identifient à Ext^K^K) c'est-à-dire encore, puisque
?(^2, Hom^K, K)) =0 pour q>0, à H^Hom' (K, K)). Puisque Hom^K, K) =0 si q ̂ 2,
on obtient (L), et un épimorphisme canonique

Hom (0 ( -1)^, Q*^ C ̂ No) ̂  Ext1 (E (s), E (s)),

qui n'est autre que le morphisme composé

Hom (0 ( -1)^, Q* NI Q ^)NO)

Hom^-l)^, F (s)).
Ext1 (F (5), F (s))

où 8 est l'opérateur de liaison associé à la suite exacte courte

0 -^ (9( -1)^ -> Q*^ © 6^0 -> F(s) -^ 0.

D'après le lemme (1.6) ce morphisme composé n'est autre que le morphisme de
Kodaira-Spencer.

On peut en fait améliorer l'assertion (L), pour obtenir

(L') Ext^s^sH-l^O.
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En effet, dans la suite spectrale

E^^H^P^Hom^K.K^-l))),

d'aboutissement Ext'(E(s),E(s)(-l)), on a E^=0 si/?+<?> 1 ce qui entraîne (I/).
L'argument qui suit s'inspire de Brun et Hirschowitz [4].
Soient So^O, et Mo l'espace de modules locaux de déformation de E(5o) \d' C'est une

variété lisse dont l'espace tangent au point de base s'identifie à Ext^(E(5o) \^ E(so)|d).
La famille E |nxp>2 définit alors un morphisme au voisinage S' de SQ

p: S'-.Mo,

qui a pour application linéaire tangente en SQ l'application

T^Q-.Ext^E^E^o)!,)
donnée par le morphisme de Kodaira-Spencer. C'est aussi le morphisme composé

T^Q——^Ext^So^E^o))

Ext^E^o)],, E(5o)|,)

où la flèche verticale est la flèche canonique de restriction. Elle s'insère dans une suite
exacte

Ext1 (E (so), E (so)) ̂  Ext^ (E (so) |,, E (so) |,) -. Ext2 (E (so), E (s^) ( -1)),

ce qui montre qu'elle est surjective. Le morphisme p est donc une submersion au voisinage
de SQ. Son image rencontre l'ouvert non vide d'après Brieskorn [3] des points de Mo
correspondant aux fibres rigides sur d.

(b) Construction de fibres semi-stables. — Les hypothèses de la proposition (3.3) sont
satisfaites pour le ^sxp^ "^dule E. Par conséquent, l'ensemble des points se S tels
que E(s) soit de poids (r. H) est une sous-variété lisse de codimension égale à
dimExt^ + (E(s), E(5)). D'après le lemme (4.8), cette codimension est >0 si la longueur
l de (r. H) est supérieure à 1. Les poids concaves étant en nombre fini, on voit que
l'ouvert des points se S tels que E(s) soit semi-stable est non vide.

4.5. DENSITÉ DES FAISCEAUX STABLES. — Dans l'énoncé suivant, on fait l'hypothèse
A 9^ 1/2. On verra au chapitre 5 qu'en fait il n'existe pas de faisceau semi-stable de
discriminant 1/2.

THÉORÈME (4.10). — Soient r un entier > 1, u et A deux rationnels tels que A 7^ 1/2 et
satisfaisant aux conditions (S). Alors l'ouvert M, de M=M (r, u, A) correspondant aux
faisceaux stables est partout dense.
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Démonstration. — Considérons le Oy^ x p^-module universel E construit au paragraphe
i

2.4. Soient r^ . . .,r, des entiers >0 tels que ^ r,=r; posons
1=1

H,(m)=^(P(H+m)-A).

Considérons le morphisme canonique

K: Drap^—^E)-^.

On a déjà vu dans la proposition (2.6) que le Og^ ̂  p^-module E satisfait à la condition
(L), et le morphisme de déformation de Kodaira-Spencer œ est donné au point (u, u)eïR
par la projection canonique

Z1 (K, K) -^ Ext1 (K, K),

où K = K (u, v) est le complexe de Kronecker défini par (u, v).
Par conséquent, la propriété (KS) est aussi satisfaite. Comme dans le lemme (3.5), on

a pour sefflî et F€DrapHl"••^(E (s))

Ext^_(E(5),E(s))=0,

car les faisceaux gr, associés à la filtration F de E(s) sont obligatoirement semi-stables
de même pente H; par suite œ+ est surjectif.

D'après la proposition (1.7), Drap"1'---111^) est lisse et le morphisme n est de rang
^dim ÏR-dimExt^ + (E(s), E(s)) en F. Si gr, est le gradué associé à F, on a d'après le
théorème de Riemann-Roch (1.1) et la suite spectrale (1.3)

S(-l)ldimExtF^(E(s),E(s))= ^ /(gr,,gr,)= ^ r,r,(l-2A).
i l ^ i< j ^ l i^i<J<l

Par suite dim Ext^ + (E (s), E (5)) ̂  ^ r, r/2 A -1).
l^Kj^l

Supposons d'abord 2A>1. L'image de n est alors un fermé de dimension <dim SOI.
Quand (r^, . . ., rj) varient, on obtient un nombre fini de tels fermés. Le complémentaire
de leur réunion est un ouvert partout dense, qui n'est autre que l'ouvert 3W, des points
seW tels que E(s) soit stable. Par suite, M, est un ouvert partout dense.

Si 2A<1, pour se SEW, E(s) serait un fibre semi-exceptionnel de pente H, donc d'après
la proposition (4.4) somme directe de fibres exceptionnels de même pente |A. Les condi-
tions (S) imposent en fait à E(s) d'être exceptionnel. Par suite SR^SOl, et donc M,=M.

On verra au chapitre 5 [proposition (5.8)] que les conditions (S) imposent A ̂  1/2.
Démonstration du théorème C. — Les conditions (S) sont nécessaires d'après la proposi-

tion (4.5) si A^ 1/2, ou la remarque (4.6) si ^efê.
Réciproquement, si A ̂  1/2, et si les conditions (S) sont satisfaites, il existe au moins

un fibre stable de rang r, de pente H, de discriminant A. En effet, d'après le théorème (4.7)
M n'est pas vide et l'intersection des ouverts partout denses M° (défini au paragraphe 2.5)
et M, [cf. théorème (4.10)] est encore un ouvert partout dense.
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4.6. DENSITÉ DES FAISCEAUX/^-STABLES. - Le résultat suivant précise le théorème (4.10);
la démonstration en est voisine.

THÉORÈME (4.11). - Soient r un entier > 1, |LI et A deux rationnels tels que A> 1/2 et
satisfaisant aux conditions (S). Alors Touvert Mp, de M=M(r,p,,A) correspondant aux
faisceaux p-stables est partout dense.

Démonstration. — Considérons le module E |<^ x p>y ^e^ envls2Lë>é dans la démonstration
du théorème (4.10). Soit teWy si E(t) n'est pas ^-stable, il a un sous-module cohérent
Fi c E(î) de pente n, de rang 0<r^<r, et tel que pour tout sous-module cohérent
F" <= E(r) de même pente H, de rang 0<r' <r on ait

X(FO<X(Fi)
r- - r, '

Le faisceau F^ est alors semi-stable de pente H; de même, le quotient gr2=F/Fi est
sans torsion et semi-stable, de pente [i. En effet, si G^ c= gr^ est un sous-module cohérent,
il définit par image réciproque un sous-module G^ de E(r), et on a la suite exacte
0 -> Fi -> G'2 -^ G^ -> 0. Alors [i(G^) ̂ n, et en cas d'égalité

Z(G2) < X(F1) < x < 2^E2)
r(G^ ~ ^ r r ( g T ^ ) '

Soient r^ et r^ deux entiers positifs, A^ et A^ deux rationnels tels que

ri+r2=r, r^A^-}-r^^=r\ A^A^O.
Posons

H,(m)=r,(P(p+m)-A,).

Considérons le morphisme canonique

n: Drap^^E]^^)-^

et montrons que l'image de n est un fermé de codimension >0.

Comme dans la démonstration du théorème (4.10), E satisfait aux conditions (L),
(KS), et pour teW, et FeDrap^'^E^)) on a Ext^ _ (E(r), E(r))=0, pourvu que
F! et gr2=F/Fl soient semi-stables. Ces conditions définissent un ouvert D de
Drap"!' "2 (E [ W, x P^) sur lequel œ+ est surjectif. Par suite D est lisse [proposition (1.7)]
et n est de rang ^dim W-dïm Ext^ + (E(r), E(Q) au point F de D. Quand r, et A,
varient, les images des ouverts D ainsi construits, en nombre fini, recouvrent l'image de
n. On est donc ramené à minorer, pour FeD, la dimension de Ext^ + (E(r), E(Q).

D'après le théorème de Riemann-Roch (1.1), on a

dim Ext^ + (E (t), E (Q) = dim Ext1 (F^, gr^) ̂  r, ̂  (A^ + A^ -1).
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Vérifions que cette dimension est strictement positive. Si elle était nulle, on aurait
Ai+A^l et par suite À2<1/2. Par suite, gr^ serait semi-exceptionnel. D'autre part,
/(F^gr^) serait ^0. De la formule

X (E (0, gr^) = X (Fi, gr^) + x (gr2, gr^,

on déduit alors x(E(0, gr2)>0. Mais ceci contredit les conditions (S).
Ainsi, l'image de n est un fermé de codimension >0. Les fermés obtenus, déterminés

par y-i et A^, sont en nombre fini. Le complémentaire de la réunion de ces fermés est un
ouvert partout dense, qui n'est autre que l'ouvert SOÎps des points t tels que E(r) soit p-
stable.

COROLLAIRE (4.12). — Sous les mêmes conditions, l'ouvert M^ des fibres p-stables est
dense dans M et non vide.

Démonstration. — On a M^=M^HM0 , avec M° .dense dans M d'après le
corollaire (2.9).

Démonstration du théorème D. — Supposons d'abord r> 1.
Il s'agit de démontrer que la variété M=M(r,n ,A) est irréductible. Si M n'est pas

vide et si A>1/2, les conditions (S) sont satisfaites d'après la proposition (4.5). D'après
le résultat d'Ellingsrud, M^ est irréductible; il est dense dans M d'après le corollaire
(4.12). Donc M est irréductible. Si A ̂ 1/2, M est réduite à un point ou vide
[cf. proposition (4.4) et corollaire (5.9)].

Si r= l et si M est non vide, A est un entier ^0. Si A>0, M^îîi\b^{P^ d'après
Fogarty [9], M est encore irréductible. Si A=0, M est réduite à un seul point.

5. Pente des fibres exceptionnels

Comme au chapitre précédent, fê désigne l'ensemble des nombres rationnels qui sont
pentes de fibres exceptionnels. On se propose dans ce chapitre de décrire (£ (théorème A)
et de démontrer le théorème B.

5.1. ARITHMÉTIQUE : L'APPLICATION £ : î) -> Q. — Soit aeQ; on appelle rang r^ de a le
plus petit entier > 0 tel que r a e ~L\ les nombres rationnels

A—fi- 1 ) ' x,=r,(P(a)-AJ,
'~ \ ' V . /

seront appelés respectivement discriminant et caractéristique de a.
Pour tout couple (a, P) de rationnels tels que 3+a-P^O, l'équation en

t : P ( a — r ) — A ^ = P ( r — p ) — A p a une solution unique qu'on notera r=a . (î donnée par

a.p^^+VA,
2 3+a-p
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Un couple (a, P) de nombres rationnels est dit admissible s'il satisfait aux conditions
suivantes :

0<P-a^l,

(A) P(a-P)=A,+Ap,
X,eZ, 7peZ.

PROPOSITION (5.1). - Soit (a, P) un couple admissible de rationnels. Alors :
(a) a<a .P<p;
(b) le rationnel a. P est de rang ^.p=^rp(3+a-P);
(c) les couples (a, a. P) et (a. P, P) sont admissibles.
Démonstration. — Pour vérifier (a) il suffit de constater que

|A^-Ap| ^P-q
3+a-P 2

Or, la condition P(a—p)=A,+Ap se lit aussi de manière équivalente

Ap-A^l^A^^^+a-P),

A^-Ap^l^Ap+j^^+a-P).

Puisque 1-2A^>0 et l-2Ap>0, ceci entraîne l'assertion (a).
Posons n=a.P, r=r,rp(3+a-P), A=P(a-H)-A,=P(n-p)-Ap.
LEMME (5.2). — Si (a, P) est un couple admissible, on a

A=lfl-lV
2\ r 2 }

Démonstration. — Par définition de p et A, on a

--^-^-^(^-^^(^y.
par application de la formule de Taylor au polynôme P. D'autre part, par définition du
polynôme P

p(aYP)=l+j(a-p)+^a-p)2=l+lp(a-p)-l(a-P)2•V ^ / - * - o 2 2 ô

D'après l'hypothèse, on a P(a-p)=A,+Ap puisque (a, P) est admissible; par suite, on
obtient successivement

A =1- +1 (-^SL Y _ ("d^ = l _ (irlWr2^) - Y 1 _ 1 \
2 2^3+a-p/ 8 2 2(3+a-p)2 2\ r 2 ) '
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LEMME (5.3). — Soient c^=r^ /=r(P(n)—A). Alors c^ et 7 sont entiers.

Démonstration. — Par définition de H, on a

_(P(a)-AJ-(P(-P)-Ap)
3+a-P

Par suite,
^i^pXa-^X-p-

Par hypothèse, ^ et ̂  sont entiers; îc_p est aussi entier, et par suite c^ est lui aussi
entier. Soit ^=r(P(n)—A). Par définition de A, on a

^poo-pai-K+A^i+pH-œ^R-Ap).
r

Compte tenu de la formule donnant c^ on obtient le système

^^Ê^p^i,
r r?

^-^^^-a-P)^
r ^

ce qui donne par élimination de A

X==y-(3+oc)r^_p-prp^.
Par suite, ^ est lui aussi entier.

Fin de la démonstration de la proposition (5.1). — Vérifions (b). D'après le lemme
(5.3), Ci==rp , est entier; il suffit donc de vérifier que Ci et r sont premiers entre eux.
D'après le lemme (5.2) et la définition de /, on a le système

(2A-l)r 2=l, r(POi)-A)=x.

Par élimination de A, on obtient 2 r 2 P ( ^ l ) — r 2 — 2 r ^ = l , c'est-à-dire en introduisant
Ci :

Ci(ci+3)+r(r-2x)=l.

Par suite, c^ et r sont premiers entre eux et donc r^=r.

Vérifions (c), par exemple que le couple (a, \\) est admissible. D'après le lemme (5.2),
on a aussi A^=A. Compte tenu de l'assertion (a) et du lemme (5.3), il reste seulement à
vérifier que P(a—H)=Aa+A^; mais ceci se lit sur la définition de A.

Le lemme suivant servira dans la démonstration du théorème B.

LEMME (5.4). — Soit (a, P) un couple admissible. Alors

a.P-a^ .( p-a•p^a.P-a^—— et P-a.P^——.
z 'a zr6
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Démonstration. — Les formules déjà utilisées pour un couple admissible

Ap-A-^^Wa-p). A.-A^+j^-PVs+a-P).
a \ - / ^p \ z /

permettent d'écrire aussi

a . p = a + — — — — — — — = B - 1

^(3+oc-p) p ^(3+oc-p)'

Le lemme résulte donc de la majoration P — a ^ 1.
Soit î) l'ensemble des nombres rationnels de la forme /?/2^, où p e Z, et où <? est un

entier ^0. Considérons l'application e: î) -^ Q définie par récurrence sur q, en posant

(1) e(n)=n pour neZ,

(^fë.'WêW^-'V
/2/?+1\^j-'2^i / ^/ \ 2" /

La proposition suivante montre que cette construction est possible :

PROPOSITION (5.5). - (1) L'application e est bien définie et strictement croissante.
(2) Les couples (e^/2^, e((^+l)/24)) sont admissibles.
(3) Si p est impair, le rang de £(/?/24) est ^24.
(4) Pour peî) et neZ, on a e(p+n)=£(p)+n, ^ e(-p)= -e(p).

Démonstration. - L'injection Z -> Q satisfait sur Z aux propriétés 1, 2, 3, 4. Soit <? un
entier ^0; désignons par î)^ l'ensemble des nombres rationnels de la forme p/2^ avec
q'^q. Supposons l'application

e: Î),-^Q.
construite, satisfaisant sur T)^ aux propriétés 1, 2, 3, 4. Le couple (e(/?/24), £((/?+1)/24))
est admissible; par suite la formule eO^^.e^+l)/^) a bien un sens, ce qui permet de
définir e((2^+1)^^1)). D'après la proposition (5.1), les couples

/ ( p \ /2/^+1\\ / /2/?+1\ (p+\\\
{'{T-H-2.^)) « «^rXV))-

sont admissibles. En outre, l'assertion (b) de la proposition (5.1) montre que
e^+l^^^a est de rang r^2qx2=2q+l. Reste à vérifier l'assertion (4). Par
hypothèse de récurrence, pour peî\, et neZ, on a £(p+n)=e(p)+n et e(-p)= -e(p);
par conséquent e(p), e(-p) et e(p+n) ont même rang et par suite même discriminant.
Il résulte de la définition de l'opération . que les formules e(p+n)=e(p)+n,
e(-P)= -e(p) restent vraies si peî^+i. D'où la proposition.

5.2. DESCRIPTION DE fê.

LEMME (5.6). — Soient

^(P-\ ^(p-+ï-\ ^(2-p^\
W \ 2" / r \ 2«+l )
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On suppose que a et pefê. Alors :
(1) Pour tout il'efê ^/ que a<p/<P, on a r^^r^.
(2) ne(£.

Démonstration. — (1) Soit E' un fibre exceptionnel de pente j^, avec a<^<P. Son
rang est r^ et son discriminant A'=A^ d'après le paragraphe 4.2. D'après la remarque
(4.6), on a puisque a et pefê et l ^—a^S, | i ^ — P [ < 3

A'^a-nO-A^ et A'^P(^-P)-Ap.

Or, les fonctions îh-^P(a-Q-A^ et ti-^P(î-P)-Ap ont respectivement pour dérivée

-l-^a-r et j+^-P;

elles sont donc respectivement décroissante et croissante sur l'intervalle [a, P] et égales
pour t=[i, où elles valent A^ d'après le paragraphe 5.1.

a | H [p t

II en résulte que A' ̂  A^. Par définition du discriminant, on obtient

^-iN(4)-
c'est-à-dire r^^r^.

(2) II s'agit de montrer qu'il existe un fibre stable de rang r=r^, de pente H, de
discriminant A=A^; puisque A ̂ 1/2, on peut appliquer le théorème C (cf. §4.5). On
doit donc vérifier que les conditions (S) sont satisfaites pour le triplet (r, n. A) :
- r n e Z et r (P(^) - A) e Z : ceci résulte de la définition de r, et de la proposition (5.5);
— pour tout a'efê, tel que l a '—n^ l et r^<r,

p^l^-uD-A^A.

Soit un tel élément a'. D'après la partie (1) on a a'^]a, p[. Supposons d'abord a'^a. La
fonction î ^ — ^ P ( a / — 0 — A ^ — ( P ( a — î ) — A J a pour dérivée a—a" et donc est croissante.
Le couple (a, P) étant admissible, pour r = P elle vaut P ( a / — P ) — A ^ — A p . Puisque
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la'-Pl^, cette quantité est négative d'après la remarque (4.6). Pour t=^ on obtient,
compte tenu du fait que le couple (a, [i) est admissible, P(a /-^)-A^-A^O.

De même, si P^a', la fonction t^P(t-^)-\,-(P(t-p)-^) de dérivée P-a' est
décroissante, et négative pour r=a. Pour t=[i, en utilisant le fait que le couple (|LI, p) est
admissible, on obtient P^-oQ^A^+A, ce qui achève la démonstration.

Démonstration du théorème A (cf. introduction). - Soit î^ l'ensemble des éléments de
î) de la forme p / 2 ^ , avec q'^q. Montrons d'abord par récurrence sur q que

£(î),)c=&

On a par définition s(î)o)=Z, et J, c fê puisque tout entier est la pente d'un fibre de
rang 1, lequel est exceptionnel. Supposons le résultat démontré pour î)y et considérons
l'élément p=(2/?+ l^^eî^+i. D'après le lemme ci-dessus, e(p)efê. Par suite
£(î^)c=fê.

Montrons que fê c e(î)). Soient ^iefê, et q un entier tel que 24^. Soit /^ l'élément
de î) tel que

/ ^ \ /^+1\
6 — ^<£ -——— .
W—— \ 1^ )

D'après la proposition (5.5), e(2/?+ \)/2q+l est de rang ^2<^+l, donc supérieur à r^. La
partie (1) du lemme (5.6) impose [i=G(p/2q), et par suite ^iee(î)).

5.3. LA CONDITION A -^ 1/2. — Soient R un réel >1, fê(R) l'ensemble des aefê=e(î))
tels que r^R. Cet ensemble est localement fini d'après la proposition (5.5). Soient
^ieQ, et a^p^p les éléments de (£(R) qui encadrent n: P — a est donc minimum.

LEMME (5. 7). - Si a ̂  P, il existe peZet qç=N tels que

^(P.\ p^f^lVw • \ y )
Démonstration. — Si a et peZ, le résultat est trivial. Sinon, on peut écrire

a = £ f ^ - ) et p=ef^-) avec q^\
W W

et p ou p ' impair, par exemple / ?=2m+l . D'après la proposition (5.1), l'élément
c((m+ l)^"1) est de rang ^R donc appartient à ®(R). Par définition de a et p, on a

P^f^)
\ y - 1 }

et par suite p ' ̂  2 m + 2.
L'énoncé suivant complète la démonstration du théorème C (cf. § 4. 5).

PROPOSITION (5.8). - Soient r un entier >1, ^ et AeQ satisfaisant aux conditions (S).
AJorsA^l/2.

Démonstration. - Supposons A =1/2. Soient a^jLi^P les éléments de (£(r-l) qui
encadrent H. D'après les conditions (S)

A^P(a-n)-A, et A^P(n-p)-Ap.
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Ceci entraîne a ̂  P. D'après le lemme (5.7) et la proposition (5.5), le couple (a, P) est
admissible; considérons l'élément a.P, qui appartient à (£ d'après le théorème A. Par
définition de a et P, ^ p=r, car d'après la proposition (5.1), a^a. P^P.

On a p,^a. P: sinon n=a. P et r^ p diviserait r, et par suite r, o^r. Alors r=r^ et on
pourrait écrire

r,p(P(oc.P)-A,p)-r(P(H)-A)=r(A-A,p)=^.

ce qui absurde puisque cette quantité doit être entière. Donc p^a. P, et puisque r^r, a :

I^.Pl^J-^-L.
^a.P ^.P2

Les équations P(a-Q=A,+(l/2) et P(î-P)=Ap+(l/2) ont chacune une solution,
respectivement t ' e t t\ telle que a ̂  t' ̂  a. P et a. P ̂  F ̂  P. Alors

a.P-r^
2r,p^

-a.P^
~^.p2

En effet, les pentes des deux tangentes en a. P sont respectivement —((3/2)+a—a. P) et
(3/2)—P+a.P, donc minorées par 1 en valeur absolue [cf. lemme (5.4)]. L'assertion en
résulte par convexité.

\1

t ' a.P

Par suite, \Jii[t\ t"}. Ceci implique A> 1/2, ce qui contredit l'hypothèse.

COROLLAIRE (5.9). — II n'existe pas de faisceau semi-stable de discriminant 1/2.
Démonstration. — Si E est un faisceau semi-stable de rang r, de pente n, de discriminant

A =1/2, le triplet (r, n, 1/2) satisfait aux conditions (S) d'après la proposition (4.5). Ceci
contredit la proposition (5.8).

5.4. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME B (cf. introduction). — Soient (a, P) les éléments
de ®(r/2) qui encadrent n. D'après le théorème C, les conditions

A=P(a-^)-A,, A=P(n-P)-Ap,
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sont évidemment nécessaires pour qu'il existe un fibre stable de rang r, de pente H, de
discriminant A. Réciproquement, supposons r^ieZ, r(P(n)-A)eZ, et ces conditions
satisfaites. D'après le théorème (C), pour obtenir l'existence d'un fibre stable de rang r,
de pente H, de discriminant A, il suffit de vérifier les conditions (S), c'est-à-dire :

Pour tout a'efê tel que r,,<ret |a'-H[^l, P^a'-H^A^+A.
D'après le lemme (5.7), ou a = P, ou il existe p e Z et q e ^J tels que

a=e(^) et P^f^V\v) p V y )

Le même argument que dans la démonstration du lemme (5.6) montre que

si a^o, P(a/-^l)-A,,^P(a-^l)-A„

et

si a'^P, P(u-oQ-A,,^P(u-P)-A|,.

Pour ces a', l'hypothèse entraîne donc P^u-a'I^A^+A.
Reste à examiner le cas où a < P et où il existe a" e (£ tel que r,, < r et a < a" < p. Par

définition de a et P, on doit avoir

(*) r
^ <r»-<r

et la seule possibilité est oc^a^e ̂ /^l)^). Mais alors u^a .R car sinon r.,
diviserait r, et donc r^2r.p, ce qui contredit (*). Par suite

|a-a.P^——>___
rr^ .̂.p2

la y,' a.P V i " [ p

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



242 J.-M. DREZET ET J. LE POTIER

Considérons \n' = a. (a. P) et \JL" = (a. P). p. D'après le lemme ( 5.4), on a

a.p-n^
2r,^

^-a.P^
2r,^

II en résulte que p, ̂  [u', u"]. Si a < a', on a

P(^-a.P)-A,.p^P(^/-a.P)-A,.p=P(a-^/)-A^P(a-^l)-A^A.

De même, si u'^u, P(a. P — p ) — A , p ^ A . Ainsi, les conditions (S) sont satisfaites pour
le triplet (r, a. A), et le théorème est démontré.

5.5. LA FONCTION ai—^ô^, ^). — Soit r un entier > 1; on pose

8(r,a)= Sup P(-|a-a|)-A,,
a 6 ® (r/2)
l a -H l ^ l

de sorte que les conditions (S) se lisent aussi rueZ, r(P(u)-A)eZ et A^ô(r, u). Le
graphe de la fonction u ̂  ô(r, u) est formé d'arcs de paraboles se coupant en des points
d'abcisse ocefê. Le schéma suivant représente le graphe de 4 -> ô(r, u), pour 10^r^25.
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