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HOMOMORPHISMES DE HARISH-CHANDRA
LIÉS AUX K-TYPES MINIMAUX

DES SÉRIES PRINCIPALES GÉNÉRALISÉES
DES GROUPES DE LIE RÉDUCTIFS CONNEXES

PAR P. DELORME

« a mon père »

0. Introduction

0.1. — Soient G un groupe de Lie réductif connexe, dont le sous-groupe dérivé est de
centre fini, K un sous-groupe compact maximal de G, P=MAN une décomposition
de Langlands d'un sous-groupe parabolique cuspidal P de G, û l'algèbre de Lie complexi-
fiée de l'algèbre de Lie de A, W(a) le groupe de Weyl correspondant. Soit cr une série dis-
crète de M. Pour À,ea* on note Ip°((7, À-) la série principale généralisée de G de paramètres
(P, a, K) (qui est l'induite au sens C°° de la représentation (J®^®IN de P=MAN).

Si y est un K-type minimal de Ip°(<j, À-), y est contenu avec multiplicité 1 dans Ip°((7, À-)
d'après D. Vogan [16].

On note U(g) l'algèbre enveloppante de l'algèbre de Lie de G, L^c^ les invariants
de U(g) sous K et S(û) l'algèbre symétrique de û sur laquelle W(û) opère. Cet article est
essentiellement consacré à la démonstration du résultat suivant (cf. théorème 3).

THÉORÈME. — Soit y un K-type minimal de la série principale généralisée I?(<7, X)(Àea*).
Alors :

(i) II existe un homomorphisme noté r^ de U^^ dans S^)^0^ uniquement déterminé
par la propriété suivante :

11(9̂  agit sur le K-type y de Ip°(a, X) par composition de r^ avec l'évaluation en .̂
Ici W(a)^ est le stabilisateur de aeM dans W(û).

(ii) L'image de r; est égale à S(a)w(o)CT.

Remarque 1. — Remarquons que dans le cas où P est minimal et CT triviale, y est néces-
sairement la représentation triviale de K et r^ est l'homomorphisme de Harish-Chandra
usuel de L^c^ dans S(a)w(a) dont la surjectivité est bien connue. Notre théorème est donc
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118 P. DELORME

une généralisation de ce résultat. C'est aussi une généralisation des résultats annoncés
dans [7], théorème 1.

Remarque 2. — Le théorème 3 de cet article est en fait plus précis et décrit (partiellement)
les transformées de Fourier des sous-espaces de transitions entre K-types minimaux
d'une même série principale généralisée. Notons que ce théorème a plusieurs applications.
Mentionnons en particulier un théorème de type Paley-Wiener pour les groupes semi-
simples avec une seule classe de conjugaison de sous-groupes de Cartan (cf. [8]) ainsi
qu'un théorème de type Paley-Wiener scalaire pour les groupes de Lie réductifs réels
(cf. [6]).

0.2. — Pour démontrer ce résultat, après avoir introduit les notations, nous rappelons
au paragraphe 1 certains résultats de A. Knapp et E. Stein sur les intégrales d'entrelace-
ment (cf. [14]) ainsi que certains résultats de Vogan sur les K-types minimaux des séries
principales généralisées (cf. [16], [17], [18]).

Au paragraphe 2, nous introduisons les sous-espaces de transition entre K-types et
établissons quelques propriétés de leurs transformées de Fourier.

Ceci nous permet de comparer, au paragraphe 3, le R-groupe de Knapp et celui de
Vogan (théorème 1). Ce théorème admet un corollaire qui permet de montrer que cer-
tains modules de Harish-Chandra irréductibles ne sont pas unitarisables. Dans le cas
particulier des groupes de rang un le théorème 1 et son corollaire sont dus à M. Duflo (non
publié, cf. toutefois [l], théorème 6.1).

Au paragraphe 4 nous étudions la structure du module de Jacquet d'une série principale
généralisée (théorème 2), en utilisant des résultats de Hecht et Schmid à propos de la
conjecture d'Osborne (cf. [12]). Certains résultats de ce paragraphe (proposition 6 (i)
et proposition 7) sont dus à D. Vogan (lettre à l'auteur).

Au paragraphe 5 nous établissons le théorème principal. L'idée est de comparer les
modules de dimensions finies de S(û)wa à ceux de sa sous-algèbre ^(L^g)^, de voir grâce
au théorème 2 qu'ils coïncident et de conclure grâce au résultat d'algèbre commutative
de J. L. Brylinski (cf. proposition 1, appendice B).

Nous avons renvoyé dans l'appendice A des résultats techniques sur des algèbres d'inva-
riants sous un groupe fini.

Nous remercions le référée de nous avoir suggéré une autre démonstration du résultat
principal de cet article. Bien que nous n'ayons finalement pas retenu cette solution, nous
la présentons brièvement. Avec les notations définies ci-dessus, on fixe un sous-groupe
de Cartan compact T de M, et y et* le paramètre d'Harish-Chandra d'une composante
de (TjMo- Oi1 définit une sous-algèbre parabolique 9-stable q = I + u ^ t + a par

A(q,t+û)={aGA((ï,t-hû)| <a|t,y> >0 } .

Pour chaque 5eA((7), soit ^L la représentation de LnK sur les invariants sous uni de 8,
tensorisée avec A^unp)* où d=dimunp. Posons P^PnM et choisissons c^eM1'
tel que A^) = { ô1-1 ôeA(o)}.

Les groupes de cohomologie étudiés dans [ 16] et les foncteurs dérivés de Zuckerman [18]
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HOMOMORPHISMES DE HARISH-CHANDRA 119

fournissent une équivalence de catégories entre les composantes isotypiques sous K
de type A(o) dans les (g, K)-modules ne contenant pas de K-types plus petits et les compo-
santes isotypiques sous LnK de type A(<7L) dans les (I, LnK)-modules, regardées comme
catégories de modules sous des algèbres de transition convenables.

De cette manière les résultats se réduisent au cas G=L. Donc on peut supposer G quasi
déployé, P minimal et ae M fin. Nous avons déjà traité ce cas qui est plus simple (cf. [7],
théorème 1 b)). En effet, il existe un produit semi-direct G=G x Ry tel que Ry agisse
trivialement sur M, ftg normalise K et centralise A et l'action de Ry sur A(a) provenant
du produit semi-direct ci-dessus est juste l'action décrite dans [16].

Ceci est démontré dans [17], corollaire 10.6 (ou, pour les groupes linéaires dans [18]).
Ceci permet de démontrer sans peine le théorème 1 dans ce cas et d'éviter une partie
des artifices techniques du paragraphe 5. Néanmoins, comme nous tenions à faire figurer
le théorème 1 ainsi que son corollaire, nous nous en sommes tenus à notre approche initiale.

Remerciements.

Je remercie J. L. Brylinski sans lequel cet article n'aurait sans doute pas vu le jour.
Je tiens à remercier également M., Duflo pour l'attention qu'il a prêtée à ce travail et pour
d'utiles conversations à propos du théorème 2 ; M. Demazure pour d'utiles conversa-
tions au sujet des appendices, D. Vogan pour m'avoir fourni une démonstration des
propositions 7 (i) et (8).

1. Notations, définitions, rappels

1.1. — Si E est un espace vectoriel sur 1K == R ou C on notera E* son dual et S(E) l'algèbre
symétrique de E que l'on regardera comme l'algèbre des fonctions polynomiales sur E*.
Si E' est un autre espace vectoriel sur K, on notera Hom (E, E') l'espace des applications
IK-linéaires de E dans E' et 1g l'endomorphisme identité de E.

Si H est un groupe localement compact on notera A l'ensemble des classes de repré-
sentations unitaires irréductibles de H et pour p,efi on désignera par (^i,E^) un repré-
sentant de [i. Si en outre H est compact, pour tout H-module I on désignera par V la compo-
sante isotypique de type H de I.

Si H est un groupe de Lie réel, on désignera par î)o son algèbre de Lie réelle, par î) l'algèbre
de Lie complexifiée de l)o, par V(î)) l'algèbre enveloppante de t) et par Z(ï)} le centre de U(t)).
On identifiera U(t)) à l'algèbre de convolution des distributions sur H, de support l'origine.

Soit V un module (sur un groupe ou une algèbre) et L un module simple (sur ce groupe
ou cette algèbre). On dira que V est primaire de type L si V est de longueur finie et si tous
les sous-quotients simples de V sont isomorphes à L.

Soit A un groupe vectoriel d'algèbre de Lie do. Pour À-ea* on notera a -> a^ le quasi-
caractère de A dont la différentielle est À/ et C^ le A-module de dimension 1 correspondant.
Si V est un a-module (ou ce qui revient au même, un S(û)-module), on notera V^ le sous
a-module de V formé de ses vecteurs de û-poids généralisé \. Si V est de dimension finie,
V est la somme directe des V^ (^ea*) et V^ est primaire de type C^.
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120 P. DELORME

1.2. — Dans toute la suite G désignera un groupe de Lie réductif dans la classe intro-
duite par Harish-Chandra {cf. [10], section 3), c'est-à-dire :

(a) l'algèbre de Lie de G est réductive ;
(b) G a un nombre fini de composantes connexes ;
(c) le groupe dérivé de la composante connexe G° de G est de centre fini ; (1)
(d) pour tout geG, Ad g est un automorphisme intérieur de l'algèbre de Lie g.
Dans la suite on dira que G est dans la classe de Harish-Chandra. Alors, suivant [10],

section 3, on fixe un sous-groupe compact K de G tel que :
(a) KnG° est un sous-groupe compact maximal de G°;

(2)(b) K rencontre toutes les composantes connexes de G.
On notera go = lo © ̂ o ^a décomposition de Cartan de go correspondante, q le complexifié

de qo- Soit 9 l'involution de Cartan de g (resp. G) correspondant à cette décomposition.
On se fixe une forme bilinéaire symétrique réelle B, sur go ï6!^ q^ :

(a) la forme B est G-invariante ;
(b) la forme quadratique || X \\2^ —B(X, 9X) est définie positive sur go \ (3)
(c) la forme B est 9-invariante.
On notera encore B le prolongement C-bilinéaire de B à 9 x 9. Dans toute la suite K,

9, B sont fixés une fois pour toutes.
On notera parfois U, au lieu de U(9), l'algèbre enveloppante de 9 et l'on désignera par L^

la sous-algèbre des éléments de U invariants sous Ad K.
1.3. — pour tout sous-groupe parabolique P de G on a G=KP. On appellera compo-

sante de Levi d'un sous-groupe parabolique de G, son plus grand sous-groupe 9-stable.
On appellera sous-groupe de Levi de G toute composante de Levi d'un sous-groupe
païabolique de G. Un sous-groupe de Levi de G admet une factorisation MA où A est
son plus grand sous-groupe vectoriel central et M est l'intersection des noyaux de ses
homomorphismes à valeurs dans [R^*. Alors on a ûoc:qo et B permet d'identifier ûo
et ag. D'autre part M est 9-stable, réductif et dans la classe d'Harish-Chandra. En outre
KM=KHM vérifie (2) relativement à M et B restreinte à nio vérifie (3) relativement au
couple (M, 9).

Regardant ûg comme un sous-espace réel de û*, on désignera, pour ^ea*, par ReX
et Im À- les éléments de ag tels que ?i=Re ?i+Im \. On notera A(û) l'ensemble des racines
de a dans 9 (qui sont réelles) et pour aeA(a) on notera 9^ le sous-espace radiciel corres-
pondant. On notera ̂ (MA) l'ensemble (fini) des sous-groupes paraboliques de G ayant MA
comme composante de Levi. On a une correspondance bijective entre ̂ (MA) et l'ensemble
des « chambres de Weyl » de A(û) dans a$. Plus précisément si Pe^(MA), P admet la
décomposition de Langlands P = MANp où Np est le radical unipotent de P. On définit
Ap" = {aeA(û) | 9^ c np }. Alors la chambre de Weyl Cp correspondant a P est par définition
Cp== { Àeag | B()i, a) > 0, V(xeAp }. On notera Cp la fermeture de Cp dans ûg . Le « groupe
de Weyl » pour cette situation est le quotient W(û) du normalisateur dans K de a par son
centralisateur dans K. Comme groupe d'automorphismes de û, W(a) permute les chambres
de Weyl et un élément non trivial de W(û) ne laisse fixe aucune chambre. Toutefois l'action
de W(û) n'est pas nécessairement transitive sur l'ensemble des chambres.
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HOMOMORPHISMES DE HARISH-CHANDRA 121

On définit, pour Pe^(MA), une relation d'ordre <sur a* par :
X < v si et seulement si v — À est combinaison linéaire à coefficients entiers positifs

d'éléments de Ap".

Enfin on définit pp=- ^ (dimgja.
2 aeAp

Deux sous-groupes paraboliques Pi, P^ de G seront dits adjacents s'ils sont associés
(c'est-à-dire s'ils ont la même composante de Levi MA) et si leurs décompositions de
Langlands Pi =MAN^, P^MAN^ vérifient : Q(n^)nn^= © 9^, où a est une racine de a
dansg. C > 0

On appellera chaîne minimale de sous-groupes paraboliques reliant Pô à P,. toute suite
PO, . . . , Pi, . . . , P,. de sous-groupes paraboliques associés de G (i. e. ayant même compo-
sante de Levi MA) tels que leurs décompositions de Langlands Pi=MAN; vérifient :

6(nf-i)nn,=© 9^ avec ae-Ap^(û), Ki<r.
c>o

En particulier P, et P^+i sont adjacents (cf. [14], théorème 7.6 pour les propriétés des
chaînes minimales).

1.4.— Soient MA, M'A' des sous-groupes de Levi de G. Soient Pe^(MA), P'e^(M'A')
avec P c P'. Alors on a M c M', A' c A, Np. c Np. En outre Ap. = {oc^ | aeAp' } et pp/ = pp^.
Soit A" le sous-groupe analytique de G d'algèbre de Lie ûo' où ûo' est l'orthogonal pour B
de ûo dans ûo. Notant P"=PnM', P" est un sous-groupe parabolique de M' de compo-
sante de Levi MA", de radical unipotent Np-=NpnM'. Alors

îîp == Hp. ©îîp- et Ap-={ai^ |aeAp, a^=0 }.

Grâce à la décomposition û= a'©a" on peut identifier (a')* et (a")* à des sous-espaces de a*.
Alors < induit sur (a')* l'ordre ^ et sur (û")* l'ordre ^ (une somme à coefficients stricte-
ment positifs d'éléments de Ap" non tous nuls sur a' est non nulle sur a'). Enfin :

pp=pp-+pp. (4)

En effet cette égalité est démontrée dans [14], proposition 1.2, lorsque P est un sous-
groupe parabolique minimal dans G. Alors on obtient (4) par combinaison des égalités
obtenues en appliquant ce résultat aux couples (P^, P), (P^, P') et (P^nM', P"), où P^ est
un sous-groupe parabolique minimal de G contenu dans P.

Plus particulièrement si P est un sous-groupe parabolique de G de composante de
Levi MA et P^ un sous-groupe parabolique minimal de G contenu dans P, on notera
p^=M^A^N^ la décomposition de Langlands de P ,̂ û^ l'orthogonal de a dans û^ pour B,
A^ le sous-groupe de A^ correspondant. Alors P^=P^nM est un sous-groupe parabo-
lique minimal de M avec décomposition de Langlands

P^=M,AÎ;N^ où N^=N,nM.

Pour le contenu des sections 1.3, 1.4, nous renvoyons à [10], sections 2 à 6 et [14].
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122 P. DELORME

1.5. — Nous adopterons la définition suivante d'un module de Harish-Chandra pour G
(on devrait dire pour (g, K)) : c'est un U(g)-module, V, muni d'une action de K tel que :

(a) V est de type fini sous U(g)
(b) V est U(Ï)-localement fini /5\
(c) les actions de 9 et K sont compatibles
(d) chaque K-type est de multiplicité finie

Si V, V sont deux modules de Harish-Chandra pour G, on notera Homç (V, V) (au
lieu de Honig^ (V? V)) l'espace des applications linéaires de V dans V commutant aux
actions de g et K.

Si MA est un sous-groupe de Levi de G, comme MA et M sont dans la classe d'Harish-
Chandra, nous avons des définitions et notations analogues pour ces groupes.

Suivant [10], section 4, nous allons définir l'analogue infinitésimal de l'induction des
représentations. Soit alors MA un sous-groupe de Levi de G et Pe^(MA). Soit (a,EJ
un module de Harish-Chandra pour M et (îi, V^) un A-module de dimension finie. Plon-
geons Eç comme espace des vecteurs K^-finis d'une représentation de M, notée aussi o,
dans un espace de Hilbert Hç. Ceci est possible d'après le théorème du sous-module de
Casselman (cf. par exemple [5], proposition 8.23). On définit alors sur :

Ip°(CT,7c)=={(p:G-^H<,(x)Vj(p est C00, (p(^man)=a-pp(a(m-l)®7l(a-l))(p(^),
Vj^eG, VmeM, VaeA, VneNp}, (6)

une représentation r^ de G par :

Vg, xeG, VcpeIp^a.Ti), (r^q))^^-^) (7)

Alors r^ est l'induite C00 de P à G de a®7i® 1 .̂
On notera Ip(<j (g) 71) le sous-espace des vecteurs K-finis de Ip°(<7,7t). Alors Ip(a, 71) est

stable sous l'action de U(g) qu'on notera encore r^, et il est ainsi muni d'une structure
de module de Harish-Chandra. Cette structure ne dépend pas du plongement de Ey dans
Hç. Pour CT fixé, V^ -> Ip(cr, n) est un foncteur exact.

D'autre part, soit :

I°°(CT)={q):K->HJ(p est C°°, ^(ky^^m-1)^), VfeeK, ^meK^} (8)
et

I (CT)={(p :K-^E<J (p est K-finie, (p(fem)=a(m-l)(p(k), VkeK, VmeKM} (9)

L'espace I((T) est l'espace des vecteurs K-finis de I°°(a) pour l'action naturelle de K sur
I^o). Comme G==KP, l'opération de restriction de G à K des éléments de Ip°(CT,7t)
(resp. Ip(cr,7t)) est un isomorphisme de K-modules sur I00^)®^ (resp. I(<7) (§)¥„) où K
agit trivialement sur V,. Alors par transport de structure on obtient une représentation
de G (resp. U(g)) encore notée r^ sur I°°(<7)®Vn (resp. I(<j)®V^) ainsi qu'une structure
de module de Harish-Chandra sur I(<j)(g)V^.

Dans le cas où K est un quasi-caractère de A de différentielle À-ea*, r^ est notée r^,
Ip(<j, n) est noté Ip(a, À,).
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On munit Ip°(CT) d'un produit scalaire défini par :

V(pi, (p2elp°(a), ((pi, cp2)= ((pi(fe), ̂ (k))dk (10)
JK

où sous le signe d'intégration apparaît le produit scalaire de H<y. On notera I^a) le complété
de I^o) pour ce produit scalaire., On sait que si o est unitaire et Xemg, la représentation
r^ s'étend en une représentation unitaire de G dans I^o). Pour ce qui précède nous ren-
voyons à [12], section 4.

1.6. — Dans ce numéro on se fixe MA un sous-groupe de Levi de G et l'on notera W
au lieu de W(û) le groupe de Weyl correspondant. On suppose que M admet des séries
discrètes. Alors W qui agit sur M laisse stable l'ensemble M^ des (classes de) séries dis-
crètes de M. Si aeMd (resp. À,ea*) on notera W^ (resp. W^) le stabilisateur dans W de o
(resp. K). Enfin on pose W^=W^nW,,.

Dans la suite de ce paragraphe on se fixe oeM^.

THÉORÈME (Knapp-Stein) :

(i) Soient oeM^, Pi.P^e^MA), dn une mesure de Haar sur 9(Ni)nN2. Alors il
existe une unique fonction méromorphe sur a*, ̂  -> A(P^ Pi, a, À), à valeurs dans les endo-
morphismes de I(o) vérifiant la propriété suivante :

II existe une constante C > 0 telle que pour tout ?ieo* vérifiant B(Re ^, a) > C pour tout
aeAp^ n —Ap^ on ait :

V(p6l(a), (A(P2, Pi, a, X)(p)(fe)= ^(kn)dn (11)
j9(Ni)nN2

Ici (pp^ désigne l'unique élément de Ip^o, X) dont la restriction à K est égale à (p.
Lorsque A(P^ Pi, CT, À) est défini il entrelace r^{ et r^.
(ii) Pour tout couple Pi, P^e^MA) il existe une fonction méromorphe sur a* à valeurs

scalaires, y(P2, Pi, G, ^), non identiquement nulle telles que les fonctions méromorphes
sur a* à valeurs dans les endomorphismes de I(cr) définies par :

^(P^, Pi, G, À)=y(P2, Pi, a, ̂ -^(P^, Pi, a, X) (12)
vérifient :

lorsqu'il est défini s/(P^ PI, cr, X) entrelace r^ et r^,

VPi, P^e^MA), ^(P^, Pi, a, ̂ MPi, P^, a, X)= 1̂  (13)
VPi, P^, Pae^MA), ^(Pa, P^, a, XMP^, Pi, CT, X)=^(P3, Pi, CT, À) (14)

VPi,P26^(MA), VXemg, ^(P^Pi, a,X) est défini et unitaire (pour la structure
préhilbertienne sur I(<r) définie par (10)). (15)

(iii) Soit weW et m^ un représentant de w dans N^û) (normalisateur dans K de û).
On note R(m^) l'isomorphisme de I(<7) sur I(w^a) défini par :

V(pel(a), (R(m,a)(p)(fe)=(p(femJ (16)
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124 P. DELORME

Si en outre weW^ on notera, par abus de notation, a(m^) un entrelacement unitaire entre
CT et m^a (cf. [14], lemme 7.9 pour une justification de cet abus).

Alors si Pe^(MA) la fonction méromorphe sur a* à valeurs dans End(I(a)) définie
par X -> c^mJ'^mJj^w^Pw, P, a, À,) ne dépend du choix de m^ qu'à une constante
multiplicative de module un près. Par abus de notation on notera ^ -> ja^p(w, a, ^) cette
fonction. Alors on a :

Lorsque ^p(w, a, ^) est défini il entrelace r^ et r^^ (17)
Si À.emg, j^p(w, o, À-) est défini et unitaire (i. e. se prolonge unitairement à I2^)) (18)
En outre, dans ce cas l'ensemble des opérateurs ja^p(w, a, À,), où w décrit W^,

engendre le commutant de r^ (représentation unitaire de G dans I^a)). (19)
Références. — Pour (i) cf. [14], théorème 6.6, pour (ii) cf. [14], lemme 8.3, théorème 8.4

et proposition 8.5, pour (iii) cf. [14], proposition 8.6 et corollaire 9.8. Noter que le corol-
laire 9.8 de [14] repose de manière cruciale sur [11], théorème 38.1. Remarquez aussi
que les opérateurs notés ici j^p(w, CT, À,) sont notés <7(w) j^p(w, o-, 'k) dans [14].

Nous avons également besoin du fait suivant :
Soient P^,P^e^(MA) des sous-groupes paraboliques adjacents tels que

Ap; n - Ap, = { ça | c > 0 } avec ae Ap^. /^Q)

Alors pour tout ?iea* tel que B(ReÀ-, oc)>0, il existe un opérateur d'entrelacement
non nul entre Ip^(a, \) et Ip^cr, ^).

En utilisant l'induction par étage on se ramène pour vérifier cette assertion au cas
où dim A = 1. On a alors Q(ï\) = P^ et Re À,eCp^ et (20) est alors bien connu (cf. [2], IV.4.3,4.4).

1.7. — Hypothèse. — Dans toute la suite de cet article nous supposerons en outre
G connexe. (21)

Avec cette restriction nous allons introduire le R-groupe selon Vogan. Soit MA un
sous-groupe de Levi de G tel que M^ ^ 0. On notera encore W au lieu de W(û). Si creM^,
on désignera par A((J) l'ensemble des K-types minimaux de I(<7) (cf. [16], définition 5.1
ou [18], définition 5.4.18). Comme pour tout weW, I(o) et I(wa) sont des K-modules
isomorphes, on a A(<7)=A(w<7).

THÉORÈME (Vogan) :
(i) Soit ae M,, et ^ieA(a). Alors [i est contenu avec multiplicité un dans I(a).
(ii) Pour HeA(<7) et Pe^(MA) on notera Jp(a, À,)(|J,) l'unique sous-quotient simple

de Ip(<j, À,) contenant le K-type [i. Alors, à isomorphisme près, Jp(cr, X)(^i) ne dépend pas
de P et sera noté J(o, À-)(^i) dans la suite. D'autre part si Re XeCp (resp. —Cp), Ip(<7, ^) se
décompose de manière unique (à l'ordre près) en :

Ip(a, ?i)=I^(a, ?i)© . .. © Ip^a, ?i) (22)

de telle sorte que pour tout f = l , . . .,r(<7, ^), Ip(o, )i) a un unique quotient (resp. sous-
module) simple Jp(a, ^). De plus :

{Jp(a,?i) | f=l , . . . , r(o,) i)}={J(a,?i)(^) |^eA(a)} (23)
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En particulier pour tout ^A(a), J(a, ̂ ) est un quotient (resp. un sous-module) de
Ip(o, À) et { J(o, X)(^) | neA(a)} est l'ensemble des quotients (resp. sous-modules) simples
deIp(a,À).

(iii) II existe un sous-groupe distingué W °̂ de W^ et un sous-groupe R^ de W, tels que :
le groupe W<, est le produit semi-direct de R^ et W<° (24)
comme groupe d'automorphismes de a, W<,° est engendré par des réflexions (25)
R^ est un produit de copies de Z/2Z /9^\

(iv) Notons R, le quotient W,/W<° (qui est isomorphe à R^), w ̂  w la projection cano-
nique et R^ le dual de R^.

Alors il existe une action simplement transitive de R^ sur A(a) telle que :

Vcr,a'eM,, V?i, ?i'ea*, V|LieA(cr), VH'eA(a'),

J(a, À)(n) est isomorphe à J(cr', A')(n') si et seulement si (<j, ?i) est conjugué de (cr', À') (27)
par un élément de W et si |LI 'ÇR,(À)- |LL où R,(X) est l'orthogonal dans R, de

^^-{weRJweW,, wÀeW,°?i}.

Donnons les références pour les différents points de ce théorème. Pour (i) cf [16] théo-
rème 1.1. Pour (ii), cf. [17], théorème 12.14, 12.15. Pour (iii). cf. [17], théorème 12.1.

Remarque 1. — Le lecteur insatisfait de la référence [17] non publiée pourra supposer G
en outre linéaire et extraire ces résultats de [18], chapitres 4, 5, 6 et plus particulièrement
des théorèmes 6.6.15, 6.6.14, 6.5.10, 4.4.8 et 4.4.10.

Remarque 2. — L'unicité de W<° et de l'action de R, vérifiant (24) à (27) (qui n'est pas
affirmée par le théorème) sera démontrée ultérieurement (théorème 1, section 3).

2. Sous-espaces de transitions et séries principales généralisées

2.1.— Dans tout ce numéro on se fixe un sous-groupe de Levi de G, MA, tel que M^
soit non vide et l'on se fixe aeM^. Soit Pe^(MA).

PROPOSITION 1. — (i) Soit MeU(g). L'application ^ ̂  ^(u) de a* dans End(I(a))
est polynomiale en À. Elle définit donc un élément de S(û) ® End (I(a)) noté r^u).

(ii) En outre le degré de ^(u) est inférieur ou égal au degré de u dans U(g).
(iii) L'application u -> r^ù) définit un homomorphisme d'algèbres de U(û) dans

S(û)®End(I(a)).

(iv) Soit (Ti;, VJ un a-module de dimension finie. Notant n l'application

TC ® 1̂  : S(û) ® End (I(a)) -> End (VJ ® End I(o)
on a :

^n(u)=n(r^(u)) (28)

où l'on a identifié End(I(cr)(x)VJi à End (VJ ® End (I((j)).
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Démonstration.— Soit P^ un sous-groupe parabolique minimal de G contenu dans P.
On utilise alors les notations de la fin de 1.4.

D'après le théorème du sous-module de Casselman (cf. par exemple [5], théorème 8.21),
il existe CTQGM^, ^(û^)* tels que le module de Harish-Chandra pour M des vecteurs
K^-finis de Ey soit un sous-module de IpM(<7o, À-o).

En utilisant l'induction par étage on en déduit qu'il existe une injection i : I(o) -> I(<jo)
telle que pour tout À,€Û*, i entrelace r^ et ^oo+î^

En outre, si (n, V,) est une représentation de dimension finie de a, notant K ® À,o la repré-
sentation dans V^ de û^ = û^ ® a définie par :

VXea, (7i®?io)(X)=7i(X) et VXeaî;, (n®^)(X)=^(X)ly^

l'injection i®lv^ I(^)g)V, c, I(<jo)®V, entrelace r^ et r^^^.
De ceci il résulte qu'il suffit de démontrer la proposition dans le cas où P est minimal.
Dans la suite nous supposerons donc que P est minimal. On a alors une décompo-

sition d'Iwasawa 9==Ï©û©n (on a posé n=np). On se fixe (Xi, .. .,X,) une base de ï,
(Yi, ..., Yp) une base de a, (Zi, . . . , Zq) une base de np.

Montrons (i). Il est clair qu'il suffit de vérifier (i) pour des générateurs de U(g). Pour XeÏ
l'assertion est triviale puisque r^(X) ne dépend pas de À-. Soit maintenant Xea. On définit
des fonctions sur K (dépendant de X) Xy(r= !,...,!), ys(s= 1,.. .,p) et z^t= 1,.. .,q) par :

VfeeK, Adk-X= E x^k-1)^ f y,(k-1)^ E z^fc-1)^ (29)
r= l s=l (=1

Ces fonctions sont clairement K-finies et C00. D'autre part, comme Adm-Y,=Ys, pour tout
me M et 5=1,...,/?, et que M laisse stable la décomposition g = Ï © û © n on voit que

VmeM, VfeeK, y,(mk)=y,(k)=y,(km\ 5=! , . . . ,^ (30)
Alors on a :

V(pel(a), VfeeK, VXeû*, (^(X)(p)(k)= Z ^(fe)((p*X,)(k) (31)
r= l

P

+ E yjiW^k)
s=l

On voit facilement que les applications k -> ^(k)(p(k) (s=l,.. .,p) sont dans I(a), grâce
à (30). Alors à l'aide de (31), on voit que, si l'on définit To par :

i
V(pel(a), (To(p)(fc)= Z x,(fe)((p*X,)(fe),

r= l

To est un endomorphisme de I(a), qui ne dépend pas de À-. De même on définit des endo-
morphismes T, de I(<r) par :

V(pel(a), (T,(p)(k)=^(fe)(p(fc) (33)
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On vient donc de voir que :

r^(X)=To+ E (̂YJT, (34)
5=1

avec Tf(ï=0,.. .,s) endomorphisme de I(a) indépendant de ^. Alors (i) est vérifié pour
tout Xea. Comme ï+û engendre U(g), ceci achève de prouver (i).

Montrons (ii). D'après ce qui précède, pour Xel, r^(X) est de degré zéro et pour Xea,
r^(X) est de degré inférieur ou égal à un d'après (34). D'autre part a est cyclique pour la
représentation adjointe de ï dans q (où g=Ï © q est la décomposition de Cartan de g fixée
en 1.2). D'où il suit que tout élément de q peut s'écrire comme combinaison linéaire d'élé-
ments de U(g) du type Vi x . . . x Vj où Vf est élément de Ï ou û et un seul V^ au plus est
élément de a. Il en résulte que pour tout Xeq, r^(X) est de degré inférieur ou égal à 1. Alors
(ii) est démontré pour tout Xeg==t® q, puis pour tout élément de U(g) grâce au théorème
de Poincaré-Birkhof-Witt.

Le point (iii) résulte de (i) et du fait que pour tout Xea*, r^ est une représentation de U(g)
dans I(o).

Prouvons maintenant (iv). Comme pour (i), il suffit de le vérifier pour les éléments de l
et de a. Si ueî, c'est clair car alors r^^)=^(M)® ly^. Soit maintenant Xea. Alors, avec
les notations ci-dessus, un simple calcul montre que :

r^(X) = To 01^ + Z T, ® TI(Y,) (35)s = i

La comparaison de (34) et (35) prouve alors (iv) pour Xea. Ceci achève la démonstration
de (iv) puisque î+û engendre U(g).

2.2. — On conserve les notations de 2.1. Il résulte des définitions que :

I(a)=©P(a), (36)
peK

où P(<J) est la composante isotypique de type p, du K-module I(or). Pour j^eK, on notera P^
la projection de I(a) sur P(o) parallèlement à ©, 1̂  (<7). On définit alors, pour tout ô, y eK :

U'eK
P'^U

V«eU(9), pr^(«)=P ,̂(M)|,(„).6Hom(^(a),I8((T)) (37)
et

V«6U(9), ^M)̂  ® lv,)(̂ ,("))|i(o)̂ v.eHom (P(cr), ï\a)) ® End V, (38)

Alors la proposition suivante est un corollaire de la proposition 1 :

PROPOSITION 2. — Soit ueU(g). Alors :
(i) l'application \ -»• ''r^ de a* dans Hom (r(o), I8^)) est polynomiale en À, et définit

un élément de S(û) ® Hom (P(o-), I^CT)) noté ^(M).
(ii) Notant u=n®\ : S(a) ® Hom(P((7), I^cr)) -^ End (¥„) ® Hom (r(<7), ï\a)), on a :

^^rcCr^u)).
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2.3. — Dans la suite nous noterons souvent U au lieu de U(c0.
Introduisons maintenant les sous-espaces de transition. Pour ^leK, on notera J^ l'annu-

lateur dans U(Ï) de [t. Comme K est connexe, la donnée de J^ détermine entièrement H.
Si ô, yeK, on note :

U^MeUIJsMcUJ,} (39)

II résulte des définitions que :

Vp, y, 5eK, U^'U^ c: U^ (40)

D'autre part, si L est un module de Harish-Chandra :

VueU87, uUczL6 (41)
et en outre :

VxeL7, V^eL8, V^eU, Mx^^î/eU87, î/;c=^ (42)

Nous renvoyons à [9] 9.1 pour les propriétés élémentaires des sous-espaces de tran-
sition U87.

2.4. — Les notations sont encore celles de 2.1.
D'après la réciprocité de Frôbenius, pour [leK, Hom^ (E^, I(o) (g) VJ s'identifie cano-

niquement à Hom^ (E^, EJ (x) V^. On notera :

^=HomK,(E,,EJ (43)
et

- : ̂  ® V^ HoniK (E,, I(a) ® ¥„), ^ ̂  e (44)

l'isomorphisme canonique provenant de la réciprocité de Frôbenius. Soient alors y, 8eK.
Fixons aeE^ et beEg de normes 1. On définit alors, pour ueV^\ ̂ (o, À-)eHom (^,^8)
(resp. ^(CT.^eHom^^'^OEndV^) de la façon suivante :

Si eeêl (resp. e e <% (x) ¥„),/= ̂ (a, ̂  (resp.^^^a, 7t)^) est l'élément de ̂  (resp.
^^VJ tel que :

(̂ IMX^^ /(^)+ Z/'(^) (resp. p?(a))=f(h)+ ̂  f\V)}, (45)
b' h'

où fo' décrit une base de l'orthogonal de b dans E§.
Nous noterons ̂  (resp. P^8Y) l'espace des fonctions ^ -> PM^O, )i) (resp. À< -^ ^^(u))

u décrivant U. Remarquons que d'après [9] 9.1.5 (ii) et 9.1.2 (ii) on obtient ̂  (resp.p^)
lorsque u décrit U87. De plus on a :

PROPOSITION 3. — Avec les notations définies ci-dessus :
(i) L'espace ^^ ne dépend pas du choix de a et b

(ii) On a les inclusions suivantes :

PF^ Œ S(û) ® Hom ((?;, ^), p^ c= S(û) ® Hom (I^a), I8^)) (46)
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(iii) Identifiant Hom (P(cr), I^o)) à Hom (<^, <^) ® Hom (E^, E§) on a :

W^F^Hon^E^) (47)

(iv) Pour p, y, 8eK, ̂ ^F^ c ̂
(v) On a ̂ ^ {^ M^(a, À-) | UGL^ }.

En outre, si Ô est contenu avec multiplicité 1 dans I(<7) (i. e. <^ ̂  C) on a ̂ ^ c S(û) et
l'on a :

VXea*, HomuK (Hom^Eg, Ip(or, ̂ )), Hom^Eg, Ip(a®7i)))^ Hon^ (C,, V,) (48)

Démonstration '.
(i) Soient a'eE^ et ft'eEg de normes 1. Le théorème de Burnside montre qu'il existe fe,

k'eVÇî) tels que y(fe) et 8(fe') soient proportionnels à des isométries et vérifient y(fe)a'==û,
8(fe')fc=fc'. Alors (fe'^)^(a,X)=i^<a,X) et (i) en résulte.

(ii) est une conséquence immédiate de la proposition 2.
Montrons (iii). Notons a* ® h l'opérateur de rang 1 de E^ dans E^ défini par

(a* ® b)(x) = (a, x)b pour tout x e Ey.

Soit k (resp. k') un élément de U(î) tel que y(k) (resp. ô(k')) soit le projecteur orthogonal de E^
sur Cûî (resp. de E§ sur Cfc). Alors ::

VMGU, Fr^(k'^)=(p^(a, ?i))®(a*®fc),
et (iii) en résulte.

Le point (iv) est une conséquence immédiate de (i) et de (40).
Le point (v) résulte de (iii) et de la proposition 2 (ii).

2.5. PROPOSITION 4. — Avec les notations précédentes et celles de 1.7 soient y, 5eA(a)
et reRy l'unique élément de Ry tel que r-y=8. Alors pour tout À-eu* les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

(i) ^R<A)
(ii) 3weW,,, r(w) ̂  1 et WÀ,€W^À-

(iii) Pour tout Pe^(MA) tel que Re Xe ± (Cp) et tout/6 PF^/^O.

Démonstration. — L'équivalence de (i) et (ii) résulte des définitions.
Montrons que (i) implique (iii). Si r^ R^X) on a J(o, K)(y) -^ J(a, À,)(5). Alors, d'après (22)

et (23), 8 et y apparaissent dans des facteurs directs Ip(a, À-) et Ip(<7, Â-) de Ip(a, K) qui sont
distincts. D'où (iii), ce qui achève de montrer (i) ==> (iii).

Montrons la réciproque, en raisonnant par l'absurde. Supposons donc que non (i) est
vérifié. On aurait alors J(<7,5i)(y)==J(or, X)(8) et un élément au moins de ̂ ^ serait non nul
en À- d'après (42) et (47). Une contradiction qui achève la démonstration de la proposition.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



130 P. DELORME

3. R-Groupe et intégrales d'entrelacement

3.1. — Soit MA un sous-groupe de Levi de G tel que M^ soit non vide. Soit aelîï^.
Si ^eA(a), pour toute paire (Pi,P2) d'éléments de ^(MA) (resp. pour tout Pe^(MA)
et tout weWJ les opérateurs A(?2, Pi, a, X) et ^/(P^ PI» a» ^) (resp. c^p(w, cr, X)) sont
scalaires sur P(a) (pour les valeurs de X où ils sont définis). Dans la suite ces scalaires
seront notés A^(P2, Pi, a, À-) et ^(P^ PI» a» ^) (resp. ^(w, a, À,)). Comme pour ^eia§,
j^(P2, Pi, a, X) et j^p(w, CT, X) sont unitaires d'après (15) et (18), les fonctions méromorphes
À, -> ^^(P2, PI, cr, X) et À- --> j^(w, a, À,) sont non identiquement nulles sur a*. D'autre
part de (12) on déduit que :

A^, Pi, a, ?i)=y(P2, Pi, CT, )i)^(P2, Pi, a, )i) (49)

Comme ̂  ->- y(P2» Pi, a, À-) est non identiquement nulle (cf. 1.6, théorème (ii)), A^, Pi, a, ̂ )
est une fonction méromorphe sur a* non identiquement nulle. On définit alors :

Vy, Ô6A(a), c8^. Pi, a, îi)^^, Pi, a, îi)^^, Pi, a, )i))-1 (50)

Vy, ôeA(o), c^w, a, ?i) = ̂ (w, a, X) (^(w, a, )i))-1 (51)

II résulte de (49) que l'on a :

Vy, ôeA(a), <^(P2, Pi, a, ̂ A^, Pi, a, XXA^, Pi, a, )i))-1 (52)

D'autre part, avec les notations de 1.6, théorème (ii), a(mj~^R(mJ induit un automor-
phisme unitaire du K-module I(<7). Il est donc scalaire sur I^o) et I^a). Alors, la défi-
nition de j^p(w, a, À,) implique :

Vy, ÔeA(a), VweW^, c^(w, a, ?l)=^côy(wPw-1, P, a. À,), (53)

où t est un nombre réel (indépendant de À,).
D'autre part, il résulte des définitions que :

V8,YeA(a), Vt^U, ^(i^c^.Pi, a, ̂ r^u)
et p2^(cT,^)=^(P2,Pl,a,X)plua(a,À)
ainsi que :

VÔ,YeA(a), VweW,, V/e^^resp.^7), /(w)i)=c^(w, a,?i)/(X) (55)

Remarque 3. — Les égalités (49) à (55) sont des égalités de fonctions méromorphes sur a*.

3.2. — LEMME 1. — Soient Pi,P26^(MA) des sous-groupes paraboliques adjacents.
Alors, avec les notations de 3.1 :

Vy, 8eA(cr), À, -^ ^(Pi, ?2, a, À,) est constante.

Démonstration. — En utilisant l'induction par étage, avec comme sous-groupe inter-
médiaire le sous-groupe parabolique de G engendré par Pi et ?2, on voit, à l'aide de [10],
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Tî/Ti ^\

proposition 7.5, que A(P^ PI , <7» ^) est une fonction dépendant seulement de ̂  = 2 ? ,
oùe(np^)nnp,=© ^. B(a'00

c>0

De (50) on déduit qu'il en est de même de c^(P^ Pi, a, X). On définit alors une fonction
méromorphe, c, sur C par :

Pour tout Xea* tel que ^a=2 et te! q^ ^(PI. PI. ̂  ^) ̂ i1 défini on pose

c(z)=c^(P2,Pi,a,?i) (56)

On se propose de montrer que c est constante.
Comme ^(Pz, Pi, cr, 'k) est défini et unitaire pour tout ^em$, on déduit de (50) et (56) :

c est définie et de module un sur iR (57)

D'autre part, soit ^o6^? W-régulier. Alors d'après 1.6, Ip^(a, Ào) est irréductible. Donc,
d'après (42) et (47), il existe ueU tel que ̂ ^(a, Ào) ̂  0 (le K-type y est cyclique dans Ip^(a, Ào)).
Alors il résulte de (54) qu'on a l'égalité de fonctions méromorphes :

c0^, Pi, a, ̂ (̂a, ̂ ifc X))-1, (58)

(la division par plu6^î(a, À) a un sens car cette fonction est non identiquement nulle d'après
ce qui précède).

Alors il résulte de (46) que le second membre de (58) est rationnel en À,. Finalement nous
avons démontré :

c^(P^ PI» a? ̂ ) est rationnelle en X, et c(z) est une fraction rationnelle en z. (59)
Onva voir maintenant que c est définie et non nulle sur { z \ Re z > 0 }. Soit donc zeC

avec Re z > 0. Il est clair que l'on peut choisir ^o6^ te! ciw ̂ e ^o^Cpi et (^0)0=^
Alors, d'après 1.7, J(a, À,o)(y)==J(o, ^-oXS). Il existe donc ueU tel que ^^(cr, ^o) soit

non nul (c/: (42), (47)). Ceci joint à (54) implique que c01 ,̂ Pi, a, K) est bornée au voisi-
nage de À,o. Donc c est bornée au voisinage de z. Par conséquent :

Si Re z > 0, c(z) est défini et vérifie c(z) = ̂ ^(a, ̂ (^(o, À,o)) ~1 (60)
D'autre part, d'après (20), il existe un opérateur d'entrelacement non nul, qu'on note T,

entre Ip^(a, À-o) et Ip^a, ^o). Or, d'après 1.7, Ip^(a, Xo) a un unique quotient simple
J(a, ^o)(y)==J(a? ^o)(8) et chacune des composantes isotypiques I^(a, 'ko) et I^(a, À,o)
est cyclique pour r^. Donc T est non nul (et scalaire) sur I^(o, Xo) et I^(o, )io)- Notons
C1 et t8 ces scalaires. Alors on a :

^^^(a.^^^^^M (61)

Alors le rapprochement de (60) et (61) montre que c(z)=(tô)(ty)~l et c(z) est non nul.
Finalement en tenant compte de (57) et (59) on vient de voir que :
La fonction c est une fraction rationnelle, définie pour Re z > 0, et de module 1

pour zefR. (62)
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Montrons qu'une telle fonction est nécessairement constante. On écrit c=plq avec;?,
q polynômes sur C premiers entre eux. Alors :

VxeR, p(ix)/q(ix)=q(ïx)/p(ïx) (63)

Désignons par/? (resp. q) le polynôme z -> p(z) (resp. z -> q(z). Alors (63) se réécrit :

VxeR, p(ix)/q(i^=q(-ix)/p(-ix)

et par prolongement algébrique des identités on en déduit l'égalité de fractions rationnelles

p(z)/q(z)=q(-z)/p(-z} (64)

Comme p et q sont premiers entre eux il en est de même de z —> p( — z) et z -» q( — z). Alors
(64) implique :

3TeC^, VzeC, q(z)=^p(-z\ p(z)=^q(-z).

D'où c(z)==T-l(/?(z)/^(—z)) avec z-> p(z) et z->/?(—z) premiers entre eux. Comme c(z)
est définie et ne s'annule pas sur Re z > 0, on en déduit que p(z) et p( — z) ne s'annulent pas
pour Re z > 0. Donc p ne s'annule pas sur C. Donc p est constant d'après le théorème de
d'Alembert et c aussi, ce qui achève la démonstration du lemme.

PROPOSITION 5. — (i) Pour toute paire (P^P^) d'éléments de ^(MA) (resp. pour tout
Pe^(MA) et weWJ les fonctions côY(P2, Pi, o, À-) (resp. c^(w, <j, À,)) sont constantes, de
module 1. En outre c^w, a, ^) ne dépend pas de P. Ces constantes seront notées c^P^, Pi)
(resp. c^(w)) dans la suite.

(ii) VP^G^MA), Vy, ôeA(a), ^F^^F^ (65)

On notera F^ (et parfois F07) au lieu de ^^S7.

(iii) VweW,, V/eF^, Wieû*, /(wX)=^(w)/(?i) (66)

(iv) Pour tout y, ôeA(<7), w -> c^(\v) est un caractère de Wç.
Démonstration. — De (50) et de la formule de produit pour les intégrales d'entrelacement

normalisées (cf. [14], théorème 8.4), il résulte l'égalité de fonctions méromorphes :

VPi, P^, Pse^MA), ^(Ps, Pi, a, ̂ ^(Pa, P2, a, ̂ 'c0^, Pi, a, )i).

En utilisant le lemme 1, et une chaîne de sous-groupes paraboliques adjacents reliant Pi, ?2,
ceci implique que :

VPi, ?2 e ̂ (MA), ?i -> côY(P2, Pi, a, À-) est constante.

Ceci joint à (53) implique que X ̂  c^(w, a, ^) est constante (pour tout Pe^(MA)).
Notons ces constantes c^(P^ P!) et ^(^^ w)- Alors on P6111 réécrire (54) et (55) :

VueU, (̂a, X)= c?(P2, Pi)1'1^^ X) (67)
VweW,, V/e^, /(w^)=^(o, w)/(^) (68)
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Clairement (67) implique (ii). D'autre part, comme on l'a vu au cours de la démonstration
du lemme 1, pour tout Pe^(MA), ̂ ^ n'est pas réduit à zéro. Alors (68) détermine entière-
ment c^(a, w). Comme l'on vient de voir que ̂ ^ ne dépend pas de Pe^(MA) on en déduit
que c^(cj, w) ne dépend pas de Pe^(MA). Ceci achève de prouver (i) et (iii) résulte alors
de (68).

Pour démontrer (iv), il suffit de choisir fç p^ non nul et de remarquer que (66) carac-
térise alors c^(w) pour tout weW^. Alors l'égalité c^(ww') = c^w^^w') résulte immédia-
tement de la comparaison de (66) écrite pour w, w' et wvv'. Ceci achève la démonstration
'de la proposition.

3.3. — Le théorème suivant est dû à M. Duflo dans le cas des groupes de rang 1 et a
été utilisé dans ce cas par W. Baldoni Silva pour des questions d'unitarisabilité (cf. [l],
théorème 6.1). Ce théorème établit, entre autres, un lien naturel entre le R-groupe de
Vogan et celui de Knapp (cf. [14], sections 12, 13).

THÉORÈME 1.—Avec les notations de 3.2.
(i) Pour tout y, 86A(<7), c^ est un caractère unitaire de Wç, trivial sur W^.
En d'autres termes, c^ est un caractère de R^.
(ii) Pour tout y, ôeA(cy), F^ c 8(0)^.
(iii) Vp,y,ôeA(a), c^'c^=c^.
(iv) Vy, ôeA(a), c^==r(ô,y) où r(ô, y) est l'unique élément de Ry tel que r(8,y)'y=8

(pour l'action canonique de R^ sur A((T)).
(v) Pour À-erng, W^nW^ est l'ensemble des weW^ tels que j^p(w, a, À,) est scalaire.
Démonstration. — Montrons (i) en raisonnant par l'absurde. Si (i) n'était pas vrai, le

groupe W<? étant engendré par des réflexions (cf. 1.7), il existerait une pseudoréflexion
seW<° telle que c^(s)^l. Soit alors Àemg tel que W^={e,s}. Un tel 'k existe. En effet
W est un groupe fini engendré par des réflexions (cf. [13]). Alors, d'après un théorème de
Chevalley, le stabilisateur de À-(e m$) est engendré par des réflexions. Il suffit alors de choisir
un point fixe de s qui ne soit laissé fixé par aucune autre réflexion de W. Alors Ro(^-) est
trivial. Donc R^(5i)=R^ et, d'après 1.7, Ip(o, X) est irréductible pour tout Pe^(MA).
Alors Ap(5, a, ^) doit être scalaire et (51) montre que l'on a :

^(5,0,^=1.

Comme c^(s, a,. ) est constante d'après la proposition 5 (i) on vient de montrer que c^(s) = 1.
Une contradiction qui achève de prouver (i).

Montrons (ii). D'après (66), on a en particulier :

V/eF^, VweW,0, V^ea*, /(À) = ̂ (w)/(v^).

Comme c^(w)=l pour weW^, ceci prouve (ii).
Pour prouver (iii), rappelons que, d'après la proposition 3 (iv), pour tout P, y, 5eA(a),
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F^'F^c F^. D'autre part, comme on Fa remarqué plus haut, il existe/eF^ et/'eF^
non nuls. Utilisant (66) pour ( p, y), (y, ô) et ( P, ô) on trouve alors :

et :
VweW,, V?iea*, /(w?l)/'(w?l)=^Y(w)c;p(w)/(À)/'(?l)

VweW,, VXea*, /(wX)/'(w?i)=c^(w)/(?i)/'()i).

Ces deux équations et la non-nullité de/et/' impliquent alors (iii).
Montrons maintenant (iv). D'après 1.7, on peut appliquer la proposition A. 4 à W<y

et son sous-groupe W^. Il en résulte qu'il existe une représentation de Ry dans un espace
vectoriel b et un isomorphisme d'algèbres, f, entre 8(0)^ et S(b) qui est en outre un iso-
morphisme de Ro-modules. En outre, l'ensemble Q des caractères de Ry intervenant dans
la décomposition de b engendre Ry. Soient alors reQ et y, 8eA(a) tels que r-y=8. Comme
R^ est un produit de copies de Z/2Z, r est à valeurs dans { 1, — 1}. Alors r, qui apparaît
dans la décomposition de b sous Ry, apparaît également dans la décomposition de b*
sous Ro. Soit alors v un élément non nul de la composante isotypique de type r du Ry-
module b*. Le stabilisateur de v dans Rç est alors égal à Ker r. D'autre part v définit un
caractère de S(b) et donc de S^)^ en composant avec i. Soit ^ea* tel que le caractère
de S^)^ correspondant coïncide avec celui défini par v. On voit facilement que

R<A)=Kerr et R,(X)={ <?, r }.

Soit alors weW^, avec weKer r. Alors il résulte de (66) que :

V/eF0^, /(w)i) = c?(w)/(X) (69)

D'autre part on a weR^(À,), soit encore wÀ-eW^.
D'après (ii) on a donc aussi :

V/eF^, fW=fW (70)

Or, d'après la proposition 4, il existe/eF^7 tel que /(À,) =^0 (car reR^À,)). Le rapproche-
ment de (69) et (70) montre donc que c^(w)= 1. On vient donc de montrer que :

VreQ, Vy,ôeA((7), r ' y=ô=>Ker rc=Kerc? (71)

Supposons que r ̂  c^. Il résulte alors de (71) que c^ est trivial. Ceci implique, d'après (51),
que pour tout weW<y, j^p(w, a, 0) prend la même valeur sur les K-types 5 et y. Mais ces
opérateurs engendrent le commutant de r^ (cf. (19)). Donc r(a) et î\a) sont contenus
dans un même sous-module simple de r^. Soit encore :

J(a,0)(y)=J((j,0)(8).

Mais R^(0)==R^ et R<,(0)={ e }. Donc, sauf si y =8, J(a, 0)(y) et J(a, 0)(ô) sont distincts.
Finalement, si y ̂  8, on vient de montrer que c^ = r. D'autre part, lorsque y = 8, l'égalité

c^=r est triviale. Finalement

VreQ, Vy,8eA(a), r -y=8=>c^=r (72)

Alors (iv) résulte de (72), de (iii) et du fait que Q engendre R^.
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Montrons maintenant (v). Soit d'abord Aemg et weW^ tels que ^p(w, o, À) soit sca-
' o aprcs ( ) ceci implique que pow tout s' ̂ ^ ̂ (w) = L ̂ Près (iv) ceci implique
weW,. Réciproquement, montrons que, si A6ia$ et w€W,°nW,, ̂ p(w, a, À) est scalaire.

En effet ^p(w, o, À) prend alors la même valeur scalaire sur les composantes isotypiques
1 (tr),y€A(<7). Or, d'après 1.7, la somme de ces composantes isotypiques est cyclique
pour r^ et ceci suffit à assurer que ^p(w, o, À) est scalaire, ce qui achève la démonstration
du théorème.

3.4. — Nous allons maintenant établir, comme corollaire du théorème 1, une condi-
tion nécessaire pour qu'un module J(o, À)(u) soit unitarisable (cf. [l], théorème 6.1 pour
un cas particulier de ce résultat).

COROLLAIRE DU THÉORÈME 1. - Soit aeM,, ^ea-, ueA(a). Une condition nécessaire
pour que J(o, À.XU) soit unitarisable est que -A€W°A.

Démonstration. - Soit P6^(MA) avec ReAeCp. Grâce au crochet de dualité anti-
lineaire <, > défini par :

V(p6lp(<T, A), Vv|/elp(a.-A), < ( p , ^ > = f Wg)\^(g))dg,
JG/MAN

Ip(<r, -À,) est isomorphe à la transconjuguée de Ip(o, A). Noter que si (,) est le produit
scalaire^naturel sur I(o) (cf. (10)), on a < <p, ̂  > =(<p^, ̂ . v

Soit 1 l'orthogonal de J(o, -^u) (qui est un sous-module de Ip((r, -U puisque
Re(-À-)6^Cp, cf. (23)) pour <,>. Alors Ip(o,À)/I est isomorphe à la transconjuguée
de J(a. -XXu) donc irréductible et contient u. D'où I(o, ̂ )/î=J(a, ̂ u) et-la transconju-
guee de J(o,ÀXn) est isomorphe à J(o, -W. Si J(o,^H) est unitarisable il faut donc
J(CT, ÀXu.) ̂  J(CT, -^.Xu), ce qui, d'après (27), implique qu'il existe weW, tel que WÀ= -K
Supposons cette condition vérifiée et soit A un isomorphisme entre J(cr, A)(H) et J(o -XXu)
On définit un produit hermitien invariant sur J(a, AXu) par :

V(p, <|/6 J(CT, AXH), (<P, ^)A = < (p, AV|/ >.

Si §€A(CT) est contenu dans J(o,ÀXu), on peut identifier J(o, A)^) à W et de même
pour J(CT, - ̂ (H). Avec ces identifications :

VcpeJ^A)3^), Vv|/6J(o,-^(u), <(p,^>=((p,v|/).

De même, avec ces identifications, A définit un opérateur scalaire sur î(a)1: Soit a6 le sca-
laire correspondant. Regardant A comme un opérateur d'entrelacement entre Ip((r, A)
et Ip(a, -A) on voit que, si 8, yeA(a) sont contenus dans J(o, AXn) :

V/eF?, /(-^(^/(A).

Mais, comme WA= -À, on a aussi d'après (55) :

V/6F?, /(-A)=^(WV(A).
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Comme ô, y G R^(k) ' [i on voit, d'après la proposition 2.4, qu'il existe/ e F^ tel que/(X) ̂  0.
D'où l'on déduit :

c6\}v)=a&/a'Y.

Or le produit scalaire (^ est égal à û^,) sur J(o, ^(^i) (^ I(cr)8) et à a\,} sur

J(a,^Oi)(^I(an.

Pour que J(o, À,)(n) soit unitaire, il faut (et il suffit) que (,)^ soit défini négatif ou positif.
Ce qui implique, en particulier, que a8 et a7 soient de même signe. Or, d'après le théorème 1,
c^(\v)= ± 1. Donc, si J(cr, À,)(n) est unitaire, on a :

V8, yeA(CT), 8, y contenus dans J(a, À<)(n), c8^)^ 1 .

Or, d'après (27), ô, yeA(o) sont contenus dans J(a, À)(n) si et seulement si 8, yeR^À,)'^.
De plus, d'après le théorème 1, V8, yeA(a), c^r^y).

Alors, si J(a, ^)(n) est unitarisable, on a :

VreR,(H r(w)=l
ce qui est équivalent à :

weR,(?i).

D'où -XeW^'À, d'après la définition de R^). C.Q.F.D.

4. Sur le module de Jacquet des séries principales généralisées

4.1. — Nous allons établir des propriétés du module de Jacquet des séries principales
généralisées.

Je tiens à remercier D. Vogan pour m'avoir fourni une démonstration de la propo-
sition 6 (i) et de la proposition 7 avant que [12] ne soit publié. Les démonstrations que
nous donnons ici de ces résultats sont toutefois légèrement différentes de celles de D. Vogan.

Nous renvoyons à [12], section 8, pour la définition des notions d'exposant et d'expo-
sant directeur (en anglais « exponent » et « leading exponent ») le long d'un sous-groupe
parabolique de G, pour un module de Harish-Chandra pour G.

PROPOSITION. 6. — Soient MA un sous-groupe de Levi de G tel que M^ ̂  0, creM^,
Pe^(MA) et Àea* tel que Re ^e -Cp. Alors :

(i) (Vogan) Ho(n,Ip(<j,À-))^+pp = © E^, comme module de Harish-Chandra
pour M, W6W^ (73)
et en particulier,

dim HomM(Ho(n, Ip(a, ?i)),+pp, EJ=CardW^ (74)

(ii) La forme À, est un exposant directeur le long de P de îp((j, À). (75)
Démonstration. — Soit P'=M'A'N' le sous-groupe parabolique de G tel que PcP'
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et Ap.= { a^ [ aeA^g, a), B (Re À, a) < 0}. On prend alors les notations de 1.4 et l'on a :

a = af © a", a* = (a')* + (a")* . (76)
Alors :

^=^-^^/f avec À/e(a')*, ^'^(û")*, ^" est imaginaire pur, ReÀ/e-Cp. et donc ^ est
W(û')-régulier.

Alors en induisant par étages on a :

Ip(o, À,)=Ip.(I^(a, X"),À/) où 1 (̂0, À,") est unitaire, semi-simple et tempérée (car
À," est imaginaire pur) (78)

Désignant par H^, . . . ,H» les sous-modules simples de I^a, À,") on a donc un iso-
morphisme de modules de Harish-Chandra pour G

n

Ip(o, À-)= © Ip'(Hf. ^') avec H, irréductible et tempéré (79)

Alors, utilisant [12], 8.38.0, 8.24.b,on voit que (77), (78) et (79) impliquent :
La forme À/ est un exposant directeur le long de P' de Ip'(Hf, X')(f= 1, ... , ri) et

delp(a,?i), (80)

Ho(n',Ip<H,,X'))^^H, Ho(n',Ip(a,^^,^I^(a,^") (81)

où les isomorphismes sont des isomorphismes de modules de Harish-Chandra pour M'.
Maintenant, d'après [12], 8.38., fc, 8.24. b, on a :
La forme X" est un exposant directeur le long de P" de 1 (̂0, À/') (82)

et (en désignant par ch^ l'application naturelle de la catégorie des modules de Harish-
Chandra pour M dans son groupe de Grothendieck) :

ch^îî^,ï^^)\^^= © cMEvJ (83)
weW(o")
\v^'= r'

Ici W(a") est le groupe de Weyl relatif au sous-groupe de Levi MA" de M/. Comme pour
tout weW(a"), vrcrelVÏ^ il résulte du théorème de Schmid sur les extensions entre séries
discrètes (cf. [15], théorème 1.6) que Ho(n", 1 (̂0, ^'/)^-+pp„ est semi-simple et on a fina-
lement :

Ho(n",I^a,^'))^p,^ C E,, (84)
weW(a")
\v'k"=\"

comme modules de Harish-Chandra pour M. Mais :

W^'^W^, (85)

L'inclusion W^û") <= W(û)Re ^ résulte de la définition de a". Réciproquement, soit weW(a)Re ^.
Alors :

VaeAp , B (Re X, a)=B (Re X, w- ̂  (86)

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



138 P. DELORME

D'autre part, comme Re^e(û')*, on a :

VaeAp'(û), a^=0 => B (Re ^, a,J=B(Re À,, a)=0 (87)

Le rapprochement de (86) et (87) fournit :

VaeAp(û), a^=0 => (wa)^=0

II en résulte que w laisse stable a'. Donc w agit sur a' comme un élément de W(a'). Mais
(86) implique que cet élément laisse stable Cp.. Donc w agit trivialement sur a' et laisse
stable û"(=(û')1).

Tout représentant de w est donc dans M' n K et normalise a", ce qui montre que weW(a")
et (85) est démontré. Mais alors il résulte de la décomposition À- = À-' +?/', X'e(û')*, À/'e(û")*
que :

{ weW(û") | WÀ/' = À," } = W(û)^ (88)

Ceci joint à (84) montre que

Utilisant l'identité :

ïî^î^(a,^)}^^^ © E,, (89)
weW(a)^-

Ho(n, V)=Ho(n", Ho(n', V)) (90)

pour tout n-module V, on déduit (73) et (74) de (81) et (89), ce qui achève de prouver (i).
Montrons (ii). Soit vecr" tel que Ho(n, Ip(a, X))^+pp^0 et v:< À,. On va montrer que

v=À,. Soit v=v'+v" avec v'e(û')*, v"e(û")*. Alors (cf. 1.3) on a : v' ̂  ̂ .

D'autre part il résulte de (90) que Ho(n', Ip(o, À,))^+ pp, ̂  0.
Comme À-' est un exposant directeur le long de P' de Ip(o, X) d'après (80), on obtient

finalement v'=À/. Donc v" ̂  À," et d'après 1.4 ceci implique v" ̂  À,".

D'autre part, comme v'=À/, on a Ho(n', Ip(o-, À,))^+pp,=iy"(CT, À,"). En tenant compte
de (90), l'hypothèse sur v implique alors Ho(n", 1 (̂0, À/'))^+pp,, ̂  0. Mais À," est un expo-
sant directeur de 1 (̂0, X") le long de P". D'où v"= À," et finalement v=X, ce qui achève
de prouver (ii).

PROPOSITION 7 (D. Vogan). — Avec les notations de la proposition 6 :

(i) ^M(Ho(n, Ip(cr, ^))x+pp)= Z ^M(Ho(n, J,(a, ?i))^pp) (91)

où Jf((T, À-), 1=1, .. .,r(o-, À-) est l'ensemble des sous-modules simples de Ip(a, X) (cf. 1.7)
et Ho(n, V)^+pp=0 si V est un sous-quotient simple de Ip(o, À,) distinct des J».

r(o,^}

(ii) L'application naturelle © Ho(n, Jf)^+ pp -> Ho(n, Ip(a, ^))^+ pp est un isomorphisme
1=1

de modules de Harish-Chandra pour M ainsi que de û-modules.
Démonstration. — Soient Vi, . . . ,V^ les sous-quotients simples de Ip(a, ^) comptés
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avec leurs multiplicités. Il résulte du fait que À est un exposant directeur le long de P de
Ip(a, À) (cf. proposition 6) et de [12], lemme 8.46, que :

C/IM (Ho(n, Ip(a, ?i),+ pp)= £ C/IM (Ho(n, V;)^ ?„) (92)

Ceci joint à (73) implique que Ho(n, V^+ pp est, pour tout i= 1, .... m, une somme éven-
tuellement vide de wa, weW(a)^ (comme module de Harish-Chandra pour M). Si
Ho(n, V^+ pp est non nul, il en résulte, grâce à la réciprocité de Frobenius (cf. par exemple
[12], théorème 4.9), que V; est un sous-module de Ip(wa, X), weW(û)^. Or Ip(wa, À) a les
mêmes sous-modules simples que Ip(o, À) (cf. 1.7).

Finalement :

Ho(n, V^+pp==0 si V; n'est pas un sous-module simple de Ip(<j, À-) (93)

Alors (91) résulte du rapprochement de (92) et (93) et (i) est démontré.
D'autre part, comme À- est exposant directeur le long de P de Ip(o, ^), il résulte de [12] 8.46

que H/n,V;)^+pp est nul pour i= 1, . ; . ,m ety>0. Alors la longue suite exacte d'homo-
logie, jointe à (93) permet de conclure que la flèche naturelle

r(a,'k)

C Ho(n, J,(a, X))^ p, ̂  Ho(n, Ip(a, ̂  pp

est un isomorphisme. La naturalité de cette flèche implique qu'elle commute aux actions
de KM, û, m et la proposition est démontrée.

4.2. THÉORÈME 2. — Soient MA un sous-groupe de Levi de G, tel que M^ ̂  0, aeM^,
Pe^(MA) et À-ea* tel que ReÀ,6—Cp. Soient Ji, . . . ,Jr(a.x) ks sous-modules simples
de Ip(<j, À,).

(i) Pour f= 1, ..., r(o. À,), le S(a)-module HoniM (E^, Ho(n, Jf)^+ pp) est isomorphe à
(S(û) ® C,)®Cpp,oùW^=W,nW,°. (94)

Sîa)^^

(ii) Le S(a)-module HomM (E<,, Ho(n, Ip(<7, ?^))^+pp) est isomorphe à une somme de
CardR^X) copies de (S(û) (g) C^)®Cp-. (95)

S(a^

Démonstration. — Notons d'abord que d'après 1.7, Card Ry(k)=r(a, ̂ ). Alors on voit,
grâce à la proposition 7 (ii) que (ii) est une conséquence de (i).

Démontrons (i). Notons fê, Z^) le S(û)-module S(û) ® C\.
S^a,^

à) Notons que W^ est le stabilisateur dans W<? de K. Comme W<? est engendré par des
réflexions, il en est de même de W,̂  d'après un théorème de Chevalley. Alors il résulte
de [19] 2.1.3.5 que :
dim Z^ = Card W^ et le S^^-module Z^ est la somme de Card W^ copies de C^. (96)

b) D'autre part Ho(n,J^+pp est. d'après la proposition 7 (i) et la proposition 8 (ii),
une somme de E^(weW(a),J comme module de Harish-Chandra pour M. Alors, notant
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Jf=HomM(E<y,Ho(n,Ji)^+pp), il résulte de la réciprocité de Frobenius (cf. [12], théo-
rème 4.9) :

Homo (J. Ip(a, Z^)) ̂  Hom^ (J, Z^ (x) C^) (97)

c) On va démontrer maintenant :

dim Homo (J, Ip(o, Z^)) = Card W^0, = dim Z^ (98)

D'abord Ip(o, Z^) contient J, dans sa suite de Jordan Hôlder avec multiplicité

dim Z^= Card W^,

ceci d'après (96) et le fait que J, est contenu avec multiplicité 1 dans ïp(a, X) (cf. 1.7). Donc :

dim Home (J,., Ip(o-, Z^)) ̂  Card W<^ == dim Z^ (99)

Soit maintenant yeA(G) tel que J^==J((7, ^)(y). Alors :
l'algèbre L^ agit scalairement sur Ip(a, Zç)7 (100)

En effet, d'après (48) (cf. proposition 3 (v)), il suffit pour le voir de vérifier que FJ^c S(û))
agit scalairement sur Z^. Mais d'après le théorème 1 (ii), F^7 est contenu dans 8(0)^ et
(100) résulte alors de (96). De la même manière on voit, en utilisant la proposition 3 et
le théorème 1 (ii) que :

Vy,ôeA(a), V/eF^, ./W=0 ̂  (^,(U^))(Ip(a,Z^=0 (101)

Alors il résulte des propriétés des sous-espaces de transition (cf. (42)) que, pour tout K-sous-
module V de Ip(a, Z^)7, le U-sous-module X engendré par V contient le K-type 8eA(a)
si et seulement si il existe fe¥^ tel que/(À,) 9*= 0, soit encore (d'après la proposition 4)
si et seulement si SeR^-y. Si, en outre, V est irréductible, X contient y avec multiplicité 1.
Soit alors Y un sous-module simple de X. C'est, a fortiori, un sous-module simple de
Ip(o, Z^). La réciprocité de Frobenius impose alors que Ho(n, Y)^+pp + 0 (puisque Z^ est
primaire de type C,J. Alors la proposition 7 (i) implique que Y est l'un des sous-modules
simples de Ip(o, À,) i. e. Y==J, pour un i élément de { 1,. . . , r(a, ^)}. Mais on a vu X^O
si ôeA(o) et ô<^R^)-y. Alors il résulte de 1,7 que Y=J(a, À<)(y). D'autre part X admet
clairement J(<7, ^)(y) comme quotient. Finalement X admet J;=J(a, À-)(y) comme quotient
et comme sous-module. Comme X contient y avec multiplicité 1 et que X7 est cyclique
dans X on en déduit X ̂  J(a, ?i)(y) et l'on vient de voir que HoniK (E^, Ip(a, Z^) s'injecte
dans Homo (J(a, À,)(y), Ip((7, Z^)). Comme dim HoniK (E^, Ip(a, Z^) = dimZ^, (98) résulte
alors de (99).

d) De la réciprocité de Frobenius (cf. [12], théorème 4.9) et de 1.7, on déduit que
Homs(a)(Ïf, C^+pp) ̂  C. Comme J^ est primaire de type C^+pp ceci exprime que J, a un
unique quotient simple. En particulier î, admet un vecteur cyclique. Comme d'après (97)
et (98) :

Vf = 1,..., r(o, À,), dim Hom^ (î,, Z^ (x) Cpp) = dim Z^,
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on voit qu'il existe pour tout i= 1.,.. .,r(a, ^) un homomorphisme surjectifde S(û)-modules
(p,: J,-^(g)Cpp.

En particulier : dim J^ > dim 2,;= Card W^. Alors de la proposition 7 (ii) il résulte que :

dim (Ip(a, À,))- > r(a, À,) x Card W^, (102)

où l'on a posé Ip((j, À-)~=HoniM(Ho(n, Ip((j, À,))^+pp,E^) et cette inégalité est stricte si
et seulement si l'un des J, vérifie dim J\>dimZç. Mais d'après la proposition 6 (i),
dim Ip(a, À-)~= Card W<^. D'autre part CardRo(X)==r(a, À-) et évidemment

Card W^=(Card R^))(Card W,°,).

Alors l'inégalité (102) est une égalité et pour tout f = = l , . . .,r(<j, ^) on a dim Jf=dimZ^.
Alors les homomorphismes (pi, qui sont surjectifs, sont bijectifs pour des raisons de dimen-
sion. Ceci achève la démonstration du théorème 2.

5. Homomorphismes de Harish-Chandra liés aux K-types minimaux
d'une série principaile généralisée et transformée de Fourier

des sous-espaces de transitions entre ces K-types

5.1. — Nous allons établir le théorème suivant :

THÉORÈMES. — Soient MA un sous-groupe de Levi de G tel que M^ soit non vide, oeM^,
y, SeA(<j) des K-types minimaux de I(a), r(8,y) l'unique élément de R<y tel que r(ô, y)-7= 8.
Alors :

(i) pour tout MeU^ u agit par un scalaire sur Ip(a, ̂  (où Pe^(MA) et Xea*) qui ne
dépend pas de P. Ce scalaire étant noté r;(M)(X), l'application K -> r;(M)(À,) est polynomiale
en Keû* et définit un élément r;(u) de 8(0)^. L'application r; de L^ dans 8(0)^ ainsi définie
est appelée homomorphisme de Harish-Chandra lié au K-type minimal y de la série prin-
cipale généralisée Ip(a,.). En outre on a :

l'homomorphisme r^ : U1^ -> 8(01)^ est surjectif (103)

(ii) L'espace F^ est égal à (8(0)^ y^'^ qui est la composante isotypique de type r(ô, y)e R^
de 8(0)^ sous l'action de R^.

Remarque. — Dans le cas de la série principale sphérique (i. e. y est le K-type trivial),
l'homomorphisme r^ : L^ -> S(û)^ est l'homomorphisme de Harish-Chandra usuel dont
la surjectivité est bien connue.

5.2. — Nous allons démontrer le théorème en établissant plusieurs lemmes prélimi-
naires. Ayant fixé aeM^ une fois pour toutes, nous allons alléger les notations en notant
pour y, 5eA(a) et À-ea*, F57, R, R, R(À,), R(\) au lieu de F^, R^ &<,, R,(X), R^\ Nous note-
rons également :

8=8(0)^ (104)
sur lequel R opère.
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D'autre part, pour tout sous-groupe H de R on note :
FÏI la sous-algèbre de S(û) engendrée par ^ F""7'7. Notez que si H est trivial,

FT^F^. , r6H (105)

LEMME 2. — Avec les notations ci-dessus :
©FfeŒS 1 1 1

(ii) l'algèbre S Hl est entière sur F^
(iii) Soient À-, ^/GO*. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) V/eFL, m=f^}
(b) V/eS»1, m=m

(iv) l'application 1 -> 1 n F^ est une correspondance bijective entre les idéaux maxi-
maux de S"1 et ceux de F^.

Démonstration :

(i) D'après le théorème 1 et la proposition 5 (iii) (cf. (66)), pour tout y, 5GA(<j) on a
pôy ̂  sr(ô,y) ^j^g (^ résulte des définitions.

(ii) D'après les définitions F^ contient ^(1^)= F77. Or d'après [16], corollaire 8.6,
S(û) est entière sur r^U^. A fortiori S"1 est entière sur F^ et (ii) est prouvé.

(iii) De l'inclusion FH c: SHl résulte l'implication (b) ==> (à). Montrons (à) ==> (b). Sup-
posons (à) vérifié. D'après Harish-Chandra (cf. par exemple [16], théorème 2.10) l'action
de L^ sur une composante isotypique sous K d'un module de Harish-Chandra simple
pour G (connexe) le détermine (à équivalence près). Comme ^(U^cF^, on voit que
(a) implique en particulier :

J(a,?i)(y)=J(a,r»(y) (106)

Alors, d'après (27) (cf. 1.7), ceci implique :

^GW,)i (107)

Ce qui démontre l'implication (a) => (b) dans le cas particulier où H = { e }, car alors
S"1 =S(û)WCT et (107) est alors équivalent à (b). On va alors démontrer (a) => (b) par récur-
rence sur Card H. Plus précisément l'implication (a) => (b) résultera en général de la
démonstration de l'assertion suivante : si (à) => (b) est vraie pour un sous-groupe H de R,
elle est vraie pour tout sous-groupe H' de ft contenant H et tel que Card(H'/H)=2.

Soient donc H et H' comme ci-dessus et supposons (à) vérifié pour H'. Alors (à) est
vérifié pour H, donc (b) aussi et il en résulte :

3w€W<,, weH1, À/=wÀ, (108)

(où ~ désigne la projection canonique Wç ->
D'autre part, d'après le théorème 1 et la proposition 5 (iii) (cf. (66)) on a :

Vre R, V/e F ,̂ r(w)/(X) =/(w?i),
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soit, en tenant compte de (108) :

WGÊ, V/GF^, r(w)/(?i)=/(?i') (109)
Or, par hypothèse :

VreH', V/eF^7, /(X)=/(r» (110)

Alors^ on voit, grâce à la proposition 4, que (109) et (110) impliquent :

VreH', r(w)^l => r^R(À-),
soit encore :

VreR(îi)nH', r(w)=l (111)

Or Ê(X)nH' est l'orthogonal du sous-groupe de R engendré par R(^) et (H')1. Comme
R est commutatif, le sous-groupe engendré par R(X) et (H')1 est égal à (H')1. (R(À-)) et
(111) se réécrit we(H')1. (R(X)) ou encore w=\v^\v^ avec w^, w^eWç, Wie(H')1, w^eR^).
Alors, d'après la définition de R(À-), on en déduit :

À/=H^6Wi(W^X) avec Wie(H')1,

et ceci montre que (b) est vérifié pour H'. Ceci achève de prouver (iii). Montrons (iv) D'après
(ii) l'application 1 —> InFn est une correspondance surjective entre les idéaux maximaux
de S"1 et ceux de FH. Mais (iii) implique que cette correspondance est injective et le lemme
est démontré.

LEMME 3. — Soient yeA(a) et (TT, V) un S(û)-module primaire de type C^ (^ea*).
Notons par un point l'action des éléments de S(a) sur les éléments de V. Soit ueV. Alors :

(i) VreR, r^&(À,) ==> F ^ ' ^ ' v c= l ^ ' v où 1^ est l'idéal maximal de S(û) correspondant à ^.
(ii) L'égalité ¥y'Y'v=Cv implique :
pour tout reR(À.), dim F r 7 'Y•^nI^l;={ 0 }.
Démonstration. — II résulte de la proposition 4 que, pour tout reR, r^R(À-) implique

F''7'7 <= 1^ et (i) en découle.
Montrons (ii) et pour cela supposons ¥ ' Y ' Y ' v = C v . Soit Pe^(MA) tel que ReXeCp.

Alors le sous-module de Ip(a, V) engendré par P(a) ® Cv contient le K-type y avec mul-
tiplicité 1. En effet, d'après (42), (r^(U)(P(cy) ® Cv)^ est égal à ^(U^XI^a) (g) Ci;).

Or ^„(UYY)|I7^^v=7i(p^, d'après la proposition 2 (ii).
Comme, d'après la proposition 3 (iii), ̂ ^ est égal à Hom (E^, Ey) 00 F77, cela implique

bien que X^^OJX^CT^CÎ;) contient y avec multiplicité 1 dans sa suite de Jordan-
Hôlder. Alors, grâce à 1.7, on voit que pour tout re R(^), ry est contenu avec multiplicité 1
dans X.

Tenant compte de la proposition 2 (ii), de la proposition 3 et de (42), il en résulte :

VreR(?i), dimF^'i^l (112)

Par ailleurs, pour reR(À-), F^'7 n'est pas inclus dans 1^ d'après la proposition 4. Soit alors
/eF^ avec/^I^. Comme V est primaire de type C,,, toutes les valeurs propres de 7i(/)
sont égales à/(À,). Donc/' v + 0. Si on avait/- veî^'v, il existerait/'el^ tel que (f-f)'v=0.
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Or les valeurs propres de nÇf—D sont égales à/(À,)—/'(À-)=/(^) ̂  0 ; une contradiction
qui montre que C(/' v} n 1^ • v = {0} . Comme /• v 1=- 0, il résulte de (112) que l'on a
F^-^CC/^.Donc :

VreR(À,), F'7'7 • uni^ î;={ 0 } ,

ce qui achève la démonstration du lemme.

LEMME 4. — On utilise les notations définies ci-dessus (cf. (104), (105)). Soit À-ea*.
Soit H un sous-groupe de R supplémentaire de Ê-(À-) i. e. Ê-(À-) n H = { e } et R est engendré
par R(À,) et H. Alors pour tout S(û)-module primaire de type t\, (TT, V), l'injection cano-
nique : 0 -> Homs(C^, V) --> HomF^(C^, V) est un isomorphisme.

Démonstration. — On se fixe Pe^(MA) tel que Re À,e —Cp.
Alors, d'après le théorème 2 et la réciprocité de Frobenius on a :

HoniG(J(cT,?i)(y), Ip(a, V)) ̂  Hom^û) (x^ C,,V) (113)
S(a) (s,\

D'autre part, soit Y un K-sous-module de Ip(o, V)7 et soit X=r^(U)-Y le sous U-module
engendré par Y. D'après la proposition 7 (i), les seuls sous-modules simples de Ip(o, V)
sont de la forme J(o, ^)(ô), 8eA(<7). A fortiori, il en est de même pour X. Par conséquent,
pour que X admette J(<7, :^)(y) comme seul sous-module simple, il suffit que X^^}
pour tout 5e H-y, ô ̂ y. Prenons alors ueV tel que ¥]^'v=Cv et posons Y=r(<J)®Cî;.
Comme R(À-) n H = { e }, il résulte de la proposition 4 que :

VSeH-y, ô^y^V/eF57, /(?i)=0.

Il en résulte que F^'î^O pour tout ôeH-y, ô ̂ y. Alors, grâce aux propositions 2 et 3
et à (42), on voit que :

VôeH-y, ô^y^X^O}.

D'après ce qui précède cela implique que les seuls sous-modules simples de X sont iso-
morphes à J(a, ^)(y). Mais F77 • v = Cv implique que y est contenu avec multiplicité 1 dans K.
Alors X admet J(a, X)(y) comme sous-module et comme quotient et en outre J(a, ^)(y)
apparaît une seule fois dans la suite de Jordan-Hôlder de X. Donc J(a, À-)(y) est facteur
direct de X. Comme X7 est cyclique dans X on en déduit que X ̂  J(a, )i)(y). Il en résulte :

Hom^ (J(cr, ?i)(y)), Ip(a, V)) ̂  Hom^ (C^, V) (114)

La comparaison de (113) et (114) fournit :

Homs(a)(S(û) (g) C,,V)^HoniF«(C,,V) (115)
S(ar°a,K

Mais le premier membre de (115) est isomorphe à Hom^w^ „ (t\, V).
Comme W^ est engendré par des réflexions, on déduit de la proposition A. 1 et de la

proposition A. 2 (ii) que :

HoniF^ (C,, V) ̂  Homs(a)w§ (C,, V).
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Alors l'injection canonique du lemme est une bijection pour des raisons de dimensions
et le lemme est démontré.

LEMME 5. — Soient \ea* et H un sous-groupe de Ê tel que R(À)nH = { e } Alors •
pour tout Y6A(o) et tout S(û)-module primaire de type C,,(n,V), l'injection canonique
U - Horns». (G»,, V) -> Homp» (C^, V) est un isomorphisme.

Démonstration. — Le lemme 4 assure que le lemme 5 est vrai pour tout sous-groupe
de R supplémentaire de R(À,). Alors il suffit de voir que :

Si le lemme est vrai pour un sous-groupe H de R tel que HnÊ(X)={e}, il est vrai
pour tout sous-groupe H' de H tel que Card(H/H')=2.

Soient donc H' et H vérifiant ces hypothèses. On va démontrer que l'assertion du lemme
est vraie pour H' en procédant par récurrence sur dim V. L'assertion est claire si dim V= 1.
Supposons l'assertion démontrée pour dim V< n. Soit alors V un S(a)-module primaire
de type €„ de dimension n. Soit veV tel que CD soit stable sous l'action de FH-. Il faut mon-
trer que Cv est stable sous S*"'̂ . Notons :

X= ^ F^-v
reH,r^H'

Comme H n R(À)= { e }, il résulte du lemme 3 que :

XŒI^V)

L'action de F^ étant scalaire sur Cv, il en va de même sur ï ^ ' v . L'hypothèse de récurrence
montre donc que :

S^'^ agit scalairement sur I^r et a fortiori sur X (116)
On va montrer que S"1 agit scalairement sur X, en utilisant l'hypothèse que le lemme

est vrai pour H. Soient alors r, ro6:H, avec ̂ H' et étudions l'action de F"07'"07 sur f^'v.
Distinguons plusieurs cas :

a) si reH', d'après (116), F^0^07 agit scalairement sur Y^'v c X ;
P) si r^H', comme H/H' ̂  Z/2Z et r^W on a r^çW.
Alors, grâce à l'hypothèse faite sur v, on voit que :

y^-vczCv, puisque F'^^cF^.

Comme on a F^^F'07'7 c F"0 ,̂ on en déduit :

(Frro'r>r^¥ro^}•vc:Cv (117)
D'autre part, d'après (116) on a :

^'^•(F^iOŒl^ (H8)

La comparaison de (117) et (118) montre que F^^07 agit par zéro sur F^'v.
Finalement, on vient de voir que pour tout ̂ eH-H', F^ agit scalairement sur P^'v.
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Appliquant l'hypothèse faite sur H, on en déduit que S"1 agit scalairement sur F^7'7'!;.
Comme X= ^ F^'7-!;, cela implique :

r e H - H '

S"1 agit scalairement sur X (119)

Considérons maintenant Y=Cr©X. A l'aide de (119) il est facile de voir que Y est stable
sous FH. La validité du lemme pour H et la proposition A. 1 montrent alors que Y est
un sous S^-module de V. Écrivons alors S"1 = S^ © SH H' où SH H' = © S'. Définis-

reH - H'
sons une nouvelle représentation 711 de S111 sur Y de la façon suivante :

^i(/+/')=^(A V/eS^'^, V/'eSH,H' (120)

Pour voir que (120) définit une représentation de S"1 sur Y, comme S^'^'SH.H' Œ SH,H'
et SH,H''SH,H' c= S^)1, il suffit de vérifier que :

V/,/'GSH,H', W) est nul sur Y (121)

Comme HnR(?i )={ e } il résulte de la proposition 4 que S H, H' c I?r Alors :

V/eSH,H', 7c(/)YcI,-YnY=X (122)

Mais d'après (119), S n, pr (c S"1) agit scalairement sur X, donc par zéro puisque S n. H' c I?r
Ceci joint à (122) montre que (121) est vérifié et que (120) définit bien une nouvelle action
de S"1 sur Y. Il est facile de voir que si/eS^'^ (resp. SH,H') les valeurs propres de 7ii(/)
sont égales à/(À-). Il en résulte que (îii, Y) est primaire de type C\. D'après l'hypothèse
faite sur H et la proposition A. 1, on a :

HoniF^(C^Y) ̂  HômsH^C^, Y) pour cette nouvelle action T^ de S141.
Mais, comme ^(SH.HO^O, ceci se réécrit Homp^(C^, Y) ̂  Hom^n')- (C^,Y) pour

l'action n^ sur Y.
Comme n^ est identique à n sur S^'^ cela montre que C ' v est stable sous T^S^'^),

ce qui achève la démonstration du lemme.

5.3 DÉMONSTRATION DE LA PARTIE (i) DU THÉORÈME 3. — Du lemme 5 appliqué à
H = = { é ? } il résulte :

Pour tout yeA(a), tout )iea* et tout S(a)-module primaire de type C^, V, l'injection
canonique 0 -> HomsR (€„,, V) -> Hom^y (C^, V) est un isomorphisme.

Comme en outre, d'après le lemme 2, S11 est entière sur F77 et que I -> I n F77 est une
correspondance bijective entre les idéaux maximaux de S1^ et ceux de F77, il résulte de la
proposition B. 1 de l'appendice de Brylinski et de la proposition A. 1 que :

soit encore :
FYY^,

F77 =8(0)^.

Or, d'après la proposition 3 (v), ̂ (1 )̂= F77, et la partie (i) du théorème 3 est donc démontrée.
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5.4 LEMME 6. - Soit y6A(o). Soient reR et H le sous-groupe de R engendré par r
i. e. H = { e, r } . Alors : ° ^ >

(i) F^F^eF^^S^F^,

(ii) pour tout Àea- et tout S(a)-module primaire de type C,, (n, V), l'injection cano-
nique 0 ̂  HomsHx (C,, V) -^ Hornp» (C,, V) est un isomorphisme.

Démonstration. - Comme F^S11 d'après la partie (i) du théorème 3 que nous venons
de démontrer, on a F—F- <= F^ et (i) en résulte. Montrons (ii). Pour cela distinguons
deux cas :

a) si r^R(^), (ii) résulte du lemme 5 appliqué au sous-groupe H = { e, r } de R
fi) si reR(H H1 contient R(^) et l'on a :

S» <= S111 c S^.

De plus, d'après la proposition A. 3, on a :

HomsR (C,, V) ̂  HomsHx (C,, V) ̂  HomsRœ (C,, V) (123)

D'autre part, comme F& contient S'1 d'après (i), on a une injection :

0 -» Homp» (<:„, V) -^ HomsR (C^, V).

Ceci joint à (123) implique :

dim Homp» (C^, V) < dim Homsnx (C^, V)

et l'injection 0 -. Hom^ (C,. V) -. Hom^ (C,, V) est bijective pour des raisons de
dimensions, ce qui achève de prouver le lemme.

5.5 DÉMONSTRATION DE LA PARTIE (ii) DU THÉORÈME 3. - D'après le lemme 2 si H
est un sous-groupe de R, S"1 est entière sur FÏ, et I -. I n FÏ, est une correspondance
bijective entre les idéaux maximaux de S"1 et ceux de FÏ,. Si H={c, r}, il résulte du
lemme 6 (ii) et de la proposition A. 1 que pour tout idéal maximal I de S et tout neN*
l'injection canonique F^I'-nFï,-^ S"1/!" est un isomorphisme. Alors la proposition
de l'appendice de Brylinski montre que Fïi=S"1. Comme, d'après le lemme 6 (i)
Fïi=F^© F^ on en déduit que F^=y, ce qui achève la démonstration du théorème 3'

APPENDICE A

A. 1. — Soient E un espace vectoriel de dimension finie sur C, H un groupe fini d'auto-
morphismes de E, H' un sous-groupe de H, S l'algèbre symétrique de E, S" (resp S"')
es invariants de S sous l'action de H (resp. H'). Pour KeE*, on note I, (resp. I" resp I"'

1 idéal maximal de S (resp. S», resp. S"') correspondant et C, le S-module de dimensL 1
S/I^, ainsi que ses restrictions à S" et S"'.
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LEMME A. 1. — Tout S" "module cyclique, primaire de type t\ est isomorphe à un Sîî-
sous-module d'un S-module primaire de type C^.

Démonstration. — D'après [3], chapitre 5, paragraphe 1, n° 9, théorème 2, S est un S"-
module de type fini. On notera (v^, . . . , i^) un système de générateurs de S sous l'action
de S"

Alors soit Y un S-module cyclique primaire de type C^. En particulier Y ^ S"/!'
avec 1 idéal de codimension finie de S". Soit J=S'I. Clairement J est un idéal de S tel que
jn 8"=!. Alors Y s'injecte dans le S-module X=S/J. Montrons que J est de codimension
finie dans S. Pour cela, soient V le sous-espace de S engendré par le système de géné-
rateurs (^i, . . . , Vn) de S sous S" et Y' un supplémentaire de 1 dans S" contenant 1.

Notons Z=J+Y'-V et montrons que Z=S. D'abord Z contient V (puisque Y' contient
l'identité). Il suffit donc de montrer que Z est stable sous S". Pour ce faire soit ^eS".
On a/?'J c: J puisque J est un idéal de S. D'autre part, si ̂ eY' et ueV, il existe p^eî et /eY
tel que p • y = p l + y f et donc :

( p ' y ) ' v = p ^ - v + y ' -veZ.

On a donc montré que Z est stable sous S". Alors S = Z et J est de codimension finie dans S.
D'autre part, comme Y^S"/! est primaire de type C^, on voit que X=S/S-I vérifie :

X= © X^
heïï/H'1

où H^ est le stabilisateur de K dans H. Notant n l'action de S sur X on définit une nouvelle
action 71' de S sur X par : V/ieF, Vj?eS, VxeX^, n\p)x=n(h.p)x, où F est un système de
représentants de H/H^ dans H. Clairement (TI', X) est primaire dç type C\. D'autre part,
7i et 7i' restreintes à S" coïncident. Alors Y s'injecte, comme S"-module dans (TI', X) et
ceci achève de prouver (iii).

PROPOSITION A.l. — Soit A une sous-algèbre de S" et )ieE*. Les conditions {a\
(b), (c) sont équivalentes :

(à) pour tout S-module primaire de type C^, X, l'injection canonique

0 -> Homs» (C^, X) -> HomA (C,,, X)
est un isomorphisme ;

(b) pour tout S-module primaire de type t\, Y, l'injection canonique

0 -. Horns» (C,, Y) -^ HomA (C,, Y)
est un isomorphisme ;

c) pour tout S-module primaire de type C^, Y, tout A-sous-module de Y est un S"-
module.

Si l'une des conditions (a), (b) ou (c) est vérifiée, on a :
d) pour tout ne^J*, l'injection canonique O^A/rnA^S11/? est une bijection,

où 1 est l'idéal maximal de S" correspondant à À.
Démonstration. — Clairement (c) => (b) => (a). En raisonnant par récurrence sur dim Y
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on voit facilement que (b) => (c). Il reste donc à montrer que (a) => (b). Soit donc Y un
S"-module primaire de type C^ et soit ve\ tel que C-v soit stable sous A. Notons Y'
le S^sous-module de Y engendré par v. D'après le lemme A. 1, on peut regarder Y' comme
un S^sous-module d'un S-module X primaire de type C^. Si l'on suppose (a) vérifié il en
résulte que C-r est un S "-sous-module de X et donc de Y' et (b) est vérifié. L'équivalence
entre (a), (b\ (c) est donc démontrée. Supposons l'une de ces conditions vérifiées et mon-
trons que (d) en résulte. En effet, A/PnA, regardé comme sous-espace de S^P est un
A-sous-module du S^module primaire de type C^, S"/?. Puisque (a), (b) et (c) sont équi-
valents, l'hypothèse implique que (c) est vérifié. Donc A/F n A est stable sous S". Comme
A contient l'identité on en déduit (d).

A. 2. PROPOSITION A. 2. — Les notations sont celles de A. 1 et l'on suppose en outre
que H (resp. H') est engendré par des pseudoréflexions. On note T (resp. T') l'ensemble
des pseudoréflexions de H (resp. H'). Soit À,eE* tel que H' contienne le stabilisateur H^
de À,. On note 1 (resp. I') l'idéal maximal de S" (resp. S"') correspondant à 'k. Alors :

(i) Pour tout entier n > 1, l'application naturelle \|/^ : S"/!" -> S"'/ '̂)" est un isomor-
phisme de S^modules.

(ii) Pour tout S"-module primaire de type <C\, X, l'injection canonique

0 -> HomsH' (C^, X) -> Houis» (C^, X) est un isomorphisme.

Démonstration.— Démontrons d'abord (i).
a) H et H' étant engendrés par des pseudo-réflexions. S" et S"' sont des algèbres de

polynômes.
Supposons S identifié à C[xi, .. .,xJ par le choix d'une base de E, (xi, .. .,Xj), et

soient /?i, ...,^ (resp. 7/1, ...,/^) des éléments homogènes algébriquement indépen-
dants engendrant S" (resp. S"'). Posons, pour terT,veE,t'v==v+ (p^)^, avec ̂ eE et (p^eE*.
Alors on sait que :

JH=detf^)=c(n^) avec CGC*,
\àXjj tëT

JH-detf^) =c'(n^) avec c'eC*
\SXj; tëT

(cf. [2], chapitre V, 5.4, proposition 6). Comme S^^S" on peut définir

J^H-det^eS"'.
WW

On a évidemment JH=JH,H''JH'- Comme JH,H' ^t dans S, on en déduit immédiatement

W^' n e, avec c"eC*.
teT - T'

Comme H' contient H^, pour tout teT—T on a ^(X) ̂  0. D'où JH,H'(^) ̂  0-
b) Comme I^'nS", il est clair que pour tout n > 1, rcr^'^nS". Pour tout n ̂  1,

on a donc un morphisme de S "-modules :^ : P/I^1 -^ (l'^AI')^1.
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Étudions y\. Prenons comme base de I/I2 (resp. l'Ai')2) les images des

^=A-A-(^)^Uresp.^=^-^(À,)eI').

Il est aisé de voir, en utilisant la formule de Taylor, que, rapportée à ces bases, la matrice
de j\ a pour déterminant :

J^HW-det^^).

Donc d'après le point a\ j\ est bijective.
c) Étudions /„. Soit q'eV". Alors :

<?'= E ^'l)llx...x(^)lS
i=(il,...,il)e^1

iî+...+ii>n

où la somme est en fait finie.
D'après la surjectivité de j\, pour tout indice 1 <^j < l il existe r,el tel que ^e^4-(I')2.

Posons :
r= Z ^(r^x . . . x^)1'.

i=(ii,...,ii)e^1

(ii+...+ii)>n

Clairement, reF et ^'er+^'y^1. Ce qui démontre que jn est surjective. Mais P/r^1

et (ryAry'^1 ont même dimension puisque SH et S" sont des algèbres de polynômes à l
variables. Donc j^ est bijective.

d) Le diagramme suivant est commutatif :

0

0 -, p/l^1 ——, S"/!̂ 1 ——> S"/? —> 0

| Jn [ ^n+1 | ̂ n

o -, (ryAi')^1 -> S^AI')^ 1 -> s^/çry -. o
lo

Alors une simple récurrence permet d'achever la démonstration de (i).
Montrons maintenant (ii).
Soit (peHomsH(C^,X). On veut démontrer que (peHomsH'(C^,X). Comme X est un

S^-module primaire de typ>e C^, il suffit de démontrer que (p(C^) est stable sous S"'. Soit
uG(p(C^). Pour n assez grand, il existe un homomorphisme de S^-modules:

\|/ : S^AI')" -. S"' • v , avec v|/(l + (!')") = v .

Alors, soit qeS^. D'après (i), il existe peS11 avec :

^(ir^+ar.
Alors :

^^==^+(ir)=^+(ir)=^-vi/(i+(rn.
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Soit encore q ' v ==p'v. Comme ue(p(C^) et peSïl, on a q've^>(C^)'q.e.d.

PROPOSITION A. 3. — Les notations sont celles de A. 1. On suppose en outre que H est
isomorphe à un produit de copies de Z/2Z.

Soit XeE*. On suppose que H' contient le stabilisateur H^ de X dans H. Alors pour
tout S^-module primaire de type C^, (7t,X), l'injection canonique

Homs;H'(C^, X) -^ Homs" (C\, X)
est un isomorphisme.

Démonstration. — II résulte de la proposition A. 1 qu'il suffit de démontrer l'assertion
du lemme pour tout S-module primaire de type C^. Il en résulte qu'il suffit de démontrer
le lemme dans le cas où H/H' ̂  Z/2Z, ce que nous ferons dans la suite. On procède alors
par récurrence sur la dimension de X.

Supposons le lemme démontré pour tout S" -module primaire de type C^ de dimen-
sion strictement inférieure à n. Soit (TC, X) un S" -module primaire de type C^ de dimen-
sion n et soit (peHomsH(C^,X), (p^O. Soit ue(p(t\), v^O. Si S" .r^X, (peHomsH'(C^,X)
grâce à l'hypothèse de récurrence appliquée à S" ' v . On suppose maintenant que S" -y=X.
Notons 1 (resp. I') l'idéal maximal de S" (resp. S"') correspondant à À,. Alors X = Cv © F • v.
D'autre part S11 agit scalairement sur C ' v , donc aussi sur Y ' v et par l'hypothèse de récur-
rence on en déduit que S"' agit scalairement sur V ' v .

Définissons une application linéaire p de S" vers V ' v par :

V^eS"', p'v=p(k)v+p(p).

De la définition de p et du fait que S"' agit scalairement sur I' • v, il résulte :

V '̂eS"',, pÇpp^pWp'WWp).

D'autre part, S" agissant scalairement sur v, p est nulle sur S". Décomposons maintenant S"
sous l'action de H et écrivons :

S^S^S^' avec SH^S-,

où r est l'élément non trivial de H/H'.
Comme H/H' ̂  Z/2Z, SH,H' • SH,H' c S". Donc :

V^,^eSH,H', 0=^)p( '̂)+ '̂(?i)p(^).

D'autre part, comme H' contient H^, pour tout h e H tel que r(h) ̂  1 on a h ̂ H^. Par consé-
quent il existe /?O^SH,H' tel que /?oW ̂  0- II en résulte que :

V^eSn,H', P(^)——^P(A)).
PoW

Ceci appliqué à/?o montre que p(po)=0 et donc p est nulle sur SH,H'- Finalement p est
nulle sur S"' et Cv est bien stable sous S", ce qui achève la démonstration de la proposition.
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A. 3. PROPOSITION A. 4. — Soient E un espace vectoriel de dimension finie sur C,
H un groupe fini d'automorphismes de E, H° un sous-groupe distingué de H engendré
par des pseudoréflexions, R = H/H°. Soient S l'algèbre symétrique de E, S"0 les invariants
de S sous l'action de H°. C'est un R-module. On suppose R commutatif. Alors :

(i) II existe une représentation de R dans un espace vectoriel F sur C et un iso-
morphisme d'algèbres S"0 --> S(F) qui est en outre un isomorphisme de R-modules.

(ii) La représentation de R dans F est fidèle.
(iii) Si Q est l'ensemble des représentations irréductibles de R intervenant dans la décom-

position en composantes isotypiques du R-module F, Q engendre R, dual de R.
Démonstration. — (i) II est clair qu'il suffit d'exhiber des générateurs homogènes algé-

briquement indépendants de S"0 (qui est une algèbre de polynômes puisque H° est engendré
par des pseudoréflexions), ;?i, .. .,pi tels que R ' p i <= Cpi f = l , . . . , < (notons que /=dim E).

Ceci résultera de la démonstration par récurrence sur n(n=l , . . . ,?) de la propriété :
II existe ^i,.. . ,^j générateurs homogènes algébriquement indépendants de S"0 tels

1 "/ que d°qi>d°qj implique i >j et pour i= 1,.. .,n, R.<^ est inclus dans C<^.
Dans la suite on fixe sur S(E)HO un produit scalaire invariant par R, provenant d'un pro-

duit scalaire sur E invariant par H.
On notera S^ la puissance symétrique ^ième de E.
Étudions (^\). Soient (? i , . . . ,^ des générateurs homogènes algébriquement indé-

pendants de S"0 vérifiant : d°qi > d°qj •=> i >j. Alors q^ est constant et c^, . . . , qi vérifient
(^i).

Supposons maintenant (^) vraie avec n < l et montrons que (^,+i) est vraie. Soit alors
<îi, .. .,^ vérifiant ( ,̂). Soit Si la sous-algèbre de S"0 engendrée par q^, .. .,^ et Sj-
l'orthogonal de Si dans S"0. On a :

S"0 = © (S^)"0, Si = © (Si n S )̂, Si = © (Si n S^)
pe^J pe^ peM

Notons Sf^SinS^ et (S^^S^nS^.
Alors (S^^SfO^S^ et cette décomposition est stable sous R.
Soit po=mî{p \pe^ (S^0 ̂  S? }.
On a évidemment po=d°qn+i. D'autre part, comme (S^0 est stable par R, on peut

choisir une base (^i, ..., ̂ ) de (S^0 telle que R-^ c Cy^
k

II est facile de voir que (S^^^S?0® ^ Cq^+i, où k est le plus grand entier tel que
d°q^=d°q^,.

Notons que cette décomposition n'a pas de raison d'être stable sous R. On définit alors
^.....^eS^par :

q[=qi, f = l , . . . , n
qn+i=yi, i=l, . . . , fc
<^=^ f=n+fe+l, .. . , 1

La sous-algèbre de S"0 engendrée par q[, . . . , q[ contient ^i, . . . , qi. Donc q\, . . . , q\
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engendrent S"0. Pour des raisons de degré de transcendance q[, .. .,q\ sont algébrique-
ment indépendants (ç/: [2],V. 5.3, théorème 1). Alors (q[, . . . , ̂ vérifie (^,+i). La démons-
tration de (^) n= 1, ..., l est achevée et (i) en résulte.

(ii) Faisons agir H sur E*, dual complexe de E, par représentation contragrédiente.
H étant un groupe yîm d'automorphismes de E, il existe À-eE* qui n'est fixé par aucun
élément de H autre que l'élément neutre. Le caractère ̂  de S"0, correspondant à X, s'iden-
tifie alors à un point de F* qui n'est fixé par aucun élément de R autre que l'élément neutre.
(ii) en résulte.

(iii) est une conséquence immédiate de (ii).

APPENDICE B

PA.R JEAN-LUC BRYLINSKI

On établit ici un résultat d'algèbre commutative, dont P. Delorme a besoin pour la
démonstration du théorème 3.

PROPOSITION B.l. — Soit B une algèbre intègre, intégralement close, de type fini
sur un corps k algébriquement clos. Soit A une sous-algèbre de B telle que

(i) B est entière sur A ;
(ii) l'application M -> M n A est une bijection de l'ensemble des idéaux maximaux

de B sur l'ensemble des idéaux maximaux de A ;
(iii) pour tout idéal maximal Jt de B, l'injection canonique A/e^nA <4 B/e^" est

une bijection, pour tout entier n >. 1.
Alors A =B.

LEMME B.l. — A est une algèbre de type fini sur k.
Démonstration. — Soit (^i)i^i<N une famille finie de générateurs de la fe-algèbre B.

Comme chaque x» est entier sur A,, on a une équation :

x^-hOf,! •xf1"1 + . . . +0^=0, avec ^.eA.

Soit C la sous-fc-algèbre de A engendrée par les a^{\ ̂ KN, 1 ^j<pi). Elle est de type
fini. Chaque Xf est entier sur C, donc B est entière sur C. Donc B est de type fini comme
C-module (les x{ avec 1 <;<N, 0<j<pi—l forment un système de générateurs). A est
un sous C-module de B, donc est aussi de type fini puisque C est noethérien. En particu-
lier A est de type fini comme C-algèbre, donc comme fe-algèbre puisque C est de type fini
sur k.

LEMME B.2. — A et B ont même corps de fractions.
Démonstration. — On raisonnera par l'absurde. Soit K le corps des fractions de A,

et x un élément de B qui n'est pas clans K. Comme B est entière sur A, x satisfait une équa-
tion algébrique à coefficients dans K. Soit x^+aix""^ . . . +^=0 une telle équation,
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de degré minimal. Par hypothèse n > 2. Soit A le discriminant de ce polynôme, soit A'
la fe-algèbre de K engendrée par A, a^ . . . , a^ A~1.

D'après le Nullstellensatz, A' a un idéal maximal M*. L'algèbre

(A7^')[x]=(A7^)(2)^A'M

est un produit de n corps, d'après la construction de A' (car si a^ est la classe de a, dans A'/^',
les n racines du polynôme X^^X""1 + . . . -\-~àn sont distinctes).

Soit e^=An M' ; c'est un idéal maximal de A, et on a : kjM ̂  k'jM'\ On a

(A/JT) ®A A M ̂  (A'/^') ®A' A' [x ] .

Il existe donc n idéaux maximaux M^ . . . , M^ de A[x] tels que M^c\k=M.
D'après le premier théorème de Cohen-Seidenberg [S, chapitre III, Proposition 2,

p. 40] vu que B est entière sur A, il existe des idéaux maximaux ̂  de B tels que

^nA[x]=^.

On a donc ̂ i -^ ^2 et ̂ in A = M = ̂ 2 n A. Ceci contredit l'hypothèse (ii). Cette démons-
tration suppose implicitement k de caractéristique 0. Pour se débarrasser en toute caracté-
ristique des phénomènes d'inséparabilité, il faut utiliser l'hypothèse (iii).

Le lemme 2 implique que B est la clôture intégrale de A (dans son corps de fractions).
Si M est un idéal maximal de A, on note A^ l'anneau local de A en Ji (c'est le localisé
de A par rapport à A — M\ et Â^ le complété de A^ pour la topologie e^-adique. Notations
semblables B^, By pour 9 un idéal maximal de B.

LEMME B.3. — Soit S^ un idéal maximal de B, soit ^==^nA. L'anneau Âj^ est
intègre. L'application canonique Â^y -> By fait de By la clôture intégrale de Â^.

Démonstration. — Tout d'abord, il résulte de [Z-S, Chapitre VI, § 14, théorème 13, p. 95]
que By est la clôture intégrale de A^. D'après un théorème de Zariski [Z-S, Chapitre VIII,
§ 13, théorème 33, p. 320], Â^ -> Ê^, est l'homomorphisme de Â^ vers la clôture intégrale
de Â^ dans son anneau total des fractions (on utilise ici l'hypothèse (ii) ; en général, la
clôture intégrale en question serait un anneau semi-local). D'après [Z-S, Chapitre VIII,
§ 13, théorème 32, p. 320], By est intègre. Il en résulte que Â^ est intègre et que Â^ -> È^
est injectif.

LEMME B. 4. — Sous les hypothèses du lemme 3, Âj^ -> Ê^» est une bijection.
Démonstration. — II reste à montrer que (p : Â^ -> By est surjectif.
On a Ê^= lim(B/^1)^ lim (A/^"nA) d'après l'hypothèse (iii). Ainsi on doit montrer

* ~ n n

que l'application canonique (p : lin^A/e^") -> lim(A/^"nA) est surjective. Il suffit pour
* ~ n * ~ n

cela de prouver que pour tout entier p, il existe un entier q tel que ^q n A c: ̂ p. C'est ce
qu'assure un théorème de Chevalley [Z-S, Chapitre VIII, §5, théorème 13, p. 270], vu
que/^(^nA)=0.

q
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II est maintenant facile de conclure que B =A. Il suffit de montrer que l'homomorphisme
A^ -> B ®A A^ est bijectifpour tout idéal maximal M de A. Si 9 est l'unique idéal maxi-
mal de B tel que ^nB==^, F idéal ^-B est ^-primaire, de sorte que B(>OAA^=B^
et que sur B^, la topologie Sadique et la topologie Sadique (de A^-module) coïncident.
Or Â^ est un A^-module fidèlement plat. Pour le voir, il faut vérifier que Â^ est plat et
que M ®A^ ^M ̂  0 pour tout A^-module ̂  0.

Or A^ est un anneau de Zariski [Z-S, Chapitre VIII, § 4, Exemple 1, p. 264] donc Â^
est plat sur A^ [loc. cit., théorème 11 ]. Soit M un module non nul. On peut trouver un
idéal 1 de A^, 1 ̂  A^ et une injection A^/I -> M. Comme (A^/I) (x)^ Â^ -> M (S)A^ Â^
est injectif (grâce à la platitude de Â^), il suffit de montrer que (A^/I) ®Ajy ^M est non t^l.

Or (A^/I)®A^ Â^=Â^/I-Â^. Comme 1 ̂  A^, on a 1 <=. M, et I-Â^ c cJTÂ^ ç: Â^.
Puisque Â^ est fidèlement plat sur A^, il suffira de montrer que Â^-^B^O^A^ Â^

est une bijection. Comme sur B^>, les topologies ^-adiques et ^-adiques coïncident, on a
B^ ®AJ( Â^ = Êy et Â^ -» Ê^» est bijectif par le lemme 4 (c. q. f. d.).

Remarque. — La fin de la démonstration se simplifie si on suppose que B est régulier.
En effet, pour tout <^, Â^ est régulier, donc aussi A^ est régulier. A étant régulier, il
coïncide avec son normalisé B.

Je remercie M. Demazure pour d'utiles discussions.
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