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SUR LES OPERATIONS HOLOMORPHES
DU GROUPE ADDITIF COMPLEXE
SUR L’ESPACE DE DEUX VARIABLES COMPLEXES ()

PAR Masakazu SUZUKI

Introduction

En 1968, R. Rentschler [7] a montré que toute opération algébrique du groupe additif
d’un corps k de caractéristique nulle sur le plan affine k2 est algébriquement équivalente
a une opération de la forme t o (x, y) = (x, y+ f(x) ), ou tek, (x, y) e k? et fe k [X].

Le présent article est consacré a 1’étude des opérations holomorphes du groupe additif C
des nombres complexes. Aprés avoir rappelé au paragraphe 1 quelques notions introduites
dans [14], on étudie dans le paragraphe 2 les opérations holomorphes ¢ : CxV —V
de C sur une variété algébrique affine complexe V telle que, pour tout ¢ € C, @, soit un
automorphisme algébrique de V, ol ¢, (x) = ¢ (¢, x). Une telle opération ¢ sera dite
quasi-algébrique. On montrera tout d’abord par le passage a ’espace dual de 1’espace
des fonctions sur V (?), que toute opération quasi-algébrique de C sur V provient d’une
opération de type exponentiel Y sur un espace vectoriel complexe de dimension finie,
c’est-a-dire Y, = exp t A, A étant une matrice constante (§ 2, th. 1). Dans le méme para-
graphe, on trouve le résultat suivant (th. 2) : Toute opération quasi-algébrique de C sur
le plan affine complexe C* & coordonnées x, y, est algébriquement équivalente a I'une des
opérations suivantes : 1° opérations dégénérées (i. e., opérations laissant invariantes les
droites x = Cte); 2° opérations de type exponentiel : z o (x, y) = exp ¢t A, ol A est une
(2,2)-matrice  coefficients dans C; 3° opérations de la forme ¢ o (x, y) = (x €", (y+1x™) &™),
ol m est un entier 20 et AeC*=C—{0}.

Dans le paragraphe 3, on étudie les opérations holomorphes de C sur I’espace C? de
deux variables complexes x, y d orbites propres (cf. le n° 6), et on montre, a 1’aide du théo-
réme de MUe H. Saito [9], qu’une telle opération ¢ est analytiquement équivalente & I’une
des opérations suivantes : 1° opérations dégénérées; 2° opérations de type exponentiel

(*) Une partie des résultats de cet article est annoncé dans [15].
(*) Cf.R. W. Richardson [8]. L’auteur doit cette idée & M. D. I. Lieberman que je voudrais remercier ici.
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to(x,y) = (xé, ye*) avec A, peC* et pAeQ; 3° opérations de la forme
to(x, p) = (xe™ @, ye™™ O oum,neN-{0},z=x™y"et A est une fonction entiére
d’une variable; 4° opérations de la forme a™!op,o0q, ol a(x,y) = (x, x' y+a(x)),
I1eN—{0}, a(x) est un polynéme en x de degré < /—1 tel que a(0) # 0 et p est une
opération de type 3° ci-dessus telle que A (z) ait un zéro d’ordre = //m en z = 0.

En combinant ce résultat avec le théoréme de [14], on obtient le corollaire suivant :
Toute opération holomorphe du groupe multiplicatif complexe C* sur I’espace C? est analy-
tiqguement équivalente & une opération de la forme so(x,y) = (s"x, s"y), ou seC*,
(x,)eC* et myne Z.

Dans le paragraphe 4, on étudie les applications holomorphes de type algébrique
(¢f. le n° 8 psur la définition); on obtient d’abord une formule sur les indices le long des
fibres critiques (voir la proposition 2 et son corollaire du n° 9); puis, on établit une propo-
sition sur la finitude des valeurs critiques de ces applications (proposition 3 du n° 10),
qui nous permet de généraliser le théoréme de Nishino sur les fonctions entiéres de la
classe (A) a notre cas (théoréme N de la fin du n° 10). Ces résultats du paragraphe 4
sont utilisés dans les paragraphes 2 et 3.

I. — Généralités

1. EQUIVALENCES ALGEBRIQUES OU ANALYTIQUES. — Soit @ : CXV — V une opération
holomorphe du groupe additif complexe C sur un espace analytique V. On désignera
par ¢, pour chaque ¢ € C I’automorphisme analytique de V défini par o, (x) = o (¢, x),
ol x € V. Par définition, on a @y = id, @,,, = @, > @,, quels que soient 5, te C. Si V est
une variété algébrique (complexe) et que chaque ¢, est un automorphisme algébrique
de V, on dira que o est quasi-algébrigue. ¢ sera dite algébrique, si’application ¢ : CxV —V
est algébrique (réguliére).

Deux opérations holomorphes (resp. quasi-algébriques) ¢ et Y seront dites analyti-
quement (resp. algébriquement) équivalentes I’une a I’autre, s’il existe un automorphisme
analytique (resp. algébrique) o de V tel que ’on ait y, = o™ o @, o o pour tout ¢ € C.

2. TYPES D’ORBITES, TYPES D’OPERATIONS. — Si x € V n’est pas un point fixe de ¢, son
orbite C, = { 9, (x) | te C } par ¢ est isomorphe, en tant que variété analytique abstraite,
aC,acC*t= C—{O }, ou bien a un tore complexe de dimension un; pour chacun de
ces trois cas, on dira que C, est de type C, de type C* ou de type T, respectivement. Comme
on I’a vu dans [14], presque toutes les orbites sont d’un méme type (topologique); préci-
sément, il existe un sous-ensemble e de V de capacité logarithmique nulle, invariant par ¢
et tel que toutes les orbites dans V—e soient d’un méme type. On dira que ¢ est de type C,
de type C* ou de type T, si les orbites dans V—e le sont. Lorsque V est une variété de
Stein, ¢ n’a évidemment aucune orbite de type T.

© THEOREME [14] — Soit ¢ une opération holomorphe de C sur un espace de Stein V.
Alors, pour toute g-orbite C de type C*, 'adhérence C dans V de C est une courbe analytique
(complexe) dans V. (C—C consiste donc en un seul point, ou bien est vide).
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N.B. — o étant I’ensemble des points singuliers de ¢ (codim ¢ = 2), dans [14] on a
dit seulement que : I’adhérence dans V —o de C est une courbe analytique. Mais, en suivant
la méme idée de raisonnement que dans [14], on peut en fait montrer le théoréme énoncé ici.

II. — Opérations quasi-algébriques

3. LINEARISATION. — Soit V un espace analytique complexe compact, normal et
irréductible, D un sous-ensemble analytique de V purement 1-codimensionel et posons
V = V-D. Soit A (V) I’espace vectoriel complexe (ou 1’algébre) des fonctions holomorphes

sur V qui sont méromorphes sur V, ¢ : CxV — V une opération holomorphe de C sur V
telle que fo @, e A (V) pour tous feA (V) et teC. On a alors :

LemMe 1. — Quelle que soit fe A (V), le sous-espace vectoriel E; de A (V) engendré
par Densemble {f-¢,|teC} est de dimension finie sur C.

En effet, soit P un point régulier de D; prenons un systétme de coordonnées locales
X1, X2, « 5 Xu—1, ¥ dans un voisinage U de P de fagon que D n U soit définie par 1’équa-
tion y = 0 et que I’image de U dans 1’espace C, des variables x;, x», ..., X,_q, ¥ soit de
la forme A x [ |y | < 1], ol A est un ouvert dans I’espace (x), ol X = (X1, X3, - -, Xy—y)-
Considérons le développement de Laurent :

fo(pt(x’ y)= Z ak(x, t)yk

—ow<k<oo

de la fonction fo ¢, dans Ax[ |y | < 1]. On désignera par e, (m e N) I’ensemble des
points ¢t € C tels que @, (x, £) = 0 sur A pour tout £k < —m. On a alors,

U e.=C,

meN

puisque fo @, € A (V) pour chaque ¢ € C. Par suite, il existe un entier positif M tel que e,
soit non-dénombrable, de sorte que ey posséde au moins un point d’accumulation. Or,
a, (x, t) pour k < —M est holomorphe sur A x C et s’annule sur A x ey; on a donc, ¢, = 0
pour k < —M, ce qui dit que les diviseurs v (fo ¢@,) définis par les fonctions fo ¢,
sont = —M - D au voisinage de P.

Comme D n’a qu’un nombre fini de composantes irréductibles, on peut donc trouver

un entier ky, € N tel que v (fo @) = —ko- D (sur V) pour tout ¢ € C. Il en résulte que E,
est dans I’espace vectoriel complexe des fonctions /€ A (V) telles quev (k) = —k, - D,
qui est de dimension finie, (d’aprés K. Kodaira [3] et H. Cartan-J.-P. Serre [2]). Donc,
E; est aussi de dimension fini.

C.Q.F.D.

THEOREME 1. — Soit ¢ : CxV — V une opération quasi-algébrique de C sur une variété
algébrique affine complexe V. Il existe alors une application algébrique réguliére et injective
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3 :V— C™ pour un certain me N et une (m, m)-matrice A a coefficients complexes, de
fagon que Ion ait 80 @, = (expt A) o8 pour tout teC.

En effet, soit V un sous-ensemble algébrique de C" dont les coordonnées sont
X1, X2, -« 5 Xy A (V) D’espace des fonctions algébriques réguliéres sur V. Alors, d’aprés
le lemme 1, le sous-espace vectoriel E (x;) de A (V) engendré par {xi o @, [ teC} est
de dimension finie pour chaque ie{1,2,...,n}; par suite, la dimension m de

E = Y E (x,) est aussi finie.

i=1

On définit sur E une opération holomorphe p de C, en posant
w(f) =r0

pour feE, te C. Chaque p, est linéaire. Soit E* ’espace dual de E, p* la C-opération
sur E* ~ C™ induite de p par dualité :

1 (@) = z(m ()

ol ze E* feE; onap*e GL (m, C) pour tout ¢ € C. Il existe donc une (m, m)-matrice A
a coefficients dans C tel que I’on ait p* = exp ¢ A pour tout z€ C.

Soit maintenant & : V — E* ’application définie par 3 (x) f = f(x), ou xe€V et feE.
Puisque E contient les fonctions coordonnées x;, x,, ..., X, de C, (2 V), d est injective.
On vérifie aisément

S0, =08 =(exptA)od.

REMARQUE ET NOTATIONS. — Aprés un changement de coordonnées linéaire dans C™,
on peut supposer que la matrice A est de la forme canonique de Jordan :

A, 0
A= = ,
0 A,
ou A; est de la forme
YV |

A 100

oL, MmeC
0 M1
M

On désignera par E; le sous-espace vectoriel de C™ correspondant au facteur
r

A;(C"= @ E)); par 3; : V— E, 'application composée de & et de la projection cano-
i=1

nique C" — E;. On a
dio@, = (exptA;)od,;
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Or, expt A; = €4'F,, (1), ou m; = dim E, et F, (¢) est (k, k)-matrice de la forme :

~ 2 k=1 -]
1 L !
2 k—1
f-2
1 ¢ —
F.(1) = . k—2
1

Si wu;y, 4y, ..., Uiy, sont les coordonnées de E;, toute orbite dans E;—(I’axe u;;) de la
C-opération p; = (exp ¢ A;),. ¢ est de type C. On désignera 1’axe u;, par L;. L’opération p,
restreinte a L; est de la forme : 7.u;; = €' u;;. Par conséquent, une orbite C non-triviale
de la C-opération p = (exp f A), . sur C™ est de type C* si, et seulement s’il existe un sous-

ensemble Ade {1,2,...,r}telqueCc @ L; (<= C™ et que ’on ait A;/A; € Q pour
ieA

toute paire 7, j€ A avec A; # 0. En particulier, toute p-orbite de type C* est une courbe

algébrique. Comme J : V — C™ est algébrique, il en résulte que :

COROLLAIRE 1. — Toute orbite de type C* d’une C-opération quasi-algébrigque sur une
variété algébrique affine est une courbe algébrique.

4. OPERATIONS DE TYPE C¥*,

COROLLAIRE 2. — A toute C-opération quasi-algébrique ¢ de type C* sur une variété
algébrique affine V, il correspond une C*-opération algébrique \ sur V et un nombre complexe
k (# 0) tels que I'on ait

¢, = \l’exp k.t

pour tout te€ C. En particulier, ¢ n’a pas d’orbite de type C.

En effet, en utilisant les notations du numéro précédent, on a §; (V) = L; pour tout i;
I’application & = (84, 8,, ...,8,) : V> @ L, ~ C satisfait & §o¢, = p,095, ol

i=1
Be(Ziy 22y oo s 2) = (€72, €2, ..., @ 2). Si @ n’est pas triviale, il existe -un
ie{l,2,...,r} tel que A;# 0. Soit A; # O pour fixer les idées. En supposant
(V) # {0}, on a MfJAy =nyny (n;€Z, nyeZ—{0}), car ¢ est de type C*. Soit
k = Mi/ny (= Ayfn). On a alors, Qpyqm) = @ pour € C; par suite, en associant,
a chaque s€C* Y, = Q1m)10gs» ON Obtient une C*-opération Y qui satisfait aux
conditions demandées.
C.Q.F.D.

COROLLAIRE 3. — Si \ est une C*-opération quasi-algébrique sur une variété algébrique
affine V, il existe une application algébrique réguliére et injective & : V— C" (r € N) telle
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que lon ait § o\, = p o8 pour tout se C*, oi
Ha(Es Zas oo 2) = (" 20, %25, s §72)

et ny,n,, ...,n €Z. En particulier, I est algébrique.
On tire ce résultat de la preuve du corollaire 2 ci-dessus.

5. OPERATIONS QUASI ALGEBRIQUE DE C SUR LE PLAN AFFINE COMPLEXE. — Soit E = C2
le plan affine complexe, dont les coordonnées sont x, y. Commengons par donner quelques
exemples de C-opérations typiques sur E :

(1) Opérations dégénérées. — Si les droites définies par : x = ¢ (c € C) soni invariantes
par une C-opération holomorphe ¢ sur E, on a alors, comme on le vérifie aisément,

((1) oo (pt(x’ y) = (xa y+a(x)t),
ou bien
B ... 0(x, y) =(x, P (y=b(x)+b(x)),

oll a (x),-A (x) sont des fonctions entiéres d’une variable x et b (x) est une fonction méro-
morphe de x telle que A (x) - b (x) soit holomorphe sur le plan | x | < 0. Ces deux types
d’opérations seront dites dégénérées. Pour que (o) [resp. (B)] soit quasi-algébrique, il
faut et il suffit que a (x) [resp. b (x)] soit un polynéme de x (et que A = Cte).

(2) Opérations de type exponentiel. — Une C-opération holomorphe ¢ sur C? telle
que @, (x, y) = (x, y) exp t A [ou € C et A est une (2,2)-matrice non-nulle & coefficients
dans C] se réduit, par une transformation linéaire de coordonnées, & une opération de
la forme :

(W to(x, y) = (" x, e y);
ou bien
@) to(x, y) = (e x, & (y+1x)),
ol A eC*=C—-{0}, peC. »

(3) Opérations de la forme :
2 - () to(x, y) = (¥ x, e™ (y+1x"),
ol AeC* neN (= lensemble des entiers = 0).

 THEOREME 2. — Toute opération quasi-algébrique ¢ : CxE — E de C sur le plan affine
complexe E est algébriquement équivalente (cf. le n° 1) a une opération dégénérée (o)
ci-dessus avec a € C [X], ou bien d I'une des opérations (Y) et (8,) ci-dessus (n = 0,1, 2, ...).

On commence par faire quelques remarques dont on aura besoin dans la preuve de
ce théoréme. :

LeMME - 2. — L’ensemble des valeurs critiques d’une application polynémiale
o : C™ — C" est un sous ensemble algébrique de C" [on dit qu’un point z € C* est valeur
critique de o, s’il n’existe aucun voisinage U de z tel que o~ (U) soit méme topologzquement
un espace fibré trivial sur U par rapport & la projection o |u AR
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LEMME 3. — Si une application polynémiale o : C" — C" est injective, o est alors surjective
et biréguliere (i. e. I'application inverse est aussi polynémiale).

LeMME 4. — Soient (M, p, S) une famille holomorphe de courbes analytiques complexes
irréductibles et d’ordre un sur un espace analytique S [i. e. p : M — S est une application
holomorphe surjective et de rang constant 1 telle que p~! (2) soit irréductible et d’ordre un
pour tout z€ S], f: M — R une application holomorphe de M dans une courbe analytique
complexe R et enfin z,, z,, ..., z,, ... une suite de points de S tendant vers un point z, € S
telle que f Ip_l (z SOt injective pour tout n € N. Alors, si fo = f |p_1 (zo) €St non-constante,
fo est injective (Théoréme de Hurwitz).

LeEMME 5 [12]. — Soit P (x, y) e C[x, y] un polynéme irréductible de deux variables
complexes x, y tel que la courbe définie par : P = 0 dans C? soit non-singuliére et simplement
connexe. Alors, toute courbe définie par : P = Cte dans C? est irréductible, non-singuliére
et simplement connexe. De plus, on peut trouver un autre polynéme Q (x, y)e C [x, y]
tel que Papplication : x' = P (x, y), y' = Q (x, y) soit un automorphisme algébrique de C2.

Nous allons maintenant montrer le théoréme 2 :

1° Commengons par examiner le cas particulier suivant : on suppose qu’il existe deux
polyndmes non-constants f, ge C[x, y] tels que l’on ait

€Y foo, = €"f,
® gog, =e™ (g+1tf™),

ou A e Cet me N. Alors, ¢ est algébriquement équivalente & une opération de la forme (o)
(dans le cas A = 0), ou bien a une opération de la forme (3,) (dans le cas A # 0), oune N.
En effet :

— le cas A = 0 : f est constante sur chaque orbite de ¢ [d’aprés (1)] et ces orbites
dans E—f "1 (0) sont de type C [d’aprés (2)]. Soit f, € C[x, y] le polyndme primitif
associé & f (voir le n° 8 du paragraphe 4). 1l existe alors un polynéme & e C [z] tel que
f = E(fo); compte tenu du lemme 5, on a f,"! (z) & C pour tout z e C. Donc, d’aprés
le lemme 5, il existe un polynoéme g, € C [x, y] tel que ’application & = (f5, go) : E— C?
soit biréguliére. La C-opération (oo @, o o™ 1), ¢ sur C? est dégénérée, donc de type (o)
ci-dessus.

— le cas M # 0 : comme toute orbite dans C*xC de l’opération p définie par
g (z w)= (" z, €™ (w+tz") est une courbe non-algébrique, 1’application
V¥ = (f; g) : E— C? n’a pas de valeur critique dans C* x C (d’aprés le lemme 2 ci-dessus);
E—f "1 (0) est par suite un revétement fini de C*x C par rapport & la projection .
Soit v le nombre de feuillets de ce revétement. Alors, f; = :/ f est régulier sur E, donc un
polyndéme. Les fibres f,~* (z) de f, sont irréductibles, non-singuliéres et isomorphes a C,
y compris f ! (0), compte tenu du lemme 5. Si g est constante = b sur la fibre
Fo =f,"1(0) (=f"1(0), on a b = 0, d’aprés (2). Soit k I’ordre de zéro de g sur F,.
Alors, le polyndme g, = g/f¥ est non-constant sur F, et de degré un sur chaque fibre
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fo~! (2) pour z e C*. Done, d’aprés le lemme 4 et le lemme 3, I’application

a=(fo,8): E—C?
est biréguliére.

On vérifie aisément :
(@o o0 ) (z, w) = (€' z, ™ (w+12"),

o A=Ay, n=mv—k. ¢ est donc algébriquement équivalente & une opération de
type (3,).

2° Revenons maintenant au cas général : ¢ est une opération quasi-algébrique de C
sur E. D’aprés le théoréme 1, il existe une application polynémiale injective & de E dans
C™ (m < o0) et une (m, m)-matrice constante A telle que 8o @, = (exp ¢ A).d pour tout
teC.

On peut supposer :

(k) qu’il n’existe aucun sous-espace vectoriel de C™ de codimension > 0, invariant
par exp ¢t A pour tout te€ C et contenant 1’image 9 (E);

et que A est de la forme canonique de Jordan. On utilisera les notations introduites dans
laremarque du théoréme 1 (n°3) : A;, A, E;, &5, uyj,etc. i=1,2, ...,r;j=12, ..., my,
ol m; = dim E;). On posera f;; = u;;°3;; ce sont des fonctions polynomiales sur E.
Comme le sous-espace vectoriel de E; défini par : u;, = 0 est invariant par exp t A;,
on a, d’aprés I’hypothése (%), fim, # O pour chaque i.

(i) Le cas ol m; = 2 et f;, # Cte pour un i. L’application
\Il=(fimufim,—1): E—’Cz

satisfait 3 Vo @, = p, o pour tout te€ C, ou p est une C-opération de la forme (5,).
Donc, comme on I’a vu dans le cas 1°, ¢ est algébriquement équivalente & une opération
de la forme (o), ou bien (3,), ou neN.

(i) Le cas o m; = 2 et fi,, = a (# 0) pour un i. On a A; = 0. La fonction g = fi,, -,
satisfait & go ¢, = g+at pour tout e C. Il en résulte que g : E— C est une fibration
analytique triviale sur C; en effet, ’application 4 :Cxg~'(0) —E définie par
h(t, p) = ¢,(p) est un isomorphisme analytique. Donc, chaque fibre g~ (w) (weC)
est isomorphe a C.

Or,silesA; (j=1,2, ..., r) sont tous nuls, exp ¢ A est un polyndme en ¢ [a valeurs
dans les (m, m)-matrices]; comme & : E — C™ algébrique et injective, il en résulte que
¢ : CxE—E est aussi algébrique réguliére; sa restriction 2 & Cxg~!(0) I’est aussi;
h est donc un isomorphisme algébrique de Cxg~!(0) sur E. On vérifie aisément :
(h™ro@,0h) (z, w) = (z+t, w) ,out,ze C,weg™!(0) # C. Donc, ¢ est algébriquement
équivalente a une opération de la forme (o).

S’il existe un A; # 0 (i #j), lapplication ¥ = (fjm,,8) : E— C? satisfait a
Yo, =p, oY pour 'opération p de la forme (3,) avec A = A;. Donc, d’aprés ce
qu'on a vu dans le cas 1° ¢ est algébriquement équivalente & une opération de la
forme (3,), ne N.
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(iii) 11 ne reste donc qu’a examiner le cas ou dim E; = 1 pour tout i. Remarquons
d’abord que, dans ce cas, toute orbite de type C de ’opération exp ¢ A, ainsi que de I’opé-
ration @, est une courbe non-algébrique (s’il en existe). Puis, si I’on factorise un f; = f};
en un produit gy' g5* ... gy de polyndmes irréductibles g, e C[x,y] (k = 1,2, ..., n),
les courbes C, définies par g, = 0 dans E [les composantes irréductibles de F; = f; ™! (0)]
sont invariantes par chaque ¢, (t € C), puisque F; I’est. (Rappeler : f;o ¢, = €' f;). Par
suite, on a g, o @, = a, (¢).g, pour chaque ¢ € C, ou g, est une fonction holomorphe de ¢
a valeurs dans C*. Comme @, o ¢; = @,,, on a a () a; (s) = a, (t+s) pour tous s, t € C.
On a donc, g (f) = €, de sorte que g, - @, = €' g,, ou A, € C. Ainsi, en remplagant
chaque f; par ses facteurs irréductibles, on peut supposer que les f; sont tous irréductibles.

Voyons maintenant qu’il existe au moins un point fixe pour ¢. En effet, si ¢ n’est pas
triviale, les A; ne sont pas tous nuls; soit A; # 0 et f = f; pour fixer les idées. Alors,
I’application f: E— C n’a pas de valeur critique dans C* = C—{ 0}, car on a pour
chaque point ¢ de C* et un voisinage simplement connexe U de ¢ dans C* un isomor-
phisme analytique # : Uxf~!(c)—f ! (U) défini par h(z, p) = ¢,(p) en vertu de
foo,=¢€"f (M#0). On a donc, d’aprés le corollaire de la proposition 2 (n° 9),
X (PO —x(f () = 1-2(f "1 (), de sorte que % (f'(0) =1, ou x (k)
est la caractéristique d’Euler de %. Or, si ¢ n’a pas de point fixe sur la fibre £ ~* (0),
celle-ci est une orbite non-triviale et algébrique de ¢; on a donc, comme on I’a remarqué
ci-dessus, f ~! (0) ~ C*, de sorte que ¥ (C*) = 1, ce qui est absurde. Donc, ¢ posséde
au moins un point fixe [sur la fibre £~ (0)].

Supposons que I’origine x = y = 0 est un point fixe de ¢. Evidemment, £; (0, 0) = 0

pour tout i. Comme & = (f, f3, ..., f,) : E— C" est injective, il existe un couple (i, j)
d’indices telle que le déterminant fonctionnel

0S| o

o(x, y)

en l’origine x = y = 0. On suppose que ¢ n’est pas triviale et que A; # 0. Nous allons
montrer que I’application o = (f;, f;)) : E— C? est un isomorphisme algébrique. On posera
f=fi, g =f;; A=A, p=p;. Comme I’opération ¢ restreinte a la fibore G = g7 1(0),
irréductible dans E et non-singuliére en I’origine x = y = 0, est une C-opération holo-
morphe non-triviale, G est non-singuliére dans E et isomorphe 4 C. Donc, d’aprés le lemme 5
ci-dessus, on peut supposer que : g =y, i. e. G = l'axe x.

~ Le cas ou p = 0. Les fibres de g (= les droites : y = Cte) sont invariantes par ¢.

¢ est donc dégénérée et équivalente a ’opération de la forme (y) avec p=0.

— Le cas ou p # 0. D’aprés le méme raisonnement que celui qu’on a fait pour G,
on voit que F = f ! (0) est aussi non-singuliére et isomorphe a4 C,, = le plan | w | <
d’une variable complexe w. On suppose que 1’origine (0, 0) € F correspond & w = 0. Comme
FNnG=(0,0) et que F et G sont transversales I’une a 1’autre en l’origine (0, 0), la
fonction g = y restreinte & F (= un polynéme en w) s’annule seulement en w = 0 et
a P’ordre un; par suite, g |F est un polynéme en w de degré un. F est donc une section
réguliére de g : E— C. Par conséquent, f|, - ¢, sont des polyndmes en x de degré un;
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’application o = (f; g) : E — E et donc injective et biréguliére. Par cette automorphisme a,
I’opération ¢ se transforme en 1’opération de la forme (y) : ¢ o (x, y) = ("' x, €' y),
ou teC.

La démonstration du théoréme 2 est achevée.

COROLLAIRE. — Toute opération (quasi-) algébrique s de C* sur le plan affine complexe E
est algébriquement équivalente a une opération de la forme : so(x,y) = (s" x, s"y), ou
seC* (x,y)eE et m,neZ.

En effet, parmi les opérations (o), (y) et (8,) du théoréme 2, seule (y) avec p/A € Q est
de type C*; donc, en appliquant le théoréme 2 4 la C-opération ¢ définie par : ¢, = V,,,,,
on obtient un automorphisme algébrique « de E tel que (oo Y, o a™1) (x, y) = (s x, s*y);
onal, peZ.

Y

III. — Opérations holomorphes a orbites propres

6. INTEGRALES PREMIERES. — Soient ¢ : CXM — M une opération holomorphe non-
triviale de C sur une variété analytique complexe M de dimension complexe 2, X I’ensemble
des points fixes de ¢ [ou les zéros du champ de vecteurs holomorphe V (@) associé & ¢].
Un point P de M sera appelé point régulier de @, s’il existe une fonction holomorphe %
au voisinage de P telle que (1/4) V (¢) soit holomorphe et non-nulle en P. Un point non-
régulier de ¢ sera appelé point singulier de ¢. L’ensemble ¢ des points singuliers de ¢
est discret et inclu dans X. De plus, on a un feuilletage analytique complexe £ (¢) de dimen-
sion 1 de M—o tel que les feuilles soient invariantes par chaque ¢,, (¢ € C).

Remarque 1. — Lorsque M est une variété de Stein, les feuilles de .# () | M —X (les orbites
non-triviales de ¢) sont isomorphes a C, ou & C* = C—{0 }; donc, d’aprés le lemme 5
de [13] et le lemme 6 du n° 9, toute feuille de .# (@) est analytiquement isomorphe ou
bien & C, ou bien a C*.

Soient C, l’orbite d’un point xe M—X par ¢, j: C— C, l’application définie par
Jj@®) =0,(x) et K;, K,, ..., K,, ... une suite de sous-ensembles compacts de C, telle
que (J K, = C,. On appellera

n=1

() (Cx) = Ol Cx —=J (Kn)

ensemble limite de C,, ou ; est I’adhérence dans M de . On dira que C, est propre,
si © (C,) est discret; si cela est le cas, 1’adhérence (_Zx est une courbe analytique dans M.

Une fonction méromorphe f sur M sera appelée intégrale premiére de o, si elle est inva-
riante par @, c’est-a-dire fo @, = f pour tout € C. Comme dim M = 2, s’il existe une
intégrale premiére méromorphe non-constante de ¢ sur M, toute orbite de ¢ est propre.

Réciproquement, en tenant compte de la remarque 1 ci-dessus, on a, d’aprés le théoréme I1
de [13],

THEOREME 3. — Si M est une variété de Stein de dimension complexe 2, toute C-opération
holomorphe ¢ sur M, a orbites propres, admet une intégrale premiére méromorphe non-
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constante sur M. Plus précisément, on peut trouver une surface de Riemann R, une appli-
cation holomorphe f: M—o — R, surjective et invarianie par ¢, et un sous-ensemble e
de R de capacité logarithmique nulle tels que, pour tout ze R—e, f ! (2) consiste en une
seule feuille de # (9).

Ce couple (R, f) sera appelée I’espace de base des intégrales premiéres (méromorphes)
de ¢ ou de £ ().

7. OPERATIONS HOLOMORPHES DE C SUR C? A ORBITES PROPRES. — Dans tout ce qui suit,
on supposera que @ est une C-opération holomorphe sur 1’espace E de deux variables
complexes x, y telle que toute son orbite soit propre.

Soit ¢ ’ensemble des points singuliers de @; (R, f) I’espace de base des intégrales pre-
miéres méromorphes de ¢. f: E—c — R est une application primitive (¢f. le n° 8 du
paragraphe 4). D’aprés la remarque du n° 8, R est isomorphe & C, ou bien & CP! (= la
sphére de Riemann). On peut donc considérer f comme une fonction holomorphe ou
méromorphe sur E suivant que R & C ou R ~ CP!, en tenant compte du fait que o
est discret.

Soit t© I’ensemble des points d’indétermination de f. Comme pour tout ouvert non-
compact & de R I’image réciproque f ~! (8) dans E, = E—1 est une variété de Stein,
on peut appliquer le théoréme de Nishino [5III] : si ’ensemble des points ze R tels
que 1’une des surfaces premicres (dans E,) de f a valeurs z soit analytiquement isomorphe
a C est de capacité logarithmique non-nulle, alors toute surface premiére de f est analy-
tiquement isomorphe & C. Dans ce cas, on dira que f est de type C. Dans 1’autre cas, on
dira que f est de type C*, car presque toutes les surfaces premiéres de f sont alors analy-
tiquement isomorphes a C*.

1° Le cas ou f est de type C. f n’a pas de point d’indétermination (dans E). D’aprés
le théoréme N’ du n° 11, il existe un automorphisme analytique o de E tel que f' = fo a
soit une fonction rationnelle (primitive) de x, y; par suite, d’apreés le corollaire de la propo-
sition 2 (n° 9), on a
0= X %(f)=1-x({).
13

Comme  (CP') = 2, ona R # CP!. On peut donc supposer : R = C, de sorte que f~ est
un polynéme (de type C). D’aprés le lemme 5 (§ 2), il existe un automorphisme algébrique B
de E tel que £’ o B = x. Comme f est une intégrale premiére de ¢, ’opération transformée

¢ =(@B) Toqo(@op), teC,

laisse invariantes les droites : x = Cte. ¢’ est donc 1'une des opérations (o), (B) introdui-
tes au début du n° 5.

2° Le cas ou f est de type C*. On a le :

THEOREME DE H. SAITO. — Toute fonction méromorphe primitive f de type C* sur I’espace E
de deux variables complexes x, y se réduit par un automorphisme analytique de E a une
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Sfonction composée & ( f,) d’une fonction rationnelle & de degré un, et de
fo=x"[¥y+P,0)]",

oum,ne Z—{0},1eN et P,(x) est un polynéme de x de degré < I—1 [sil = 0, on suppose

que P, (x) = 0].

Ce théoréme d & Mle H. Saito a été démontré dans [9] pour le cas ol fest une fonction
entiére de x, y. Nous allons donc le démontrer ci-dessous en supposant que f est essen-
tiellement méromorphe, c’est-a-dire f : E, — CP! est surjective, o E, = E—c et o est
I’ensemble des points d’indétermination de f. Soit g le nombre des points de 6. Ona g < 1,

puisque fest de type C*. En vertu du théoréme N’ du n° 11, il suffit de montrer le théoréme
en supposant que f est une fonction rationnelle (primitive).

(i) le cas ott ¢ = 1. On a, d’aprés le corollaire de la proposition 2 (n° 9) :
Yu()=1-4=0,

de sorte que ; (f) = O pour tout i. Par suite, d’aprés la proposition 1 (n° 9), toute fibre
F, = f 71 (2) (ze CP!) dans E, est non-singuliére, irréductible et isomorphe & C*. Son
adhérence F, passe par le point d’indétermination . Soit P (x, y) [resp. Q (x, y)] e C[x, ]
le polynéme irréductible s’annulant sur F o (resp. fw); onaf =P"Q", ou m,neN—-{0}.
Si ’on désigne par A, pour chaque z une application holomorphe bijective du plan C,, :
|7] < oo sur F, telle que 4, (0) = o, I’application composée :

h: — p™ h: — Q"
CyH—F,—C (resp. C,y—F,—C)

pour z # O (resp. z # o0) est un polyndme de ¢ s’annulant seulement en ¢ = 0; par suite,
il est de la forme a.t*, ol ae C*, keN—{0}. Par conséquent, si I’on désigne par
p:E— C, , P'application définie par

u=P"(x,y), 0v=Q"(x ),

chaque F, (z € CP?) est un revétement fini de L} = L, — origine par la projection p |F=’
ou L, est la droite définie dans C(Z,,’ » Par :v = zu. On peut donc définir sur E une C*-opéra-
tion quasi-algébrique = (Y,);. satisfaisant & poy; = p,op pour seC* ol
ps (u, v) = (s*u, s*v) et k = le nombre des feuillets de E sur C(zu’ y) Par rapport a la pro-
jection p (k < o). D’aprés le corollaire du théoréme 2 (§ 2), il existe un automorphisme
algébrique o de E par lequel ¢ se réduit & une opération de la forme s o (x, y) = (s* x, 5¥ ),
ol se C* et A, ve Z—{ 0 }. Compte tenu du fait que fest une intégrale premiére primitive
de ¢, il en résulte que

(fea)(x, y) =E(x"y"),
ol & est une fonction rationnelle de degré 1.

(ii) Le cas ou ¢ = 0. Comme on a, d’aprés le lemme 7 du n° 10,
rang H, (C*— f *(2)) < rangH, (C*)+rangH, (CP'-2z) = 1,
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F, = f 7' (2) est donc irréductible pour tout z e CP!. D’aprés le corollaire de la proposi-
tion 2 (n° 9), il existe un seul ¢ € CP! tel que . (f) = 1; par suite F, est homéomorphe
a C. Comme le nombre de Milner d’un germe irréductible de courbe analytique complexe
dans C? est paire, F, est non-singuliére. Il existe donc, d’aprés le lemme 5 (§ 2), un auto-
morphisme algébrique o de E tel que o (F,) soit I’axe : x = 0. On posera g = fo a1

Pour chaque ze CP'—{ ¢}, la fibre g7 (z) est une courbe algébrique non-singuliére
et isomorphe a Cf;, : 0 < [ t | < o0 x Ig_l (» €st une fonction rationnelle non-constante
de ¢ qui ne prend ni zéro ni péle sur 0 < | t | < 0, par suite, de la forme «.¢,, ou a € C* et
ke Z—{0}. g7! (2) est donc un revétement fini de C¥,, : 0 < | x | < oo par la projection
canonique sur le plan x. Par conséquent, & chaque courbe continue fermée ¢ sur Cf;, a
point de base a, il correspond un automorphisme analytique de monodromie

6.:L,»L,

pour le feuilletage définie par les fibres g~' (z) dans E—(’axe ), ou L, est la droite :
x = a. On considérera y comme une fonction de coordonnée de L,; alors, 8, (») est un poly-
néme de y de degré 1.

Or, 0, posséde un (et un seul) point fixe. En effet, si non, 6,(y) est de la forme
y+b (b # 0); les points { (a, nb) |n = 1,2, ...} sont tous sur la fibre de g passant par
le point (g, b), qui est un revétement fini de Cf,; ceci est absurde.

On désignera par m(a) la y-coordonnée du point fixe de 0. Alors, le graphe
G = {(a, n(a) | ae C* } de la fonction 1 forme un fibre g~ (¢’) de g (¢’ # ¢). N (x) est
donc une fonction rationnelle de x ayant un péle unique en x = 0; on a

u(x)=‘¥+Q(x),

ol /leN—{0}, P;(x), Q(x) e C[x], P;(0) # O et le degré de P;(x) est < /—1. Faisons
un changement de coordonnées
B: x=x, y=y'+Q(".

Alors, la fonction transformée f' = fo o o B prend la valeur ¢ seulement sur ’axe x' =0
et la valeur ¢’ seulement sur la courbe : (x)'y'—P,(x') = 0. On a donc, /' = & (fo),
ou & (2) = (z—o)/(z—¢') et f, est la fonction rationnelle de la forme demandée.

C.Q.F.D.

Revenons maintenant & notre probléme : soit ¢ une C-opération holomorphe sur E
admettant une intégrale premiére f de la forme

fx, ) =x"(x'y—-Pi(x))",
avec meZ—{0}, neN—{0}, et (m, n)=1. Considérons I’application biréguliére
a: u=x, v=x'y—P,(x),

du domaine U:0 < |x| < o, |y| < oo sur le domaine U’ :0 < |u| < oo, [v]| < 0
dans I’espace (u, v). Soit ¢’ ’opération de C sur U’ induite de ¢ par o : ¢', = a0 @001,
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Considérons un point (1o, v) de U’. On peut représenter la ¢’-orbite de (ug, v,) par
u(s) =ugys", v(s) =vys ",

ol s parcourt le plan pointé C*. Comme toute opération holomorphe de C sur C* :

0 <|s| < oo estdelaforme : tos = ets, il existe un A = A (ug, vo) € C tel que

01 (u(s), (s) = (u(es), v(eMs))

= (u(s) ™, v(s)e™™;

en particulier, pour s = 1, @; (4, vy) = (4o e"-“, v e""-“). De ces formules, on voit que
A (u, v) est une fonction holomorphe sur U’ et constante sur chaque ¢’-orbite
u™v" = Cte. On a donc une fonction entiére A d’une variable complexe telle que 1’on ait
A, v) =L@ v") sur U'. Ainsi, on a

nh (z)t —mh (z) t) ) m_n
b .

0; (u, v) = (ue™ ", ve

Or, pour que ¢, = &' © @} ° & soit holomorphe sur tout I’espace E : | x | < o0, |y | < oo,
il faut et il suffit, comme on le vérifie aisément, que :

1° dans le cas ot m < 0, A (z) soit holomorphe sur la sphére de Riemann |z | < oo,
ie. M(2) = A (Cte):;

2° dans le cas ou m > 0, A (2) ait un zéro d’ordre = I/m en z = 0. On arrive donc au
résultat suivant :

THEOREME 4. — Toute C-opération holomorphe, a orbites propres sur espace C? de
deux variables complexes x, y est analytiquement équivalente a I’une des opérations suivantes :

— opérations dégénérées (o), (B) définies au début du n° 5;

~ opérations de laforme (Y) : t o (x, y) = (xe™, ye™") telle que . € C* etn,me N—{0 };

— opérations de la forme (y)) : to(x,y) = (xe™®", ye ™Y o4 n,me N-{0},
z = X™ )" et M est une fonction entiére d’une variable;

— opérations de la forme a”'op,oa, ot a(x,y) = (x,x'y+P,(x)), I e N—{0},
P, (x) est un polyndéme de x de degré < I—1 tel que P, (0) # 0 et oi1 p est une opération
de la forme (y') ci-dessus telle que )\ (2) ait un zéro d’ordre = Ijm en z = 0.

En combinant ce résultat avec le théoréme 1 de [14] cité au n° 2, on obtient le :

THEOREME 5. — Toute opération holomorphe du groupe multiplicatif complexe C* sur
Pespace C? est analytiquement équivalente a une opération de la forme s o (x,y) = (s™ x, s"y),
ot seC*, (x,y)eC? et m, ne Z.

IV. — Applications algébroides

On supposera dans tout ce qui suit que M est une variété analytique complexe connexe
de dimension (complexe) 2 et que R est une surface de Riemann (i. e., une variété analy-
tique complexe de dimension 1) connexe.
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8. FIBRES GENERIQUES. — Soit f: M — R une application holomorphe non-constante
de M dans R. Chaque composante irréductible d’une fibre f ~! (z), z€ R, sera appelée
surface premiére de f da valeurs z (T. Nishino). On dira que £ : M — R est une application
algébroide ou de type algébrique, si les deux conditions suivantes sont remplies :

(%) chaque surface premiére de f est analytiquement isomorphe a une courbe analytique
complexe compacte pointée d’un nombre fini de points (i. €., & un ouvert de Zariski non-
vide d’une courbe analytique complexe compacte);

(%%) tout point z de R posséde un voisinage 8 = 3 (2) tel que f~* (8) soit une variété
de Stein.

Pour chaque application holomorphe non-constante f : M — R, on peut trouver, d’aprés
K. Stein [10], une surface de Riemann R, et une application holomorphe surjective
fo : M — R, telles que toute application holomorphe g : M — R’ analytiquement dépen-
dante f se décompose sous la forme : g = g’ o f,, ou g’ est une application holomorphe
de R, dans R’. Ce couple (R, f;) est déterminé de fagon unique & isomorphisme analy-
tique prés, et appelé espace de base (Komplexer Basisraum [11]) de f. On dira qu’une
application holomorphe f : M — R est primitive, si (R, f) est I’espace de base
de f. :

Remarque. — Soit f une fonction méromorphe non-constante sur une variété analytique
complexe simplement connexe M; T ’ensemble des points d’indétermination de f; (Ro, fo)
I’espace de base de I’application holomorphe f : M —1 — CP!. Alors, R, est aussi simple-
ment connexe, de sorte que R, & CP*, C ou bien le disque |z| < 1 dans le plan d’une
variable complexe z, puisque M —7 est aussi simplement connexe et que, si Ry ne I’était
pas, il existerait sur Ry et sur M —1 une fonction analytique multiforme. De plus, si f
est holomorphe, R, n’est pas compacte, puisqu’on a une fonction holomorphe f* sur R
telle que f = f' o f,. On peut donc considérer f, comme une fonction méromorphe (ou
holomorphe, si f est holomorphe) sur M, en tenant compte du fait que codimt = 2.
On appellera donc f, fonction primitive associée a f.

THEOREME (T. Nishino [5IV], voir aussi [13]). — Si f: M — R est une application
algébroide primitive, il existe alors un sous-ensemble e de R de capacité logarithmique
nulle tel que les fibres f ! (z) pour z € R —e soient irréductibles, d’ordre 1, et homéomorphes
les unes aux autres.

On appellera f ~! (z) pour ze R—e fibre générique de f et z € R—e valeur générique
de f. (L’ensemble e des valeurs non-génériques est une réunion dénombrable de fermés,
mais n’est pas nécessairement fermé.)

9. VALEURS CRITIQUES, APPLICATIONS DE TYPE FINI. — Soit f: M — R une application
holomorphe. Un point z de R sera appelé valeur réguliére de f, s’il existe un voisinage U
de z tel que I’image réciproque f ~! (U) soit topologiquement un espace fibré trivial sur U
par rapport & la projection f l 7-1(uy- Les autres points de R seront appelés valeurs cri-
tiques de f. On dira qu’une application holomorphe surjective f: M — R est de type
fini, si les deux conditions suivantes sont remplies :
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(1) M et R, ainsi que les fibres £~ (z), ze R, sont de type homologique fini sur R
[c’est-a-dire, les groupes d’homologie H (M; Q), H(R; Q) et H(f ! (z); Q) sont de
dimension finie sur QJ;

(2) ’ensemble K des valeurs critiques de f est fini.

On vérifie aisément qu’une application holomorphe f: M — R de type fini est primi-
tive, si et seulement si une fibre réguliére f ~! (z), ze R—K, est connexe.

Soit K = {zy, z;, ..., zp} I’ensemble des valeurs critiques d’une application holo-
morphe f:M —R de type fini; ze R—K une valeur réguliére. On posera
F=f"1@@,F=f"1@),(G{=1,2,...,p). On appellera

% () =xF)—x(F)
indice de f le long de la fibre F;, ou y (¥) est la caractéristique d’Euler de .
PROPOSITION 1. — Si f est primitive et qu’il existe un voisinage U de z; tel que f ~* (U)

soit une variété de Stein, on a alors y; (f) = 0. De plus, si x; (f) = 0, F; est non-singuliére,
irréductible et homéomorphe a F.

Comme F est connexe et non-compacte, il suffit, pour vérifier la premiére assertion
de la proposition, de montrer le lemme suivant :

LeMME 6. — Soit f: M — U une application holomorphe d’une variété de Stein M de
dimension complexe 2 sur un ouvert U de C; z,, z,, ..., z,, ... une suite de points de U
tendant vers un point zy€U. On a alors

bl(FO) é li@ bl (Fn)’

n—* o
ot Fo = f "1 (z0), F, =f "' (z,) et b' (%) est le premier nombre de Betti de .
Preuve. — On prend une fonction de classe C? strictement plurisousharmonique et

propre n : M — R* = [0, + oo[. On désignera, pour chaque r < oo, par Q, la partie
compacte de M définie par n < r. On posera : Ay = F, n Q,, A] = F, n Q,. Prenons
un se R* tel que le contour A} soit non-singulier. Il existe alors un entier N > 0 et
une application continue g, : AS — A$ pour chaque n = N tels que Af—g; ! (o) soit un
revétement fini de Aj—o par rapport a la projection g,, ol ¢ est ’ensemble des points
singuliers de Aj. Les homomorphismes (g,), : H; (A}) — H, (A}) induits par les g, sont
surjectifs. Par suite, ' (A%) < lim b' (A).

n-* o

Or, 1 IF,_ étant sousharmonique pour tout n = 0, F, —A; ne posséde aucune composante
simplement connexe (en vertu du principe de maximum), de sorte que I’homomorphisme :
H, (A}) — H, (F,) induit par linclusion est injectif. On a donc

b' (Fo) = lim b* (A}) < lim lim b* (A3) < lim b* (F,).
§=> 00 5§00 ""_G) n—* o0

La deuxiéme assertion de la proposition 1 est vérifiée par le fait que, avec les notations
ci-dessus, si ¢ n’est pas vide, le rang du noyau de (g,), (= la somme des nombres de Milner
des points singuliers x;ec du diviseur (F,) compte tenu des ordres de zéros de f—z,) est > 0.
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PROPOSITION 2. — Soit f : M — R une application algébroide de type fini; z,,z,, ..
ses valeurs critiques. Alors, on a

2y

3 1) = 10D- 2 ®x(F)

ot F est une fibre réguliére de f et ¥, (¥%) est la caractéristique d’Euler de .

En effet, il existe, d’aprés T. Nishino [5 V] [le théoréme (NV) du n° suivant ], une variété
analythue complexe connexe M de dimension 2, munie d’une projection holomorphe
propre f M — R, et une application holomorphe injective ® de M dans M telles que
I’on ait f = f o® A=M-0 (M) est alors un sous-ensemble analytique de M (de codi-

mension pure 1). On peut supposer de plus que ’ensemble des valeurs critiques de f
coincide avec celui de f (donc fini). On peut donc munir le compactifié d’Aleksandrov

M=Mu{w } d’une structure de CW-complexe de fagon que les F; U { co } en soient
des sous-complexes, ot F;=f"1(z), i=1,2,...,p). En tenant compte de

f O Foieo})=1+ £ xm

on a

1+'§1x(Fi) =x(I\7I)—x<l\7I, O F,-u{oo}>.

p
Comme M et My = M— () F; sont des variétés orientables de dimension réelle paire
- i=1 .

et réguliéres a 'infini (en vertu de M et de @), on a

X (M) = L+ (M);
x(M U Fiu{oo}) = 1Mo~ 1 = X (Mo).

en utilisant la dualité de Poincaré-Lefschetz. Or, M, est topologiquement un espace fibré

p
localement trivial de R— () z; a fibre F, de sorte que

i=1

x (M) = x(F)‘x<R— O Zi) =x@).[x®)—-p]

On a donc,

Z(X(Fi) 1 (F) = xM)—x(F).x(R).
i=1 C.Q.F.D.

Considérons comme exemple une fonction rationnelle non-constante f sur C2. Soient
t= {1, T ..., T, } Pensemble des points d’indétermination de f et R I'image f(C*—1)
dans CP!. Evidemment, f : C2—1 — R est une application algébrique (réguli¢re) de type
fini; R = CP* ou bien CP'—{un point }. Comme y (C*~1) =1—¢, on a

P
CorOLLAIRE. — (1) si R = CP', alors ) % (f) = 1-q-2 x (F);
i=1
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) 4
(2) si f est un polynéme, on a Y x;(f) = 1—yx (F) = rang H, (F) (le théoréme 2
i=1
de [12]).

10. FINITUDE DE L’ENSEMBLE DES VALEURS CRITIQUES. — Le but de cette section est
de démontrer la proposition suivante

PROPOSITION 3. — Soit M une variété analytique complexe de dimension complexe 2
telle que H, (M ; Z) soit de type fini (en tant que Z-module) et que H, (M ; Q) soit de dimen-
sion finie sur Q; f: M — R une application algébroide primitive. Alors f est de type fini.

Commengons par citer quelques résultats de T. Nishino ([5IV, V] et [6]) :

THEOREME (N IV). — Soit f: M — R une application algébroide telle que toute fibre
f Y (2), zeR, soit irréductible. Alors : 1° toute valeur générique de f est réguliére et
Pensemble k des valeurs critiques de f est de capacité logarithmique nulle; 2° il existe une

variété analytique complexe Mo de dimension complexe 2 munie d’une projection holomorphe
propre (sans valeur critique) f de Mo sur R—k, un sous-ensemble analytique A de M0 de
codimension pure 1 et un isomorphisme analytique ® de My = M—f ~! (k) sur MO—A
tels que I'on ait fo D =f

THEOREME (N V). — Soit f M —R une application algébroide primitive telle que
Pensemble k des valeurs critiques de f soit discret et que chaque fibre critique f ~* (z) (z € k)
n’ait qu’un nombre fini de composantes irréductibles. Alors, il existe une variété analytique
complexe M de dimension complexe 2, munie d’une projection holomorphe propre
f M — R, un sous-ensemble analytzque A de M et un isomorphisme analytique
®:M— M-—A tels que l'on ait f = f o ®@. Si de plus R est de type algébrique (i. e. un ouvert
de Zariski d’une surface de Riemann compacte R_) et si k est fini, il existe alors une variété
analytique complexe compacte M de dimension complexe 2 munie d’une projection holo-
morphe f: M —>R un sous-ensemble analytzque B de M et un isomorphisme analytique
¥ :M—>M-B fels que lon ait f= fo

THEOREME (N [6]).. — Soit f: M — U une application holomorphe propre de M sur
un ouvert U de C telle que f ~* (z,) soit de genre = 2 pour une valeur réguli¢re zy € U de f.
Soit k un sous-ensemble fermé de U de capacité logarithmique nulle. Alors, toute section
holomorphe s : U—k — M de f se prolonge par continuité en une section holomorphe
s:U—->M def.

En utilisant ces théorémes, nous allons montrer quelques lemmes dont nous avons

besoin pour démontrer la proposition 3.

Section algébroide d’une application. — Soit f: M — R une application holomorphe
non-constante; x, un point de M tel que £~ (f(x,)) soit réguliére en x,. On peut alors
tracer dans un voisinage U de x, une courbe analytique complexe non-singuliére I" qui est
transversale aux fibres de f.,
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Prenons un voisinage 8 de f(x,) tel que
flrnf-l(S) : 1Hf'\f_l(s)" 3
soit propre. On appellera T' (8) = I' n f =1 (8) section algébroide réguliére de f sur 5.

LemMME 7. — Si f: M — R est une application algébroide primitive et F = f ! (z,)
une fibre générique de f, alors la suite

H, (F; Q35 H, (M; Q) 55H,(R; Q) >0

est exacte, ou Q est le corps des nombres rationnels et f, (resp. j,) est ’homomorphisme
induit par f (resp. par DPinclusion j : F — M).

En effet, f, est surjective, puisqu’on peut trouver un recouvrement { §; } de R par des
ouverts §; munis d’une section algébroide T (5;) de f sur §; et que les fibres f ~! (z) sont
connexes pour les valeurs génériques z qui sont denses sur R. Puis, le fait que f, o j, = 0
est évident. On va donc montrer : Kerf, < Imj, (Ker fi, = £, ' (0). 1l suffit de le
montrer pour le cas ou R n’est pas compact. .

(i) Considérons d’abord le cas particulier suivant : soit' I’ = I'(8) une section algé-
broide réguliére et simplement connexe de f telle que £ ~! (8) soit de Stein. Voyons que,
pour chaque fibre générique F = f "' (b), b€,

H, (F; Q5 H, (f 1 (5); Q)

est surjectif. En effet, soit E la réunion dans f ~! (8) des surfaces premiéres de f ne passant
pas par I et & valeur dans 8; £ = f ~! (8)—E est alors un domaine pseudo-convexe de
f 1 (8); celui-ci étant une variété de Stein, T I’est aussi. Les fibres de f |z sont évidemment
irréductibles. Par suite, d’aprés le théoréme (N IV) ci-dessus, I’ensemble k des valeurs
critiques de f |z est de capacité nulle. De plus, de la méme maniére qu’au n° 3 du chapitre V
de [51V], on voit que E nf ™! (§—k) est un sous-ensemble analytique de f ~* (5 —k).
Donc, on peut déformer tout l-cycle ¢ de f~'(8) continiment en un Il-cycle
c’ c ¥ =Xnf 1 (8-k). Maintenant, soit (f‘.’,f, I'") I’espacé fibré topologique sur

= I'(8—k) induit par f|p. : " — 38—k de I’espace fibré topologique (X', fles 8—F).
f est un revétement fini de X’; on désignera par p la projection 3’ —3¥. On a alors un
l-cycle & dans X tel que p(¢) = m.c’, ou me N—{0 }. Comme 3’ est un fibré topolo-
gique sur I ayant une section continue I, on a

¢’ ~¢,+¢, dans ¥,
ou¢,cI’etc, «c F=p ' (F). Or, ¢; ~ 0 sur I, puisque I" est simplement connexe.
Par suite, m.c’ ~ p(c,) (= F) dans f ™! (3); j, est donc surjective. ,
(ii) Prenons maintenant une suite de section algébroides réguliéres et sim-

plement connexes I'; =T (), (i=1,2,...), de f vérifiant les conditions suivantes:

1° zoedy; 2° f71(8) est de Stein; 3° R = () 8;; 4° si I'on pose A, = §;,
i=1

i=1
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ona H (A,n8,.1)=0 (3 pour tout n (= 1,2, ...). On posera

Ao={z}, A=f"'A), 8 =f"'()
et désignera par
jn : Hl (An) i Hl (R) [resp. jn : Hl (An) - Hl (M)]

I’homomorphisme induit par I’inclusion A, — R (resp. 5,,—» M). Soit c e Ker f,.
0 ~ ~ ~
Comme M = U A,, on aun c, € H; (A) tel que j, (c,) = c; ce ¢, se trouve dans le
n=1
Ker (f I)Z,.*’ puisque j, est injective (d’aprés la condition 4°). Nous allons en déduire
qu’il existe un ¢,_, € Ker (f lg’__l)* tel quej,_, (c,—;) = c. En effet, considérons le dia-
gramme commutatif suivant :

~ ®, -9 ~ ~ ety ~ 7 ~ ~
oo > H{ (A1 n8)—H (A_ )@ H () — H (A)—>Ho(A— 1 n3)— ...
l(l)
. Hl (A -1 r-\611)____-’H1 (An-—l)@ Hl(sn)——)Hl (An)iHO(An—l nS,,)—» .

ol les lignes horizontales sont les suites exactes de Mayer-Vietoris et les fléches verticales
sont les homomorphismes induits par . Comme f ~! (o) est connexe pour chaque compo-
sante connexe a de A,_; N 6,,, la fléche (1) est un isomorphisme par suite, on a 3 (c,) =0
il existe donc un c,_, € H, (A,, Q) et un ¢, e H, (8,,) tels _que o (c _,)+\I/ (c;)) =c,. On
de51gnera par 0 (resp. 6") I’homomorphisme : H, (A,, s 8,,) — H, (A,, ) [resp H, (8,,)]
induit par I’inclusion. D’aprés ce qu’on a vu dans (i), il existe un B € H, (A,, s 8,,)
tel que 0’ (B) = c,; on a donc ¢ (c,-;+0(P)) = c,. De plus, comme H, (A,-; N 3,)
et H, (3, sont nuls, on a (f|z,_)s (c,—,+0(B)) =0. Donc, ¢,y = c,_,+6(B) est
I’élément voulu.

On voit ainsi, par induction descendante sur n, que ¢ € j, (Ker (f |Zo)*) = j. (H, (F)).
On a donc Kerf, < Imj,.
C.QF.D.

LemME 8. — Supposons que H* (M, Q) est de dimension finie sur Q et que f: M — R
est une application algébroide primitive. Soit I = I" (A) une section algébroide réguliére
de f telle que D = f 1 (A) soit de Stein. Alors, la famille € = & (I') des surfaces premiéres
de f dans D ne passant pas par T est finie.

En effet, par I’absurde, supposons que € contienne une suite infinie de surfaces premiéres
S, S,, ..., S, ... de f. En remplagant cette suite {S,, } par une de ses suites partielles
(s’il est nécessaire), on peut supposer que I'image { f(S,) },= 1,2,... a au plus un seul point
d’accumulation dans A. Soit L (D) [resp. L (M)] le groupe des diviseurs dans D (resp. M);

(®) Jusqu’a la fin de la démonstration, les groupes d’homologie seront a coefficients dans Q.
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G le sous-groupe de L (D) engendré par les diviseurs {S,}, -, ,, ... Considérons le
diagramme commutatif suivant :

L (D)>H?(D, Z)
Jj J

5
LM)—>H*M, Z)

ou J (resp. &") est ’homomorphisme qui fait correspondre & chaque diviseur C e L (D)
[resp. L(M)] la classe de Chern du fibré en droites complexes sur D (resp. M) associé
a C; j et j' sont les homomorphismes induits par la restriction. Comme H? (M, Z) est
de rang fini sur Z et que G < Im j, 8 (G) est de rang fini. Or, D étant une variété de Stein,
8 est injective; donc, G est aussi de rang fini (sur Z), i.e., G ® Q est de dimension fini

z
(sur Q). Soit S, , S,,, ..., S, une suite partielle finide { S, } telleque {S, ® 1 };,_,,, ...,
engendre GxQ sur Q. Comme D est une variété de Stein, il existe pour chaque n
(# ny, n,, ..., n) une fonction méromorphe A, sur D telle que le diviseur (4,) défini
par h, soit de la forme

(hn) =m, Sn_ Z mfxi) sm 5
i=1

r
ou m,eN—{0} et m{) e Z. Chaque h, est holomorphe sur D— |} S, et s’annule seule-
i=1
ment sur S, (d’ordre m,). Prenons sur chaque S, un point régulier x,; on peut tracer au

0
voisinage de x, un l-cycle ¢, dans D; = D— U S, de fagon que

n=1
h¥(c,) = m,; h¥(c,)=0 pour i#n,
ou AF est I’homomorphisme : H; (D,; Z) —» H; (C*; Z) = Z induit par
h,: D, - C*=C-{0}.
Ces cycles {¢,;n # ny, n,, ..., n,} sont linéairement indépendants dans H, (D,; Z)
sur Z. On a donc
dimH, (D; Q) =rang; H,; (D; Z) = o0,

ce qui est absurde, car, d’aprés le lemme 7, H, (F; Q) — H, (D;; Q) est surjective pour
une fibre générique F de f |Dl , H,; (A) étant nul. Donc, ¢ = ¢ (I') ne contient qu’un nombre
fini de surfaces premiéres de f.

LEMME 9. — Soit f : M — A une application algébroide d’une variété de Stein connexe M
de dimension complexe 2 sur un disque A : |z | <1 dans le plan z telle que les fibres
F, = f "' (2), z€ A, soient irréductibles. On suppose que F, = f ~* (0) est une fibre géné-
rigue de f. Si I’homomorphisme j, :H, (Fy; Q) — H, (M; Q) induit par [Pinclusion
j:Fo— M est injectif, alors I’ensemble k des valeurs critiques de f est discret.
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Démonstration. — 1° Considérons d’abord le cas ou il existe une section holomorphe
s : A — M de fet une fonction holomorphe ¢ sur un voisinage U de s (A) s’annulant sur s (A)
et telle que I’application

E=(f,): U->Ax[]|t|<2]

soit un isomorphisme analytique. Soient S une surface de Riemann compacte, s une
coordonnée locale sur S et & (resp. §") le disque sur S défini par | s | < 1 (resp. | s | < 1/2).
Considérons la réunion

M =M-E"1(Ax[|t] <1])uAx(S—5))

en identifiant la partie £7' (Ax[1 < |t| <2]) avec Ax(8—8') par

1
z=f(x), s ey

ol xe& ' (Ax[1 < |#| <2]). Alors, M’ est une variété analytique complexe munie
d’une projection holomorphe algébroide f’': M’ — A telle que f’ IM_U =f ]M_U.
On vérifie aisément que : 1° M’ est une variété de Stein; 2° ’homomorphisme
je t Hy (Fy; Q) — Hy (M’; Q) est injectif, oit Fy = f'7! (0); 3° I’ensemble k' des valeurs
critiques de f’ coincide avec k. De plus, on peut prendre S et s de fagon : (¥) que Fy soit
de genre Z 2 et que le groupe des automorphismes analytiques de Fy, soit trivial (i.e. = {id }),
ol Fj est la surface de Riemann compacte contenant Fj, (*). On supposera donc dans
ce qui suit que cette condition () est satisfaite pour F,.

On utilisera les notations introduites dans le théoréme (N IV) : k, M, I\~/Io, j~” et O;

k est de capacité logarithmique nulle. On posera F, =f ! (z) pour ze A—k.

Comme M, (resp. 1\710) est topologiquement un espace fibré localement trivial de A—k

par la projection f (resp. f), on peut faire correspondre & chaque chemin ¢ sur A—k
d’origine 0 et d’exirémité z un isomorphisme

0, : Hy(Fo)» H,(F,)  (resp. 0, : H, (Fo) — H, (F,))

dépendant continiment de c¢ et de z par rapport & la topologie compacte-ouverte de
I’espace des chemins dans A—k. Alors, j, étant injective (d’aprés I’hypothése), on a

0. =id
pour tout chemin fermé ¢ dans A—k a point de base 0; par conséquent, il en est de méme
pour 6.

Soit g (= 2) le genre de F; ou de 150; (A, Ay, ..., Ay By, By, ..., By un systéme
de 1-cycles de base, sur Fy (i.e., A;.B; = 5;;, A;.A; = 0); 0;(2), ©;(2), ..., 0,(2)

(*) L’auteur doit & M. H. Yamaguchi I’idée de ce type de modification pour augmenter le genre de fibie.
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la base de l’espace des 1-formes holomorphes sur l?z, ze A—k, vérifiant

J: ;(2) = 8y,
6c (Aj)

ol ¢ est un chemin dans A—k d’origine 0 et d’extrémité z. Alors, la (g, g)-matrice
n (2) = (m;; (2)) définie par
nij(z)= . ;(2)

8. (B))
est holomorphe sur A-k; uniforme puisque 8, = id, pour tout chemin fermé ¢ dans A—k.
Comme k est de capacité logarithmique nulle, cette application holomorphe n : A—k — H,,
a valeurs dans le demi-plan supérieur de Siegel H, de genre g, se prolonge par continuité
en une application holomorphe ©:A — H,.

Soit T, le groupe modulaire de Siegel; &, = H,/T,. Alors, d’aprés W. L. Baily [1],
on a une variété analytique complexe projective .# munie d’une projection holomorphe
propre A : £ — & sur I’espace € (= &,) des modules des surfaces de Riemann de genre g,
de fagon que, pour tout u e g, A~ (u) soit I’espace quotient d’une surface de Riemann R,
de genre g et de module p par le groupe des automorphismes analytiques de R . Considérons
I’application composée

projection

S,.

g g

V:ADH
Soit y* # I'image réciproque de £ par V|, c’est-a-dire
V*S ={(z, weAx S | ¥(z) =r(w)}.

On désignera par A, la projection canonique y* # — A, par A : 1\710 — 4 D’application
holomorphe qui fait correspondre & chaque xeF,, ze A—k, la classe

h(x)ed ™ (U (x)) ~ Fy/~

a laquelle appartient le point x et par ¥ : My — y* # D’application holomorphe définie
par
¥ (x) = (f(x), h(@(x))ey* s, ou xeM,.
On a
f=MAg oW

Or, d’aprés I’hypothése (%), # |, : Fo— A7 (W (0)) & ;' (0) est un isomorphisme,
de sorte que A, ' (0) est de genre g (= 2). Par conséquent, si I’on désigne par s, pour chaque
|| <2 la section holomorphe A— U (= M) de f|y définie par I’équation ¢ = o
(e, s,(A)={xeU|t(x)=0a}), alors la section holomorphe

T = ‘POSuIA—k

de A, sur A—k se prolonge, d’aprés le théoréme de T. Nishino [6] cité plus haut, en une
section holomorphe T, : A — y* & de A, sur A, k étant de capacité logarithmique nulle.
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¥ est donc holomorphe sur U. D’aprés le théoréme d’Hartogs, on a donc une application
holomorphe ¥ de M dans ¥* # telle que ¥ |Mo =Y. (M et V* # sont pseudoconvexes).
On désignera par ¥, :F,— y*# Iapplication restreinte ¥ IF,»

L’ensemble e des points z € A tels que A; ! (2) soit de genre < g est discret; pour chaque
zeA—(kve), hlg, : F,> A7 (Y (2)) est un isomorphisme analytique, de sorte que
Y, : F, = y* 4 est injective pour ze A—(k U e). Soit ¢’ I’ensemble des z € A tels que P,
soit constante, qui est évidemment discret. Comme les fibres de f et de A, sont d’ordre 1
et que A—(k U e) est dense sur A, W, est injective, d’aprés le théoréme d’Hurwitz, pour
tout ze A—e’. L’application ¥’ = ¥ |M, de M'=M-—f"1(¢’) dans y*.# est donc
injective.

P (M’) est un domaine pseudoconvexe de y* #; si I’on pose
A=2'A-e)-F (M), AnAl(2)

consiste en un nombre fini de points pour tout z € A—e’; par suite, d’aprés le théoréme
d’Hartogs, A est un sous-ensemble analytique de y* # de (co-) dimension pure 1.
Comme j,; H; (Fo) — H; (M) est injective (d’aprés ’hypothése), A se décompose en un
nombre fini de sections holomorphes de A, sur A—e’ (disjointes les unes des autres);
ces sections se prolongent d’aprés le théoréme I de T. Nishino [5 V], en des sections
holomorphes sur A (car g = 2), de sorte que 1’adhérence A de A est un sous-ensemble
analytique de y* #. L’ensemble k& des valeurs critiques de f est donc inclus dans e U €,
qui est discret.

2° Lorsqu’il existe une fibre F, = f "' (a) (ae A) d’ordre > 1, prenons une section
algébroide réguliére I' = I'" (8) de f sur un voisinage & de a. Le probléme étant local, il
suffit de montrer que k est discret dans 6. Soit 2 le normalisé du sous-ensemble analytique
{(x, )efTEXT|fX)=f0)}, n:Dr—f"1(@®) et f':Dr—T ses projections
canoniques. P est une variété de Stein.

On désignera par I la diagonale { (x, x) € @y | xeI }. Soit E la réunion dans @
des surfaces premiéres de f ' ne passant pas par f'; D (I') = 9+—E est un domaine pseudo-
convexe sur 9. Comme P est une variété de Stein, D (I') est aussi de Stein (d’apres
le théoréme d’Oka). Posons f =f' |D )~ Chaque fibre st = f~ “1(x) (xeT) est un revé-
tement fini de F (,); sto (ouf(xy) = 0) est isomorphe & F, par la projection n. L’homomor-
phisme

Ju : Hy (Fy) > H, (D(I)

induit par I’inclusion est injectif, puisque j, = =, of* o(m ,F"o); ! est injectif (par I’hypo-
thése). Donc, comme on I’a vu dans la partie 1° I’ensemble k des valeurs critiques de f

est discret. On vérifie aisément que kK N 3 < ku m, ou m est ’ensemble des ze d tels
que F, soit d’ordre > 1; kK n & est donc discret.
C.Q.F.D.

LemME 10. — Soit f: M — A une application algébroide primitive d’une variété de Stein
(connexe) M de type homologique fini sur Q, sur le disque A : | z [ < 1 dans le plan z, n’ayant
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aucune valeur critique dans la couronne r < ] z | < 1. On suppose de plus qu’il existe une
section algébroide réguliere I = T" (A) de f sur A et que (M) = x (F), ot x (¥) est la
caractéristique d’Euler de ¥ et F une fibre générique de f. Alors, toute fibre F, = f ! (2),
z€ A, est irréductible, non-singuliére et isomorphe a F. De plus, si F n’est isomorphe ni
a C, ni a C*, f n’a pas de valeur critique dans A.

En effet, M étant de Stein, on a H, (M) = 0 pour » = 3 et H, (F) = 0 pour n = 2;
il résulte donc, de I’hypothése x (M) = x (F), compte tenu de la suite exacte du lemme 7,
que I’homomorphisme

Jx : Hi(F; Q- H (M; Q)

est un isomorphisme, et H, (M, Q) = 0. Il en résulte que, d’aprés le lemme 9, ’ensemble &
des valeurs critiques de f est dicret, donc fini. D’aprés le lemme 8, chaque fibre £ ~* (2),
(z e k), n’a qu’un nombre fini de composantes irréductibles (car H> (M; Q) = H, (M; Q)).
L’application f: M — A est donc de type fini.

Supposons maintenant que k ne soit pas vide : k = {z;,2,, ..., 2, }. On a alors,
d’aprés la proposition 2,
p

Y %) =xM—x(F).x () =

Par suite, d’aprés la proposition 1, on a y; (f) = 0 pour toutie { 1,2, ..., p } et chaque
fibre F; = f ~1 (z,) est non-singuliére et homéomorphe & F. F; est donc, d’aprés le théo-
réme (N IV), d’ordre > 1. On définit @, n : I > M etf: 2+ — T de la méme fagon
que dans la partie 2° de la démonstration du lemme 9. Alors, pour chaque y € I" tel que
f(y)eA k, la fibre f ! (») est isomorphe a F, oy pour un y; eI tel que f(y;) = z;,

F f 1 (y,) est un revétement de F;, & m;, feuillets, par la projection 7 | oum; = P’ordre
de zéros de f—z; sur F; > 1. On a donc

X(R) = m;. X (F) = m;.x (F).

Or, d’aprés la proposition 1, on a

1(F) = 1(f() = x(F),

ou f(y)e A—k. On a donc, y (F) = 0, de sorte que F = C ou bien C*.
C.Q.F.D.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer la proposition 3 :
(1) D’aprés le lemme 7 et ’hypothése sur H; (M; Z), on a dim.H; (R; Q) < oo.
(2) Comme dim H?> (M; Q) = dim H, (M; Q) < o, l’ensemble K des valeurs cri-

tiques de f: M — R est, d’aprés le lemme 8 et le théoréme (N IV), de capacité loga-
rithmique nulle.

(3) Voyons ensuite que, pour tout ouvert non-compact Ude R, ona H; (f ~* (U)) = 0(%).
En effet, on prend une suite d’ouverts { 8; };- ., ... de U vérifiant les conditions

(®) Pour les groupes d’homologie a coefficients dans Z, on n’écrira pas le coefficient.
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suivantes : 1° £ 71 (3;) est de Stein; 2° (38) " K = @; 3* U = U 8;; 4° si I'on pose
i=1

A, = U d;, chaque composante connexe de A, N 3, est contractile et ne contient aucun
i=1

point de K. Alors, d’aprés la condition 1° on a Hy (f~*(A)) = Hy; (f~1(8y)) = 0.
Supposons que H; (™' (A,)) = 0 pour un entier n > 0. Considérons la suite exacte
de Mayer-Vietoris :

o Hs (T A) O H (f T Gre ) 2 Hs (f 1 (A 1)) » Ho (f 71 (A, 0 8,00)) = - -

D’apreés I’hypothése et la condition 1°, le premier terme écrit est nul; d’aprés la condition 4°,
f~1 (A, 08, ) est topologiquement un espace fibré trivial sur A, N 3, ; 4 fibres ~ F, par
suite H, (f 7' (A, 0 8,.1)) = [H, (F)]x = 0, olt k est le nombre des composantes connexes
de A,n3d,.;. On a donc H;(f !(A,+;) = 0. Par induction sur n, on obtient
H, (f~*(A) = 0 pour tout n, donc, H; (f ! (U)) = 0.

En particulier, si R n’est pas compacte, on a H; (M) = 0. Si R est compacte, on prend
un recouvrement fini {8;, §,, ..., 8, } de R vérifiant les conditions 1°, 2° ci-dessus pour
tout ie {1,2,...,m}, la condition 4° pour n < m—2 et la condition : 5° A,_; N §,
est homéomorphe a la couronne 1/2 < | z | < 1 dans le plan z et ne contient aucun point
de K. D’aprés le méme raisonnement que ci-dessus, on a H; (f " 1(A,-) =0 et

rang Hy (M) < rangH, (f ~' (A,—1 0 8,)) £ by (F) < o0,

ou b, (F) est le premier nombre de Betti d’une fibre réguliére F de f. M est donc de type
homologique fini sur Q.

(4) Supposons maintenant que K contienne m points : zy, z,, ..., 2, (0 < m < ).

Comme R est homéomorphe a ﬁ—{ n points }, R étant une surface orientable compacte
(réelle) et que K est un fermé de capacité logarithmique nulle, on peut trouver m +n ouverts
{U; h <i<m+n de R, disjoints les uns des autres et vérifiant les conditions suivantes :
1° pour chaque i < m, U; est un voisinage de z; tel qu’il existe une section algébroide
réguliére T; = T'(U,) de f sur U; et que f ! (U, soit de Stein;
m+n
2> R— (J U est compact;
i=m+1
m+n
3* U= (J U; contient K;
i=1
4° le bord dU; de U; consiste en une seule courbe simple et fermée de Jordan (pour tout ).
Soit £ = £ ~'(U). Alors, M—X est topologiquement un espace fibré localement trivial
sur R—U a fibres ~ F; on peut donc munir M—ZX d’une structure de CW-complexe
de fagon que 0% = f ~! (dU) en soit un sous-complexe. Puisque R—U et F sont de type
topologique fini, on a
rang H, (M, EJ) ~ rangH,(M-Z, 0%) < o0,

(excision)
pour tout £ = 0. D’aprés la suite exacte
. > H,(M) » H,(M, £) > Hy_; (©) > Heo , (M) > ...
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on a rang H, (2—) < oo pour tout k = 0. On peut donc calculer la caractéristique d’Euler
de X comme suit :

IM -1 =xM, %) = YM-%,a5)

(excision)
=xM—-Z)—x(3%)
=x(F).xR-U)—x (F).x(3V)
=1(F).[xR)—(m+n)],

ol y (¥) est la caractéristique d’Euler de ¥%. Les E,- =f1! (ﬁi) étant disjoints les uns
les autres, on a

m+n

3 [x ) =% (] = 1M~ 1) X (R).

D’aprés la condition 3°, (0U;) n K = @; donc H, (Z;) = H,(Z;) pour tout k = 0.
Comme on I’a vu a 1’étape (3) ci-dessus, H, (£;) = 0 pour £ = 3 et tout i. On a donc

% = 1 (E)— 1 (F)
= [rangH, (F)—rang H, (Z;)]+rang H, (Z)).

Or, de la suite exacte du lemme 7, on tire
x=0 pour Igism,

xvi=—1 pour m+l1<i<m+n.
Par suite,

éx?é’x(M)—x(F).x(ﬁﬂn.

On désignera par m, le terme a droite de cette inégalité (m, < o0).

(a) Le cas ou F n’est isomorphe ni & C, ni & C* : d’aprés le lemme 10, on a y; > 0
pour i £ m, de sorte que m < m,. Donc, K contient au plus m, points.

(b) Le cas ou F ~ C ou C* : soit K, ’ensemble des points z € R tels que f ~* (z) ne
soit pas analytiquement isomorphe a F. D’aprés le lemme 10 et 1’inégalité ci-dessus, on
voit que K, contient au plus m, points. Soit Ko = { @y, a5, ..., a, }.

Pour zeK' = K—K,, la fibre f~1(2) est irréductible, analytiquement isomorphe
a F et d’ordre > 1. K’, ainsi que K, est donc discret.

Supposons par I’absurde, que K’ consiste en une infinité de points : @y, 415 G+ 25 -o0s Tytns o+
K’ étant discret, R n’est pas compacte. Prenons pour chaque a, (n = 1, 2, ...) une section
algébroide réguliére I', = ' (3,) (cc M) de f sur un voisinage 8, de a, de fagon que :
1° P’adhérence f‘,, soit homéomorphe au disque fermé lt | =< 1 dans le plan C (2 coor-
donnée 1); 2° 5, K = {a,}; 3° 8, N8, = @ pour n # m. On écrit : X, = f "1 (5,).
On a alors

H,(,, 8%,) = Z[T,, oT,] pour n=m+l,
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ol [1:,,, or,] est ’élément de H, (i,,, 0%Z,) défini par le couple (f »s 01,). En effet, tout
2-cycle du couple (i,,, 0Z,) est homologue 4 un cycle de la forme : k.(i“,,, or,)+c¢, ou
ke Z et ¢ est un 2-cycle de (i,,, 0%,) dont le support est dans f,, ~f "1 (a,). Or, 3%, est
un rétracte par déformation continue de %, —f ~* (a,); par suite, ¢ ~ 0. [l:,,, or,] est
donc un générateur de H, (E,,, 0%,).

En plus, on vérifie aisément : H, ()5,,, 0%,) = 0, pour tout n.

On posera 8 = () §,, T =7 "' (8). Comme toute C (resp. C*)-fibration topologique
n=1

localement triviale sur R—39 est triviale, compte tenu de H® (R—38, Z) = 0 pour le cas
de C*-fibration, on a M—X ~ (R—8)x F. (Rappeler F ~ C ou C¥*). Posons

60= L_)lan’ 8,=8_80, 20= Ulz,, et Z/=E—EO.

Considérons le diagramme commutatif suivant :

= Hy(M, M=) — H,(M—%, %) — H, (M, Z) — ...
¥ (excision)

Hl (M “—'E, 620)

H, (X, %) !
H, (R—38)x F, (85,) x F)
K*

0 o @, 0 0
® Z[I,,dr,]— @ Z[@)xb]> @ Coker(d,)—0
n=m+1 n=m+1 n=m+1

ol beF et [(85,)xb] est I’élément de H, (R—38)x F, (03,) x F) défini par le 1-cycle
(05,) x b; les deux suites horizontales sont exactes. Comme R n’est pas compacte, A,
est injective. On déduit donc, de ce diagramme, qu’il existe un homomorphisme injectif

2 (excision)

R

@® Coker(d,) —» H, (M, X,).

n=m+1
or, 9,[T,, oT,] = m,.[(85,)xb], ou m, = l'ordre de f sur la fibre f~ 1 (a,) est > 1;
donc, @ Coker (3,) @ Z/m,Z, ainsi que H, (M, Eo), contient une infinité

n=m+1 n=m+1

d’éléments d’ordre fini. D’autre part, par hypothése, H; (M) est de type fini en tant que
Z-module; le nombre des composantes connexes de io est égal A m (< 00); par suite,
H, (M, }EO) est aussi de type fini, ce qui est absurde. K = K, u K’ est donc fini, ce qui
achéve la démonstration de la proposition 3.

En combinant ce résultat avec le théoréme (NV) cité plus haut, on obtient le :

TutoREME N. — Soit M une variété analytique complexe connexe de dimension complexe 2
telle que H; (M; Z) soit de type fini en tant que Z-module et H, (M; Z) de rang fini sur Z;
f:M— R une application algébroide primitive de M sur une surface de Riemann R
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1l existe alors, une variété analytique complexe M de dimension complexe 2 munie d’une
projection holomorphe propre f M—R et un isomorphisme analytique ® de M sur un
ouvert ® (M) de M tels que f = f o ®. Si en outre R est de type algébrique i. e. un ouvert
de Zariski d’une surface de Riemann compacte R, on peut alors trouver une variété analy-
tique compacte M de dimension complexe 2 munie d’une projection holomorphef‘ M—R
et un lsomorphtsme analytique ¥ de M sur un ouvert ¥ (M) de M tels que [ = f o W. Dans
les deux cas, M- M) [resp. M-¥ (M)] est un sous-ensemble analytique de M (resp.
de M) de (co-) dimension pure 1.

11. FONCTIONS DE TYPE ALGEBRIQUE SUR C2. — Soit f une fonction méromorphe non-
constante de type algébrique sur I’espace C* des deux variables complexes x, y; c’est-a-dire,
1T étant I’ensemble des points d’indétermination de f, I’application f : C2—1 — CP! est
algébroide au sens du n° 8. Soit (R, f,) ’espace de base de f. Comme C?—1 est simplement
connexe, R est, d’aprés la Remarque du n° 8, analytiquement isomorphe & C ou 2 CP?,
compte tenu du fait qu’il n’existe aucune fonction holomorphe bornée et non-constante
sur C2—1. On peut donc considérer f, comme une fonction holomorphe ou méromorphe
de type algébrique sur C?; on I’appellera fonction primitive associée A f. On a une fonction
méromorphe & sur R (= C ou CP?) telle que f = & (f,). Si f est rationnelle, f, et & sont
aussi rationnelles.

Supposons maintenant que f est primitive (i. e. f, = f). Comme une fibre générique
de fest irréductible, de type algébrique et passe par tous les points de t, T consiste en un
nombre fini de points. Donc, d’aprés le théoréme N ci-dessus, il existe une surface analy-

tique complexe compacte V munie d’une projection holomorphef: V — CP? et une appli-

cation holomorphe injective ¥ de C>—1 dans V telles que f =fo Y. Soit Q une boule
| x |*+|» |* < r dans C? contenant t. On peut alors contracter les courbes analytiques

compactes dans I’adhérence ¥ (Q—rt). Désignons par V, l’espace analytique (normal)
obtenu par cette modification. Alors, I’application composée

2 b 4 projection
o1V,

se prolonge par continuité en une application holomorphe injective ¥, : C> — V... Par
suite, V,, (normal) est non-singulier. Comme V,, — ¥, (C?) est un sous-ensemble analytique
de codimension 1, le premier nombre de Betti de V, est nul. Par suite, d’aprés
K. Kodaira [4], V, est une surface complexe rationnelle. Evidemment /o ¥ ! est méro-
morphe sur V.. Donc, de fagon tout & fait analogue au cas traité par T. Nishino [5 V],
on a, d’aprés J. A. Morrow, une application birationnelle ¢ de V,, & CP? qui envoie ¥,, (C?)
sur C?2 (< CP?) binnivoquement. On obtient ainsi un automorphisme analytique
o =¢@oW¥, :C*— C? tel que foa™! soit méromorphe sur CP?, c’est-a-dire rationnelle.
On a donc :

THEOREME N'. — Si f est une fonction méromorphe primitive de type algébrique sur
Pespace C* de deux variables complexes x, y, il existe alors une fonction rationnelle primi-
tive ¢ de x, y et un automorphisme analytique o de C* tels que f = ¢ o a.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE




546 M. SUZUKI

BIBLIOGRAPHIE

[1] W. J. BALLY, On the Theory of 0-Fonctions, the Moduli of Abelian Varieties and the Moduli of Curves
(Ann. Math., vol. 75, 1962, p. 342-381).
[2] H. CARTAN-J.-P. SERRE, Un théoréme de finitude concernant les variétés analytiques complexes (C.R.
Acad. Sc. Paris, t. 237, 1953, p. 128-130).
[3] K. KoDAIRA, On Cohomology Groups of Compact Analytique Varieties with Coefficients in Somes
Analytic Faisceaux (Proc. Nat. Acad. Sc. U.S.A., vol. 39, 1953, p. 865-868).
[4] K. KopAIrRA, Holomorphic Mappings of Polydiscs into Compact Complexe Manifolds (J. Diff. Geom.,
vol. 6, 1971, p. 33-46).
[5] T. NisHINO, Nouvelles recherches sur les fonctions entiéres de plusieurs variables complexes, 111, IV, V
(J. Math. Kyoto Univ., vol. 10, 1970, p. 245-271; vol. 13, 1973, p. 217-272 et vol. 15, 1975, p. 527-553).
[6] T. NisHINO, Continuations analytiques au sens de Riemann (i paraitre).
[7]1 R. RENTSCHLER, Opérations du groupe additif sur le plan affine (C.R. Acad. Sc. Paris, t. 267, 1968,
p. 384-387).
[8] R. W. RICHARDSON, Principal Orbit Type for Reductive Groups Acting on Stein Manifolds (Math,
Ann., vol. 208, 1974, p. 323-331).
[9] H. SArro, Fonctions entiéres qui se réduisent a certains polynomes (1) (Osaka J. Math., vol. 9, 1972,
p. 293-332).
[10] K. STEIN, Analytishe Projection komplexer Magnifoltihkeiten (Colloque Bruxell, 1953, p. 87-107).
[11] K. STEIN, Die Existenz komplexer Basen zu holomorphen Abbildungen (Math. Ann.,vol. 136, 1958, p. 1-8).
[12] M. Suzukl, Propriétés topologiques des polynémes de deux variables complexes, et automorphismes
algébriques de I'espace C* (J. Math. Soc. Japan, vol. 26, 1974, p. 241-257).
[13] M. Suzukl, Sur les intégrales premiéres de certains feuilletages analytiques complexes (Séminaire
F. Norguet, 1975-1976, Springer, p. 31-57).
[14] M. Suzukl, Sur les opérations holomorphes de C et de C* sur un espace de Stein (Séminaire F. Norguet,
1975-1976, Springer, p. 58-66).
[15] M. Suzukl, Note sur les opérations holomorphes de C sur C? [Séminaire de R. Gérard et J.-P. Ramis.,
Springer (a4 paraitre)].
(Manuscrit regu le 21 juin 1977)
Masakazu SUZUKI,
Faculté de Technologie,
Université de Kyushu,
Hakozaki, Higashi-ku,
Fukuoka 812,
Japon.

4¢ SERIE — TOME 10 — 1977 — N° 4



