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SUR ^APPROXIMATION
DU NOMRRE DE SOLUTIONS DE CERTAINES ÉQUATIONS

DIOPHANTIENNES

PAR J. G, M. MARS

Dans ce mémoire, je donne une version adélique de la méthode de
Hardy et Littlewood pour l'approximation du nombre des solutions en
entiers positifs de l'équation

x\ + x\ + ... + < = n.

On verra que la « série singulière » est une intégrale adélique qui a
été déjà introduite par Weil dans [7]. Le choix d'un domaine fondamental
spécial pour A//c remplacera les fractions de Farey, et l'on retrouve, d'une
façon assez naturelle, les « major arcs » et les « minor arcs » : la formule (20)
correspond à l'approximation sur les major arcs et (21) est l'intégrale sur
la réunion des minor arcs. Pour estimer (21), je dois recourir aux travaux
de Vinogradov.

La méthode se généralise au cas d'un corps de nombres algébriques
quelconque. Dans ce cas général, j'utilise les résultats de Kôrner géné-
ralisant Vinogradov. Les ensembles Vo qui seront définis au cours du n° 6
correspondent aux By de Siegel [5].

Le résultat final, rédigé sous forme de théorème à la fin du n° 6,
résume plusieurs problèmes classiques, et on désirerait le prouver pour
d'autres polynômes....

1. — Soit k un corps de nombres algébriques, A l'anneau des adèles
de À* et y un caractère non-trivial de A//c. Soit F un polynôme en m
variables à coefficients dans /c. Je pose, suivant Weil [7],

Fî (0 = f <D (x) % (i F (x)) dx (I€A),
J^m
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358 j. G. M. MARS

où dx est la mesure de Tamagawa sur A^ et où 0 est une fonction intégrable
sur A772. Si $ est telle que F|> soit intégrable sur A pour la mesure de
Tamagawa dj sur A, je pose

(2) F<i> (f) = f F|> 0) ^ (- ij) dj (i ç A).
^ A

Le caractère / définit des caractères /„ des complétés kv de k par la
formule

% (a?) == J f %^ (^) pour x == (^) € A.
v

Quand on a à considérer des intégrales locales, le plus commode est de
choisir, pour tout y, la mesure de Haar djv sur kv autoduale par rapport
à l'identification de kv à son groupe dual au moyen du bicaractère y^ {xy).
La restriction de la mesure de Tamagawa de A à n'importe quel sous-
ensemble de la forme

rpxri>KvX j^ ^

vçS v^S

(S un ensemble fini de places de k contenant les places à l'infini;
ffv = l'anneau des entiers de kv) coïncide alors avec le produit des djv.
Sur /c7^, on choisira la mesure produit déterminée par la mesure djv
sur chaque facteur. On pose alors

(3) FS> (i) = f ̂  (x^) ̂  (i F (^)) dx^ (i €= /c,),
J/,m

(4) F<î> (i) = f F|> (j\) ̂  (- ij,) dj^ (i € /c,),
J k^

où ^ est une fonction intégrable sur k^1 telle que F^ soit intégrale sur /c^.
Il y a lieu de considérer les conditions suivantes sur F :

(A) Quelle que soit ^e^A") [resp. S (/c7;)], la fonction Fî définie

par (1) [resp. (3)] est intégrable sur A (resp. /^); et l'intégrale f | F^

converge uniformément sur toute partie compacte de S (A"2) [resp. S (/c^)].
Ici, S ( . . . ) désigne l'espace de Schwartz-Bruhat attaché au groupe

abélien localement compact en question.
Supposons la condition (A) satisfaite pour A\,. Alors, d'après la propo-

sition 1 de Weil [7], <Ï> -> F$ (i) est, pour tout içkv, une mesure tempérée
positive sur k'^ de support contenu dans F-1 ( { i } ) ; et, pour tout$€S (/c^),

F^ est intégrable sur kv et satisfait à f¥<^ (i^) diy = f $ lx^) dx^
^k., Jk^
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NOMBRE DE SOLUTIONS D'ÉQUATIONS DIÔPHANTIENNES 359

EXEMPLES :

1. Prenons pour F une forme quadratique non dégénérée en m variables.
Pour que la condition (A) soit satisfaite pour A\,, il faut et il suffit que m > 2.
Pour que la condition (A) soit satisfaite pour les adèles, il faut et il suffit
que m > 4.

2. Prenons F (x) = x\ + x\ + • • • + ^t- La condition (A) est satisfaite
localement (resp. adéliquement) si m > k (resp. m > 2 /c).

Désignons par Y la droite affine et par X == Y^ l'espace affine à m
dimensions, et considérons F comme une application de X dans Y.
L'ensemble X7 des points où F est submersive, c'est-à-dire où la diffé-
rentielle de F n'est pas nulle, est une partie /c-ouverte non-vide de X
(si F n'est pas une constante). Notons encore Y' = F (X'), et soit, pour
tout i€Y', L\ l'ensemble des ^eX7 tels que F {x) == i.

Soit Y) une jauge sur Y, et soit co la puissance extérieure m-ième de T],
de sorte que co est une jauge sur X. On définit, comme dans [7], n° 5,
une jauge 6, sur U, (pour tout ieY') donnée symboliquement parla formule

A ^ -- / w (rr) ^9. (x) == ^(F(^)y

Si leY'Ç/Ci,), la jauge 0, détermine une mesure 9,• z, sur U; (/c^), et,
supposant que T] détermine la mesure div sur Â^, on a

(5) f ^ (x,) dx^ == f di^ f €> 16 , , |,
^X^X-J ^Y^Â-,,) ^V^,(k^

pour toute fonction $ continue à support compact sur X7 (À\,).
Supposons maintenant que F satisfasse à la condition (A) pour ky.

Alors
(6) f ^ (x^) dxv = f F$ (iv) div.

^X' (^) ^Y' {k^)

On déduit de (5) et (6) qu'on a

F<^ (i) = f ^ | 6, [,
^ U i ^ )

pour tout i€Y' (A\,) et toute fonction continue $ à support compact
sur X' (À\,); autrement dit, la mesure sur F"~1 ( { i } ) définie par <Ï> -> F^> (i)
coïncide avec Qi \v sur U^ (/Cv).

EXEMPLE. — Prenons F (x) = x\' -\-. . . + ^u avec ^ > A*. Écrivons,
pour i€Y' (/c^),
(7) F<î> (i) == f <î> | 6, ', + ̂  (<ï») [0 e C. (X (^))],(rt == / ^

^Vi(k,)«-AT.^ \
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360 J. G. M. MARS

où ^ est une mesure de support contenu dans l'ensemble
{ : K € X ( ^ ) : F O r ) = f , d F , = O j .

Cet ensemble est vide si i 7^ 0. Pour déterminer pio? on remplace, dans (7),
3> (x) par $ (tx) avec tçk*. On voit facilement qu'alors F$ (i) et l'inté-
grale sont multipliés par le facteur ( l^', par conséquent [j.o (^) l'est
aussi; comme le support de y.o est contenu dans { 0 }, on en conclut que ao
est nulle.

Si l'on suppose plus généralement que F est un polynôme homogène,
on a F {x) = 0 pour tout x€. X tel que d¥x = 0; donc, si la condition (A)
est satisfaite, on a, pour tout ^€À1*, la relation (7) avec L^ = 0.

Retournons au cas général.

LEMME. — Soit i un élément de k et soit, pour tout y, $^ une fonction
de '§ (/C); on suppose que, pour presque tout v, ̂  est la fonction caracté-
ristique de (ï^. Soit <& la fonction de S (A^1) définie par

a) (^) =JJ ̂  (^) pour x = (^)eA^.
v

On suppose les conditions suivantes satisfaites :
1° La condition (A) pour les adèles.
2° U( admet les facteurs de convergence (1).

3° F<^ (i) = (S)v Qi v pour tout y.
^u*^)

AZor^, on a
F^ (i)=f <D|6^,

^U» (A)

où \ Qi IA 65^ la mesure de Tamagawa déterminée par la jauge 9,.
Démonstration. — II est trivial que, pour tout j = (^)eA, on a

no^n1^^
v

et il est facile d'en déduire qu'on a

F^ 0') = [ j 1̂ . (j.).
v

Sous les hypothèses faites, on a donc

F^ (o -n f ^ i 9 ^ = f. i e.i. = / ^ \ ̂  k.
U;(^) ^IMA)^u.-^-j «AT..

Pour les détails, ^oir [7], n08 42-43.
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NOMBRE DE SOLUTIONS D* ÉQUATIONS DIOPHANTIENNES 361

COROLLAIRE. — Supposons F homogène. Soit i un élément de /c*.
On suppose les conditions suivantes satisfaites :

1° La condition adélique (A).
2° Vi admet les facteurs de convergence (1).

Alors^ on a, pour tout t&GSÇA'"),

F$ (i) - f €» | Q, A.
^ U ^ A )

Exemple. — Pour F (x) = x\' +. . . + x^ l'hypothèse 1° du lemme est
satisfaite si m > 2 /c, l'hypothèse 2° est satisfaite si m > 4 et l'hypo-
thèse 3° si m > /c.

2. — L'analogue « discret » de l'intégrale F|) (i) donnée par la formule (1)
est la série

(8) f^o-S^)^11^)) ( l€A)-
^e^'"

où <Ï> est une fonction sur A"1 telle que Y $ (E) <oo.
'.ÇA-'»

On peut considérer /*^ comme une fonction continue sur le groupe
compact A//c; cette fonction a une transformée de Fourier donnée par

(9) h (0 = f fî U) % (- iJ) dj (i e /c).
J\/k

On a évidemment

MO-S f ^(Ox(j(Fe)-i))rf/= ̂  <^(o.
y _ . ^A/A-çe^'^ \^

F(^=i

LEMME. — Supposons F homogène de degré /c. Soient donnés une fonc-
tion ç de S (A^1) ^ UTZ élément i de A. OM a

/I—^^O'^-F^ (0+0 (1^ - ^ ) pour feA*, / i -^oo,

où N e5( arbitraire [$o t"1 désigne la fonction x -> $ (^-1 rc)].
Démonstration. — Montrons qu'on a, pour tout ^G'SfA."1),

(io) / |— ^ ^ ( ^ o ^ f ^ ^ ^ + o d f i - ^ ( i / i ^ o o ) .

Si la transformée de Fourier de ^ est <î>, celle de x —^ \ t ̂  $ (t~1 x)/\
est x -> ^> (<^), et la formule de Poisson donne

| < |—^ <D( / - iO=^ ^ ( U ) = r <Ï>(rK)&+^^(^).
^e^" '̂M ; A"1 ^o

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



362 J. G. M. MARS

Comme ^eS^A^1), la dernière somme est O d ^ l " ^ ) pour ( | -^oo.
Cela donne (10), et le lemme en résulte lorsque $ Çx) est remplacé
par <& (x) y (i F (^)).

Supposons que F soit homogène de degré k et qu'il satisfasse à la
condition adélique (A) du n° 1. Soit ^ç'SÇA"1). D'après le lemme précé-
dent, on a

111— fî^ (i^) % (- ij) = F^ (i) ̂ (-ij)+0(\t -^).

Malheureusement 0 ( | ( l"^) dépend de i. . . ; écrivons pourtant

11— f f^ (i^) ^ (- ij) di == f F^ (i) % (- y) di + reste.
J t k D «7^- D

Si D est un domaine fondamental pour A//c et si l'on prend jt^ = a€/c,
cela donne

t ̂  h. t-^ W = f FS) (i) % (- i;) di + reste = F$ (^ a) + R.
^D

II s'agit, bien entendu, d'estimer R.

EXEMPLE 1. — Supposons k = Q, F à coefficients entiers, et prenons $

de la forme $ (x) = $, {x^) JJ <&p (^), où $,€S (Rm) et où $^ est la
p

fonction caractéristique de Z^ pour tout p. Soit n€Z, n > 0. Prenant a = n
et prenant pour ( l'idèle défini par t^ == Tz17^, ^ === 1 pour tout p, on aura

(11) n1-^^ /^- (n) = F^> (n') + R,

où n' est l'idèle dont la composante à l'infini est 1 et dont toutes les autres
composantes sont M. Le premier membre de (11) est égal à

(12) ni-(^) ̂  ^(n-^O.

F(E)=7l

Et, d'après le n° 1, on a

(13) ^(nf)=^^(l)Y^¥^(n)= f <I»J 6, l U f^ ( n ) = T <I»je . | . J [ / ^ 6,[,.
'p ^(R) -̂ - ^(Q^)

k i i ...-t

^Ui (R) ^TL

Si, en particulier, F {x) = x,' + • • • + ^m'> ave^ ^ pair, on peut choisir <i>^
de telle manière qu'on ait <Ï>^ (x^) = 1 pour tous les x^ avec F (a;^) == 1.
La somme dans (12) est alors égale au nombre r {n) des solutions entières
de l'équation F (^) = n, et on voit facilement, en calculant les intégrales
dans (13), que F$ (n1) est identique à la « série singulière » de Hardy et
Littlewood. L'égalité (11) donne

r (n) == n^1^-1 F^ (n7) + n(7^)-1 R,
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NOMBRE DE SOLUTIONS D'ÉQUATIONS DIOPHANTIENNES 363

et Hardy, Littlewood, Vinogradov ont montré qu'on a lim R == 0 si m
n> »

est suffisamment grand.

Remarque. — Soit F {x) = x\ + • • • + ^n avec k impair. Si l'on sait
que, dans (11), on a lim R = 0 pour tout $€S (A^), on en déduit immé-

n-^x

diatement qu'on a encore lim R = 0 lorsqu'on prend pour <î>^ la fonction
7l>ao

caractéristique de l'ensemble 0 ̂  Xi ̂  1, . . ., 0 ̂  Xm := 1. Cela donne la
formule de Hardy-Littlewood pour le nombre des solutions en entiers
positifs de l'équation F (E) = n.

EXEMPLE 2. — Soit toujours k = Q, F à coefficients entiers et <& comme
au début de l'exemple 1, mais prenons a = 0 et tç. A* tel que t^ = T > 0,
^ == 1 pour tout p. Cela donne

(14) T^— ̂  €», (T^ 0 == F$ (0) + R.
^ez-

F ( E ) = 0

C'est un autre problème classique que de démontrer que lim R = 0.
':•>> ac

3. — On suppose que F est homogène de degré k et qu'il satisfait
à la condition adélique (A) du n° 1. Soient (€A*, v € A - et ^^(A^.
Si l'on pose
(15) t ̂  f^,-. (v) = F<ï> (^ -.) + R,

on a R = Ri + Rî avec
(16) Ri = - f Fî> (i) % (- i^ .) di,

«yA\<Â• D

(17) R. == f ^ | ^ I— /^-. (i^) - H (i)} ^ (- i7-< .) di,
^^•D

où D est un domaine fondamental pour A//c.
On a évidemment

| R , | ^ r |F|.(i) di,
^A^^D

donc lim Ri == 0 si t et D varient de telle manière que tk D devienne
arbitrairement grand.

Utilisant les définitions (1) et (8) et la formule de Poisson on trouve
la formule suivante, qui sera utile dans l'estimation de Rs :

(18) t i— /•$,,-. (il-^ - H (i) == ^ f ^ (x) % (i F (x) + t [x, S]) dx;
Ee^ tyA'n
^0

ici, [x, Ç\ désigne le produit scalaire.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



364 J. G. M. MARS

^ + ̂4. — On suppose que F {x) = x\' + x\ + . . . + x\ et que m > 2 /c.
Pour estimer Rs [défini par (17) au n° 3] on utilisera la formule (18) et
les majorations suivantes, qui seront démontrées au n° 7. On se donne,
pour tout y, une fonction ̂  de S (/c^) de telle manière que, pour presque
tout y, $„ soit la fonction caractéristique de 0^. Posant, pour ^€Â\,,
î/e/C,

I. (4, y) == f ^ (^) %^ (4 F (^) + [^, y]) dx^
^k^

on a, pour presque tout y,

L (4, y) = 0 si 4e^, y^<,
=1 si 4€x^, î/e^y,
=0 si i,^, y^O'y^)7",

I 1̂  (4» y) [ ̂  iv ~mlk si 4^^, î/€(4 ̂ Y.

Et pour tout y, il existe une fonction ^e:S(/C) telle qu'on ait

1 ïv (4, y)\-=^v (y) si 4 I -= l,
|I. (4,y)|^ i.l-^M^y) si |4[^1.

5. — Conservant les hypothèses du n° 4, je traite d'abord le cas où
le corps de base k est Q. Il faut d'abord choisir un domaine fondamental
pour A//c.

Soit T un nombre réel > 1. Pour tout entier a ̂  1, on définit un sous-
ensemble Va de A par

^-[-^^xn-^xn^
/.|a ^|/a

et on pose

D-=UV-
a^T

On a alors A = D-, + Q.

Démonstration. — Soit ^€A. Additionnant à a? un élément convenable
de Q, on peut supposer que XpÇZp pour tout p . Il faut montrer l'existence
de a€Z et E € Q tels que 1 ̂  a ̂  T et x— ^ € V a ; c'est-à-dire, il faut
trouver

S 1
\=^ avec aeZ, peZ, (a, ^) == 1, \x^—\\^—, l^a^r.

On sait que c'est possible.
Les propriétés suivantes des Va sont faciles à démontrer.
1° Supposons T > 2 et a ̂  T. Si rreVa, î /€Va, ^ 7^ y, alors ^ — î/^Q.
2° Supposons a 7^ p, a + p < T. Si ^€Va, î/€Vp, alors ^ — î/^Q.
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Pour T > 2, on pourra donc choisir un domaine fondamental D (dépen-
dant de r) pour A/Q tel qu'on ait

(19) ^JVaCDcD-.

a ̂  T/2

LEMME. — Dans les notations du n° 3, on suppose que D est un domaine
fondamental satisfaisant à (19) et que tp == 1 pour tout p . On a

lim Ri = 0

si t et T varient de telle manière que T et t^ T~1 deviennent arbitrairement
grands.

Démonstration. — Soient b un nombre réel > 0, c un entier > 0 et Q
un compact de A contenu dans l'ensemble

[-b, ̂ xf^c^Zp.

Cherchons une condition suffisante pour que t^ DDÎÎ. Soit xG.0.. Il existe
un entier positif a, et un seul, tel qu'on ait

Xp € a-1 Z* pour p a et ^çZ/, pour p/]7 a.

Cet entier a est un diviseur de c, donc ̂  c. Si T ̂  2 c et si ^ /T-1 ̂  bc,
on aura

^2 et x^ ^^T-^a-1,

donc r ce^ 'VaC^D, d'après (19).
Utilisant les notations du n° 3, on va maintenant estimer Rs. On suppose

que tp = 1 pour tout p , et on prend <Ï>€S (A'^) de la forme

^-^(^n^^-/)
On choisit D de telle façon que la condition (19) soit satisfaite.

D'après les formules (17), (18), (19) et les définitions du n° 4, on a
évidemment

I R . I ^ F di ^ ]p.(i.,/.0
Jtk^ ^- .

^•-^0^0

D'après le n° 4, il existe un ensemble fini S de nombres premiers et, pour
tout p€S, une fonction ^p de ^ (Q^'), tels qu'on ait, pour tout p€S :

I/^O'^ 0 -==^(0 si ipç.7.^
îp (ip, 01^1 ip -m/k ^p (in10 si ï/^Z^;

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



366 J. G. M. MARS

et pour tout p^S :

M^0=l si ^eZ^, ^eZ^,
I/. (ip. 01^1 ̂  |-̂  si i^Z^, Ce 1̂  Z^,

I/" O^» 0 = 0 dans les autres cas.

On peut évidemment supposer que ^ est, à un facteur constant près,
la fonction caractéristique d'un ensemble de la forme p-^Z^ avec
v(p)€Z. Posons alors

ï=ri p^eQ,Y =j j ?^)(

pçs

et soit i € < Va. Les résultats précédents se résument alors ainsi :

ïp (^ 0=0 Si Ç^a-iy-iZ^,
ïp (lp. 0 | ̂  ̂  [ a |̂  si Ç e a-i y-i Z;;S

où ^ sont des constantes, Cp= 1 pour p^S. Si l'on pose

J(0= 2 II ̂ ( ^^O ,
Secr' i;
^0

cela donne immédiatement

J(0^ca-^ ^ |L(i . .^O| .
^ea-iy-iz^

^o=11',avec c
/?es

Soit ^ une fonction de S (IT1) telle que

I L ( ^ ^ 0 | ^ ^ ( ^ 0 si li'J^l,
LO'.^.OI^IïJ-^kO'^^O si [ij^l.

Alors
J(0^ca—/^ ^(^^ï-^)

Sez"1

^o

si i..

J (l) ̂  c a—/^ | i, [—/^ ̂  ^^ (^i ^ a-i v-i 0 si [ fj ̂  1.

^ez^
^o

Comme i€^Va, on a ^ ^ ̂  r-1 a~1. Je considère d'abord les a satis-
faisant à ^ ï"1 a~1 ̂  1. Pour un tel a on a

^a-^^T^l si T^^-1 ;
et

1 ^1 ^ a-1 | ̂  t^-k T -̂ 1 si T ̂  ̂ -1.
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NOMBRE DE SOLUTIONS D'ÉQUATIONS DIOPHANTIENNES 367

Donc, si T >- t^~\ on a
J (f) -^ a-^ a (<;1 a)^ si ^ 1 ̂  l»
J (i) -^ a-^ [ 1, -m/k ( i^ | f;1 o^ si l, ^ 1,

où N peut être pris arbitrairement grand. Intégration sur ^ Va donne
ensuite

f J (l) di ̂  E (a) a-^^1 a)1^ (^ T-1 a-i)1^-^»/^^1,
^Va

où E désigne la fonction d'Euler qu'on note habituellement y [E (a) est
le volume de la «partie finie» de Va]. Par conséquent,

V f J(l)(H^ V ^N(^T-1)N-(^)
^V-

'—N/ /Â- ^-i\y—(m/k)+i
^J

a^^^":

^> ^—N /^ ^—l\N—(m/À-)-|--2

pourvu que T >- ^-1. En particulier

(20) V C J ( i )d f^^(^)+ 9 si 7=^-1.o^y^^
Remarque. — Pour T = ^-l+ô, 0 < S < 1, on trouve

V ^ J (i) di -< f-3", M arbitraire.
. ̂ fk V.

a ^ ^ - S ^ ^

Prenant T = ^-1 il nous reste à estimer

^ f J ( i ) d i = ^ f | | f-^^(^)-F^(o[A-
- - ..1-. ^^V» , .., - . ^tk\.<,<a^^-1 /-<a^^-

(pour /c^ 3). Soit

Gi aj =U tk va) G2 ( fac)== Utk va-
a^<fr-i

Gi ((J et Ga (^) deviennent arbitrairement grands lorsque ^ tend
vers 4- °0 (c^- la démonstration de lim Ri == 0 plus haut). Par conséquent,

^ f | F^ (i) | di == f | H (i) di - f Fî (i) | di
t^^i-1 tk^ ^ 'G2(<- )

tend vers zéro quand ^ -^oo. Il reste donc à considérer

(21) ^-m f |^^(0|^
lyG(<.)

où G ((J == ^ Va. Comme le volume de G ((J est borné, (21)
/.l<a^-i

est majoré par
(22) ^""^P., ^<-.(0|.
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Pour estimer (22) on doit recourir aux travaux de Vinogradov sûr la
majoration de sommes trigonométriques.

Si
<Ï> (X) == Cpi (X^ ̂  (X^) . . . Cp^ (Xnz), Cj^€^ (A),

on a

f^ (0 = 2 ^ (^0 x 0" F (0) = f[ s,, (0,
^SCr" i^l^ m

où j'ai posé
(23) S, (i) = ̂  cp (^ 0 ̂  (i ^) [cp e ̂  (A)].

S;€Q

C'est Sç (i) que nous allons estimer d'abord. Notons A/ le produit restreint
des Qp, de sorte que A = RXA^ Soit K un sous-groupe de A^ de la forme

K = = l j ^ Z ^ avec o-€Z, o- ̂  0, et soit H un sous-groupe compact de A'
p

contenant K. Désignons par S (H, K) le sous-espace de S (A) formé des
fonctions dont le support est contenu dans R X H et qui sont constantes
sur les classes suivant { 0 } X K. L'espace S (H, K) est engendré par les
fonctions ® de la forme <p (x) = <p^ (^) y' (^/) où y^eS (R) et où a/ est
la fonction caractéristique d'une classe p + K de H suivant K; on peut
choisir p dans Q. Pour une telle fonction o on a

Posant

s,(0= ^ p.^OxO'^).
^ep+dz

Tr,(l)= ^ XO-e+P/) ,

l^^'/i
^=0 mod o-

on a pout tout nombre réel positif P :

(24) ^ ?. (c1 (s + p)) % a (s + pn
î €<7Z
0<^P

= 2 (^(^Ê+P^-^^fê+^+P))!^^)
^€Z

0<^P

+?.(<;'([P]+l+P))Tipi(i).

Supposons que le caractère •/ de A soit celui défini par

X(0==e/^<i,>-i.\
\ P - /
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où ^ipY désigne la «partie principale» de ip, c'est-à-dire <(^)€Z[p~1],
i p — ^ i p Y ç Z p (seule la classe de ^ i p ' / module Z est déterminée), et
où e [x) = e2^"1". Alors

avec
% 0' fê + p)^) = e (dk ̂  + dk-, ̂ -1 +...+ flo),

a/eR ( O ^ l ^ k ) et ^ = ^ < ^ > - ^ .

Rappelons que içG(^) , c'est-à-dire i€Va pour un a satisfaisant à
t^ << a^^~1. Mais i€Va signifie qu'on a

^<ip>=^ avec ?eZ, (a, ?) = 1, et | f,
Ta

donc
a.-^^a a2 (a, ^) == 1, /, < a^-1.

Les majorations classiques nous donnent une majoration pour T^ (i)
valable lorsque E reste borné par t^. Je veux cependant prendre P = t^0

dans (24). Alors P171^ < a^P71"1, et en examinant la démonstration du
théorème 9 de [2] on trouve qu'il y a une majoration de la forme

! T^ (i) ^ ̂ ^ pour E ̂  ^+ô;

ÇA est déterminé par k et est strictement positif [par exemple

. k = = [ 2 k 2 (2 log k + log log k + 3) }-1 si k ̂  12],

£ dépend de S et tend vers zéro lorsque S —>- 0. Cela donne

S ^(^OxO-^) !̂ 2 1?. (^0
^€P+(TZ
^>?-^+8

^€P+(TZ
^>P

+ 2 1 ̂  <^1 <S + P» - ̂  <^1 fê + 1 + P» + max | cpj ^-^.
^ez
^>0

Appliquant la même méthode aux termes avec E ̂  p dans la série
pour Sç (i), on trouve

l So (0 i ̂  M?> 0 ̂ +£ + M?» O»
où

î (?> 0=2 ^ (cl ̂  + ^)) ~ coao (^1 6 + 1 + P)) 1 + max | 9, |,
sez

g, (cp, 0 = 2 ^ac ^1 ^ I-
^€p-K7Z

1^-PI>^14" Î
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On a évidemment

<7i (?> 0 ̂ S cl f 1 ̂  (̂  ̂  + P» 1 d x + max 1
^ € Z

= / 1 Poe (̂ ) ^ + max 9^ |;
^R

et, pour N = 1 + e/, S-1,

M^O^ 2 I^(^€+P))I
^ez

l^l>^

^ max 1^9 ,^ )1 ^ ^+p|-^
^ez

l'ixi^
-< max | x^ 9^ (.r) ^-CÂ.

Posant

9 (Poe) = / ?lo (x) | da; + max | ?, [ + max | ̂  9, (x) ,
R

on a finalement
^(OI^^K-^2.

Nous avons montré que les formes linéaires
? ̂  ^1+^-2 S^ (i) [i€ G (/J, /, > 1]

sont équicontinues sur S (H, K).
Revenons à fî^-i (i). Pour

<ï» (x) == 9, (a;i) ... 9^ (x,n) avec 9/ e ̂  (H, K),
on a

^d-^)/^^ n ̂ ^s,-ss^(f).
i^l^m

Comme le sous-espace S (H^, K^^) de S (A^1) formé des fonctions dont le
support est contenu dans R"1 X H^ et qui sont constantes sur les classes
suivant { 0 } X K'" s'identifie à la puissance tensorielle topologique m-ième
de S (H, K), il résulte de ce qu'on vient de démontrer que les formes
linéaires

^ ̂  ^(i-s,-^) f^ (f) [^ G ̂  ̂  ̂  i]

sont équicontinues sur S (H"1, K^). Autrement dit, nous avons démontré
que, pour tout t&e^A^, on a

\f^-.(i)\^t^i-^

[la constante dans ^ dépend de <Ï>, mais est indépendante de içG(tJ
et de (J. Donc

|^— sup [/•^^(Ol^^-"^-^
t € G ( < « ) 1 '

et (22) tend vers zéro si m > k £^1.
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On a donc
lim R = 0

t»->^

pour toute fonction <I> de S (A"') si m est suffisamment grand.
Remarques :
1. L'élément v de /c qui paraît dans la formule (15) définissant R a

disparu dans nos approximations : celles-ci sont uniformes en v.
2. Les mêmes approximations sont valables quand on prend

F (x) = Ci x\ + ̂  x^ + . . . + Cm x^ avec Ci ç. Q* et m > 2 A-.

Dans ce cas, on peut prendre v = 0 dans la formule (15), cf. l'exemple 2
du n° 2.

3. La condition
m>k^1 [= 2 k9 (2 log k + log log k + 3) si /c ̂  12]

peut être affaiblie en appliquant une astuce de Vinogradov, cf. [3] n° 25;
on gagne un facteur /c. Il me paraît invraisemblable qu'on ait lim R === 0
pour m > 2 A*.

6. — Je vais maintenant indiquer comment la méthode du n° 5 se géné-
ralise à un corps de nombres algébriques quelconque. Les hypothèses
sont celles du n° 4 :

F (x) = ̂  + ̂  +.. . + < et m > 2 k.

On va d'abord choisir un domaine fondamental pour A//c. Soit T un
nombre réel > 0, et, pour toute place v à l'infini de /c, soit Cv un nombre
réel > 0.

DÉFINITION :
D ((c.), T)=^J Va,

m^

où a parcourt l'ensemble des idéaux entiers non nuls de k et où

Vo = BaX l~j{ xçky : v^ (x) == — Uy (a) } x ]~[̂
p [ a p/|/rt

avec

Ba ==^:KeA, ̂ 1̂  1 xv ^W pour tout ^^ t-

/^ On a utilisé les notations suivantes : S^ = ensemble des places à l'infini

de /c; A^ ==JJ^; A = A^X^J ' /Cp; Vy •== valuation.^
.€S. y )
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PROPOSITION. — Soit d^ le nombre des y€S^ tels que kv == G, et posons
/2V2

c = ( - ) | discr À: 1/2.
\ 7 T / 1

Si les nombres Cv et T satisfont à

n-ï
ves»

on a
A == k + D ((Cz,), T) pour T ̂  To,

TO étant une constante déterminée par le corps k.
Démonstration. — Soit xç. A et cherchons ^€/c tel que n; — ^€ D ((cv), r).

On peut supposer que a^e^y pour tout p. Alors ^ — Ç e V ^ signifie :
x^ — ^€B^ et (^) === a-1 b avec (a, b) = (1). Il suffit de montrer l'exis-
tence d'entiers a, ? de k tels que a 7^ 0, N (a) ̂  T, x^ — a~1 P€B^)
[on prendra Ç = a~1 ^ et on écrira ensuite (^) = or1 b avec (a, b) = (1)].
C'est-à-dire qu'il suffit de montrer l'existence d'entiers a ̂  0 et (î tels
qu'on ait

(25) ]̂ [ | a^Jcz , a^ -^ | z , ^ ï pour tout Se S,.a
^es«\s ces

Or, si, pour tout y€S^ , ?^ et [ĵ  sont des nombres réels positifs, il
existe des entiers a, ^ de /c, non tous les deux nuls, tels que a y ^- A^,

arc^ — P |^^ ̂  (^€S^), pourvu queTTX^ ̂  ̂  c2.
ves«

Un tel couple (a, p) satisfait à (25), par exemple si

(26) ^ = c, ̂  (^eSJ, Y[^ = T.
^es,

Les relations (26) et l'hypothèse ] J c ^ = r2 c~2 impliquent 1| )^ ^ == c2.
On a a ̂  0 si les ^ sont tels que

(27) (3 entier, [ (3 |^ ̂  ̂  (y e S,) => (3 = 0.

Soit £ > 0 tel que (i entier, ^ ̂  £ (^^S^) => ^ = 0. Il y a Xz,, ^ satis-

faisant à (26) et (27) si T^f}(c,£), c'est-à-dire si r^c2^1 8"' . Cela
démontre la proposition.

Dans les notations du n° 3, je vais d'abord estimer R.j. On suppose

que ty = 1 pour tout p, et on prend <&€ S (A^1) de la forme $ (^) ===TT$^ (^).

On suppose provisoirement que DcD((^ ) , ï ) pour certains Cy et T.
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D'après les formules (17), {18) et les définitions du n° 4, on a alors

.. - [- R , ^ f - - -di\ V ril.-(4, <. 0
-^D ((€.), T) ~ ——-*-•^D^), T) ^ e ̂ w ^

^0

Soit i € ̂  V^. On peut appliquer les résultats énoncés au n° 4, exactement
comme on l'a fait au n° 5 pour k == Q. Cela donne

n1^0 -o si ^d-1 r-1 xy7",

^ (N a)-7^ si Ce a-1 r-1 iy^ ;

ici, c est un idéal de k dépendant de <t>, et o est l'anneau des entiers de A*.
Posant joy- 2 n1^1-^-

E e A:'» v
^0

on a donc
(28) J(l)^(Na)-^ ^ ni1^1-^^!-

^a—i.c—i.ow vçs<
^0

Soit Si (resp. Sa) l'ensemble des y € S ^ tels que | iv \ -= 1 (resp. | iy \ > 1).
D'après le n° 4, on a

(29) ni^^^^i^n^^^ni1^"^^^^^
v€S« vçSt vçS^.

=|lsJ-"'/^.(ls.•<.0,
avec

k = 0 ^ea;(A:')
v€S«

^on note, pour tout ScS^, is = (iv)vçs et ig | ̂ rTl ^ \ i^ = is\
\ • ' ves /

On déduit de (28) et (29) qu'on a, pour tout M,

(30) J (i) ̂  (N a)-7^ is, l—/^- ( | isj. | ̂  |-1 N ay1,

pourvu que | ig^ | -< ^ [ N a"1. Cela veut dire que les approximations qu'on
vient d'effectuer ne seront utiles que dans l'intégration sur la partie
de ^ D ((c,), r) où l'on a | is ^ | ̂  | N a-1 pour tout S C S, (l'ensemble S
vide compris).

Nous allons maintenant fixer les c^ et T. Soit o- > 0 tel que

^= ^l'-2 ( rf=[^:Q]).
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Nous prenons Cv = | (z, A' Œ z, et T == c ^ /f-1, de sorte quej^jc^ = r2 c-2

v€S«

(c est la constante définie dans la proposition au début de ce numéro).
Outre les ensembles V^ il sera nécessaire de considérer les ensembles V^

définis par
V^ == Ba x ̂ Jj rce/cp : y? (a;) = — Vy (a)} x JJ ffy

p ] a p/^a
avec

B^= xçA^ :JJj ^ l ^ l ^ l ^ ^ ^ p o u r tout ScS^L
vçS )

Pour notre choix de (c^) et de T on a V^CV^ si [ ^ ^ 1. Remarquons
que les inégalités

[^ \h\x^ \^c\i^ |No-1 et J"Jc^ ^ ^ ïNa- 1

v€S«

intervenant dans les définitions de B^ et B^ respectivement (pour S = S^)
sont les mêmes ; en particulier, si k = Q ou si k est un corps quadra-
tique imaginaire, on a V^ == V^ pour N a ̂  c [ ^ ] et V^ est vide pour
c ^ | < N a ̂  T.

Considérons maintenant ^ J (i) rfi. Soit S^ == Si U Sa une partition
"^vd

de S^,, et désignons par W (Ss) l'ensemble des éléments i de ^ V^ tels
que | if, ^1 pour yeSi, | ^ | > 1 pour yçSa. Comme i^e^B^, on
a | ̂ sj ̂  ^ ^ | N (T~1, et la formule (30) donne

(31) f J (i) di ̂  (N a)-"^ f is, 1—^ ( | i-sj. | /, -1 N a)M di
•^(Sa) '7W(S,)

^ (N tt)M-(^)+iri(i _ N y-i) ^ -M C i ̂  ]M-(^)^^
" . *AV- •SJ^.(S,)y a

où W^ (Sa) est la projection sur A^ de W (Sa). Il résulte aussitôt des
définitions qu'on a

W,(S.)=jl.€A,: |l . |^l(peSO,|l . |>l(y€S.), | ls, |^c^ )

Un calcul élémentaire prouve que

f a;? rcï . . . ̂  Ar, . . . d^ ̂  A1^-^110^1^
^ î (5 - 1) 1<^i

11 x,^ A
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pour A^i , N ̂  0, 5^1; et cette inégalité entraîne la suivante :

L /•y» N /y IN y 2.̂ 1 iyJj\ . . . \ Jbr Z'i . . . | Zs

^|^l,.z-*eR
^l^i.^ec
a-i ....rv| . \ Z t . . . ̂ J^A

Inrf/'+A—i A
7^ A N + l ^ë AdXi . .. d^dzi .. . d^^^A^1

(r + s - 1) 1

pour A ̂  1, N ̂  0, r-)- s ̂  l (J'ai écrit dxi resp. ^ pour la mesure
de Haar usuelle sur R resp. C). Appliquant cette formule à l'intégrale
sur W, (82), on déduit de (31) :

F J(0^ /. -^^(log0——)'821"1

*AV(S^ \ iN " /'wis^)

si 8.2 n'est pas vide,

f J ( i )d i^ (N o)M-(/^)+i ^ -M•<; |^ -(/"A)+i.
t-'VV- /^\'^(^^

Par conséquent,

et

(32)

f J(0^'J (i) di -< /, -(^)+i max ( 1, log<

^^V(i N a
^ 1 ^ l-W^+^logI/, l ) '^ ' -1 ,

y f J ( i ) d i ^ t^-w^ftog /, y8-'-1.
J——— J t k V '

Nd^cl/.

Cette formule généralise la formule (20) du n° 5. Pour k = 2, la formule (32)
montre déjà qu'on a lim Rî == 0, puisque, dans ce cas, V^ == V^ pour

tout ft et c t^ | = T.
Avant d'aller plus loin, il faut préciser un peu le choix du domaine

fondamental D.

LEMME. — Supposons k ̂  3. Si t^\ est suffisamment grand, les
relations rceV^, î/€V^, x ̂  y entraînent x — y^k,

Démonstration. — Soient xç\'^ î /€V^ tels querr — y = ̂ €/c. L'idéal S ûb
est alors entier, et l'on a

NÊab)=N(ab) ]_ - ^ |^^N(ab)2 t / 2 ^ - J ( ^ + ] U. )
^ e s« t'es.

=2^N(ab)^ a;s . ys^s ^2 r fc2 ^ |2-^ < 1
ses»

si ^ | est plus grand qu'une constante déterminée par k et k. Donc E = 0,
a; = y.
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II résulte de ce lemme qu'on peut choisir un domaine fondamental D
pour A//c tel qu'on ait

(33) U V,cDc^JVa

NÛ^'I/»! NO^-

(D dépend de t, bien entendu, et l'on suppose k ̂  3).

LEMME. — Soit D un domaine fondamental satisfaisant à (33). Alors (/l D
devient arbitrairement grand lorsque t^ —^oo.

Démonstration. — Soient û^ un sous-ensemble compact de A^ et c un
idéal entier non nul de /c. Soit

^ =^x]Jpp',

y

et cherchons une condition suffisante pour que ^ D D Û . Soit xçiî, et
soit a l'idéal défini par Uy (a) = max (—- y y (Xy\ 0) pour tout p. L'idéal a
est entier et divise r. Pour que xçt^ V^, il faut et il suffit qu'on ait

^s -= c | ̂  | N o-1 pour tout Se S^,

et il suffit qu'on ait

^s -= c \ i^ \ N c-1 pour tout Se S^.

On aura donc û C ̂  D si | ̂  | est suffisamment grand.

COROLLAIRE. — lim Ri == 0.
|^|>°0

Cela résulte tout de suite de ce qu'on a dit au n° 3.
Revenons à l'approximation de Rs. Nous supposons désormais que D

satisfait à (33). Compte tenu de (32), il nous reste à estimer

ou

f l^l- /"/>l>o^(^- / l)-F*!>(0|^
^•G^)

GO^U^ U v^-^i\ \J v^

N a^ ̂  " N a ̂ c \ t» |

Nous avons montré que tk [ I V^ devient arbitrairement grand quand
t | -> oo : donc

lim f F|>(i) d i==0,
'»\->^> ^ f k ( , l f \\f»\->^ ^<A-G(^)

et il reste à considérer

(34) |^-f \f^(i)\di.
^ ( ï i f ^ \
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Afin d'estimer (34) on utilisera le travail de Kôrner sur la majoration
de sommes trigonométriques attachées aux corps de nombres algébriques.
Nous supposons maintenant que ^ est défini comme suit. Soit u € R $
on pose

^ === u pour tout uçS^,

et on fait tendre u vers -|- oo. Le résultat principal de Kôrner [4] nous
donne alors :

SATZ. — Soit o > 0, et posons P == u140. Pour tout y € S ^ , soit
0 < Qv ̂  P v\ soient Oo, ai, . . ., a/_i€A, i€G (^). Alors on a

(35) ^x 0' ̂  + ̂ -i S71-1 +... + ûo) ^ ̂ -£^3,

la sommation est étendue aux entiers ^ de k de signe donné à chaque place
réelle de k et tels que E \v := Q^v pour tout y€S^. La constante dans -^
dépend seulement du corps /c, de l9 exposant k, de y et de o ; & est une fonction
de 3, d et k qui tend vers zéro lorsque o -> 0 (d et k étant fixés) ; £/, est donné
par

^ == 2k2(2\ogk + log(d2 + d\ogk) + d + 2\
\ ° /

Comme le langage de Kôrner est assez différent du nôtre, je noterai
ci-dessous quelques observations qui permettront au lecteur de vérifier
que ma proposition est, en effet, une application directe du Satz 4 de [4].

1° Désignons par tr la trace k -> Q, ainsi que ses extensions A^ -> R,
A -> A, etc., et soit ^ le caractère de A défini par

-X^) -XQ^r^)) (xçA),

où ^Q est le caractère de A qu'on a utilisé au n° 5. Tout autre caractère
non-trivial de A//c est de la forme ^ (a x) avec a€/c*, et il suffit de consi-
dérer le cas a == 1 (pour obtenir le cas général on prendra Œ = a dans
le Satz 4).

2° Soit ^ comme sub 1°, et soit i€A. Choisissons un élément -y de k
tel qu'on ait ^ç.iv + K1 pour toute place finie y, & étant la différente de /c,
et posons a = y — i^ € A^. On voit facilement qu'alors ^ (i T]) == e (tr (a Y]))
pour tout r\^Q {e (x) = e ^ ^ "' 'r), c'est-à-dire, y (i Y)) == E (a Y)) dans la
notation de [4].

3° Soit i € V(p Si y est choisi comme sous 2°, le dénominateur de y à
est égal au numérateur de ftï"1.

4° Soit Ci > 0 tel que

c^ = c | discr k [-1 == f 2 ) 7 2 ! discr k -J/2.
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Soit, pour tout ye/c, B^ le sous-ensemble de A^ défini dans [4] (II, § 1),
où l'on prend

t = Ci u, h == î^-1^0, ô > 0.
On a donc

Y=JO;€A, :F[ 7î(^ -y) , [| | c , u ] , 1 ^^-,,pour tout ScsJ,B.== O;€A,:J[} 7î(^-y) . |J | c , u ] , 1

( v € S v€S«\S

»/ ^4. 1^ /3^^ / .___,*^4-^ , ,» -S ^ ..\où a7 est le dénominateur de y ît.

LEMME. — Soit ^€V(p ^ soient ^ et a comme sous 2°. Si açB^ on a^ = v
et i€V^.

Démonstration, — Supposons que aç.B^ Si ^ est le dénominateur
de ^ b, les idéaux ^ ba7 et y îtn sont entiers; (y — E) bft7 ft est donc un idéal
entier. D'autre part, en écrivant

ï -S-^ -O+ i . (^eSJ,

on vérifie facilement à partir des définitions qu'on a N ((v — ^) &a' a) -^ u""0 ,̂
où la constante dans -^ est déterminée par le corps /c. Si u est suffisamment
grand, on en conclut que ^ = y. Pour démontrer que a€By entraîne i€V^,
il suffit de vérifier qu'on a, pour tout ScS^,

^ijwn c.ui^ni"i"-
vçS vçS^\S vçS

Comme a7 est un multiple de rô~1 (cf. 3°), on a c N (ft7 d~1) ̂  cf, et
l'inégalité à prouver est valable si u~0 ^- Ci.

5° D'après 4°, la relation i G G ( ^ ) entraîne que a n'appartient à
aucun B^. L'application du Satz 4 ne présente plus de problèmes.

Soit cr un entier non nul de /c. Désignons par T la somme dans (35),
et par T\ la somme des termes de T avec ^ = Y] mod o- ( ï j€a). Posons,
pour tout caractère ^ de Cï/(o-),

t,,= ^ T^(rî),
-/iexy/^)

de sorte qu'on a
T^=w^) 2 ^^(^

^eo/(T)

Pour tout caractère ^ de iî/(cr), on peut trouver un élément & de A tel
que ^ (^) = = % . ( & ^) pour tout ^€xî . La somme T^ est donc égale à la
somme T avec ai -|- b au lieu de ai. On en conclut que la majoration (35)./\.
est valable pour tous les T^, donc aussi pour T^ (avec la même constante).
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Ceci dit, on peut appliquer la même méthode qu'à la fin du n° 5
(utilisant une sommation par parties en d variables), pour montrer que

\f^^(i) ^u^-^-2) pour i€G(U.
On a donc

(36) t^1 sup |/^-.(i) ^^—^-^
(•€G(M '

Un calcul élémentaire montre qu'on a

vol B(I ̂  —— u-^-1) (log u)ls-1-1 ;

d'où
vo lGOJ^^vo lV,

Ntl^T

-SMI^-î^01^1 a
N(I^^ p a

< V u-^(^-i)
^a^^

N(I^ p | a

^ ̂  u-^-i) (log u)is.i-i ̂  (log u ) i s« l - i .

Cette majoration et (36) entraînent que (34) est majoré par
yâk-m^-^ ( logu)lS«l- l ,

et (34) tend vers zéro pour u -> oo si m > dk s.^.1. On a donc

lim R = 0
u-^^

si m est suffisamment grand.

Remarques :
1. Il est clair que nous avons démontré que lim R = 0 uniformément

V -^ x

en v.
2. En examinant de plus près nos approximations on constate que

celles-ci sont uniformes en <t> sur tout compact de S (A'"). Cette obser-

vation et la convergence uniforme de / | FÎ [ [condition (A)] impliquent

qu'on a lim R = 0 uniformément en <t> sur tout compact de S (A^.
î/>00

3. Les mêmes approximations sont valables pour

F ( x ) == Yi^ + . . .+ ï/^L

où les y, sont des éléments fixés de /c*.
4. La condition m > dk €~^ peut être affaiblie, cf. [4], Satz 7.
Finalement, nous avons le théorème suivant.
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THÉORÈME. — Soit F [x) •== YI x\ + Y^ x1, + .. . ̂  ̂ , a^c ^e/c*.
5oie^ (€A*, vçk et <î>eS (A^, et soit R ^/im par la formule (15) d!u n° 3.
Alors on a

lim R == 0
| t | -^ 0.

uniformément en v, si m est suffisamment grand.

Démonstration. — Désignons par Ai l'ensemble des <eA* tels que [ (| == 1.
Soit C un sous-ensemble compact de Ai tel qu'on ait Ai == C/c*. Pour
tout u€R*, notons in Fidèle dont toutes les composantes à l'infini sont u
et dont toutes les autres composantes sont 1. Alors tout tçA.* peut se
mettre sous la forme t == iaC\ avec u€R*, c€C, \çk*.

Il résulte aussitôt des définitions des n08 1 et 2 que, pour t = i,, c X,
on a

11'-7' /^<- 00 = "̂ "̂  h,^ (^-'),
F<î, (^ .) == ¥^ (i^ ̂ ),

où ^r = <î»o c~1. Appliquant le résultat déjà obtenu avec ^ au lieu de $
et vÀ"71 au lieu de v et tenant compte des remarques ci-dessus, on obtient
le résultat annoncé.

7. — Voici la démonstration des assertions du n° 4. Comme S (/c^)
est la puissance tensorielle topologique m-ième de S (/c^), il suffit de
prouver la proposition suivante.

PROPOSITION. — Soit K un corps localement compact non-discret de
caractéristique 0. Soient y un caractère non trivial de K et dx une mesure
de Haar sur K. Fixons une fonction y de '§ (K) et posons, pour a et f c € K ,

I (a, b) = f cp (x) % (ax^ + bx) dx.
^K

I I existe une fonction ^ € S ( K ) telle quon ait
(37) 1 (a, 6) ^ ^ (6) pour | a ^ 1,
(38) | 1 (a, b) | ̂  | a 1-^ ^ (a-1 6) pour | a \ ̂  1.

Z)e p?u5, 51 K == kv, / == /z;, dx = dxv, et si y est la fonction caractéristique
de ^, on a, pour presque tout u,
(39) 1 (or, b) == 0 pour o ? € 0 y , 6^^,
(40) I(a, 6) == 1 pour açon, bç.e^
(41) 1 (a, b) = 0 pour a^e^, b^asfv,
(42) | I(a, b) |^ | al-^ pour a^^, bça^.

Démonstration. — 1° Si a reste dans un compact de K, la fonction
x -> y {x) y (ax^) reste dans un compact de S (K), donc sa transformée
de Fourier aussi. Cela donne (37) [voir [6], lemme 5). 2° Soit E un sous-
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ensemble fini de K* tel que K* = K*^ E. Nous montrerons ci-après que,
quel que soit y, la transformée de Fourier de la fonction x h-> y (^A) est
une fonction bornée. Admettant ce résultat, soit aêK*, a = t^ ao
ao€:E, et soit g la transformée de Fourier de x \-> y (ao x^). Alors, la
transformée de Fourier de x h-> y (ax^') est la fonction y -> t \~1 g (r~1 y) ;
celle-ci est majorée par [ a ~ ~ l / k , de sorte que la transformée de Fourier

de <p (x) y [ax''} est majorée par a [ ~ { / J ' f o (y) dy, c'est-à-dire par | a -1/Â.

Cela donne déjà
(43) I(a, b)\^ a -^.

Distinguons trois cas.
a. Si K est à valuation discrète, il existe un nombre entier N tel que

la fonction x ^-> o [x) y {ax^) soit constante sur les classes suivant a"1 y^
si | a | ^- 1 (p est l'idéal maximal de l'anneau ® des entiers de K).
La transformée de Fourier de x ̂  y (x) y (ax^) est alors nulle en dehors
de l'ensemble ap^®1. Cela donne (38) avec ^ = fonction caractéris-
tique de p~^ ®1, multipliée par une constante.

6. Si K = R, la fonction x h-> © {x) y {ax1') est indéfiniment dérivable et
sa dérivée d'ordre N est de la forme

^ ai ?< (x) % (û^),
O^î^N

où les (fi sont des fonctions de S (K) déterminées par o. On en déduit,
utilisant (43) pour cp/, que la transformée de Fourier de x ̂  ^ (x) y [ax'')
est majorée par a l"'^ afb [N pour a ^ 1 (N quelconque). La majo-
ration (38) en résulte, compte tenu du lemme 4 de [6].

c. Si K == G, la démonstration est analogue à celle du cas b.

3° La transformée de Fourier de la fonction x ^-> y (a/1) est une fonction
bornée g; de plus on a
(44) \ g ( y ) \ - < y|-^—^--'].

Pour la démonstration, nous distinguons trois cas.
a. K est à valuation discrète. Soient v la valuation de K, © l'anneau

des entiers de K, p l'idéal maximal de ®, e l'entier rationnel tel que
©i == y-6. Quels que soient y € K et TZ€Z, on a

/ % (̂  + ̂ ) dx
^v(,v)=n/ v (,v) = n

—— n—n—y. '\1 y (j^^k n/C \ ^H yy\ 1 ^ /TT/l+a y C^ TT^(/''—

^e(D* (D

/ /modp^-

= ̂ -a ^ % (7r^ ̂  + 7r/( "y) / % (7r7;+a z [k ^(/>--1) ̂ -1 + y]) dz,^ tf\
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si a > 0, nk + 2 a ̂  — e (11 est une uniformisante de K, et q = N p).
c v (y) — y (k) .,bupposons M < ri _ i / ' Alors

y^TT7^-1) yÂ-l) ̂  p^

et
y (7^+a ̂  ̂ (Â-I) ̂ -i + y]) = ̂ . + y (̂  + a.

Il existe un entier a tel qu'on ait

a ̂  1, nk + 2 a ̂  — e, n/c + y (A:) + a < — e, si nÂ- ̂  — 2 y (A:) - e — 2.

Cela donne

(45) f ^ ( x k + x y ) d x = 0 si n < v (y) ~ v (/0, n^^ - 2 y (^ - e - 2.
J-,,/^—», A' —— 1

Si £2 est un sous-ensemble compact de K, on peut donc trouver une
constante /Zo (û) telle que

j % (^ + xy) dx === 0 pour n < Ho (^), y€ ^2.X/?J(.^•)=:/<

Par conséquent, la transformée de Fourier de x \-^ y (^) est la fonction g
définie par

g (y) == lim f ^ (^ + xy) dx.
n^-^J,,^^^

II est évident que la fonction g est localement constante sur K.
Quels que soient yç. K et n€=Z, on a

f % (̂  + ̂ ) ̂ r
*A»/'r^7i^(^^/î

— n—n—y. X' „ //n./^ »^ _| ^./i
= 9'-"-a ^ % (^"^ "^ + TT" "!/) / X (^+a ^ [À- 71^ ̂ -1) U^-1 + Z/]) rf^,

^ e (D /^a (r)

SI
a ̂  0, nk + 2 a ̂  — e.

Supposons maintenant que n > u )~^v ' Alors

y (^+a ̂  ^^(^-1) yÂ-l ^_ y]) = ^ _(_ a + y ((/).

Il existe un entier a tel qu'on ait
a ̂  0, nk + 2 a ̂  — e, n + a + y (?/) < — e,

sisi

On a donc

(46)

^ ̂  — y (y) — e — 1, n (A: — 2) ̂  2 y (y) + e + 2.

f x ^ + ^ d x ^ O si n^^^^
^v (.r) ̂  ̂  / C l

^ ̂  - u (y) - e - 1, n (/c - 2) ̂  2 y (y) + e + 2.

4e SÉRIE —— TOME 6 —— 1973 —— N° 3



NOMBRE DE SOLUTIONS D'ÉQUATIONS DIOPHANTIENNES 383

Soit Ho le plus petit entier > • __ ' ' On aura rio ̂  — u (y) — e — 1,

Ho (k — 2) ̂  2 v [y) -)- e -{- 2 dès que v (y) est suffisamment petit; c'est-
à-dire, il y a une constante Ci telle qu'on ait

/ % (^ + tn/) cte == 0 pour v (y) < Cj.
^^(.r^^r)—?;'^)]/^—!)

Et, d'après (45), on a

f 7 (^ + xy) dx = 0 pour tout n < ^ ̂  ~ l> ̂
^(.r)=n ^ K — 1

si v (y) << es, es étant une constante. Par conséquent,

(47) g (y) == j % (^ + ^y) drK pour v (y) < c [c = min (Ci, c,)].
^v(,v}=[v{y)-v{k}]/(k-\)

En particulier, g (î/) == 0 si y (y) < c et si u (y) -^ u {k) mod (/c — 1).
Si v (y) = v (k) — n (k — 1) << c, on a

9 (y) = / % (^Â + ^/) dx = q71 % (TT-^ ^ + TT-^ a;?/) da;,
^v{.ï-)=-n t'^)*

de sorte que (44) résultera immédiatement du lemme suivant.

LEMME :

/ % (z (xk + ktx)) dx ^ | z -v2 pour zçK, <€€)*.
^(D*

Démonstration. — On a évidemment

f / (z (xk + /cte)) da; == q-^ ^ y (z (î  + Â:fu)) f % (zk ̂  x (u^-1 + t)) dx
J^ ^ .e(D* ^

umod p^

si
a > 0, 2 a ̂  — u (z) — e.

Prenons a minimal, et supposons y (z) ̂  — 2 u {k) — e — 2. Posant

;3 == — y (2) — y (k) — e — a,
on a alors [3 > 0, et

(48) f % (2 (̂  + /cte)) ̂  = vol ((D) ^-a V % (z (î  + Â-/U)).
«^<ï\* ^^^^* ^ e © /p^-

^ i— ' -s— t mod 11^
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Remarquons que a ̂  ^ [a — ^ = v (k) si v {z) + e est pair, a — ^ == y (/c) + 1
si y (z) + e est impair]. La formule (48) entraîne tout de suite qu'on a

(49) f ^ (z (^ + ktx)) dx ^ vol (€Q q-^ Ap (t)
J^*

= vol ((D) q'^^ A: -1 [ z |-v9 Ap (0,

où £ == 0 (resp. 1/2) si y (z) 4- ^ est pair (resp. impair), et où
Ap (/) = Card { u € 0/pP : î -1 =: - t mod yP j .

Si l'on pose
(50) B ( 0 = C a r d ; uç^l(k - 1) y : u^-1 ̂  - /mod (k - l)2 y },

on a, pour p > 2 v (k — 1),
(51) A? (0 = B (0 /c - 1 -S

donc
^(t)-=q\k—\-î pour f<=0*, j3 > 0.

Le lemme résulte donc de (49).

Remarque. — Plus tard, nous aurons besoin du résultat plus précis suivant.
Supposons que vol (®) == 1, v {k (k — 1)) = 0, e == 0. Alors

(52) f % (z (^ + Â;te)) do; ^ (A: - 1) z |- '/2 pour y (z) ̂  - 2, y (t) = 0.
^(O*

Démonstration. — Sous les hypothèses faites, la formule (49) donne

(53) f % (z (̂  + ktx)) dx ^ y | z -1/-2 A? (0.
"C^*

II résulte maintenant de (50) et (51) qu'on a
Ap (0 == B (0 ̂  k - 1 pour P > 0.

Si u (z) est pair, l'inégalité (53) entraîne (52). Si v (z) est impair, on écrit

(54) f ^(z^+ktx^dx^q- V ^(z^+ktu)) V
'<0* —^/^ ^uç^l^

^—^—/niodV3
^€(D/ÎÎ

^Z ̂ [Y^) ̂ -2 W2 + /C (U^-1 + 0 TT-.3 wiyX / I Z T :

La valeur absolue de la somme sur w est y172, puisqu'on a

y (̂  ^2P) ̂  _ 1^ Q\ ^-2 ç ̂ *^ ^ ̂ k-i + ̂  ̂ -p ç ̂  y (2) ^ 0.

La formule (54) entraîne donc

( X (̂  (̂  + A:te)) & ^ ̂ -a+ v2 A? (/) = | z - v2 B (0 ̂  (A: - 1) z |- v2.
^(D*
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b. Si K = R, la transformée de Fourier de x -> y {x^) est la fonction g
donnée par

9 (Y) = f x % (̂  + ̂ ) dx = \ y |^-n F x % (| y '^-^ (̂  + sgn (y) ^)) (te.
t/ —— » ^ — — 0;

Un peu d'analyse facile montre qu'on a

l r30
\ -/ (z (^ ± a;)) d-r ^ 2 |-1/2 pour z -> oo.
| ̂ -<

II s'ensuit qu'on a

1 ff (y) 1 ̂  1 V -^-2)/2^-11 pour y | -^ oo.

La fonction g est, du reste, indéfiniment dérivable sur K.
c. Si K = G, la transformée de Fourier de x -> '/ (a/) est donnée par

9 (̂  = VP f% (̂  + xy) dx== y \^- -n ̂  fy/ y l^7^7--j)1(^ + -^a')) da;

<./p ^p \ \ y / /

y | est le carré de la valeur absolue usuelle sur G, de sorte que —"r^

a la valeur absolue 1). On peut montrer que

up j / (z (xk + te)) dx -< z l"172 pour z réel, z —^ oo, | ^ =1.
^c

Cela entraîne (44).
4° Soit K = kv, y = y v , dx =- dxv, et supposons que ç soit la fonction

caractéristique de 0^. Il est clair que (39) et (40) sont valables pour presque
tout y. Si a^a^, la fonction x -^ ç {x) yv {ax1'} est constante sur les classes
suivant a~1 0^; sa transformée de Fourier est donc nulle en dehors de a ̂ ,
ce qui donne (41). Supposons maintenant que a^^v et que bçaffv, et
prouvons (42). Remplaçant, dans (45) et (46), / {x) par y^ {ax) et y
par a~1 fc, on trouve, pour presque tout v :

(55) f ^(ax^ + bx)dx===Q si n < v {a -1 ̂ nk^ — v(a) — 2;

n ^ - y(^) - i,

^(.r)=/i /c — 1

(56) f % , ( a ^ + ^ ) & = 0 si n > u (a l ^
^u{.T)^n K ~ i

n (k — 2) ̂  2 u (a-1 b) + u (a) + 2.

Soit ^ le plus petit entier ^ — -^—/- Distinguons trois cas.

I. Si v (a~1 b) ̂  — y (a) — ? et si — u (a) ̂  1 mod /c, on a

^ %„ (û^ + bx) dx == 0 pour 0 ̂  n < /,
^y(,z')=:/i
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d'après (55). Donc

j ^ (ax^ + bx) dx= f ^ (axk + bx) dx == f dx == q-1.
J^ J^ J^

II. Si v (a~1 b) ̂  — v (a) — l et si — v (a) == 1 mod /c, on a

j %z, (ax1- + bx) dx == 0 pour 0 ̂  n < Z — 1,
ty;.; (,r) = n

d'après (55). Donc

(57) f ̂  (a^ + bx) dx == f ... = q-i V ^ (^ + ^).
^ ^/- p-A.

La dernière somme est de la forme ^ ^o (^ + &o ^), où /o est un carac-
.^•eF^

tère non-trivial de F,/ et où & o € F ^ ; il est connu (Weil-Carlitz-Uchiyama)
que sa valeur absolue est plus petite que (k — 1) q^ pour presque tout y.

III. Si v (a-1 b) < - v (a) - l, on a, d'après (55) et (56),

v (a-1 b)
k- 1^ y^ (ax1^ + ^) d^ = 0 pour n <

^(.r)^

^ /^ (a^ + ̂ ) da; == 0.
^^'(^^[f'^-l/^A/:-!^

^ ^ (axk + ^) & = 0 si u (a-1 b) ̂  0 mod (/c — 1);
•^/ÏN

Donc

et, si u (a-1 &) == 0 mod (/c — 1), (52) donne

f ^ (o^ + bx) dx ^ (k — 1) | a | -v21 a-1 6 -[(^-^(À--!)]^
^(D

Dans tous les cas (I, II et III) on trouve

f ^ (ax^ + bx) dx ^ \ a \-^\
J^

si q est suffisamment grand, et (42) est démontré.

REMARQUE. — Nous avons utilisé, dans II ci-dessus, le résultat profond
de Weil-Carlitz-Uchiyama. Ce n'est pas tout à fait nécessaire. En effet,
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dans le cas II, on a v (a) = — kl + h — 1, et, d'après (57), l'inégalité
[ I (a, b) ^ [ a ~ l / k équivaut à la suivante :

(58) ^%o(^+^) ^g1-

pour tout caractère non-trivial ^o de Fy et tout &o€F^. Or, on montre
élémentairement que le premier membre de (58) est plus petit que kq^
{cf. [1]). Cela suffit pour k ̂  5, mais pour k ̂  4, on a besoin d'une esti-
mation plus précise.
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