
ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’É.N.S.

HELMUT A. HAMM
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UN THÉORÈME DE ZARISKI
DU TYPE DE LEFSCHETZ

PAR HELMUT A. HAMM ET LE DÛNG TRÀNG

0. Introduction

(0.1) Dans [25] 0. Zariski a énoncé le théorème suivant :

THÉORÈME (0.1.1). — Soit H une hypersurface projectile de P" (G).
Soit L un hyperplan générique de P71 (C). Si n > 2, alors le groupe de
Poincaré de P71 (G) — H coïncide avec le groupe de Poincaré de L — HC\L.

Il obtenait alors le corollaire suivant :

COROLLAIRE (0.1.2). — Soit H une hypersurface projectile de P" (C).
Si n > 2, le groupe de Poincaré de Pn (C) — II coïncide avec le groupe
de Poincaré de P — H C\P, où P est un plan générique de Pn (G).

Ce théorème permet donc de ramener le calcul du groupe fonda-
mental du complémentaire d'une hypersurface projective de P" (G) dans
Pn (G) au calcul du groupe fondamental du complémentaire d'une courbe
projective plane dans le plan projectif. Ceci peut être fait grâce à un
théorème de Van Kampen {cf. [23] et [4]).

Malheureusement la démonstration proposée par 0. Zariski dans [25]
n'est pas satisfaisante; en l'occurrence le mot « générique » est assez vague,
bien que tout le monde devine ce qu'il veut dire.

Nous nous proposons de donner une démonstration du théorème de
Zariski. Rappelons que l'on sait trouver des générateurs du groupe fonda-
mental du complémentaire d'une hypersurface projective dans l'espace
projectif qui la contient en coupant par une droite projective « générique »
et que le théorème de Zariski ne fait que confirmer le fait « intuitif » que
l'on obtient les relations entre les générateurs en considérant un plan
projectif « générique ».
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3Î8 H. HAMM ET LE DÎNG TRÀNG

(0.2) L'utilisation de la théorie de Morse pour démontrer des théorèmes
analogues à celui de Zariski a été proposée pour la première fois par
R. Thom. Ainsi A. Andreotti et T. Frankel dans [1] et R. Bott dans [3]
ont démontré le théorème de Lefschetz sur les sections hyperplanes
d'une variété projective. Ce travail est une application de cette même
idée. En fait nous démontrons une version « locale » du théorème de
Zariski qui implique le théorème de Zariski.

Fixons d'abord quelques notations.
Soit f : U — G une fonction complexe holomorphe sur un voisinage

ouvert U de l'origine 0 de G". On suppose que f (0) == 0. On appelle H^
l'hypersurface analytique de U définie par f= &.

On note Bp et 5p la boule et la sphère réelle de centre 0 et de rayon p.
On note fip, la boule ouverte, intérieur de Br.

On a alors le

THÉORÈME (0.2.1). — II existe un ouvert de Zariski S) non vide de l'espace
projectif des hyperplans linéaires de G" tel que, pour tout hyperplan LçS),
il existe un rayon r > 0 assez petit pour lequel :

(a) l'homomorphisme

7T, ((Bp - H,) n L, y) -> n, (Bp - Tfo, y)

défini par l'inclusion (Bp — Ho) nLc (Bp — H,) avec le point de base
2/€(fip — Ho)nL et 0 < p^r, est :

(i) bijectif si i < n — 2;

(ii) surjectif si i = n — 2.

(b) Si u est une forme linéaire qui définit L, on note LQ V hyperplan affine
d'équation u = 9, avec 9e G; alors pour tout p, 0 < p ̂  r il existe 9 (p) > 0
tel que l'homomorphisme

7T/ ((Bp - 7îo)nLo, y) -> 7T, (Bp - Ho, y)

défini par l'inclusion (fio — Ho) n2/oC(Bo — H^ avec le point de hase
î /€(Bp-J/o)nLo et 0 < | 9 [ ^ 9 ( p ) soit :

(i) bijectif si i < n — 1 ;

(ii) surjectif si i = n — 1.

On aurait pu énoncer ce théorème en utilisant les groupes d'homo-
logie, en fait comme on le démontre à l'aide de la théorie de Morse on a
une formulation de ce théorème en termes de CW-complexes {cf. [15]).
Par ailleurs on aurait pu parler de groupes d'homotopie locaux comme
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UN THÉORÈME DE ZARISKI 319

dans [6]. En fait, le lemme (4.1.3) montrera que les groupes d'homo-
topie ît,• (Bp — Ho, y) et r^• ((2?p — Ho) C\L, y) dont il est question sont
isomorphes aux groupes d'homotopie locaux correspondants.

(0.3) Nous allons montrer comment le théorème (0.2.1) implique le
théorème de Zariski.

Soit H une hypersurface de P71 (G) définie par f = 0, où f est un
polynôme complexe homogène de n + 1 variables. Soit C {H) le cône
de C7^1 défini par f == 0. Le théorème (0.2.1) permet de calculer le groupe
fondamental de (C^1 — C {H}}C\B^ où 2îp est la boule centrée à l'origine
de C^1 de rayon p assez petit. Plus précisément, si n + 1 ̂  4 il existe
un ouvert S) de Zariski non vide de l'espace projectif des hyperplans
linéaires de C^1 tel que, pour tout L'€^, il existe r pour lequel on ait
un isomorphisme

^i ((̂ p - C (H)) n Z/, y) -> TT, (Bp - C (H), y)

avec 0 < p^r, î/€(fip — C (H))r^L\

Nous choisissons comme « hyperplan générique » L de Pn (C) l'hyperplan
qui correspond à Z/. Remarquons alors que Bp — C (H) a le type d'homo-
topie de 5p — C {H), car C {H) est un cône de C^1. De même
(f ip-C(^))nL' a le type d'homotopie de (5p - C (H)) nL'. D'autre
part l'application canonique de C^1 — { 0 ( sur P" (G) induit deux fibra-
tions différentiables y : 5p — C {H) -> P" (G) — H, et

?/. : (^p - C (H))r\U -> (P- (G) - H)r\L

dont les fibres sont difféomorphes à 51. On a un diagramme commutatif

^i (?-1 (̂  y) ———> 7:1 (5p - C (J )̂, y) —————> TT, (P" (G) - H, x) ———> 1
^ A Ar î- î7

^i (?ï1 )̂, y) —> ̂  ((Sp - C (J )̂) n L', y) —> Tri ((P" (G) - H) n L, .r) -—^ 1

où les flèches verticales proviennent des diverses inclusions, où les
lignes horizontales sont les suites exactes des fibrations o et Œ)^, où
y € o7/ (^ = y-1 Çx) et ^ € (P" (G) — H) n L. Comme ^+1^4, on
obtient d'après ce qui précède que i est un isomorphisme, par conséquent i
est un épimorphisme. C'est également un monomorphisme, car la flèche
verticale de gauche est l'identité de Tu (y~1 (rr), î/), et on obtient le résultat
cherché en chassant sur le diagramme. Le corollaire (0.1.2) du théorème
de Zariski est alors immédiat. Nous remarquons que nous n'avons utilisé
que la partie (a) du théorème (0.2.1), et que nous aurions pu démontrer
le théorème analogue (0.1.1) aussi pour les groupes d'homotopie supérieurs.
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320 H. HAMM ET LE DÎÏNG TRÀNG

(0.4) La démonstration du théorème (0.2.1) nous a été demandée par
E. Brieskorn afin de calculer le groupe fondamental local du complé-
mentaire du discriminant d'une déformation semi-universelle (c/*. [11]
remarque D de l'introduction). L'idée générale de notre démonstration
est née à la suite de discussions fructueuses avec P. Deligne, F. Pham
et R. Thom. Nous démontrerons une version beaucoup plus générale du
théorème (0.2.1) dans [9].

1. Les bonnes stratifications

(1.1) Nous définissons les stratifications d'ensembles analytiques
complexes comme H. Whitney dans [24].

Rappelons qu'un ensemble analytique complexe local V de C^ est un
ensemble (éventuellement vide) tel que pour tout point p G V il existe un
voisinage û de p et un ensemble de fonctions holomorphes sur û dont
l'ensemble des zéros communs est Y H il. Rappelons qu'on peut alors ne
choisir qu'un nombre fini de telles fonctions sur û. Un ensemble analy-
tique complexe dans l'ouvert U de G" est un sous-ensemble analytique
complexe local dans U qui est fermé dans U. Ainsi un ensemble analy-
tique complexe local est évidemment un ensemble analytique complexe
dans un certain ouvert de G". Un sous-ensemble analytique complexe
d'un ensemble analytique complexe V d'un ouvert U de G" est un sous-
ensemble de V qui est lui-même un ensemble analytique complexe de U.
Dans la mesure où aucune confusion n'est possible on dira ensemble ana-
lytique au lieu d'ensemble analytique complexe et on notera Vct/CC'1

pour exprimer que la dénomination est relative à l'ouvert U de Cn.

DÉFINITION (1.1.1). — Soit M une sous-variété analytique d'un
ouvert U de G". Notons M la fermeture de M dans U. On dira que M
est [/-stricte si M et M — M sont des ensembles analytiques de U.

DÉFINITION (1.1.2). — On dit qu'une partition (V;)^/ d'un ensemble
analytique VcC/CC" est une stratification si la partition (V^çi vérifie
les propriétés suivantes :

(a) chaque Vi est une sous-variété analytique connexe de U',
(6) chaque Vi est (7-stricte;
(c) la partition {Vi)içi est localement finie;
[d) la partition (V^çj possède la propriété de frontière, i. e. si l'on a

V ; n V / 7 ^ 0 avec Vy fermeture de Yy dans U, implique V^cV/.

On appelle Vi les strates de la stratification.
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UN THÉORÈME DE ZARISKI 321

Dans [24] H. Whitney montre que tout ensemble analytique possède
une statification. Il admet aussi des strates qui ne sont pas connexes,
mais ce n'est pas essentiel d'après [24], Theorem 18.11, p. 537.

Nous n'utiliserons pas la définition plus générale des stratifications
concernant les espaces topologiques comme il est fait dans [21].

DÉFINITION (1.1.3). — Soit Ho l'hypersurface définie dans un voisi-
nage ouvert de l'origine de (T par f=0. Soit (V,)^/ = 2 une strati-
fication de Ho. On dit que 2 est une bonne stratification de Ho en 0 s'il
existe un voisinage ouvert û de 0 dans C71 tel que, pour toute suite de
points {xn) de û — Ho convergente vers un point x de Ho H û pour laquelle
les hyperplans tangents T (^, AT/,,J à H^^ en Xn sont définis et la suite
de ces hyperplans converge vers un hyperplan T, l'hyperplan T contient
le plan tangent en x à la strate de I; qui contient x. On dira aussi que 2
est une bonne stratification de Ho dans Q.

Remarquons qu'une stratification peut ne pas être une bonne strati-
fication.

EXEMPLE (1.1.4). — Soit V la surface de G3 définie par

g = x2 + y2 - 2 xz2 == o.
La partition { V ^ V ^ } de V donnée par

Y, = = { ( X , Y ,Z)eŒ 1 X = Y = 0 j ,
y.=i(x , Y,z)ey- y,}.

Cette partition est une stratification, mais n'est pas une bonne strati-
fication. En effet considérons une suite de points [un) de C3 de coor-
données Xn, yn, Zn telles que

^ == ̂
Un == ̂

^n === t-ny

où (tn) est une suite de nombres réels tendant vers zéro. Comme

ôglàX == 2 X - 2 Z\

àglôY = 2 Y,

àgfàZ == - 4 XZ,

la limite de la direction définie par le gradient est (0, 0, 1) et la limite
de T (un, Hg^ est l'hyperplan orthogonal à (0, 0, 1) et celui-ci est donc
transverse à Vi.

Dans ce cas il faut prendre une stratification plus fine de manière
évidente pour obtenir une bonne stratification.
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322 H. HAMM ET LE DÎÎNG TRÀNG

Nous allons montrer qu'une hypersurface Ho définie par f = 0
avec OçHo possède une bonne stratification en 0.

(1.2) On utilise les notations de (0.2) :

THÉORÈME (1 .2 .1 ) (F. Pham). — On peut munir Vhypersurface Ho
Sune bonne stratification en 0.

Démonstration, — Avant de commencer la démonstration de ce théo-
rème, on va introduire une propriété importante que l'on exige souvent
d'une stratification convenable (cf. [24], p. 540) :

DÉFINITION (1.2.2). — Soit VcUCG" un ensemble analytique.
Soit McV une sous-variété difîérentiable de U contenue dans F. On dit
que V a la propriété (a) de Whitney le long de M si, pour toute suite de
points (xn) de la partie non singulière V — 2 (V) de V convergente vers
le point x de M pour laquelle la suite des espaces tangents T Çxn, V)
en Xn à V converge vers un espace vectoriel T, l'espace T contient T (x, M).

DÉFINITION (1.2.3). — On dit qu'une stratification {V^çi de l'en-
semble analytique V C C/CC" possède la propriété (a) de Whitney si, pour
tout couple de strates (T^, Vj) tel que i^j et ViCVj, l'ensemble
analytique VjC UCO" possède la propriété (a) de Whitney le long de Vi.

Dans [24], H. Whitney montre le théorème suivant :

THÉORÈME (1.2.4). — Soit V C. [/CC" un ensemble analytique. Supposons
que W est un ouvert de la partie non singulière V — 2 (V) de V qui soit

U-strict [cf. ( 1 .1 .1 ) ] et tel que W = V. Alors il existe une stratification
{^i)i(Ei == ïi de V qui possède la propriété (a) de Whitney telle que V — W
soit une union de strates et que les composantes connexes de W soient des
strates de 2.

Preuve. — Ce théorème résulte immédiatement du théorème 18.11 et
du lemme 19.3 de [24].

L'exemple (1.1.4) montre qu'une stratification qui vérifie la pro-
priété Ça) de Whitney n'est pas nécessairement une bonne stratification.
Dans [24], H. Whitney définit une propriété (&). On ne sait pas si une
stratification qui vérifie (a) et (&) est bonne pour toute fonction engendrant
l'idéal de cette hypersurface.

Nous allons maintenant démontrer le théorème (1.2.1).
Considérons dans UXG l'ensemble analytique G défini par f— ̂  = 0,

où N est un entier positif. D'après le théorème (1.2.4) on peut munir G
d'une stratification 2^v telle que Ho X { 0 { soit une union de strates, que 2^y
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UN THÉORÈME DE ZARISKI 323

possède la propriété (a) de Whitney et que G — (HoX { 0 }) soit l'union
des strates de dimension complexe M. La stratification 2^ de G induit
donc une stratification S^ de Ho. Nous allons montrer que pour N assez
grand S^ est une bonne stratification en 0.

Supposons que dans une boule compacte B dans UXG centrée en 0
on ait une suite de points (xn = (un, tn)) de G — (HoX { 0 }) convergente
vers un point x de Br^ÇHoX { 0 }) et pour laquelle la suite des hyperplans
tangents T (rCn, Hj-^X {tn}) converge vers une limite T qui ne contient

Fig. 1

pas le plan tangent T (x, Vx) en x à la strate Vx de Syy q11! contient x,
Comme 2^y possède la propriété (a) de Whitney et que l'on peut supposer
que, pour la suite (xn), la suite (T [xn, G)) converge vers ^, on obtient

^3Ï(x, V.).

Evidemment, comme T [xn, G')DT (xn, Hj-^X { t n } ) pour tout entier n,
on obtient que

^3 T.

Comme T est un hyperplan de ® et que T ne contient pas T Çx, Vx),
on a que

^ = T + T (x. Y.).
Mais on a évidemment

T c C n x { Q } ,
T(x, y ^ c c - x s o j .

Donc
^ = C" x { 0 }.
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324 H. HAMM ET LE DUNG TRÀNG

Nous allons montrer que ceci est contradictoire si B est une boule de
rayon assez petit et si N est assez grand.

On sait que dans un voisinage ouvert û de 0 dans G", on a l'inégalité
de Lojasiewicz suivante {cf. [13], p. 92) pour tout z€ti :

| |(grad0(z)| |^|f(2) \

où 1 > Q > 0. Supposons alors que Z Î C Û X C . L'hyperplan tangent en Xn
à G est orthogonal pour la forme hermitienne canonique de C^1 au
vecteur Wn :

Wn=((g^adf)(u^Nty-i),

où grad f désigne le gradient complexe de /, i. e.

(grad f) (z) = {àflôz, (z), . . . , àflàzn (2)).

Comme XnÇG, on a
fW -^.

^|A-1=|/-(^) A-l/.V
D'où

On obtient donc que

\\(gradf)^\\ ^ 1 H )̂ 9 - 1 f^ ) o-(.-v.)
N | in [A-1 — N | f{Un) ̂ -^ ~ N l v"'/

Donc si 9 — ^ < 0, i. e. N > ^ __ ^ on obtient que ^ est néces-

sairement transverse à C^X { 0 }, ce qui donne la contradiction cherchée.
On trouve donc bien que pour N assez grand S^ est une bonne strati-
fication en 0.

On peut remarquer que S^ possède la propriété (a) et aussi — si 2^
vérifie (6) — la propriété (&) de Whitney.

Nous obtenons alors facilement les propositions suivantes :

PROPOSITION (1.2.5). — Soit 2 une bonne stratification de Ho en 0.
Si E est une variété analytique complexe qui passe par 0 et qui est transverse
à toutes les strates de dimension au moins 1, auxquelles 0 est adhérente
alors 2 induit une bonne stratification de Ho H E en 0.

PROPOSITION (1.2.6). — Soit 2 une bonne stratification de Ho dans un
voisinage ouvert û de 0. Si E est une variété analytique complexe transverse
à toutes les traces des strates de S dans HoC\û, alors 2 induit une bonne
stratification de HoC\Ec\d.

(1.3) Soit VC î/CCr un ensemble analytique. Soit f: V -> K une fonc-
tion 7^-analytique sur V à valeurs dans le corps K qui pourra être R ou G.
Soit 2 une stratification de F.
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UN THÉORÈME DE ZARISKI 325

DÉFINITION (1.3.1). — On dit qu'un point x^V est un point critique
de f relativement à 2 si x est un point critique de la restriction de f à la
strate Vx de 2 qui contient x. On dit que y ç. K est une valeur critique
de f relativement à 2 s'il existe un point critique xç V de f relativement
à 2 tel que f (x) == y .

On obtient alors un théorème analogue au corollaire 2.8 de [16] :

THÉORÈME (1.3.2). — Soit VCÎ7CC'1 un ensemble analytique. Soit 2
une stratification de V. Soit g : V —^ K une fonction K-analytique ou K = R

ou G. Soit Xo € V et Bç, la boule ouverte de C^ centrée en Xo et de rayon p.
Si p est assez petit, la restriction de g à VC\B^ na pas de valeurs critiques

dans K — { g (xo) } relativement à la stratification de V C\Bç induite par 2.

La démonstration repose sur le lemme suivant :

LEMME (1.3.3) (lemme des petits chemins) [cf. [16], lemme 3.1). —
Soit E un ensemble semi-analytique {cf. [13]) et x un point adhérent à E,
Alors il existe un chemin analytique réel p : [0, e[-> E, tel que :

(i) p {0) == x;
(ii) p (t)çE, pour tout tç]0, £[.

Preuve. — D'après la définition d'un ensemble semi-analytique, on
peut trouver un voisinage U de x tel que

r

Ur\E = \J { y e U \ h, (y) = 0, g., (y) >0, ..., g., (y) > 0 },
i=l

où les hi et gij sont des fonctions analytiques réelles dans [7. Evidemment,
il suffit de regarder le cas r = 1, où le lemme a été démontré par Milnor [16]
sous une hypothèse sur les hi et les gij qui n'est pas nécessaire pour sa
démonstration.

2. Choix de l'hyperplan générique

Fixons une fois pour toutes une bonne stratification 2 de Ho en 0.

(2.1) Notons Te le « tube» fermé défini par

T.={zçU \f(z) ^ s j .

On désignera par àTs, le bord de T£ :

^==\ZçU\ |f (2)| =s| .
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326 H. HAMM ET LE DÎJNG TRÀNG

Nous allons tout d'abord choisir un hyperplan L = Lo défini par u == 0
tel que pour tout p non nul assez petit (i. e. pour tout p, 0 < p ^ r,
avec r assez petit) il existe Y] (p) > 0 et £ (p) > 0 tels que, pour tout Y],
0 ̂  I ^ | ̂ =. ï] (p) , ̂  défini par u == Y), soit transverse à SMàTe quand £,
0 < £ ^ £ ( p ) .

Remarquons que :

LEMME (2.1.1). — Pour tout p assez petit, il existe £ (p) > 0 tel que
pour tout £, 0 < £ ^ c (p), l'ensemble BpH^Ts est une variété différentiable
et Sp est transversale à àTç..

Preuve. — On applique le lemme des petits chemins (1.3.3). En effet
il existe une boule ouverte È de rayon assez petit, centrée à l'origine 0,
telle que la restriction de f à È n'a aucun point critique dans È — Ho
[cf. théorème (1.3.2)]. Donc pour tout p assez petit, on a un £ (p) > 0
tel que pour tout £, 0 < £ ̂  £ (p), Ép^àTe soit une variété différentiable.
Pour obtenir que 5p soit transversal à àT^ il suffit de considérer la
fonction analytique restriction de \f\ï à 5p — Ho et constater, en utili-
sant le lemme des petits chemins, que cette fonction n'a aucune valeur
critique dans ]0, £ (p) 2] quand £ (p) est assez petit.

Il existe un nombre fini de strates auxquelles 0 est adhérent. Soient
Fi, . . . , Vp ces strates. Supposons que OeFi. Notons £i l'ensemble des
limites de suites d'espaces tangents à V, en des suites de points de Vi
convergentes vers zéro.

LEMME (2.1.2). — Les ensembles £i sont des sous-ensembles algébriques
fermés des grassmanniennes G (d,, n) des drplans de (T, avec di = dim Vi
et dim £ i ̂  d, — 1, si di ̂  1.

Preuve. — On procède comme pour le paragraphe 16 de [24].

COROLLAIRE (2.1.3). — L'ensemble S)i des hyperplans de G" qui ne
contiennent pas un drplan dans £ i est un ouvert de Zariski non vide de
y (G) quand di^l.

Preuve. — L'ensemble des hyperplans de G" qui contiennent un rfrplan
dans £i au moins a au plus la dimension n — di — 1 + d, — 1, i. e. n — 2.
En effet l'ensemble des hyperplans de G" qui contiennent un rfrplan est
un sous-ensemble algébrique de P71-1 (G) de dimension n — di — 1 et on
utilise le résultat du lemme (2.1.2) selon lequel dim J,^ d,: — 1.

Remarquons que les strates parmi V i , . . . , V p telles que ^^1,
sont V^ . . ., Vp et éventuellement Fi, si V, ̂  { 0 }. On note ^o == Ç\ S)i.

Evidemment Ï)o est un ouvert de Zariski non vide de P^ (G).
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Considérons maintenant un voisinage ouvert U / de 0 tel que grad f ne
s'annule pas dans V — Ho. Rappelons que grad f désigne le gradient
complexe de /*, i. e. le champ de vecteurs dont les composantes sont les
conjuguées des dérivées partielles de /*. (grad y non italique désignera le
gradient réel de la fonction réelle y dans la métrique euclidienne standard
de l'espace ambiant).

(2.1.3.1) Soit <I>' : V — Ho -> CT le morphisme qui à z€ V — Ho fait
correspondre le vecteur [àffàXi (z)) dans G" : <&' {z) est donc le vecteur
conjugué de {grad f} (z); et soit <i> : V — Ho -> P""1 (C) le morphisme
induit par <t>'. Soit enfin Gr <Ï> le graphe de 0 et Gr $ la fermeture de Gr $
dans ÎJ'XP^1 (G). On sait que Gr <î> est muni d'une structure de sous-
espace analytique de C/'XP^""1 (C) (c/*. [24], § 16) telle que le morphisme
il : Gr <Ï> -> Î7', défini par la projection sur le premier facteur [/', soit un
morphisme analytique. On appelle 71 Véclatement jacobien de f dans U\
car c'est en fait l'éclatement de V de centre l'idéal engendré par les
dérivées partielles de f.

Soit Lçf)o et l ia direction conjuguée à la direction orthogonale à L
dans CT.

On appelle F = (t/'X \ Ï OnGr~$. Si (0, Z) € Gr <Ï> alors la dimension
de F en (0, Z) est au moins 1. Si (0,Z)^Gr3> alors dans un voisinage
ouvert Uo de (0, Z) dans ^'XP'"1 (C) on a f n î / o = 0.

Supposons que (0 ,Z)eGr<Ï>, alors nous allons montrer que LçSfo
implique que la dimension de F en (0, Z) est exactement 1 et que dans
un voisinage ouvert Ui de (0, Z) on a

U^fnn-i(H,)=[{0,T)}.

Supposons que F r ^ ^ Ç H o ) soit au moins de dimension 1 en (û, Z).
Soit p : D -> Fn 7i~1 {Ho) un chemin analytique défini sur un disque
ouvert D de G centré en 0 tel que p (0) == (0, Z). Quitte à choisir D
assez petit, on peut supposer que (-n o p) (D — { 0 }) est contenu dans une
strate Vi de la bonne stratification £o que l'on s'est donné sur H o '

Comme, pour tout tçD — { 0 } on a p (() € U ' X | Z j , la direction Z est
limite de gradients pour une suite de points Xn de V — Ho convergeant
vers TT o p (t). Ceci signifie que L est limite des hyperplans tangents à Hj-^
en Xn' Or So est une bonne stratification, donc l'hyperplan L contient
l'espace tangent à Vi; en 71 o p (^). Mais ceci implique que L contiendrait
la limite des espaces tangents à Vi en les points 71 o p (^) pour une suite
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de t,i^D — [ 0 ] convergeant vers zéro. Ceci n'est pas possible car LçS)o
et que par définition L est transverse à de telles limites.

De ceci résulte que la dimension de rn'r."1 (T^o) en (û, Z) est nulle,
par conséquent, pour un voisinage ouvert Vi de (0, Z) dans t/'XP""1 (C),
rr\Vi et r = r . ( r n y i ) sont des courbes analytiques complexes et

Tr\H, = = [ 0 } .

(2.1.3.1) On notera I\ au lieu de F et on appelle Ff la courbe polaire
de L.

Soit L un hyperplan de G", soit u une forme linéaire qui définit L.
On note Lr, l'hyperplan affine défini par u = ïj. On obtient alors :

LEMME (2 .1.4) . — Soit Le^o défini par u = 0. Il existe alors r > 0
tel que^ pour tout pi et p^, 0 < pi < ps < r, il existe b (pi, p2) > 0
et TJ (pi, ps) > 0 pour lesquels on ait B^C\Hh non singulier^ iSp transverse
à H^ Lr^ transverse à 5p et S^C\Hb pour tout Y), 0^ | rJ^^(p) , et
tout 6, 0 ̂  [ & ^ b (p).

Preuve. — Rappelons que l'on s'est donné une bonne stratification
en 0 de Ho.

Grâce au théorème (1.3.2) on peut choisir ri > 0 de telle sorte que,
pour tout p, 0 < p^^ i , 5p soit transverse à toutes les strates de 2 et
à toutes les strates de la stratification 2 (L) induite par 2 sur Lr\Ho.
De plus, comme Lçf)o, L est transverse aux traces des strates de 2 de
dimension au moins 1 dans un voisinage ouvert de Q assez petit de 0.
Ainsi on peut supposer que 2 est une bonne stratification de Ho dans û
et, en vertu de la proposition (1.2.5), que S (L) est une bonne strati-
fication de H o F t L dans ÛHL. On peut exiger que 5^CÛ.

D'après le théorème (1.3.2) il existe un r^ > 0 tel que la restriction
de u à Ho H B^ n'ait pas de valeurs critiques dans C — j 0 } relativement
à la stratification de Ho H B,^ induite par 2. Ainsi les hyperplans affines Lç
pour Y) 7^ 0 assez petit sont transverses à toutes les strates de la strati-
fication de Ho H B^ induite par 2.

Enfin on peut choisir r^ assez petit pour que la courbe polaire 1̂  de L
[cf. (2.1.3.2)] coupe transversalement les sphères 5p, avec 0 < p ^ r a , et
que TL^S^HO = 0.

Choisissons r = inf (ri, r^, rs). Soient pi et ps tels que 0 < pi < pa < r.
Il existe b ( p i , ps) > 0 tel que pour tout &, 0 < [ b | ̂  b (p i , pa ) , HuC\Bç^
et Hi,C\Sç^ (i =1, 2), soient non singuliers : ceci résulte du lemme des
petits chemins et du fait que 5^ (i == 1, 2) est transverse à toutes les
strates de la bonne stratification 2.
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Supposons alors que pour tout Y] > 0 et pour tout b, 0 < b < b (p i , pa ) ,
il existe des nombres complexes ïjo et bo tels que 0 ̂  | ïjo | ̂  Y] et
0 < | &o ^& pour lesquels L^ ne soit pas transverse à S^f\H^ en un
point Xo € Sp avec p i ̂  p ̂  pa .

On peut alors exhiber une suite de points {xn) telle que :

(a) (xn) tend vers xçLof^Ho avec pi ̂  || a; || ̂  p2 ;
(&) les suites

(T (Xn, L,(,J), (T (̂ , ^y,.,))), (T (̂ , 5u,,i,)) et (T (̂ , J^n^.ii))

convergent respectivement vers 7\, Ta, T^, et T..;
(c) T (^, L^J n'est pas transverse à T (xn, H^,^r\S^^^).

Comme pour tout p, p i ̂  p ̂  ç^ 5p est transverse à la stratification 2,
Tï et Ï3 sont transverses et

T.nTo. = Ï4.

D'autre part comme T^C\S^C\HQ = 0 pour tout p, 0 < p ̂  r, il existe
un voisinage ouvert de B^r\Ho — È^ qui n'intersecte pas T^C\B^ — È^.
Donc, pour n assez grand, T [xn, L^,^) et T (xn, Hj-^ sont transverses.
La limite de T (^, L,(,J est T (r^, Lo) == Ti. Celle de T (^, 7:^(,,̂ , égale
à Ta, contient T (x, V^), où V^ est la strate de 2 qui contient a;. Or 7\
est transverse à T (x, V^), donc est transverse à Ts et la limite de
T {xn, L/,(^)nT (^, H/-^) n'est autre que TinTa.

Mais Ï3 = lim T (^, 5] j^n) == T (rr, 5^,n) est transverse à la stratifi-
cation 2(2.), i.e. T (x, 5|i,,n) est transverse à T (x, Lo)nT(.r , F.,.).
L'espace Ts est donc transverse à Tiï ïTa, i.e. Ti est transverse à
T^C\T^ = Ï4, mais ceci contredit le fait que, pour tout n, T (^,, -L//^.J
n'est pas transverse à T (^, Hj-^C\S^^}.

(2.2) Nous allons montrer :

LEMME (2.2.1) . — II existe un ouvert de Zariski 1} non vide de P""1 (G)
tel que, pour tout LeD, il existe un voisinage ouvert V de l'origine et
un bo > 0 tel que, pour tout &, 0 < b\ < b^ la restriction de la forme
quadratique des dérivées secondes de f à T [x, Hb) en tout point x de Hi,C\ V
où T [x, Hf,) == L est une forme quadratique complexe non dégénérée.

Preuve. — On a vu dans (2.1) que, pour tout Le^o, dans un voisi-
nage ouvert Uo de 0 l'ensemble analytique UoF\r^ est vide ou est une
courbe qui n'intersecte Ho qu'en 0. L'ensemble U^r^— { 0 j est alors
l'ensemble des points x de U, — H, où T (x, H^) = L. Mais on n'est
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pas assuré d'avoir la non dégénérescence de la restriction de la forme
quadratique des dérivées secondes de f à T {x, Hb) pour xç. î7oHr^.

Soit Ï la direction conjuguée à la direction orthogonale à -L. Soit TI
l'éclatement jacobien de /'dans U ' défini dans (2.1). On sait que Ti"1 (0) est
un sous-ensemble algébrique de { 0 } XP"""1 (C). On a dimc r.~1 (0) ^- n — 1.

(i) dimc 7i-1 (0) < n — 1. Dans ce cas { 0 } XP"-1 (G) — r.-1 (0) est un
ouvert de Zariski non vide. On peut alors définir

j 0 } x;T == { 0 j x(P/^-l (G) - 7T-1 (0)).

L'ouvert cherché S) est alors l'ouvert de Zariski non vide des hyperplans
de ^o orthogonaux aux directions conjuguées à celles dans ^/. Dans ce
cas pour tout L € S) on a, dans un voisinage Ui de 0 assez petit, Ui H 1̂  == 0.

(ii) dimc 7T-1 (0) = n — 1. Dans ce cas { 0 } XP"~1 (G) == r^1 (0). En uti-
lisant le paragraphe 19 de [24], les points x de { 0 } XP""1 (C) pour lesquels
la partie lisse de Gr <î> — { 0 } XP71"1 (C) vérifie la condition (a) de Whitney
en x le long de { 0 } XP""1 (C) forment un ouvert de Zariski { 0 } X^' non
vide de { 0 } XP""1 (C). L'ouvert cherché est alors ̂  défini comme ci-dessus.
Dans un voisinage ouvert U^ de (û,Z)e^' dans U'XP^ÇC), U ' X ^ l }
et la partie lisse de Gr $ — { 0 } X P""1 (G) se coupent transversalement
et f^n E/2 — (0, T) est lisse.

Exprimons en d'autres termes la transversalité de U ' X \ l j et de la
partie lisse de Gr $ — { 0 } XP^ (C). Ceci nous donnera précisément les
conclusions du lemme (2.2.1).

On peut supposer que l eC" a sa première composante li 7^ 0.
Considérons alors l'ouvert U^CF^1 (G) image de U\ = { I ç C " \ li =^ 0 }
et la carte yi : Ui -> G""1, qui à Iç. î/i fait correspondre {hlli, . . ., L/^i).

Considérons un point rr€l\. Si û est un voisinage ouvert assez petit
de x, <t> défini dans (2.1) et l'application constante $7 : E7' -> P7'""1 (G)
d'image l induisent des applications de û dans Ui qui composées avec yi
donnent des applications <Ï> et <Ï>y de û dans G71"1. La transversalité
de Gr0 et (7'x S I j = Gr $7 dans Î7'XP^1 (C) en Çx, I) équivaut à la
transversalité des graphes Gr 3> et Gr $7 de (& et ^j dans û X C^1

en (^, ^/^i, . . ., Inlli) == ^o. Les vecteurs normaux à Gr <î>i et Gr <Ï>
en Mo sont respectivement :

(i) ^i, . . ., ^_i formant la base canonique de { 0 } X G""1 ;
(ii) /i, . . ., fn-t définis par

/;==(- Wàx,) (x), ..., - {àÏilôXn) (x), 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)
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qui sont les gradients des composantes de — Ô ( ^ ) + ^ i ; ^ est la i101110

composante de Ô définie par (&, = àffàxi^ {x)làfjôx^ (x) et l'entier 1 est
à la {i + l)181"6 place. On obtient que la transversalité des graphes en
question signifie que le rang du système {e^ . . ., ^_i, f^ . . ., /^_i }
est 2 n — 2, i. e. la matrice :

0'
0

M(x)=
-(Ô^/ÔXi)(x)------(ÔVôXn)(x) 1

i 1 c
-(Ô$n-i/ÔX,)(x)-----(ô^VôXn)(x)

a le rang 2 n — 2. Mais ceci équivaut au fait que la matrice jacobienne

J(x)={Wàx,)(x)=u^)

a le rang n — 1 en x. Cette matrice jacobienne correspond à l'application <t>.
Comme <I> = ©^ <&', où y^ : [7^ -> G""1 est la submersion définie par
?i W = (W^i? . . ., In l l i ) , on trouve que J {x) a le rang n — 1 si le
noyau de la dérivée en {{àffôx^} [x), . . ., {àffàxn} {x)) de y', est transverse
à l'image de la dérivée en x de ^^ Ainsi comme le noyau de la dérivée
en {{àffàx^ {x), ..., {àfjôXn) (x)) est engendrée par {{àffàx^ {x), ..., {àfjàxn) (x))
ou (Z*, . . ., iî*J où ?* est le conjugué complexe de l^ J (x) a le rang n — 1
si et seulement si la matrice

r (à-2 flàx2,) (x) . . . (̂  flàx, àxn) (x) /* "1

L (à2 flôxn àx,) (x) ... (̂  flàx^ (x) /; J

a le rang n. Ceci signifie que la restriction de la forme quadratique des
dérivées secondes de f à Fhyperplan orthogonal au vecteur (7i, . . . , U
est non dégénérée.

3. Rappel sur la théorie de Morse à bord

Nous rappelons dans ce paragraphe les résultats sur la théorie de Morse
sur les dérivées difîérentiables (c'est-à-dire C^-difîérentiables et séparées)
à bord. Ces résultats sont inspirés de [22] p. 257, [2] et [26]. Comme il
semble que ces résultats sont bien connus des spécialistes, nous n'en
donnerons pas de preuves. Nous n'utiliserons pas ici les notations des
paragraphes précédents.
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(3.1) Soit M une variété différentiable à bord àM [cf. [18]). Soit p la
dimension de M. Soit f : M -> R une fonction différentiable sur M.
On note àf la restriction de f à ^A? et /* la restriction de /* à M — àM,
et on appelle point critique de f tout point critique de f ou de àf.

Soit xçàM un point critique de àf. Soit Î7 un voisinage ouvert de x
dans M tel que :

(i) Nous avons une carte y : U -> B^ sur l'ensemble B~[ de IV défini
/^

par V r^ < £ et ^ ̂  0 avec ^ Çx) = 0 et ^ étant les coordonnées de IV.
< = = i

(ii) f o y""1 étant différentiable sur B7 s'étend en une fonction diffé-
p

rentiable f sur B^ défini par V x\ < £.
i=i

DÉFINITION (3.1.1). — Nous dirons que xçàM est un point critique
correct de f si x est un point critique de àf, àf est non dégénérée en x et 0
n'est pas un point critique de f.

On remarque que cette définition ne dépend pas du choix de la carte y
et de l'extension f de /'oy"1, parce que si nous avions une autre extension fi
de f o (p~1, les dérivées de f et /'i en 0 sont égales.

Si nous identifions avec R^ l'espace tangent de B^ en 0, le noyau de
la dérivée Do f de f en 0 est l'hyperplan défini par x? == 0. Cet hyperplan
divise IV en deux domaines où Do f ne s'annule pas et prend des signes
opposés. Supposons que x soit un point critique correct de f :

DÉFINITION (3.1.2). — Si le signe de Do f dans le domaine défini
par Xp > 0 est positif, nous dirons que x est un point critique à gradient
sortant de /*, et si le signe de Do f dans le domaine défini par x? > 0 est
négatif, nous dirons que x est un point critique à gradient rentrant de f.

En utilisant la métrique euclidienne canonique de B^ un point critique
à gradient sortant (resp. à gradient rentrant) de f correspond à un point
critique correct de f pour lequel le gradient est de la forme (0, . . ., 0, a)
avec a > 0 (resp. a < 0).

DÉFINITION (3.1.3). — Une fonction différentiable f : M -> R est une
fonction correcte sur M si àf et f n'ont que des points critiques non dégé-
nérés et si les points critiques de àf sont des points critiques corrects de f.

Soit f : M -> R une fonction différentiable sur la variété différen-
tiable M à bord àM. On note M" l'ensemble f~1 ( ]—oo, a]).
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Comme dans [15] (théorème 3.1, p. 12) on établit le lemme suivant
dans le cas des variétés à bord :

LEMME (3.1.4) . — Soit f: M -> R une fonction différentiable sur la variété
différentiable M à bord àM. Soit a < b. Supposons que f~1 ([a, &]) soit
compact et ne contienne aucun point critique de f. Alors M'1 et M'' sont
homéomorphes et de plus M" est un rétracte par déformation de M1' et
l'inclusion M^'cM^' est une équivalence d'homotopie.

De même on a le lemme suivant :

LEMME (3 .1 .5) . — Soit f : M —^ R une fonction différentiable sur la
variété différentiable M à bord àM. Soit a < b. Supposons que f~1 ([a, b])
soit compact et que f~{ ([a, b[) ne contienne aucun point critique de f. Alors
[ zçM | f {z) < a } est un rétracte par déformation de i zçM f {z) < b 1 ,
et les deux espaces sont difféomorphes.

Comme dans [15] nous obtenons le théorème suivant :

THÉORÈME (3.1.6) . — Soit f : M -> R une fonction différentiable et

supposons que Zo soit un point critique non dégénéré de f ayant l^indice X.
Posons f (zo) = c et supposons que pour un certain £o > 0, f~1 ([c — £o, c 4- £o])
soit compact et ne contienne aucun point critique de f autre que Zo. Alors
pour tout £ > 0 assez petit, l'ensemble M0^ a le type d^homotopie de M^
auquel on aurait rattaché une cellule de dimension À.

Démonstration. — La démonstration du théorème 3.2 de [15] et celle
du lemme (3.1.4) impliquent ce théorème car l'attachement de la cellule
de dimension À a lieu dans un petit voisinage ouvert de Zo.

Dans le cas de variétés difîérentiables à bord on peut rencontrer des
points critiques de f sur le bord et alors :

THÉORÈME (3.1 .7) . — Soit f : M -> R une fonction différentiable.
Supposons que ZoÇàM soit un point critique de àf. Posons f (zo) = c et
supposons que, pour un certain £o > 0, on ait que f~1 {[c — £o, c + £o]) soit
compact et ne contienne aucun point critique de f autre que Zo. Alors :

(i) Si Zo est un point critique à gradient sortant de /*, M^'0 et AT"20 sont
homéomorphes et M^' est un rétracte par déformation de M^'.

(ii) Si z^ est un point critique à gradient rentrant de f, pour £ > 0 assez
petit, M^ a le type d'homotopie de M^ auquel on aurait adjoint une
cellule de dimension À, ou X est Vindice du point critique z^ de àf.

Pour terminer ce rappel sur la théorie de Morse, il aurait fallu énoncer
un théorème analogue au théorème 3.5 de [15] : nous laissons ce soin au
lecteur, s'il y en a.
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Afin de mieux illustrer ce qui précède, le lecteur pourra se convaincre
que si l'on considère la fonction hauteur sur la couronne comprise entre
deux cercles concentriques, seuls les points à gradient rentrant jouent un
rôle pour déterminer le type d'homotopie de la couronne.

SL^
Fig. 1 bis. — Seuls les gradients rentrant jouent un rôle.

(3.2) Dans le cas auquel nous nous intéressons les variétés sont des
variétés à bords anguleux (cf. [5]) et non pas seulement des variétés à
bord. On aurait donc dû écrire un rappel sur la théorie de Morse, pour
les variétés à bords anguleux. En fait nous n'aurons à considérer que
des coins de nature assez élémentaire. Nous ne nous préoccuperons que
des variétés du type suivant que nous baptiserons variétés à arêtes.

DÉFINITION (3.2.1). — Soit M un espace topologique séparé. Soit
{Uo,, ya)ae^ une famille de couples d'un ouvert î/a de M et d'un homéo-
morphisme <pa de Uy, sur un sous-ensemble Ey. de W telle que :

(i) Ey. est ou bien un ouvert de R7', ou bien un ouvert du sous-espace
de R^ défini par Xp ^- 0, ou bien un ouvert du sous-espace de R^ défini
par Xp ̂  0 et Xp_i ^- 0 ;

(ii) pour tout ( a , p ) e A 2 tels que [/a H U^ ̂  0 l'application (pa,p ^
ya (î^aH U'^) -> yp (î/aH U^)y qui à ^ € y a {Uy.r\ U^) fait correspondre
çp (ya1 (^))? est difîérentiable; i. e. il existe une application d'un voisi-
nage ouvert de y a (î7aH U^) de R^ dans un voisinage ouvert de <pp ( î /aH U^)
de R^ qui induit <pa, p et qui est difîérentiable;

(iii) pour tout ouvert U de M et tout homéomorphisme <p : U -> E
où E est un sous-ensemble de R^ tels que l'application

?a,u : ?a (^n U^) -> 9 (l/n î/a),

pour tout a tel que UC\Uy.^0^ qui à ^ € y a ( ^ n ^ a ) tait correspondre
? (?a1 (^))î est un difféomorphisme, {U, y) est un couple de la famille;

(iv) U u- == Mf

aç^
Une telle famille (î/a? Ça) est appelée un atlas à arêtes de dimension p

de M. La donnée d'une telle famille est la donnée d'une structure de

4e SÉRIE — TOME 6 — 1973 —— ?3



UN THÉORÈME DE ZARISKI 335

variété à arêtes de dimension p sur M. On dira alors que M est une variété
à arêtes de dimension p .

On appelle (pa une carte de la variété à arêtes et on dit que < p a , p est
Inapplication de transition de la carte (pa à la carte ©g.

On procède, comme pour le cas des variétés à bord, pour définir la
catégorie des variétés à arêtes, la notion de sous-variété. Un isomor-
phisme dans cette catégorie est encore appelé difféomorphisme.

Les points x de M, où il existe un voisinage ouvert U dans M et un
difféomorphisme ç» de U sur une demi-boule B~ de R7', donnée par

p
^^2 < £ et Xp^O tel que y (x) == 0, sont les points du bord de M.
i=i

On note ôM l'ensemble des points du bord de M.
Les points x de M, où il existe un voisinage ouvert de U dans M et

un difféomorphisme y de U sur un quart de boule de R7', défini par
p

^x^ < £, Xp^O et Xp_i ^- 0 tel que ç (x) = 0, sont les points de l'arête
Ï==l

de M. On note y M l'ensemble des points de l'arête de M.
Les points de M — ôM\j-^ M sont les points de l'intérieur de M et

on note M = M — âM\J^ M.

EXEMPLES (3.2.2) . — Une variété C" à bord M est une variété à
arêtes telle que y M = 0. Les espaces M'1 et M0 du lemme (3.1.4) ont
une structure naturelle de variété à arêtes; ils sont difféomorphes.

(3.2.3) Reprenons les notations du paragraphe 0. Soit B une boule
fermée centrée en 0 et contenue dans U. Soit S la sphère qui borde B.
La restriction de \f\2 à S a éventuellement une valeur critique en 0.
En utilisant le lemme des petits chemins (1.3.3) on obtient qu'il existe
£o > 0 tel que la restriction de | /* |2 à S n'ait aucune valeur critique
dans ]0, £^] . D'autre part le même lemme permet de montrer que pour
un voisinage ouvert Ui relativement compact de B il existe £1 ̂  £o assez
petit tel que, pour tout £, 0 < £ ^ £ i , l'ensemble des points de Ui
où | f = £ est une variété différentiable. L'ensemble des points de Ui
°ù | f\ ̂ =L s est alors une variété à bord. Enfin les points de B où f \ £
est une variété à arêtes. Son bord est constitué des points de S où | f\ > £
et des points de B — S où | f = £. Ses arêtes sont constituées des points
de S où | f\ = £.

Remarquons enfin que les variétés à arêtes sont des variétés à coins
de codimensions deux au plus [cf. [27]).

On désire démontrer un théorème analogue au lemme (3.1.4). Pour cela
on doit définir la notion de point critique d'une fonction f : M — R
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quand M est une variété à arêtes. Nous procédons comme dans (1.3),
en considérant la stratification au sens de Thom {cf. [21]) de M par M,
àM et y M. Notons /, àf resp. y f la restriction de f à M, ^M resp. y M.

DÉFINITION (3.2.4) . — Une fonction f : M -> R sur une variété à
arêtes a un point critique XÇ.M si la restriction de f à la strate M, àM
ou y M qui contient x a un point critique en x. On dit que î /€=R est une
valeur critique s'il existe un point critique x de M tel que f(x)=y.

Nous avons le théorème suivant :

THÉORÈME (3.2.5). — Soit M une variété à arêtes. Soit f: M -> R une
fonction différentiable sur M. Supposons que, pour a ̂  b, f~1 ([a, &])
soit compact et f n'ait aucun point critique dans f~1 ([a, &]). Alors
M"' = { x G M f {x) ̂  a } et M1' sont homéomorphes et de plus M" est un
rétracte par déformation de M'' de telle sorte que l'inclusion MaÇ.Mb soit
une équivalence d'homotopie.

REMARQUE (3.2.6). — Le lemme (3.1.5) et les théorèmes (3.1.6)
et (3.1.7) sont aussi vrais si M est une variété à arêtes. La définition des
points critiques extérieurs et intérieurs n'a pas à être modifiée. Pour la
démonstration, on utilise de plus la démonstration du théorème (3.2.5).
Nous utiliserons aussi la notion de « fonction correcte » dans le cas d'une
variété à arêtes. La définition suivante nous suffira : si f : M -^ R est
une fonction différentiable sur une variété à arêtes, nous appellerons f
une fonction correcte si y f n'a pas de point critique et les conditions de
la définition (3.1.3) sont satisfaites.

Parfois, il nous faut aussi regarder des cas où /l-l ([a, 6]) n'est pas
compact.

LEMME (3 .2 .7) . — Soit N une variété différentiable à bord, g : N —^ R
une fonction différentiable et M = { zçN g (z) > 0 } . Soit f: M -> R une
fonction différentiable, a < b, et supposons que :

(i) f~1 {[a, &]) est relativement compact dans N;
(11) f n'a pas de point critique dans f~1 ([a, 6]);

(iii) il existe un voisinage ouvert U de f~1 [a, b] — M dans N tel que g
na pas de point critique dans U F\M et que, pour chaque £ > 0, la restriction
de f à g~1 (s) H U na pas de point critique dans f~1 [a, b] ',

Alors M"- = { zçM f (z) ̂ a } et M'' sont difféomorphes et de plus M'1

est un rétracte par déformation de M\ de sorte que l'inclusion MacMh

est une équivalence d'homotopie.
La démonstration est analogue à celle du théorème (3.2.5).
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4. Démonstration de la partie (a) de (0.2.1)

L'ensemble de ce paragraphe est consacré à la démonstration de la
partie (a) du théorème (0.2.1).

(4.1) On reprend les notations du paragraphe 0. On considère l'ouvert
de Zariski non vide i); cf. le lemme (2.2.1) . Soit L€^. En utilisant le
lemme (2.2.1), la proposition ( 2 . 2 . 2 ) et le fait que -n est propre, il existe
un voisinage ouvert û de 0 dans U tel que l'ensemble 1̂  des points x
de il — Ho où T (x, Hf(^) = L soit vide ou une courbe analytique.
De plus la restriction de la forme quadratique des dérivées secondes de f
à T (rr, H / ( ^ ) en tout point xç^Y^ est non dégénéré, pourvu que û soit
assez petit. La courbe I\ est la fermeture de 1̂  dans û. De plus, si le
germe de I\ en 0 est vide, on convient de choisir û de sorte que F^ == 0;
sinon on choisit û tel que Fî soit régulier et I\n7îo = ) 0 j (ceci est
possible, parce que dim T^CtHe < dim I\, donc TiC\Ho est constitué d'un
nombre fini de points).

Dans la suite nous montrerons que si F^ = 0, en fait L — Ho est un
rétracte par déformation de G" — Ho.

On considère une forme linéaire u qui définit L et on note Lr^ l'hyper-
plan affine d'équation u = Y).

On a une bonne stratification 2 de Ho en 0. On peut supposer que 2
soit une bonne stratification dans û.

On peut supposer, quitte à choisir un ouvert û plus petit, que tous
les Lr, soient trans verses à 2 dans û — { 0 i.

Nous voulons préciser maintenant le choix du nombre r en ce qui
concerne la partie (a) du théorème (0.2.1). Pour cela, une définition donnée
par Prill [19] sera utile :

DÉFINITION (4.1.1). — Soit X un espace topologique, Y un sous-espace,
y ç X . Un voisinage V de y dans X est appelé « bon voisinage » (par rapport
à Y) s'il y a un système fondamental { Va } de voisinages de y dans X
tel que chaque F a — Y est un rétracte par déformation de F — Y .

Dans cette définition, nous voulons admettre aussi des voisinages qui
ne sont pas ouverts.

Il est facile de voir que les Va sont aussi de bons voisinages et que le
type d'homotopie de V — Y ne dépend pas du bon voisinage V (cf. [19],
p. 377). S'il y a donc un bon voisinage V tel que V — Y est connexe et
non vide, on peut regarder les groupes d'homotopie de V — Y comme
des groupes d'homotopie locaux de X — Y en y (bien définis à un isomor-
phisme près).
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Nous voulons démontrer que pour r > 0 suffisamment petit, Br est un
bon voisinage de 0 dans C71 par rapport à Ho. Pour la démonstration,
nous avons besoin d'une version plus forte du lemme (2.1.1).

LEMME (4.1.2). — Si r > 0 est suffisamment petit, on a BrC. U et il
y a un voisinage U' de Ho H Br — [ 0 } dans U tel que, pour tout e > 0,
àTef^U' soit une variété différentiable qui coupe chaque 5p, 0 << p ^- r,
transversalement, et il y a un voisinage V 1 1 de HoC\Lc\Br — { 0 } dans
LC\U tel que, pour tout £ > 0, àTeC\ U " soit une variété différentiable,
transverse à chaque 5p H L, 0 < p ̂  r, dans L.

Preuve. — II suffit de démontrer l'existence de U ' ; celle-ci est prouvée
dans [7], §2.16.

LEMME (4.1.3). — Soit r > 0 choisi comme dans le lemme (4.1.2).
Alors B, (resp. BrC\L) est un bon voisinage de 0 dans G" (resp. L) par
rapport à Ho {resp. HoC\L).

Preuve. — Nous voulons appliquer le lemme (3.2.7) , en remplaçant N
par U, g par | f [ 2 , /*par l'application z ̂  \\ z |]2, a par p2 et b par r2 (0 << p << r)
Les hypothèses (i) et (ii) du lemme (3 .2 .7) sont satisfaites; l'hypothèse (iii)
aussi, d'après le lemme (4.1.2); alors Z?p — Ho est un rétracte par défor-
mation de B, — Ho. De la même manière on montre que B, C\L est un
bon voisinage.

Nous montrerons la partie (a) du théorème (0.2.1) avec r choisi comme
dans le lemme (4.1.2); mais d'après le lemme (4.1.3), il suffit de regarder
des p > 0 suffisamment petits, et non pas tous les p avec 0 < p << r.

Ce qui suit est vrai pour tout p > 0 fixe suffisamment petit.
On peut remplacer l'étude de Z?p — Ho par celle de fip — Te, où

te= Te— àTe.

LEMME (4.1.4) . — Le nombre p > 0 étant donné, l'inclusion de Bp — Te
dans -Bp — Ho est une équivalence d^homotopie pour £ > 0 assez petit.

Preuve. — Si nous remplaçons dans le lemme (3.1.5) M par J3p, f par
— 1 / ' I 2 ? a P^ — £2 et & par 0, les hypothèses sont satisfaites quand £ > 0
est suffisamment petit, d'après le lemme (2.1.1); alors 2?p— Te est un
rétracte par déformation de fip — Ho. Mais comme fip — Te est une
variété à arêtes, l'inclusion de 2îp — Te dans 2?p — Ho est aussi une équi-
valence d'homotopie.

Soit p > 0 assez petit fixé, Y] (p) > 0 et £ > 0 assez petits, et notons
^c (resp. ^) l'ensemble des points jsEC" où u (z) ^- c resp. u (z) < c;
posons à^c == ^c — ^c. On obtient alors
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LEMME (4.1.5) . — L'inclusion de (fip — Te)nL dans (i5p — Te)n©^(p)
donne des isomorphismes

7r,((Bp -T,)nL,y)^7r,((5p - fe)n^(p),y)

pour i^n — 3 ^ a^ec yçÇBç, — fe)r\L et un épimorphisme

7:^, ((Bp - Ts) nL, y) -> TT,_, ((Bp - Te) nîo-,(p), y).

Preuve. — Remarquons que, d'après l'exemple (3.2.3), l'espace Bo — Te
est une variété à arêtes. Considérons la fonction Œ, restriction de u |2 à
cette variété M = Bp — Te. Soit àrj la restriction de o- à àM.

Remarquons que
ÔM =(5p - Te)u(Bpn^Te),

YM= ^n^Te.

L'hyperplan Lo est transverse à B^C\àT^ à 5p et à 5'pH^Te [on regarde
/*| Ur\Lo et on applique le lemme (2.1.1)]. Il en résulte qu'il existe Yjo > 0
assez petit tel que, pour tout r^, 0 ̂  Y) ^ ïjo, on ait que Lr, est trans-
verse à àM et y M. En procédant comme pour la démonstration du
théorème (3.2.5) on obtient alors que (i5p — Te) H ̂  est une fibration
triviale sur le disque de G de rayon ïjo et de centre 0 et dont les fibres
sont difîéomorphes à (fip — Te) H L. Il en résulte que (t?p — Te) H ®r,o
et (fip — Te)n-L ont le même type d'homotopie.

D'après (2.1.4), on a, pour tout Y]€C, 0 ̂  | Y] | ̂  Y) (p ) , que L^ est
transverse à 5p et 5'pH^Te. Donc les seuls points critiques de Œ, dont
les valeurs sont comprises entre y^ et r^ (p ) 2 , sont sur r^H^Te. Quitte à
modifier Œ dans un voisinage compact de ses points critiques sur I\H^Te,
nous allons montrer que l'on a une fonction S sur M, correcte sur M — L
[cf. (3.2.6)], telle que l'ensemble des points de M où 5^ r^ coïncide
avec (Bp — Te)n^, que l'ensemble des points de M où 5 ̂  Y] (p ) 2 coïn-
cide avec (fip — Te)n^r,(p) et que l'ensemble des points critiques x tels
que ï)^ ̂  5 (n;) ̂  Y] (p ) 2 ont un indice au moins égal à n — 1. Nous verrons
que ceci entraîne bien le lemme (4.1.5).

Nous allons tout d'abord calculer l'indice de Œ en un point critique
de Œ sur àT^, C\ Bp où a ne s'annule pas.

LEMME (4.1.6). — Un point x^ôT^C\Bç est un point critique de la
restriction de Œ à àTç, H 2?p si et seulement s'il existe un nombre réel \ tel
que

(grad ̂  (x) = À (grad | f 2) (x),

ou grad o- désigne le gradient réel de la fonction réelle a.
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Preuve. — Par définition on doit avoir

D,(^cr)=0;

— i. e. pour tout vecteur tangent y € T {x, àT^) en x à àT^ on a

D,(^).y =:D,(cr).y ==0.

Or v est tangent en n; à ^7\ si et seulement si

D,(|/- ^=o.
Ceci implique donc qu'il existe A € R tel que

D.,, cr == À D.,, f 2.

Or Dx cr = Re <( y, grad Œ )>, où <( rr, ?/)> est le produit hermitien de x et y
et Re <( ̂  y )> la forme bilinéaire réelle associée à ce produit hermitien et
notre lemme en résulte.

Notons grad f le gradient complexe de f défini par

D^f.u=^u,(gradf)(x)^

On obtient alors en un point critique x de à(j où u {x) ̂  0 :

(4.1.7) (grad cr) (x) = 2 u (x) (grad u) (x),

— où u est la forme bilinéaire qui définit L.
En effet, le gradient complexe du logarithme de u est bien défini

car u (x) ̂  0 : ce gradient est alors le gradient d'une détermination du
logarithme de u dans un voisinage de x et on vérifie que ce gradient ne
dépend pas de la détermination choisie. Dans ce cas si p : [0, e[-^ G" est

un chemin difîérentiable tel que p [0) == x et -JL. (0) = v on adt

(^^(^D,^.

Or

^ ̂  (P (0) = ̂  " (P (0) I2 - 2 | u (p (0) |2 ̂  Log u (p (0)

-2 u(p(Q) -Re^Log^p^))

= 2 | u (p (0) p Re ̂  ̂  p (0, (^d Log u) (p (Q) ^).

D^ (T. y == Re < u, grad cr > === 2 | u (a;) p Re < u, (grad Log u) (x) >.
D'où

Comme
, , T . / . (qrad u) (x)(grad Log u) (x) = w / '— ?

"(^)
— on obtient l'égalité annoncée.
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De même

(4.1.8) (grad f |-Q (x) == 2 f (x) (grad f) (x).

LEMME (4.1.9) . — Soit xç.àTzC\B^ un point critique de la restriction

de n à àT^ C\ 2?p ou o- (x) ~^- 0. Soit Hx le hessien de à^ en x, alors, pour
tout secteur u € T [x, àTe) tangent en x à àT^ on a

H^(u)=2\<u,(gradu)(x)y ï -2 / < y, (grad f) (x) > 2

- 2 À Re/H^^ flàX, àX,) (x) u, u\
\ i, J /

où Vi est la i^6 composante de v dans C'\ et À est défini par

u (x) grad u (x) == À f (x) grad f (x).

Preuve. — Soit p : [0, z[-> àTe un chemin difïérentiable tel que

( P (0) = x,
} / A \

j(âp)(0)-.
Alors

^ 00 = (^ ° p) (0).
Mais comme pour a {x) 7^ 0 on a

(grad o-) (x) = 2 u (x) grad u (x),
on obtient

^ ̂  (p (0) = Re ( ̂  p (t), 2u(p (0) grad u (p (Q) ̂

^ cr (p (0) =2 ^ -^ p (0, (yrad u) (p (Q) ̂

+ 2 Re ̂  p (0. u (p (0) (<?rad u) (p (Q) ̂

+ 2 Re /u (p (0)̂  ((^^ u/^X, ̂ X,) (p (0) ̂  (0 ̂  (0\

Donc

„, a o ?) (0) = 2 1 < v, grad u (x),dt

+ 2 Re^p (0), u (x) (grad u) ̂

+ 2 Re (u (x)^ (à1 ii/àXt àX,) (x) Vi v\
\ i, / ' /

Mais x étant un point critique de Oa où 7 (a;) 7^ 0 :

u (x) grad u (x) = î. f (x) grad f (x).
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Mais

D'où
/^(O)!2-^

0 = ̂  Î ( P (0) I 2 == 2 ( ̂ P (0- (9rad f) (p (Q) ̂  2

+ 2 Re (^ p (0, /• (p (0) (grad f) (p (Q) )

+ 2 Re ff(p (0)^ (^2 ̂ X. âX,) (p (0) ̂  (0 d^ (0\
V ^ / 7

Donc

2ÀRe^^p)(0),n^^df(^)^

= - 2 À | < y, ^7W /• (x) > |2 - 2 À Re ̂ (r^ (^2 /•/^X, àXj) {x) u, v \
\ i, f ]

D'où
H^ (u)=2 < u, (grad u) (x) > 2 - 2 À < y, (^d /•) (a;) > |2

+ 2 Re ̂ ïr(î)^ (à2 ulàXi àX,) (x) v, v \
\ i, 1 ]

- 2 À Reff(x)^^ flàX, âX,) (x) v, u\
\ i, / j

Mais u étant linéaire, (^2 u\àXi àXj) (x) = 0 et ceci démontre notre lemme.

COROLLAIRE (4.1.10). — L'indice de H^ en un point critique de ^7,
où Œ (x) ^z 0, est au moins égal a n — 1.

Preuve. — Considérons la restriction de Hx à Phyperplan complexe
T (^, Hf^) tangent en x à Hf^. Alors pour tout u eT (x, Hj-^) on a

< u, (grad u) (x) > == < y, grad f(x) > = 0.
Donc

H^ (u) = - 2 À Re (f(x)^ (^ /-/^X, ^Xy) (.z;) ^ y A
\ ^ 7 /

mais X^L et X ̂  0. Le lemme (2.2.1) montre que la forme quadratique Q
sur T (^, .H/(,C)) définie par

Q{v)=^{à-flôX,àX,)(x)u,u,

pour tout u ç T { x , H f ^ ) ) est non dégénérée, notre corollaire résulte de

LEMME (4.1.11). — La partie réelle d'une forme quadratique complexe
non dégénérée sur G^ est une forme quadratique réelle non dégénérée de
signature (m, m).
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Donc l'indice de àa en un point critique x où o- (x) ̂  0 est au moins n — 1.
Nous allons maintenant modifier Œ pour obtenir une fonction 5 sur M

correcte sur (fip — t^C\(v>r^ — ^rj (c/*. 3.2.6) avec les propriétés
annoncées.

On a le lemme suivant :

LEMME (4.1.12) . — Soit C l'ensemble des points critiques de la restriction
de (j à àT^ H fip ou Œ ne s'annule pas. Alors pour tout a > 0 il existe une
fonction 5 a sur M = fip — Te qui est correcte sur (fip — fe)r^(ï>r^^ — ^rj
et qui coïncide avec a- a l'extérieur d'un voisinage relativement compact U (C)
de C dans Afn(%^(p) — ^J et telle que ses première et seconde dérivées
approximent uniformément à a près celle de Œ.

Preuve. — Pour établir ce lemme, on procède comme J. Milnor dans [14].
Comme C est compact et contenu dans ^.(G) — ®-^, on peut trouver

des ouverts Ui {i = 1, . . ., m) et des cartes

h,: Ui-^B- = { : r e R a l l i a ; I I < l,x,n-=0}

de Af, et des compacts d: (i = 1, . . ., m) tels que :
m

(1) Cc[jCr,

(2) CiCu[;
Ht

(3) U (C) = [ l Ui relativement compact dans Mn(éy(p) — ^).
; = i

On va exhiber une fonction o-^ qui n'a que des points critiques non

( m \dégénérés sur ^ \^Ci^Ç\àT^ et qui n'a aucun point critique dans
\ i=l ]

m

\Jd — àT,. Posons M' = M C\(v>r^ — ®J.
;=i

De manière analogue à celle du théorème 8.1, p. 178 de [17], on peut
trouver une fonction o-i qui n'a pas de point critique dégénéré sur Ci C\àTz
et n'a aucun point critique dans Ci — àT^. En effet soit \i une fonction
égale à 1 dans un voisinage de Ci et à 0 à l'extérieur de Ui et soit Li
une forme linéaire de R271. Alors

<7l == (7 + Ài . (Li o hi)

conviendra si Li est convenablement choisi de norme || Li [| assez petite.
En utilisant les lemmes B et C (p. 12 de [14]) on peut choisir 0-2 de telle

sorte que 0-2 n'ait aucun point critique dégénéré sur àT^C\[C^\}C^) et
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aucun point critique dans (dUC^) — àT, en procédant comme ci-dessus :
on pose 0-2 = o-i + Xa .^a 0 As) de telle manière que 073 n'ait pas de point
critique dégénéré sur C^C\àT, et n'ait aucun point critique dans Cs — àT^
De plus, 0-2 garde les propriétés de <7i quand [| L^ [ ] est assez petit.

On obtient ainsi la fonction o-^ cherchée. De plus, pour tout P > 0,
si les Li sont de normes [| Li \\ assez petites, alors les première et seconde
dérivées de cr^ approximent celles de a sur M' à ^ près. Donc, 5 a = o-m

in

n'a pas de point critique dans le compact Af' — \ l Ci et vérifie les
;==:!

propriétés désirées, quand les normes || Li || sont assez petites.
Si a > 0 est assez petit, l'indice de 5 a en un point critique sur àT^(\B^

où Œ ne s'annule pas est au moins n — 1 d'après le corollaire (4.1.10).
Nous choisissons un tel a et posons ?a = ï.

En utilisant la fonction 5 et le théorème (3.1.7) [cf. aussi (3.2.6)],
on obtient que (fip — 7\)n^(p) a le type d'homotopie de (fip — 7\)n^
auquel on a adjoint des cellules de dimension n — 1 au moins. Le lemme 15,
p. 402, de [20] donne alors le lemme (4.1.5).

(4.2) Pour achever la démonstration de la partie (a) du théorème (0.2.1),
il nous reste à montrer que l'inclusion de (fip — r^n®^?) dans J?p — Ho
est une équivalence d'homotopie. Nous supposons ici que o > 0 est assez
petit, Y] (p) > 0 assez petit comparé à p, et £ > 0 assez petit comparé
à p et Y) (p).

LEMME (4.2.1). — /; y a un voisinage U* de T îoUÛ— { 0 } dans û
tel que pour tout b ̂  0, H^U^ soit une variété différentiable qui coupe
chaque L^ transversalement.

Preuve. — Nous avons choisi û tel que I\ = 0 ou r ^ r \ H , = { 0 } .

LEMME (4.2.2) . - L'inclusion de (fip - 7\)n^(p) dans (Bp - H,)^^
est une équivalence d'homotopie.

Preuve. — II s'agit d'une conséquence du lemme (3.1.5) [cf. aussi (3.2.6)].
Remplaçons là M par BpH^(p) , f par - \f\\ a par — £2 et b par 0.
La fonction |/'|2 n'a pas de point critique dans f ipn^(p) H (Te — H,)
d'après le lemme (2.1.1), dans È^C\ô^c\{T. - H,) d'après le lemme
(4.2.1), et dans 5pU^(p) n(7\ — H,) d'après le lemme (2.1.4). Alors
l'inclusion de (fip — Ts) n î^(p) -- et aussi celle de (fip — Te) n®r.(p) —
dans (5p — Ho)n^(^ est une équivalence d'homotopie.

Il suffit donc de démontrer que BpH^(p) est un bon voisinage de 0
dans C71 par rapport à Ho.
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LEMME (4.2.3). — Étant donné p > 0 suffisamment petit, alors il
existe ^ (p) > 0 tel que J5p0î>p(^ soit un bon voisinage de 0 dans G" par
rapport à Ho.

Preuve. — Nous voulons appliquer le lemme (3.2.7). D'abord, nous y
remplaçons 7V par Bp, g par /'|2, /'par [ u |2. Si b = Y) (p ) 2 est suffisamment
petit, 0 < a < &, alors les hypothèses (i) et (ii) du lemme (3.2.7) sont
satisfaites, et l'hypothèse (iii) aussi, d'après les lemmes (2.1.4) et (4.2.1);
ceci montre que BpH^ — Ho est un rétracte par déformation de
5pn^(p) — Ho pOUr tOUt Y], 0 < Y] < Tj (?).

Maintenant nous fixons p', 0 < p' < p, et supposons que Y] (?', p) est
suffisamment petit. Si nous remplaçons, dans le lemme (3.2.7), 7Vpar®^(p ' ,p) ,
g par | /*|2 , f par l'application z ̂  || z ||2, a par p'2, b par p2 , alors les
hypothèses (i) et (ii) du lemme (3.2.7) sont satisfaites, et (iii) aussi,
d'après les lemmes (2.1.4) et (4.2.1).

Evidemment, on peut maintenant construire le système fondamental de
voisinages dont nous avons besoin.

D'après les lemmes (4.2.2), (4.2.3) et (4.1.3), l'inclusion de (Bp — te) H^p)
dans Bp — Ho est une équivalence d'homotopie.

(4.3) Pour terminer ce paragraphe nous allons énoncer un corollaire
intéressant de la partie (a) du théorème (0.2.1).

Soit L^S) où ^ a été défini dans le théorème (0.2.1). On considère
la fonction restriction de f à Ur\L. On applique le théorème (0.2.1) à
ce nouveau cas et ainsi de suite, on obtient alors :

COROLLAIRE (4.3.1). — Soit n ̂  4. Il existe un ensemble |î partout
dense dans la grassmannienne des sous-espaces sectoriels de C71 de dimension 3
tel que, pour tout Pey, il existe £o > 0 pour lequel V inclusion [Bs. — Ho) F\P
dans Bs. — Ho pour tout c, 0 < £ ̂  £o, donne un isomorphisme

n, ((B, - Ifo)nP, y) -^ TTi (B, - H,, y)

avec Î/€(B£ — Ho)C\P.

5. Un calcul d'indice

Pour établir la partie (a) du théorème (0.2.1) nous n'avons pas cherché
à distinguer les points critiques à gradient rentrant et les points critiques
à gradient sortant de (T. De plus nous avons modifié CT afin d'obtenir
une fonction convenable. Pour obtenir la partie (&) du théorème (0.2.1)
nous sommes amenés à affiner le calcul d'indice fait ci-dessus, mais au
lieu d'utiliser Œ, nous allons considérer la restriction à M — Lo de la
fonction Log [ u — 9 avec 6€C assez petit.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



346 H. HAMM ET LE DÎNG TRÀNG

(5.1) Nous reprenons les notations de (4.1). Nous supposons que o > 0
soit assez petit et que, p étant donné, Y] (p) > 0 soit suffisamment petit.
Nous ne voulons pas discuter quel choix de r et 9 (p) serait raisonnable.

Choisissons alors 6 de telle sorte que 0 < [ 9 | < Y] (p)/4.
On note ®^ (9) l'ensemble des points z de C71 où [ u (z) — 9 ^ y;.
Nous allons montrer :

LEMME (5.1.1). — Pour tout £ assez petit, l'espace (fip — 7\)n^r.(o) a
le type d'homotopie de (5p — te) H I/o auquel on a adjoint des cellules de
dimension n.

Compte tenu des lemmes (4 .2 .2) , (4.2.4) et (5.3.2), ceci implique la
partie (&) du théorème (0.2.1).

Preuve. — Fixons £ > 0 suffisamment petit. Notons T la restriction
de Log u — 9 à M - Lo = Bp - (7\uLo), à- celle à àT — Lo.

D'après les lemmes (2.1.4) et (4.2.1), Lo est transverse à M. On peut
choisir un disque D de G centré en 9 et de rayon ïjo (dépendant de £)
tel que, pour tout cçD, Le soit transverse à M. Comme dans le cas du
lemme (4.1.5), on obtient alors que u — - 9 définit une fibration tri-
viale (Bp - Ts)n%r, (9) sur D de fibre (fip — T^nLo. Ainsi (5p - T^nLo
et (Bp — Te) H^r.o (9) ont le même type d'homotopie.

Nous allons calculer l'indice de la restriction de T à àT^C\È^ — Lo en
un point critique x où u (x) — 9 ^Yjo.

LEMME (5.1.2). — Un point x de àTç, est un point critique de la restric-

tion de T à àTç.r\B^ — Lo si et seulement s^il existe X€R tel que

(grad Log | u - 6 |) (x) = 7 (grad | f 2) (x).

Preuve. — Elle est analogue à celle du lemme (4.1.6).
Remarquons que

(gradLog| u - 6 |) (x) = (grad[u) ̂  = gradLog(u - 6)^),
(i). 1. 6) < U (x) — 9

(gT^\f\^(x)=2f(x)(gradf)(x).

LEMME (5.1.4). — Soit xçàTe un point critique de ^T, alors le hessien Hx
de ^T en x est donné par

H. (.) = - Re (< -• y^ >)2 - 2 A | < .. (̂  f) (.) > .

- 2 À Re (f(y) ̂  (à9- f/àX. àX,) (x) v, v\
\ i,/ /
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— pour tout y € T (x, àT^) avec Vi comme i1^ composante de v dans C71,
et X défini par grad Log (u {x) — 9) = 2 \ f (x) gradf{x).

Preuve. — On procède comme pour le lemme (4.1.9).
Soit p : fO, s[-^ àT^ un chemin différentiable tel que

( P(0)=x,>>-•
Dans ce cas

H^u)=^(Log u(p(0)-0|)^o.dt2

Mais
^ (Log | u (p (0) - 0 | ) = Re [^ p (0, (grad Log (u - 0)) (p (Q))]

^(P(0)
- Re ^(P(0)-e /

et de ce que f (p (t)) === £, on obtient

^ 1 f (P (0) 2 - 0 - 2 Re (̂  p (0, f (p (0) (grad f) (p (Q))

+2 ^p(t),(gradf)(p(t^

+ 2 Re [7(p(0) f2 ̂ 2 ̂ x ̂ x^ (p ̂ ) ̂  <° %7 (0'
L \ i,f ^

où pt est la i18"16 composante de p dans G".
On en déduit la formule désirée car en x qui est un point critique on

obtient
grad Log (u (x) - 0) == 2 ^ /•(.r) gradf(x).

COROLLAIRE (5.1.5). — 5o^ ^ un point critique de à^. Un secteur
u €T [x, H^(x)) est orthogonal à un secteur wGT[x,()Ts) pour ïîjc si et
seulement si u, w sont orthogonaux pour la forme quadratique réelle définie
par

Q (u, w) = 2 Re (f(x) ̂  ̂  ffàX, ôXf) (x) v, w\
\ i j )

Preuve. — Cela provient du lemme (5.1.4) et de ce que y € T (x, Hf^}}
si et seulement si

< y, {grad u) (x) > = < u, (grad f) (x) > = 0.

COROLLAIRE (5.1.6). — Soit x un point critique de ^T. Les espaces
T (x, H f ( x ) ) - et T (rr, àT^r\r^) sont orthogonaux pour H x '
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Preuve. — Comme e est assez petit, àTe est transverse à I\ en x.
Soit w € T (x, àT^f\r^. Alors il existe un chemin différentiable q :
[0, £[-^TenI\ tel que

( q(0)=x,

)>)=..

Soit uçT (x, Hfw) alors l'application y (y, w) de [0, s[ dans R définie
par

9 (P, w) (0 = < u, f{q (0) (^ad f) (q (0) >

est l'application nulle, car on a ?(^)€l\ et < y , (gmrf/') (ç ( ( ) ) > = = 0.
Donc

^ cp (^ ̂  (0 = < y, (^rf /•) (̂  (0) > / ̂  (o, ̂ d /• (<y (0) \

+ WW) ̂  (^ flôX, àX,) (q (0) ̂  (0 u, = 0.

Et

y (q (0) 2 (^ ̂ ^àx^ ^ (0) ̂  (o ̂  = o.^/
On obtient donc Porthogonalité de u et w pour la forme quadratique 0

du corollaire (5.1.5) ce qui démontre le corollaire (5.1.6).

Fig. 2

COROLLAIRE (5.1.7). — Soit x un point critique de ^T. Alors x est un
point critique non dégénéré de ^ si et seulement si la restriction de H^ à
T {x, ÔT^TL) est non nulle. De plus l'indicé de à- en x est n — 1 ou n suivant
que les valeurs de H^ sur T (x, àT^F^) - { 0 } sont positives ou négatives.
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Preuve. — Ceci provient de ce que, d'après les lemmes (2.2.1) et (4.1. il),
la restriction de Hx à T (x, H f ( x } ) est non dégénérée et que T {x, H f ( x ) )
et T (x, àTe^r^) sont orthogonaux pour H a,.

Le problème consiste maintenant à calculer le signe de la restriction
de H^ à T(^^nr^).

(5.2) Comme dans un voisinage ouvert de l'origine u — 9 ne s'annule
pas, on peut choisir une boule de rayon p' assez petit pour que, en choisissant
une détermination de Log (u — 9) — Log (— 6), Log (u — 6) — Log (— 9)
soit la coordonnée Zn dans B^ et de plus si F^nZîp^ 0, les points de
^TeïïF^nfip sont respectivement contenus dans une composante analy-
tique déterminée de I\ en 0. Nous pouvons supposer que £ est assez petit
pour que r^n^TsCi??.

Remarquons alors que la restriction de Log (u — 0) à chacune des
composantes de F est non constante. En effet si la restriction de Log (u — 9)
à une composante F, de F/, était constante, F; serait contenue dans Lo
dans un voisinage suffisamment petit de l'origine. Mais ceci entraîne que
les points de F, sont des points critiques de la restriction de f à Lo dans
un voisinage assez petit de 0. Dans ce cas F, serait contenu dans Ho dans
un voisinage assez petit de 0 et ceci serait contradictoire avec la défi-
nition de F^.

Soit F( la composante analytique de F^ en 0 qui contient x. Comme
Log (u — 9) n'est pas constante sur F/, il existe une normalisation

'V W

T. : F, -> Fi de Fi telle que si z est l'uniformisante locale de F; en ri"1 (0)
on ait

Zn o TT = Log (u — 6) o n — Log (—9) = ̂

pour un certain entier k positif.

Pour calculer la valeur de Hx sur T {x, ^T^nF^) en un point critique x
de (^T, on peut se restreindre à F,. Plus précisément on a :

LEMME (5.2.1). — Soit x un point critique de ^T. Soit Hx le hessien
de ^T en x. Alors la valeur de Hx en un vecteur y€=T (^^T^nF^) égale
la valeur en v du hessien en x de la restriction de à^ à ^TeHF^.

Preuve. — Soit p : [0, c[-> ÔT^C\TL un chemin différentiable tel que
( P ( 0 ) = x ,»>)-•

Le lemme provient de ce que

^•00=(^Log u(p(0)-9
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Supposons que xçTi, on peut alors supposer que p (^€ lV Posons

T o 7T — T (0) = ?,

| / - po7 := f o 7 T p = = ? .

Remarquons que î est en fait la fonction Re (^) On a alors :

LEMME (5.2.2). — Soit x un point critique de ^T sur àT^f\T^ Soit x
le point de F, tel que 71 (x) = x. Alors x est un point critique de ^ sur
l'ensemble ̂  défini par ç = s2. De plus la valeur du hessien H^ Çu) en x
de la restriction de T à ÔT^C\TL sur un vecteur u çT (x, ÔT^TL) égale la
valeur du hessien en x de la restriction de î à <î>£ sur le vecteur

v == (Z)^ 7T)--1. y çT (£,<!>,).

Preuve. — Soit H- le hessien de la restriction de î à ^ en x. Soit
p : [0, s[-> $e un chemin différentiable tel que

( P(0)=^
) j^
(>>--'-

On a

Posons

On a

s-, (") = ̂  P (p <'»),=. - ̂  «" »> (p (i)»,,..
g = 7: o p.

^(ro7T)(p(0)=^(r,g)(0,

^(To7T)(p(0)=^(Top)(0.

Or

^(roï)(0)=^(|j(0)^

et

^(0)=û^.?.

Donc
^ (î?) = H, (D^ n .-v) = H^ (u).

Ceci nous donne notre seconde assertion. Le fait que x soit un point
critique de la restriction de ï à <Ï>e provient de ce que pour tout v € T (x, $,)
on a

D^ ?.P = D~ ?.£),, (7T-1) V = D,, (î o 7T-'). p = 0,
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car 7i~1 est un isomorphisme local au voisinage de x, u eT (^, àT^r\T^)
et ^ o r,-1 == -.

Remarquons que ^ étant un point critique de ^T, on a

(grad Log | u - 0 |) (x) == ^ (grad /"I2) (x).

Soit r; la composante de F qui contient rr.
Soit To la restriction de T à àT^Fi et <po la restriction de \f\2 à 1̂ .

Alors
D^ To == A D,,. cpo.

Comme ^ est un point critique de la restriction de ï à $e on a

D-T = ÏD^^.
Or

D^ T == D.^. T o D~ TT == À D.̂  (?o ° D^ 7^

et
D.r cpo ° D^ TT == D^ S.

Donc
(5.2.3) À = L

Supposons £ a55ez p^^ ^ ^^^fip7zz0. — Soit ^^rn^Te un point
critique de ^T et r\ la composante de I\ qui contient ^ et 71 : f, ̂  F, la
normalisation de F,. Dans ce cas on peut supposer que <î>e est contenu
dans un disque où

(f o 7T) (Z) = dr y + dr^ Z^ +...,

avec r ̂  1 et dr 7^ 0. Donc

(/•o7r)(^) =0,2^(2),

où ^ (z) est inversible dans un voisinage de 0. Quitte à supposer £ plus
petit on peut supposer que 3>e est dans ce voisinage. On pose

F = fo TT.

Rappelons que ï {z) == Re (z^).
En utilisant la méthode de la preuve du lemme (5.1.4) on a

LEMME (5.2.4). — Un point xç^ est un point critique de la restriction
de ^ à <i>£ si et seulement s9 il existe X € R tel que

k ̂ -1 == 2 À F (x) F' (ï).

De plus si Hj. est le hessien en x de la restriction de ^ à <Ï>e nous avons pour
tout w € T (x, $s) :

H~ (w) == Re (k (k - 1) y-2 w2) - 2 À | F ' (S) |2 | w [ 2 - 2 À Re (F'(I) F" (î) w2).
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REMARQUE (5.2.5). — Comme nous ne cherchons qu'à calculer le signe
de H^ et que la dimension réelle de ^ égale 1 il suffit de calculer le
signe de H^ (w) pour un vecteur particulier de T (5, ^). Remarquons que
le vecteur w = i F (x) F ' (x) € T (x, $e).

Fig. 3. — (Quand X > 0 les points critiques sont bien à gradient rentrant).

Nous allons donc calculer le signe de

H^ (w) = - Re {k (k - 1) ̂ -2 F (x)2 F7"^)2) - 2 À [ F' (x) |4 | F (x) |2

+ 2 À Re (F^F" (x) F (î)2 F7^)2).

D'après le lemme (5.2.4) , on a

À = kx^-
2 F ( x ) F f ( x )

On obtient alors

^)- -B.[(̂ ^ ̂ ^^^

- 2 ^ F ' (x) ' | F (x) |2 + 2 À Re (F (x) F " (x) F (î)2 F^2)

= 2 J - (k - 1) Re EILF^̂ lZS
L ^*

-|F7^) 'I-F^) 2+Re(F^)J;"(^)-F(^)2F^^)2)^•

Or on a
F(x)=a,.x'-+...

F' (S) = ra, x^-1 + .. .

F " ( x ) == r (r - 1) a, î'--2 +....

1° Supposons que r = 1.
Alors si x est assez petit, i. e. si e est assez petit :

î{eF~(S)F"(x)F(x)^F7~(S)î ^ K S 3.
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Dans ce cas

Sgn H^ (w) = Sgn 2 À [- (k - 1) Re Y} | dr |6 S |2 - Ç | ̂  |6 | S |2]
= Sgn 2 À ((- (/c - 1) Re Y? - 0 | a, I 6 | S ]2),

où TJ et ^ dépendent de x et tendent vers 1 quand x tend vers zéro. Donc
pour £ assez petit :

Sgn Ë^ (w) = Sgn (- 2 A À | a,. [ 6 I î 2) = Sgn (- À).

2° Supposons que r ̂  2,

Sgn ̂  (w) = Sgn 2 }. [- (k — 1) Re (r3 dr |6 YÎ p7--^-2 P^-D^-)
— E a/^r41 î ^-^-D
+ Re (9 (r3 (r — 1)) dr 1 " Z2^1'-2I2^-1)4-^)],

où TJ, E, <p tendent vers 1 quand 5 tend vers zéro. Donc pour £ assez petit :

Sgn H^ (w) = Sgn [- 2 À | Or |6 | î l"7-4 ((/c - 1) r1 + r4 - r3 (r - 1))] == Sgn (- À).

On obtient donc

LEMME (5.2.6). — Pour tout £ assez petit les points critiques x de la

restriction de Log u — 9 à ôT^f\B^ — L^ sont non dégénérés. De plus si
en x on a

grad Log (u (x) - 6) = 2 ̂  f(x) (grad f) (x),

alors si À > 0 liindice du hessien Hx en x est n et si \ < 0 cet indice
est n — 1.

(5.3) Nous sommes alors en mesure d'achever la démonstration de
la partie (&) du théorème (0.2.1).

On procède comme dans (4.1). Fixons £ suffisamment petit, et
soit Tjo > 0 assez petit comparé à £, yjo < Y] (p)/2. Supposons que
^nr.cî^.

Tout d'abord (fip — Te) H^ (9) a le type d'homotopie de (fip — Te) n^o
d'après ce que l'on a vu dans (5.1). Ensuite considérons une fonction
différentiable GO de C dans R telle que :

(a) co {z) = z [ pour tout z, | z ^- Y) (p) /2;
(&) co (z) = z + 9 [ pour tout z, [ z — 9 [ ̂  Y; (p) ;
(c) Y) (p)/2<(o (20<ï] (p) pour tout z, avec ^ (p) /2< | z et | z+9 | <ïj (p) ;
(d) co a un rang constant sur G — { 0 j .

Considérons la restriction a de la fonction Log oo (u (z) — 9) à
M = Bp — Te. Remarquons que dans a~1 ([Logïjo, Log ïj (p)/2]) les seuls
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points critiques de a sont sur ^7^0 F si & est assez petit, et d'après les
lemmes (2.1.4) et (5.2.6) a est une fonction correcte sur a~1 ([Log Y)o,
Log Y) (p)/2j) dont les points critiques à gradients rentrant (où X > 0)
sont d'indice n. En appliquant le théorème (3.1.7) [cf. aussi (3.2.6)], on
trouve alors que (2?p — Te) HÎ^)/^ W a 1e ^yp6 d'homotopie de
(fip — Te) n®-^ (9) auquel on a adjoint des cellules de dimension n.
Comme a n'a aucun point critique dans a~1 ([Log r^ (p)/2, Log ï j (p ) ] ) , on
obtient que (2?p — ^n^r^p) et (J5p — Te) n^(?)/2 (0) ont le même type
d'homotopie. D'où :

LEMME (5.3.1) . — Uespace (Zîp— Te)r\^(^ a le type d^homotopie de
(Z?p — T^C\^r^(^') auquel on a adjoint des cellules de dimension n.

Les lemmes (4 .2 .2) et (4 .2 .4) montrent que l'inclusion de (zîp — Ts) H ̂  ( p )
dans Bp — Ho est une équivalence d'homotopie. D'après (5.1) nous savons
que ( B p — T e ^ n L o et (Bp — 7\) Hî^ (6) ont le même type d'homo-
topie. La démonstration de la partie (&) du théorème (0.2.1) est donc
terminée par le lemme suivant :

LEMME (5.3.2). — ^inclusion de [Bç.—T^)C\L{} dans (2?p—Ho) r \L^
est une équivalence d^homotopie si £ est assez petit.

Preuve. — Nous appliquons le lemme (3.1.5), en remplaçant M par
BpïïLo, f par — | /'|2, a par — £2 et b par 0. L'hypothèse du lemme (3.1.5)
est satisfaite d'après le lemme (1.3.3); par conséquent, l'inclusion de
(5p — T^nLo — et aussi celle de (5p — r,)nLo — dans (Bp — H^C\L^
est une équivalence d'homotopie.
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