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1. L'ensemble X d'une extension quadratique.

Soit B une extension quadratique séparable de l'anneau commutatif et
unitaire A, c'est-à-dire une A-algèbre commutative projective de rang 2
en tant que A-module, et séparable. Si cr désigne l'unique A-automorphisme
de B différent de l'identité, la norme N : B -> A définie par ' N ( x ) = x^Çx)
est une forme quadratique non. dégénérée sur le A-module B, comme le
montre un calcul local. En effet, localement B est de la forme A.[x] avec
x^^x-^-m et i+4^ est inversible dans A pour des raisons de sépa-
rabilité; la norme N(^+ vx\ u et ^€=A, est alors égale à u1-\- uv — m^
qui est bien une forme quadratique non dégénérée. L'algèbre de Clifîord
C(B, N) est alors une A-algèbre centrale séparable et Co(B, N), partie
homogène de degré o de C(B, N) est une extension quadratique de A;
si u€Ci(B, N) est l'image de l'unité de B dans C(B, N), u2^ N(u-) == i et
les applications x P> xu de Ci (B, N) == B dans Co (B, N) et y i-> yu de Co (B, N)
dans Ci(B, N) sont des isomorphismes réciproques de A-modules. On vérifie,
par exemple par un calcul local, que les multiplications sur B et Co(B, N)
coïncident. Ainsi Co(B, N) est isomorphe à B en tant que A-algèbre.

40.



312 PH. REVOY.

Soit alors
X ( B ) = = { ^ € C o ( B , N ) l ^ + y ^ = = o , V y € C i ( B , N ) j .

L'algèbre C(B, N) est munie d'une forme quadratique canonique Q de
la façon suivante : soit z \-^z l'unique A-anti-automorphisme de C(B, N)
dont l'ensemble des invariants est le centre A de C(B, N) et Q(z) == zz.
Pour cette forme, Co(B, N) et Ci(B, N) sont orthogonaux et

( C ( B , N ) , Q ) = : ( C o ( B , N ) , N ) J . ( B , - N ) .

Cela signifie en passant à la forme bilinéaire associée à Q que xy=y(j{x)
pour a;eCo(B, N) et î/eCi(B, N). On voit donc que

X(B) = { x e Co (B, N) =: B 1 x + o- (x) == o } = Ker(iB+ o-)

en identifiant B et Co (B, N). En particulier, si 2 == o dans A, cr + IB == (7 -— IB
et donc X(B) == B0^ A. Si 2 est inversible dans A,

B==Ker ( iB- (7 )®Ker ( iB+o- )=A©X(B)

car i B + o ' e t i B — 0 - sont à un facteur 1 près, des projecteurs orthogonaux

dont la somme est l'identité de B. Dans le cas général, X(B) est un A-module
projectif de type fini et de rang i, comme on le voit par localisation.
Si x et ^ sont dans X(B), la relation xy + yx == o, Vî/eCi(B, N) montre
que, quel que soit y dans B = Ci(B, N), {xx'} y == y{xx1} ; donc xx' est dans
le centre de C(B, N) donc dans l'anneau A [remarquons qu'ici nous utilisons
le fait que B et Co(B,N) sont des A-algèbres isomorphes]. L'application
A-linéaire p-a : X(B) (g)X(B) -> A définie par ^{xÇ^x1} == x.x1 est un
isomorphisme car c'est vrai localement : si B = A.[x\ avec x2^ x -}- m,
X(B) est le A-module libre engendré par i — ix et ( i -— <2.x)t2= i+4^es t
inversible dans A. Si 2 est inversible dans A, la multiplication sur
B == A Q) X(B) est donnée de la manière suivante :

(a, x) (a', x ' ) = (aa'+^B^®^)) ax' -}-a' x)

et le module quadratique (B, N) possède la décomposition orthogonale

( B , N ) = = ( A , m ) J _ ( X ( B ) , - ^ B ) ,

où m désigne la forme quadratique sur A définie par m{a) == a2 et — ^a
la forme quadratique sur X (B)

—]J.e(x)==—^(x(^)x)=—x2==:^(x)

car o"(rc) ==— x dans X(B).
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2. L'ensemble X d'une algèbre de Clifford.

Soient (P, Q) un A-module quadratique, P projectif de type fini et de
rang pair et Q non dégénérée, et C son algèbre de Clifford [2]. On pose

X(C)=={^eCo|^j4- j^=o,Vy€Pj,

Co désignant la sous-algèbre formée par les éléments homogènes de degré o,
II est clair que les éléments de X(C) commutent avec les éléments de Co.
donc que X(C) est dans le centre Z^) de l'algèbre Co, qui est une exten-
sion quadratique séparable de l'anneau A. De plus, si xçZ{Co) et î/€P,
x y = y ( j [ x ) dans C, o" désignant toujours l'automorphisme distinct de
l'identité de Z(Co) : pour montrer cela, considérons l'anti-automorphisme
canonique de T(P) défini par

^10. . .0^t->.-T,,0. . .0;ri.

Il induit un anti-automorphisme de C qui laisse invariants les éléments
de P et qui conserve globalement Co et, en particulier, son centre Z(Co).
Il est alors facile de vérifier que sa restriction à Z(Co) est l'automorphisme Œ
de Z(Co), d'où la relation indiquée. Se reportant à la définition de X(C),
on voit que

X(C)=:Ker((7+iz(Co))=X(Z(Co)).

Soient alors B et B' deux extensions quadratiques séparables de A.
On sait définir sur l'ensemble à (A) des classes d'isomorphismes d'extensions
quadratiques séparables de A une structure de groupe [1] : B *B7 est la classe
de l'algèbre (B (gïB7)^^. Considérons alors dans B(g)B' le sous-A-module

X(B) 0 X(B7) : (cr (g) a ' ) (x (g) x ' ) = (- x) 0 (- x ' ) = x 0 x '

si .reX(B) et ^çXÇB').

Donc X(B)(g)X(B7) est un sous-module de B*B'. De plus, l'auto-
morphisme O-^G-' de B -ArB' distinct de l'identité n'est autre que la restriction
à B^B' de O-^IB' ou de ip0 ^/. En conséquence,

(cr^cr7) {œ®x')=-x®x'

si x^x^ est dans X(B) (g) X(BQ; donc X(B)(g)X(B7) s'identifie à un sous-
module de X(B*B /). Si y désigne cette injection, le diagramme suivant
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est commutatif :

X(B) (gX(B / ) (gX(B) (g )X(B^)^X(B^) (g )X(B*B / )

!•
X ( B ) ( g ) X ( B ) ( g ) X ( B / ) ( g ) X ( B / ) ^B'

]P-B®P-B/
^ . m t

A (g) A—————————————————>A.

^B? ^-B' et ^B*B' désignent les applications vues au paragraphe 1, ( est la
transposition des facteurs dans le produit tensoriel et m la multiplication
dans l'anneau A. Ceci nous montre que y est un isomorphisme de A-modules
et que ^B*B'== [^0^?^ cet isomorphisme.

Rappelons que ^o(A) désigne le groupe des classes d'algèbres de Clifîord
de modules de rang pair [2] et désignons par ^(A) le groupe formé par les
paires (P, a), P A-module projectif de rang i e t a : P 0 P — ^ A isomorphisme
de A-modules, défini dans [3]. On, a alors la

PROPOSITION 1. — Les applications C ̂  Z(Co), C i-> (X(C), p-) et
B i-> (X(B), [^c) induisent un triangle commutatif de groupes abéliens :

^Co(A)———>^(A)
\ /

^(A)^

Dans [2], on démontre que si C et (Y sont deux algèbres de Clifîord de
modules projectif s de rang pair,

Z^G^CQo^Z^o) *Z (Co) ;

pour le reste, la proposition résume les résultats de la partie 2. Remarquons
que ^Co(A) -> â(A) est surjective d'après la partie i et que si 2 est inver-
sible dans A, â(A) -> ^(A.) est un isomorphisme ([3]). On peut donner une
troisième définition de l'invariant X d'un module quadratique (P, Q).
Si P est un module projectif de rang constant n, A^P est un, module projectif
de rang i ; si le rang de P n'est pas constant, soit r la fonction rang de P,
r : Spec(A) -> N. On définit alors A^ et c'est bien un A-module projectif
de rang i. Si $ est la forme bilinéaire symétrique à Q, A^ est une forme
bilinéaire symétrique sur AT non dégénérée. A^ induit un isomorphisme
A^ : AT -> (AT)* auquel on peut associer un isomorphisme

AT (g) AT -l0-̂  AT (g) AT* -^ A,
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le second isomorphisme T étant risomorphisme x Çï)x* -> x* (x). Supposons
le module projectif P de rang pair/c'est-à-dire r == 2r7 : on. vérifie alors que

(X(C), ^) - (A^P, (- I)^TO (i 0 A^)).

La vérification se fait localement et pour cela on peut décomposer P en
somme orthogonale de sous-modules de rang 2 et vérifier le résultat si le
rang de P est égal à 2. Alors P a une base {e^ e^}, X(C) est libre et engendré
par l'élément

^==<t>(^ , e^—ie^ et ^==^(e^ e.,) — 4Q(e i ) Q(^) ==— dét<I>,

alors que si y est le générateur ei A ^2 de A2?,

ï o ( i (^A2^) (^A <?20^A ^2) ==dét<Ï>.

3. Le théorème 0 = (g).

Soient maintenant C et C/ deux algèbres de Clifford de modules projec-
tifs rang pair P et P7 munis de formes quadratiques Q et Q' non dégénérées.
L'algèbre C (g) C/ est l'algèbre de Clifford de (P © P', Q © QQ somme ortho-
gonale des deux modules quadratiques. Soient alors P7^ X(C) (^) P7

et Q77 la forme quadratique définie sur V par

(y {x (g) m') = ̂ .(^ (g) .2?) Q^ (m') = .c2. Q' (^) ;

Q^ est non dégénérée car localement cela revient à multiplier Q7 par un
élément inversible de A. L'injection naturelle i : P^ = X(C) 0P -> C(^)C/
vérifie la relation

[i^œÇQm'^^-^ÇQm') (x (g) m') == œ^m''2^ Q" ^x (g) m')

donc se prolonge en un homomorphisme de A-algèbres de C/^' = C(P / /, Q77)
dans C (^) C7 qui est injectif, car c'est l'identité sur A et [que] C77 est
une A-algèbre centrale séparable. Le commutant de C77 dans C0C7

contient C(g)i, car si mçP et xÇ?) m /eX(C) (^P^

(/^(g)!)^^^/^^)^^^^^/^7, (^(g)77Z').(/?Z(g) l)==— ^W 0 m'

car le produit C 0 (Y est un produit tensoriel d'algèbres Za-graduées et m
et m' sont homogènes de degré i. Comme ^eX(C), .rm + mx = o dans C
et donc

(m(^) i).(a!(^ m') = (^Ç^m') (m(^) i)
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et C (g) i est la sous-algèbre de C 0 C7 engendrée par les éléments m (g) i
pour m€P. Comme C est séparable ainsi que C(^)C', et que C7 et C7'
sont de même rang [?"= X(C)0P7 a même rang que P'], on en déduit
que C est exactement égale au commutant de C7' dans C 0 C7 ([l], chap. III,
§ 4, cor. 4.3, p. 107), donc C^C7^ C^C^ d'où le résultat de [2], p. 283.
Remarquons que si Pi== P (g) X(C') et Qi(m (g)a/) == ^QÇm), alors C(g)C/
est isomorphe à CifgiC7, où Ci== C(Pi, Qi), c'est-à-dire qu'on peut modi-
fier l'un ou l'autre des deux facteurs de C 0 (Y.

COROLLAIRE ([2], [3]). — Si 2 == o dans A, C0C7 === C^ïC' et la suite
exacte de groupes abéliens o-^N(A) ->- ^o(A) -> à (A) -> o 50 scinde.
Si Z(Co) où Z(Co) e5< o rfa7Z5 & (A), on a d<° même C (g) C'~ C0 C'.

En effet, dans les deux cas, (X(C), [^) est isomorphe à (A, m), donc
(P77, Q") ~ (P', Q') et C^C' (si 2 == o, il y a égalité). On peut, si 2 = o,
le vérifier directement : si a;€P, o/eP',

(i <g)^) (^(g) i )=—^®^==^(g)^==(^(g) i ) ( i (g)^'),

d'où le résultat.

4. Le théorème fondamental.

THÉORÈME [3]. — Soient (P, Q) et (P', Q7) deux A.-modules projectifs de
rang pair munis de formes quadratiques non dégénérées, C et C' leurs algèbres
de Clifford et B et B' les extensions quadratiques Z(Co) et Z(Cg) corres-
pondants. Alors

C ( g ) C / ( g ) C ( B , N ) ( g ) C ( B / , N / ) - C ( g ) C / ( g ) C ( B ® B / , N © N / ) ,

et les algèbres C(B, N) et C(B7, N7) sont des algèbres triviales dans le groupe
de Brauer de A.

En effet, (X(C), ^c) est isomorphe à (X(B), ^^(X^), ̂ ) à (X(B'), ̂ )
d'après la partie 2. On applique alors le théorème (g) == (g) successivement
en utilisant ces deux isomorphismes :

C ( g ) C / ( g ) C ( B , N ) ( g ) C ( B ^ N / ) - C ( g ) C ( P ^ X ( C ) , Q / / ) ( g ) C ( B , N ) ( g ) C ( - B / , N / )
-C(g)(C'(g)C(B, N))(g)C(B' , N / ) -C(g )C / 0C(B0X(G / ) , N^c'Xg^B^ N')
^ C ( g ) C / ( g ) ( C ( B , N ) ( g ) C ( B / , N / ) ) ^ C 0 C / 0 C ( B © B ^ N ® N / ) .

La dernière assertion se démontre de la façon suivante : on sait [4]
qu'une algèbre centrale séparable de rang 4 est triviale si elle possède un
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idempotent non trivial, c'est-à-dire linéairement indépendant avec i.
Si 2 est inversible dans A, soit u l'image de l'unité de B dans Ci(B, N) :

alors e == ^(14- ^) est un idempotent non trivial de C(B, N). Dans le cas
général, considérons la trace Tr : B -> A. C'est une forme linéaire sur le
A-module B; elle est surjective car c'est vrai localement : si B = A.[x]
avec x^x+m, TrÇx) = i. Soit donc î/eB tel que T r ( î / )= = i ; appe-
lons î/o et 2/1 ses images dans Co(B, N) et Ci(B,N) respectivement.
Alors e = yo + î/i est un idempotent non trivial :

(Jo+ji)2^^;^ y\ + joji -4- jijo
et

JoJi+JiJo==(jo4-cr(jo))yi=Tr(j)ji==ji,

^+jî==^+N(7o)==JoTry=jo.

En conséquence C(B, N) et C(B', N') sont deux A-algèbres triviales dans
le groupe de Brauer de A.

5. Conséquences.

1. Considérons la suite exacte de groupes abéliens :

o-^N(A)-^o(A)->a(A)->-o.

Un élément de 3Co(A) est un couple (C, B) où C est la classe de l'algèbre
de Clifford dans le groupe de Brauer de A et B l'extension quadra-
tique Z(Co); si on note BuB7 la classe de l'algèbre C(B ©B7, N 0 N7)
dans le groupe de Brauer de A, en fait dans le sous-groupe N (A) de tôr(A),

(G, B) + (G, B^) = (G + C+ BuB', B ̂  B'),

d'après le théorème précédent ([3] et [5]).

2. Supposons 2 inversible dans A; nous avons vu, dans la première
partie, que (B, N) possède la décomposition orthogonale

( B , N ) = = ( A , ^ ) J _ ( X ( B ) , - ^ ) ;
alors

( B e B / , N © N / ) = ( A © A , m © m ) _ L ( X ( B ) © X ( B / ) , - ( ^ © ^ ' ) .
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Donc

C ( B © B ^ N © ^ ) - C ( A © A , m © m ) 0 C ( X ( B ) © X ( B / ) , - ( ^ © ^

= C ( A © A , 7 7 ^ © 7 7 ^ ) 0 C ( X ( B ) © X ( B / ) , ^ B © ? )

d'après le théorème (g) = (g) car l'invariant X associé à (A © A, m Q) m)
est (A, — m) ; comme C (A (9 A, m (3) m) est triviale dans le groupe de
Brauer de A, on a, dans d3r(A), B\jW= C(X(B) © X(B7), ^(Bp^).
On retrouve ainsi les résultats de Wall dans le cas des corps de caracté-
ristique différente de 2 [5].

3. Supposons que — i soit un carré dans A, sans que 2 soit néces-
sairement inversible. Alors, si W(A) désigne le groupe de Witt de l'an-
neau A [l], 2W(A) = o; en effet, si (P, Q) est un A-module quadratique,
(P, Q) et (P, — Q) sont isométriques; donc

( P , Q ) ± ( P , Q ) - ( P , Q ) ± ( P , - Q ) - H ( P )

l'espace hyperbolique associé à P [1]. En particulier, i9€{K) = o car S€(A)
est un quotient du groupe W(A).

Plus généralement, sans supposer que — i soit un carré dans A, soit A [i]
l'extension de A obtenue en ajoutant à A une racine carrée de — i,
extension qui n'est séparable que si 2 est inversible dans A. Soit (P, Q)
un A-module quadratique de rang pair : C(P ® P, Q © Q) est dans 2 ̂ o(A),
donc dans le sous-groupe N(A). De plus, (P, Q) J_ (P, Q) devient hyper-
bolique par extensions des scalaires à Af^']; donc C(P ©P, Q Q) Q) devient
triviale par cette extension des scalaires et 2^0 (A) Ctôr2(A[i]/A) groupe
des éléments d'ordre 2 du groupe de Brauer relatif de A par rapport à Afi].
De plus, si 2 est inversible dans A, la remarque précédente montre que ce
sous-groupe de (Qr^{A.[i]IA.) est formé de quaternions du fait de la formule
C ( g ) C — 2 C = B u B et du fait que 26 == o dans tôr(A). On a donc la
proposition :

PROPOSITION 2 :

(i) Si — i est un carré dans A, 2W(A) == o;
(ii) Quel que soit Vanneau A, 2^0 (A) est un sous-groupe de (^(A^j/A);
(iii) Si 2 est inversible dans A, 2^0 (A) est formé de quaternions.

Note ajoutée à la correction des épreuves. — Certains résultats de ce papier
ont été obtenus indépendamment par Dario Picco (non publiés).
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