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Ann. scient. Éc. Norm. Sup.,
4e série, t. 3, 1970, p. 3i3 à 352.

ALGÈBRES DE FONCTIONS ANALYTIQUES
DANS LE DISQUE

PAR JACQUELINE DÉTRAZ.

§ 0. INTRODUCTION. — Soient D le disque unité ouvert T, le cercle unité,
E un ensemble de T, on note D = D U T et

H^D) l'algèbre des fonctions analytiques bornées dans D;
HE(D) la sous-algèbre de H^D) formée des fonctions qui se prolongent

continuement à DUE.

Munies de la norme uniforme sur D, ce sont des algèbres de Ba.nach.
Nous allons les étudier ainsi que leurs restrictions à des ensembles de D.

Plus généralement, soient 0 un ouvert du plan complexe et E un ensemble
de la. frontière de 0, on peut définir de la même façon H°°(0) et HE(O).
En ce qui concerne l'algèbre des restrictions H°°(D) |S de H°°(D) à une
suite de Blaschke S, si on note E l'ensemble des points d'accumulation
de S, on obtient (§1) le théorème suivant qui généralise des résultats
de E. Akutowicz-L. Carleson [1] et A. Heard-J. Wells [12] :

II existe un ouvert 0 contenant D\^E tel que

H^D) S:==H°°(0) ]S ,
H E ( D ) [ S = H E ( O ) S.

On étudie ensuite ( § 2 ) l'algèbre HE(D). Une telle algèbre est définie
par une relation d'équivalence sur SpH00 (D) et on répond par l'affirmative
au problème de savoir si l'application canonique de SpH00 (D) dans Sp HE(D)

v

est surjective. Pour cela on étudie la frontière de Silov de H^D) en géné-
ralisant la méthode utilisée par Newman pour H00 (D) et on obtient une
caractérisation pa,r les produits de Blaschke analogue à celle de H^D).
On obtient alors le fait que D est dense dans SpH^D) en utilisant le
théorème de Ca.rleson qui dit que D est dense dans SpH°°(D).
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La 3e partie de ce travail est motivée par l'étude des algèbres À :
A étant une algèbre de Banach de fonctions continues sur un compact X,

on définit
Â={/1 ; /•e<?(X), 3M; 3/.CA; [|/,|^<M; fn-f->o uniformément

sur K}.

Il s'agit d'étudier l'inclusion ACÂ dans le cas des algèbres quotients
de l'algèbre A(D) des fonctions analytiques sur D, continues sur D.

K étant un fermé de D, on compare donc les trois algèbres :
l'algèbre A(K) des restrictions de A(D) à K,
l'algèbre A(K) correspondant à A(K) par la définition ci-dessus,
l'algèbre B(K) formée des fonctions f de C(K) telles que f\Kr\D

soit dans H°°(D) |KnD.

On obtient des résultats de deux types différents suivant que K est
« gros » ou « mince ».

Par exemple, si m(KnT) est positive, A ( K ) = B ( K ) si et seulement si
presque tout point de T est adhérent non tangentielletnent à KnT et
A ( K ) = Â ( K ) si et seulement si K contient T.

Si, au contraire, /n (KnT) est nulle et K n D est une suite de Blaschke
S = { a ^ ; M € N { on a toujours Â ( K ) = B ( K ) et À(K) est égal à A(K)
si et seulement si S est une suite d'interpolation pour H°°(D).

On compare aussi dans ce cas les spectres de Â(K) et de A(K). On
montre que l'application canonique de SpÂ(K) dans SpA(K) n'est pas
toujours un isomorphisme.

Le résultat final est que A ( K ) = = Â ( K ) si et seulement si A(K) est
une algèbre fermée dans <3(K), l'algèbre des fonctions continue sur K.

Nous caractérisons enfin (§ 4) les ensembles d'interpolation de l'algèbre
H,(D).

§ 1. EXTENSIONS ANALYTIQUES D'ALGÈBRES DE RESTRICTIONS DE

H°°(D). —Soit S = = { a ^ ; T Z G N } une suite de Blaschke du disque D; on a

^ (ï- [^|)<00

nçfS

et on note E l'ensemble des points d'accumulation de S. Le produit
de Blaschke associé à S s'écrit B ( z ) =TT-a/— -a/î—^-.v / .1-1 | a,,] i— a^z

nçN

Dans cette partie, on s'intéresse à l'algèbre des restrictions de H00 (D)
à S qu'on note H°°(D) S. Cette algèbre s'identifie à l'algèbre quotient
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de H^D) par l'idéal des fonctions de H°°(D) nulles sur S. C'est donc une
algèbre de Banach munie de la norme quotient :

| | / | k ( ^ ) l s = i n f { | | F [ [ H - ( D ) ; F e H a o ( D ) ; F [ S = = / i . pour tout/de H°° (D) | S;

comme toute algèbre de restrictions, le spectre de H00 (D) | S est l'adhérence-
Zariski S de S dans SpH°°(D), i. e. l'ensemble des points m de SpHTÇD)
qui annulent toute fonction nulle sur S.

On définit de même l'algèbre HE(D)[S.

l.i. THÉORÈME 1.1. — Soit S une suite de Blaschke, notons E l'ensemble
de T formé des points d'accumulation de S, il existe un ouvert 0 contenant
D\E tel que

H^O) [Sr^rrH^D) | S.

La condition que S soit une suite de Blaschke est nécessaire pour l'exis-
tence de l'ouvert 0; sinon toute fonction de H^D^S est la restriction
d'une seule fonction de H°°(D) et le théorème est évidemment faux.

Considérons alors une fonction F de H°°(D), il s'agit de définir une
fonction G égale à F sur S et analytique, bornée sur un ouvert contenant

D\E, ne dépendant que de S. Considérons la fonction Fi(z) == -——n-pn-'-î

c'est une fonction de norme égale à i, ne s'annulant pas sur D. Si on sait
résoudre le problème posé pour Fi en trouvant la fonction Gi corres-
pondante, alors la fonction G (z) == || F + || F || || Gi (z) — || F 1| résoudra
le problème pour F.

On peut donc supposer que F est de norme ||F||^i et sans zéros
sur D. F s'écrit donc

F( . )=exp-^ f y-^(0)>
^^/ecT6 ' ~ •s^^•ee^

où p- est une mesure positive sur T.
•̂9 i ^

Nous allons remplacer dans l'intégrale la fonction ^ __ ^ par une

fonction qui permet de résoudre le problème. Pour cela nous établissons
le lemme suivant :

LEMME 1.1. — II existe une fonction ïj(a) strictement positive, continue,
définie sur T\E et une fonction f{z, a, x), où z est dans C, a dans C, x dans R,
telle que pour toute fonction £(a) définie sur T\E continue et vérifiant
o < £(a)^ï](a), il existe un ouvert A, de C contenant D\E tel que la
fonction f{z, a, £(a)), où [z, a)eA,X (T\E) vérifie :

(i) f{z, a, s (a)) = v—— pour {z, a) € S X (T\E) ;a — z
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(iï) Re/^,a,£(a))^-5 pour (z, a )€=A,x (T\E) ;
(iii) Pour tout compact K de A,, i7 existe une constante MK ^°^ que

\f(z, a, s ( a ) ) [ < M K /^/r (^, a) çK x (T\E) ;

(iv) /'(z, a, £(a)) <?^ continue par rapport à ^ et analytique par rapport
à z pour {z, a)eA,x(T\E).

Pour montrer le lemme, nous allons poser

/•r- y . __a ( i +^ )+^ /a+^ 0(14-^) +^V B(^)y
.̂  ̂ ^-^i+^-^Va-^^i+^-^Y1" B^7; •

(i) est clairement vérifié pour toute fonction £(a).

D'autre part, f s'écrit f=f^-\-f^^ où

^ / - ^ ^ _ a ( i+^ ) -4 -^/i(-^ a^ ^)

et
a(i + ^) — ^

2^(B(.s) — B ( a ) ) 2

/2(^, a, x) ==
a — / s ) ( a ( i+^ ) — ^ ) ( B ( a ) ) 2

Notons CQ l'ouvert { z ; | B (z) | < 2 ; z | < 2 }.
Considérons une suite décroissante { V ^ } de voisinages ouverts de E

dans T tel que ( ^ V^== E. Alors pour tout n, il existe une constante ^
n€M

telle que
[ B ( ^ ) - B ( a )

< ̂  pour (^, a) ç [ cî) x (V,,\V,,+i)].

On choisit comme fonction ï](a) cherchée, une fonction continue, stric-

tement positive, telle que ï ) (a)<-^ si a est dans V^V^V^+i.
P'n

Soit a.lors e(a) une fonction sur T\^E continue, strictement positive
et inférieure à ^(a). Pour chaque a de T\E, notons P(a) l'ensemble

z; ^ _ '" . ^ < ^ I ( • ^5est un demi-plan contenant D\E.

£(a) étant strictement positive, on vérifie que l'ensemble P = F^ Pa
_ a ç T\E

contient un ouvert A' contenant D^E.
On a

Re/i(^, a, £ ( a ) ) >-i pour ( z , a)ePx(T\E)

et
\f,(z, a, s ( a ) ) <4 pour (^ a) e (Pnd3) x (T\E).
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On prend alors comme ouvert A^ cherché l'ouvert A'nd? qui contient D^\E
et on a

Re/(^ a, s ( a ) ) >-5 pour (^ a)eAsX(T\E) ,

donc (ii) est vérifié. De plus, pour tout compact K de Ag, [ a ( i - 4 - £ ( a ) ) — z \
est bornée intérieurement pour Çz, a)eKx(T\E), (iii) est donc vérifié.
Enfin &(a) étant continue et Ag étant contenu dans Û3, (iv) est vérifié.
Le lemme est démontré.

Nous pouvons en déduire facilement le théorème 1.1. En effet, posons

H ( ^ ) = = e x p - — f / ( ^^Yî (^ )^ (0 ) ,
27T .^9eT\E

où f et ïj sont les fonctions définies dans le lemme 1.1.
Ay, étant le domaine correspondant à ï](a), donné par le même lemme,

observons que d'après (iii) et (iv) îî{z) est analytique sur ̂  et d'après (ii)
5bornée sur A^ par exp—[^(T^E). Posons aussi

y r e1^-\-^
L(^)=exp-^ / -^——^^

z•T:Jp^clV.e ~~ z
e^e-E

et notons Pa == \z ; Re a—z > — i [ .
[ - Oî — Z }

E étant fermé, on vérifie que f\ Pa contient un ouvert A' contenant
açE

D\E, et sur A', L(z) est analytique et bornée par exp-p-(E).

Notons finalement
G(z) =L(z)îî(z) et 0=:A^nA^

G appartient à H^O) et est égale à F sur S. Le théorème est démontré.
On a alors immédiatement :

COROLLAIRE 1.1. - H^D^S^HT^D^S.

Remarque 1.1. — Ce théorème complète des résultats connus :
E. Akutowicz et L. Carleson [1] ont montré le théorème 1.1 pour des

ouverts 0 de la forme suivante : ils considèrent un nombre fini d'arcs
fermés y sur T disjoints de E et les ouverts 0 sont bornés d'une, part, par,
un nombre fini d'arcs analytiques extérieurs à D et rencontrant T aux
extrémités des arcs y et, d'autre part, par les arcs de T complémentaires
des arcs y.

E. A. Heard et J. Wells [12] ont montré le théorème 1.1 pour des suites S
de Blaschke qui sont d'interpolation i. e. telles que H°°(D) S est iso-
morphe à l'algèbre F des suites bornées.
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1.2. On va s'intéresser maintenant au problème analogue pour
l'algèbre HE(D) et pour cela nous allons caractériser l'idéal Ie(D) S des
fonctions de HE(D)| S nulles sur E. On note Sn la suite {a^ , ; p>n],

B.(.)=nJ.(^±) e. .BC.)^^.
-IA (Xp \ ï — O.pZ ] Dn(Z)
p ^Tt

THÉORÈME 1.2. -- Si l'ensemble E des points d'accumulation de la suite S
est de mesure nulle, alors

MD^S^i/î/eH^D) S; ||/[|H-(D)is^oquand/î->oo;.

Soit f un élément de Ie(D) S, il existe donc F dans He(D), égale à f
sur S. Notons F^ la fonction F( i—JB). Fn est égale à f sur S^ donc
ll/1|ir(D)is,^| F^HH-(D). Or, pour tout £, F étant nulle sur E, il existe un
voisinage V de E dans D tel que | F(z)|< s pour z dans VnD.

Mais la fonction ^B converge uniformément vers ï en dehors de tout
voisinage de E, il existe donc N tel que

sup | i -^B(^) [^-————, pour / î^N.
•s€D\V |[ -T |[H-(D)

Donc [| F^||ir(D)< s si n^N et [ [ /IIH^D)^-^ o quand n-^oo.
Réciproquement, considérons une fonction f de H°°(D) S n'apparte-

nant pas à IE(D) [ S soit ; F une fonction de H°° (D) telle que F S = /*.
Dire que f n'appartient pas à IE(D)[S, c'est dire qu'il n'existe pas

deux fonctions Gi et Ga de H°°(D) telles que Gi soit nulle sur S, Ga soit
dans IE(D) et F s'écrive F = G i + G 2 ; c'est donc dire que F n'appar-
tient pas à l'idéal IE(D) + Is(D), où Is(D) est l'idéal des fonctions
de H^D) nulles sur S.

Rappelons ([13], p. 160) que l'application qui à tout m de SpH°°(D)
fait correspondre le point m{z) est une application continue de SpH°°(D)
sur D; elle réalise un homéomorphisme entre D et une partie de SpH^D).
Si a est un point de T, l'ensemble 3]!^= [m-, mç. SpH^D) ; m{z)=(x}
s'appelle la fibre de SpH°°(D) au-dessus de a.

Or si on considère l'algèbre H^D), transformée de Gelfand de H°°(D),

l'idéal ÎE(D) est l'ensemble de fonctions de H°°(D) nulles sur U Jlla.
açE

E étant un fermé de mesure nulle, d'après le théorème classique de Fatou
([13], p. 80) il existe une fonction g de A(D) telle que

g ' ( z ) == ï pour z dans E,

l^-3) I < I po111' •s dans D\E,
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La transformée de Gelfa.nd g dans H^D) est donc telle que

g (m) •==-1 pour m dans ^ j JTta, açE,
aeE

\g- (m) \ <i pour m dans SpH^D^U 3\i^
açE

ce qui signifie que U JTta est un ensemble pic pour H^D) : on peut alors
en conclure [cf. [9], corollaire 1) que ÎE(D) + îs(D) est fermé dans H°°(D).

L'idéal IE(D) + Is(D) est donc fermé; F n'appartenant pas à cet idéal
il existe un nombre a tel que
(*) [| F — G \\n-w> a pour tout G dans IE (D) + Is (D).

D'autre part, E étant de mesure nulle, il résulte du théorème de Rudin
([13], p. 81) que A(D) E = = e ( E ) ; comme B,1 E appartient à C(E),
on déduit qu'il existe une suite {Fn} de fonctions de A(D) telle que
F.^B^IE.

Si G est une fonction de l'idéal Is^(D) formé des fonctions de H^D)
nulles sur Sn, la fonction G¥nBn est dans Is(D) et la fonction G — GF^B^
est dans I^D) donc G est dans I^(D) + Is(D). D'où Ig,(D)C L(D) + Is(D)
et d'après l'inégalité (*) on a donc

[[F — G [lir^D)^ a pour tout G dans îsn (D),

soit \\f\\îrw^>^
Donc si f n'appartient pas à IE(D)[S , [|/ ' | | tr(i))is» ne tend pas vers zéro.

c. ç. F. D.

Nous pouvons maintenant déduire le théorème correspondant au théo-
rème 1.1 pour l'algèbre HE(D) :

THÉORÈME 1.3. — Soit S une suite de Blaschke; notons E V ensemble de
ses points d'accumulation sur T; si m(E)==o il existe un ouvert 0 conte-
nant D\E tel que HE(D) | S = îî^O) \ S.

La condition m ( E ) = = o est naturelle. En effet, si m(E) est positive,
alors toute fonction de HE(D) S est la restriction d'une seule fonction
de HE(D); si E^T, on considère une fonction F de HE(D) n'apparte-
nant pas à A(D), F|S n'appartient donc pas à A ( D ) [ S donc à
aucun HE(O) S quel que soit 0 ouvert contenant D\E et le théorème
est faux. Si E == T, D\E = D et le théorème est une trivialité (on
prend 0 == D).

Supposons donc m(E) = o. Soient f une fonction de He(D) | S, et F une
fonction de HE(D) telle que F | S = /.

4nn. Éc. Norm., (4), III. — FASC. 3, 43
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D'après le théorème 1.1 ci-dessus, il existe un ouvert Oi contenu dans
( D = [ z ^ z <2 ; [ B ( j s ) [ < 2 } contenant D\E tel que H°°(0i) [ S = H°°(D) | S.

On considère alors un ouvert 0 contenu dans Oi, connexe, simplement
connexe, contenant D\^E et dont la frontière est une courbe de Jordan
rectifiable contenant E et on a encore H^O) | S == H°°(D) S. On sait
aussi [4] que la transformation conforme T de 0 sur D se prolonge en un
homéomorphisme continu de 0 sur D qu'on note encore T et T applique
l'ensemble E de mesure nulle sur un ensemble E' de T de mesure nulle.

D'après le théorème de Rudin ([13], p. 81), A(D) E/=e{Ef)', il existe
donc une fonction G de A(D) égale à For"1 sur E'; la fonction Fi = G ° T
est une fonction de H^(0) égale à F sur E.

La fonction F — F i appartient donc à IE(D) ; donc d'après le théo-
rème 1.2,

[| F — F i ])ir°(D)is»-^o quand/z->oo.

Or les algèbres H°°(0) S et H°°(D) S étant égales, elles ont des normes
équivalentes, donc on a aussi |] F — F i [IH-^JS^"^ ° quand M — ^ O O .

D'autre part, 0 étant contenu dans CD, BoT~ 1 est une fonction de H°°(D)
non identiquement nulle sur r(S) = S'. Donc S' est une suite de Blaschke
et on a

II (F - F.) o T-^ [ S, |JH-(D)IS^ II F - Fi [|mo)|s.,

donc [| ( F — F i ) or-"11 S'JIH^D)^ tend vers o quand on tend vers +00
et d'après le théorème 1.2, (F-Fi)oT-1 S appartient à IE'(D) S';
donc f—Fi S appartient à IE(O) S. Fi appartenant à HE(O), on en
déduit que f est dans HE(O) [S et le théorème est démontré.

§ 2. ETUDE DU SPECTRE DE H^D). — Dans ce paragraphe, nous étu-
dions le spectre de l'algèbre HE(D) formée des fonctions qui se pro-
longent continuement sur un ensemble E de T.

2.i . En ce qui concerne H°°(D) son spectre a été étudié en détail, un
résultat essentiel est le « théorème de la couronne » de Carleson [3] qui dit
que D est dense dans SpH^D). Nous allons principalement montrer que
si E est un ensemble quelconque de T, ce résultat est valable pour
l'algèbre HE(D); et pour cela nous allons étudier l'application canonique
de SpH^D) dans SpH^D) qui à tout homomorphisme de H^D) associe
sa restriction à HE(D).

Rappelons tout d'abord ([13], p. 161), que si F est une fonction de H°°(D),
F (resp. F | ) s'étend continuement en un point a de T si et seulement si
sa transformée de Gelfand F (resp. | F [ ) est constante sur la fibre JTIa
de a dans SpH°°(D).
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L'algèbre HE(D) est donc la sous-algèbre de H^D) formée des fonc-
tions dont les transformées de Gelfand sont constantes sur chaque fibre
au-dessus des points de E.

Notons <%E la relation d'équivalence définie sur SpH^D) par

mi^m'^3 aeE, mç.3Xi^ m'ç.3Xi^

HE(D) est alors la sous-algèbre de H^D) définie par la relation d'équi-
valence <^E i- e. la sous-algèbre de FTÇD) formée des fonctions dont les
transformées de Gelfand sont constantes sur les classes de la relation ^IE.
Plus généralement, si Ôi est une relation d'équivalence définie sur le
spectre d'une algèbre de Banach A, et si on note A^ la. sous-algèbre de A
définie par <^l, on sait que si (^ satisfait certaines conditions [5] l'appli-
cation canonique de SpA dans SpA^ est surjective mais qu'en général
cette application n'est pas surjective [18].

Nous allons montrer que dans le cas de la relation ûi^ l'application
SpH°°(D)-^SpHE(D) est surjective.

Nous allons d'abord préciser les propriétés de factorisation des fonc-
tions de HE(D).

PROPOSITION 2.1. — Soit F une fonction de HE(D); F s'écrit F == IG,
où G est une fonction extérieure appartenant à HE(D) et 1 une fonction inté-
rieure qui, si F ne s'annule pas sur E, appartient à HE(D).

Soit F une fonction de HE(D), F s'écrit {cf. [13], p. 67) F^BKG, où B
est un produit de Blaschke, K une fonction singulière, G une fonction
extérieure. Soit a un point de E, comme F[^ G , on a donc
|F(a) < Ô(m) | pour tout m dans Jlta; d'autre part, ([13], p. , i75) ,
Ê(m) = K(m) =i pour m dans Silov H°°(D), donc | G (m) | == | F (a ) '

pour m dans Silov H^D^^a;OY G(m) ^ sup | G{x) = 1 F(a)
.v € ^ilov H00 (D) H J]^

pour m dans jn^ (car JTIa est un ensemble pic) donc

ô(^z) == F (a) pour m dans Jlla.

Remarquons qu'on peut aussi démontrer cela en utilisant le fait que G
vérifie l'égalité de Jensen,

Log |G(r^ 6 ) |== f Log[G(^) |P / . (0-^)^
^"eT

où Pr est le noyau de Poisson.
Alors, si F (a) = o, G est nul sur 3Tla, donc G se prolonge continuement

à DU { a } . Si F(a)^o, F étant continue sur D u ^ a } , a n'est pas point
d'accumulation des zéros de B donc B est continue en a et |B(a) ==i.
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./s.

D'autre part, pour tout m de c?Ua, K(m)|=-—^- =r, comme on
l'a rappelé au début de ce paragraphe, cela signifie que K (z) | -> i
lorsque z -> a. On sait alors ([13], p. 69) que a ne peut appartenir au support
de la mesure singulière définissant K et donc K est continue en a
et K ( a ) [ = i .

G qui est le quotient de fonctions non nulles en a, continues en a est
continue en a. .

Donc dans tous les cas G est dans He(D) et si F ne s'annule pas sur E,
1 = BK est dans H^D).

C. Ç. F. D.

2.2. Nous allons maintenant étudier la frontière de Silov de HE(D).
Pour H^D), la frontière de Silov a été caractérisée par Newman

([13], p. 170) par le fait que les transformées de Gelfand des produits de
Blaschke sont de module i sur Silov H°°(D). Pour cette étude, H^D) est
considérée, à l'aide du théorème de Fatou, comme sous-algèbre de L°°(T).
Nous allons faire une étude a.nalogue pour Hi,(D).

m désignant la mesure de Lebesgue sur T, on note :
^?°°(T) l'algèbre des fonctions mesurables bornées sur T; munie de la

norme uniforme sur T c'est une algèbre de Banach$
L°°(T) l'algèbre quotient de ^(T) par la relation d'équivalence qui

identifie des fonctions égales presque partout; munie de la norme quotient
(norme sup essentielle) c'est une algèbre de Banach et il existe une
projection naturelle de SpL°°(T) sur T qui à m dans SpL°°(T) associe le
point m (z) de T. L'ensemble X a = { m ; meSpI/^T); m ( z ) = = a } s'appelle
la fibre de SpL°°(T) au-dessus de a.

Notons alors LE(T) la sous-algèbre de L°°(T) formée des éléments
de L°°(T) dont les transformées de Gelfand sont constantes sur chaque
fibre Xa pour a dans E; elle est définie par une relation d'équivalence
sur SpL°°(T) et c'est donc une algèbre de Banach. LE(T) est formée
d'éléments qui sont en quelque sorte continus sur E. Plus précisément,
on a le lemme suivant :

LEMME 2.1. — Soit F un élément de Le(T); pour tout a dans E et tout £,
il existe un arc la centré en a tel que si Xa est la valeur prise par F sur Xa

sup ess [ F ((3) — Àa | < £.
Pela

Soient a dans T et £ quelconque. Si X ^ X a , z — a et F — X n'appar-
tiennent pas à un même idéal propre de L^T); il existe donc g et h
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dans L20 (T) tel que

(^ -a)^+(F-À) /z=o, d'où ^=i—-°L_^
Àf '—— (X

ce qui signifie que F — X est essentiellement borné intérieurement dans
un voisinage de a. Il existe donc £), et un arc la(^) centré en a tel que
sup ess | F (8) — X [ > £),.
(3ei^) ' v /

Le fermé { | x \ ̂  \\ F [| }\{ | x — Aa | < £ } est recouvert par un
nombre fini des arcs [A — £^, À + ^]? où X^Xa . Soit X i . . . À ^ le centre

7l

de ces arcs. Alors si on pose Ia==^Ia(Xp), on obtient le lemme 2.1.
p=i

Considérons maintenant une fonction de HE(D); si a est da,ns E pour
tout £, il existe la et ra tels que

| F ( r ^ 7 ) — F ( a ) ] <£ pour e^çla, ro,<r<i.

D'après le théorème de Fatou, les limites non tangentielles de F défi-
nissent un élément de L°°(T) qui appartient alors, d'après le lemtne 2.1,
à LE(T).

HE(D) s'identifie donc à une sous-algèbre de LE(T) et on a les inclu-
sions suivantes :

H^D^L^D) SpHE(D)^——SpH^D)
H n d'où les applications j 1

LE (T) cL00 (T) SpLe (D) <—SpL°°(T).

LE(T) et L^T) sont des C*-algèbres, donc s'identifient par la trans-
formation de Gelfand à l'algèbre de toutes les fonctions continues sur
leur spectre.

Notons finalement H^D)"1 l'ensemble des éléments inversibles de HE(D)
et logi H^D)"11 l'ensemble des logarithmes des modules des éléments
inversibles de HE(D). On a alors le lemme suivant :

LEMME 2.2. — L'ensemble LoglH^D)"1] est dense dans l'ensemble
des éléments réels de LE(T).

Soit F un élément réel de LE(T), il existe un représentant f de F
dans ^"(T) qui est réel et tel que /"(a) = F(Xa) si a est dans E.

Soit £ un nombre quelconque. D'après le lemme 2.1, pour tout a dans E,
il existe un arc la ouvert centré en a et Ka un ensemble de mesure nulle
inclus dans la tel que

l/(P)-/(^l< i pour P dans îa\Ka.
2i
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Notons 0 l'ouvert U la et K = I J Ka. Alors 0 est union dénom-
aeE açE

brable d'arcs fermés dont les intérieurs sont disjoints et dont l'ensemble
des extrémités est sans point d'accumulation dans 0. Chacun de ces arcs
fermés est recouvert par un nombre fini d'arcs de la famille { I a ; a € E }
donc est la réunion d'un nombre fini d'arcs fermés d'intérieurs disjoints,
contenu chacun dans un arc la.

On en déduit qu'il existe une suite { a ^ ; 7 z € : N } de points de E, une
suite 3n d'arcs fermés d'intérieurs disjoints tels que l'ensemble des extré-

mités de ces arcs ne coupe pas K'== U Ka,, et est sans point d'accumu-
/ < € N

lations dans 0, et tels que \^J Jn= 0 et JnCÏ^ pour tout n.
/ î€N

On peut alors construire une fonction u de ^°°(T) continuement diffé-
rentiable sur 0 réelle, telle que

(*) SUp \U{^ -f(z)\<£.
z e Ï\K'

En effet, sur T\0, on choisit u == f.
Sur chaque Jn, on peut choisir u continuement différentiable égale à f

aux extrémités de J^, de dérivée nulle en ces extrémités et telle que

| u(y) — f{^n) \ < \ pour Y dans Jn.

La fonction u satisfait aux conditions cherchées.
Il est alors bien connu que la fonction v conjuguée harmonique de u

est continue sur 0.
i r c1^ \ ^La fonction gÇz) ==— j -^——u{e ) dQ est donc dans Ho(D), donc

^J^oeT^ ~~^

dans He(D); et R e g ( r ^ ) = f P,(6 - t) u{^ d6.
J^eeT

Posons G(z) = expg(z). G(^) est une fonction inversible de HE(D) et
d'après le théorème de Fatou,

Log | G (e^) | = IL (o^) pour presque tout e^ dans T.

Donc, en remarquant que K' est de mesure nulle, d'après l'inégalité (*)
ci-dessus, I I Log G — /HL,(T)<£.

C. Ç. F. D.

Quand on considère HE(D), comme sous-algèbre de LE(T) donc de
C(SpLE(T)), le lemme 2.2 signifie que HE(D) est logmodulaire sur
SpLE(T) [14], i. e. que l'ensemble Log HE1 (D) [ est dense dans (?R(SpLE(T)).

On déduit aussi la proposition suivante :
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PROPOSITION 2.2. — L'application canonique ç de SpL^T) dans SpHE(D)
__ •V

est un homéomorphisme de SpL.E(T) sur Silov HE(D).
Soit m dans SpL^T) et U un ouvert de SpL^T) contenant m. D'après

le leratne 2.2, He(D) est logmodulaire sur SpLE(T), on peut donc/pour/\
tout £ trouver un élément F de HE(D) tel que sa. transformée de Gelfand F
dans LE(T) vérifie F(m) == i ; || F|| = |F | < i + £ ; F <£ sur SpLE(T)\U$
ce qui montre que l'application 9 est biunivoque et applique
SpLE(T) sur Silov HE(D).

2.3. Comme pour H^D) [[13], p. 176] on établit alors les lemmes
suivants :

LEMME 2.3. — Soit ^ un élément de SpH^D) tel que | ^ (B) [= i pour
tout produit de Blaschke de HE(D), alors pour tout F dans HE(D), <Ï>(F) appar-
tient à F [Silov HE(D)].

Soit F un élément de HE(D) telle que F ne s'annule pas sur Silov HE(D) ;
alors l'élément F(^°) de LE(T) défini par les limites radiales de F est
inversible dans LE(T) donc essentiellement borné intérieurement sur T.

D'après la proposition 2.1, F==IG, où G est une fonction extérieure
de HE(D) et 1 une fonction intérieure qui appartient à HE(D) car F ne
s'annule pas sur E. Or | F(^9) | = | G(^6) [ et G vérifie l'égalité de
Jensen ([13], p. 5i).

Lo^\G(reiQ)\=-l- f P,(0-^)Log|G(^)]^;
^^e^T

donc G est borné intérieurement sur D et G est inversible dans HE(D)
donc <I> (G) 7^0. D'autre part, on sait ([13], p. 175), que 1 est limite uni-

T / \ __

forme sur D de produits de Blaschke Bn{z) == ̂ ' ^ î B^(z) appartient

aussi à HE(D) e tdonc |<&(I ) [= l im |<I ) (B , ) |= i , donc^)(F)^o.
C. Ç. F. D.

LEMME 2.4. — Soit <I> un élément de SpH^D) et soit u un élément réel
de LE(T) tel que u = L o g | F ^ , où Fa est dans HE^D) on définit
;(u)=Log|^(F.)|.

Alors l s'étend de façon unique en une forme linéaire positive sur LE(T)
dont la restriction à HE(D) est (î ) .

Remarquons tout d'abord que si | u == Log F«|[^i, alors
I <<Ï ) (Fa)<^ ; d'où \l(u)\^i donc l est une forme additive bornée
(3

par i sur Log HE1 (D) .
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Montrons maintenant qu'on peut étendre l en une forme additive sur
le sous-espace vectoriel réel engendré par LoglHe^D)) et que sur ce
sous-espace, l est bornée par i :

Soit u un élément réel de LE(T) appartenant à ce sous-espace, alors u

s'écrit u=^tjUj, où u/=Log|FJ et F .̂ est dans Hg^D).
7=1

n

Posons ^(u)=^Log]<î»(F^)|; il s'agit de voir que l{u) est indé-
7=1

pendant de la décomposition de u :
n'

Si u s'écrit aussi u=^^.u^ où i^.==Log Fr.;. | et F^ est dans HE^D),

on doit avoir
ît n'

^/yLog ^(F^|=^^Log|^(F^.)|.
7=1 7=1

II suffit de montrer cette égalité dans le cas où les nombres tj et t ' . sont
rationnels; alors il existe un entier r tel que les nombres rtj== pj et rt'- = p.
soient entiers.

n n

Les éléments F=]^[(F^- et F'^Jj^F.;.)^ appartiennent à H^D)
7=1 7=1

et par hypothèse, log[F ^logjF ' j , ce qui donne, d'après la définition
de l, l'égalité cherchée.

D'autre part, l est évidemment additive sous le sous-espace engendré
par LogHe^D) et elle est aussi bornée par i sur ce sous-espace car avec
les notations ci-dessus :

\l(ru)\= / ( L o g | F | ) ^ Log|F| =\ru\,

l est donc en fait linéaire et positive sur ce sous-espace (qui comme Hg1 (D)
est dense dans l'ensemble des éléments réels de Le(T)), car l{î) = [ [ l\\ = i.

D'après le théorème de Hahn-Banach, elle s'étend en une forme linéaire
positive sur l'ensemble des éléments réels de Le(T) et de façon unique à
cause de la densité du sous-espace considéré.

Elle s'étend de façon unique à LE(T) en une forme linéaire positive :
pour tout f=u-{-w de LE(T), on pose l(f)= l{u) + i7((>).

Il faut vérifier enfin que la restriction de l à HE(D) est égale à <Ï>. Or si F
est dans HE(D),^ est dans HE^D) et R e F ^ ^ L o g l ^ l est dans
LoglHE^D)!. On a donc Z(ReF) = Log]^) | = Log]^ [ =Re$(F).

D'où ; (F)==<&(F) .
C. Ç. F. D.
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Remarque 2.1. — La démonstration de ce lemtne reprend celle faite
par Hofïman [14] de l'existence pour une algèbre uniforme A, pour tout•v
hotnomorphisme ^ sur A, d'une mesure m, représentante de ^ sur Silov A
qui est de Arens-Singer, i. e. telle que

log [ <D (F) == j log 1; F | dm pour tout F inversible de A.
^ilov A

Le letnme est en fait une autre formulation de l'existence de cette mesure,
l'unicité découlant de la logmodularité.

LEMME 2.5. — Soit 4> un élément de SpH^D) tel que \^{B)\==ï pour
v

tout produit de Blaschke B de HE(D), alors ^ est dans Silov HE(D).
Soit ^ un tel homotnorphisme ; d'après le lemme 2.3, ^(F) appartient

à F [ Silov HE(D)] donc au spectre de F dans Le(T) d'après la proposi-
tion 2.2. l étant l'application définie dans le lemme 2.4 précédent, si u
est un élément de LE(T) qui appartient à Log| H^ (D) ] on a u = Log[ F^|,
où Fu est dans Hg^D) et l(u) == Log[ ^(Fa) | est dans l'ensemble

Log(F(SpLE(T))-- :^(SpLE(T)) .

L'ensemble Log| HE' (D) | + i Log| HE' (D) étant dense dans LE(T)
on en déduit que pour tout f de LE(T), l{f) appartient aussi au spectre
de /*; on en déduit que l est un homomorphisme de LE(T) en utilisant le
théorème général suivant démontré indépendamment pa»r A. Gleason [11]
et J.-P. Kahane-W. Zelazko [16] :

Soit l une forme linéaire continue sur une algèbre de Banach A; si
pour tout élément a de A, l{a) appartient au spectre a(SpA) de a, alors l
est un homomorphisme.

Dans le cas de LE(T) on peut aussi démontrer directement ce théorème.
En effet, LE(T) est égale à C?(SpLE(T)), l étant une forme linéaire posi-
tive sur LE(T) il existe donc une mesure [̂  positive sur SpLE(T) telle que
pour tout u de (3(SpLE(T)) il existe mu dans SpLE(T) telle que

f u(m) d^= u{ma}. On en déduit que [J- est une masse de Dirac.
^SpL^T)

En effet, sinon il existe deux fermés Fi et Fa de SpLE(T), de [i-mesure
positive, deux voisinages ouverts disjoints Oj et Oa de Fi et Fa, deux
fonctions Ui et u^ de (^(SpLEÇT)) et un point mo de SpLE(T) tels que :

^ (0,\F,) ̂  ̂  y. (F,), [| H, [|=i= Ui (m)

pour m dans F/, u , (m)==o pour m dans SpLE(T)\Ot, i== i , 2, et

f i/i (m) + i ?/,2 (m) d\x -==- u^ (mo) 4- i ^2 (^o) •
^SpL^T)

Ann. £c. Norm., (4), III. — FASC. 3. 43
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D'où \Ui{mo) — |^(F,)| = ^ Ui{m)d^ <^ p-(F,), i= i, 2, ce qui est
^^impossible puisque

Ui (m) == o pour m dans Oa

et
u^(m) =o pour m dans SpLE(T)\0.2.

Donc a est une masse de Dirac et l est un homomorphisme de LE(T).

On a alors comme pour H^D) la caractérisation suivante :

THÉORÈME 2.1. — Soit ^ un élément de HE(D); les propriétés suivantes
sont équivalentes :

v
(i) ^ appartient à Silov HE(D);

(ii) [^(B)^! pour tout produit de Blaschke B de HE(D);
(iii) ^ (8)7^0 pour tout produit de Blaschke B de HE(D), à zéros simples.

Si (i) est vérifiée, d'après la proposition 2.2 ci-dessus, ^ est la restric-
tion d'un homomorphisme sur LE(T) qui est de module i pour tout
élément de LE(T) de module i, donc (ii) est vérifiée.

D'après le lemme 2.5 précédent, (ii) implique (i). (ii) implique trivia-
lement (iii). Il reste à vérifier que (iii) implique (ii).

Supposons donc qu'il existe un homomorphisme ^ tel que (ii) ne soit
pas vérifiée; il existe alors un produit de Blaschke B de HE(D) tel que
|<t>(B)|<i.

B s'écrit B(z)=]_J g" Fil^-y", les points ?„ sont distincts;
"eN^U—P^J

l'ensemble des points d'accumulation de cette suite est disjoint de E

et^^(i-|^|)<^.
/i€N

Choisissons alors une suite { ^ ; n € N } de nombres positifs, croissante

vers +°° et telle que ^pnîn[i— Pn|]<°o.

Le produit A(z) défini par

A(^ )=1

est un produit de Blaschke et on va montrer (fl3], p. 178), que ^(A) = o.
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En effet, A s'écrit A = B^QNRN, où

R i \ TT P" f^^y"KN (^) = 1 1 a- ———-— ît^pAi-fW
n / ^ TT^^/^-^^1 ; '°y"^^^^(rr^}! '

-»-•- Ta / f i sN"]^^""^]""^I.Il,^ •/^w-nL \ ^ l i / J/i^N-f-l1

D

(ni) étant vérifiée, on a en particulier [ ( i ) ( ^ ) [ = = I , comme o ( ^ ) et QN^)
sont des fonctions de A(D) de module i sur T, on a donc

[ < I > ( Q N ) | = ^(^\ =i ; d'où [ ( I > ( B N ) | = | ( D ( B ) | .
V-^N/

Or |<Ï>(RN) |^I , donc [ ^(A) |^[ ̂ (B) [ y N ; en faisant tendre N vers
l'infini on obtient ^(A)^^.

Il reste à rendre les zéros de A distincts. Pour cela, pour chaque ^,
on choisit pnqn points { y ^ ; i^pnqn} tels que

— tous les points ainsi obtenus en faisant varier n soient distincts;
— l'ensemble des points d'accumulation de cette suite { y ? } est le

même que celui de la suite { ^ n } ;
y,7t __ ?

JLÎ—-=s— qui est la distance hyperbolique entre ^ et ^ soit infé-1 — TÎ' P»
rieure à £n, la suite Zn tendant vers zéro assez rapidement de façon que
|] CN^) — AN(^)| | -> o si N-^oo, où

et

c.c)=n n\^W"
n^'N i^pnqn

n__ \ ̂  (^_

~.JT^^-

AN(^)
IP.I \j-(3^

Alors le produit de Blaschke C associé à la suite { ^ } est dans HE(D)
Aet [ ^(C) 1^1 ̂ (C^) [, or — étant une fonction de A(D) de module i

sur T on a [ <&(AN) | =\ <I>(A) | = o. Donc [ ^ ( C ^ l - ^ o pour N-^oo.
C est un produit de Blaschke à zéros simples tel que ^(C^^o, ce qui

contredit (iii).
c. ç. F. D.

Remarque 2.2. — Comme nous l'avons dit au début de ce paragraphe,
cette méthode reprend celle utilisée par Newman par H°°(D).
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Récemment, R. Dougla,s -W. Rudin [10] et indépendamment
J. P. Rosay [19] ont trouvé une autre démontration de la caractérisation
de Silov H°°(D) en montra.nt que les produits de Blaschke séparent les
points de SpI-T(D). Ils utilisent pour cela le fait que le spectre de L°°(T)
est totalement discontinu, ce qui n'est pas le cas des algèbres LE(T) consi-
dérées ici pour des ensembles E quelconques.

Le problème reste donc posé de sa.voir si les produits de Blaschke
de He(D) séparent le spectre de He(D).

2.4. Nous pouvons maintenant établir le théorème principal de cette
partie :

THÉORÈME 2.2. — Uapplication canonique ^ de SpH°°(D) dans SpH^D)
est surjecti^e.

Soit ^ un élément de Hfi(D), si <& appartient à Silov HE(D), on sait [17]
que <& est la restriction d'un homomorphisme sur la, suralgèbre H^D)
de HE(D).

Si ^ n'appartient pas à Silov H^D), d'après le théorème 2.1, il existe
un produit de Blaschke B de Hj^D) à zéros simples tel que ^(B)^^.

Notons S = { p n ; ^ € N } la suite des zéros de B, K l'ensemble des
points d'accumulation de S;K est disjoint de E.

On considère alors l'algèbre de restrictions H^D^S; d'après le corol-
laire 1.1 du théorème 1.1, on sait que H°°(D) S est égale à HT\R(D)|S,
donc à He(D) S. Les spectres de H°°(D)|S et HE(D) |S sont donc
isomorphes, l'appliéation v. définissant cet isomorphisme.

Or SpHE(D)|S est l'adhérence-Zariski S de S dans SpHE(D), i. e.
l'ensemble des homotnorphismes de HE(D) annulant toute fonction nulle
sur S. Or, si F est une fonction de HE(D) nulle sur S, F s'écrit F=BG,
où G est aussi une fonction de HE(D).

Donc ^(F) est nul comme ^(B) et ^ appartient à S; il est donc l'image
par îi d'un homomorphisme de SpH^D). Le théorème est donc démontré.

Le théorème de la. couronne de Carleson éta.blit que D est dense
dans SpH^D), le théorème 2.2 ci-dessus nous donne immédiatement
comme corollaire le théorème correspondant pour HE(D).

THÉORÈME 2.3. — D est dense dans SpH^D).

§ 3. COMPARAISON D'ALGÈBRES DE RESTRICTIONS DE SOUS-ALGÈBRES

DE H^D).

3.1. Soit A une algèbre de Banach de fonctions continues sur un
compact X munie d'une norme notée [ \\^
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On définit

A=| / ; /ee(X) ;3M,3/ .€A, ||/^[|A<M, sup|/,(^)-/(^) -> o quand n-> oo j .
( a?ex )

A est une algèbre qui est de Banach si on la munit de la norme
suivante :
| j / [ | ^=Inf (M;3/ / ,eA;[ [ / , [ [<M, sup|/,(^)-/(^) -.0 quand n-> oo ) pourtout/]. a-ex )

de A.
On a toujours A-^A et si A est fermée dans C(X), A== A.
Les algèbres A ont été étudiées en particulier par N. Varopoulos [22]

dans le cadre des algèbres de groupe et des algèbres tensorielles.
Ici nous allons nous intéresser aux algèbres A qui sont des restrictions

de l'algèbre A(D). Il s'agit de déterminer si dans ce cas, les algèbres A
ont des propriétés particulières.

Dans toute cette partie K désigne un fermé de D et on pose

S = K n D et E = K n T .

On note aussi :
A(K) l'algèbre de Banach des restrictions à K de l'algèbre A(D), munie

de la norme quotient;
A(K) l'algèbre correspondant à A(K) par la définition ci-dessus.

Alors pour tout f de A(K) on a
| | / [ | ^ - i n f ^ M ; 3 F,eA(D); [| F, HA(D)< M; siip|F,(^) -f(z) ]-> o quand n -> oo j .

( z ç K .'

Dans cette partie nous allons montrer le théorème suivant :

THÉORÈME 3.1. — A ( K ) = = A ( K ) si et seulement si A(K) est fermée
dans <5(K).

Si f est dans A(K), il existe M et une suite } F ^ ; y i € N } de fonctions
de A(D) telles que

[ |F^ [ |A(D)<M et sup[F^) — f ( z ) l — o quand n-^co.
ZÇK

D'après la propriété de Montel, il existe une sous-suite de la suite
{ F ^ $ n € N } qui converge uniformément sur tout compact de D vers une
fonction G de H^D) qui vérifie en particulier G|S=/*|S. f est donc une
fonction continue sur K telle que f\S soit dans l'algèbre des restrictions
de H°°(D) à S qu'on notera H^S).

On définit alors
B W ^ ^ / e e W î / i S ç H ^ S ) } ,
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B(K) est une algèbre de Banach munie de la norme

f|/lkR)=sup{|]/||ir(s), ||/||e(R)} pour tout/de B(K),

| |/*|[H°°(S) désignant la norme quotient sur H00 (S).
Nous allons comparer les trois algèbres A(K), A(K), B(K). D'après

ce qui précède, on a : A(K) -^A(K) -^B(K).
Pour cette étude nous allons distinguer deux cas : /n(E)> o et m(E) = o.

3.2. Nous supposons dans tout ce paragraphe que m(E) est positif.
Si E = T, A(K) est fermée dans (5(K) donc A(K) = Â(K).
Si E est différent de T, on considère un produit de Blaschke C dont la

suite des zéros { Y ^ ; M € N } s'accumulent en un point y de T n'appar-

tenant pas à E. Les produits partiels C^ ( z ) = T"f —'— ( -—) sont
-m--9 • | [n \I — \n^ /
n ̂  N

des fonctions de A(D) de norme i, convergeant vers C{z) uniformément
sur tout compact de D disjoint de y donc sur K; donc C K est dans A(K)
mais C [ K n'appartient pas à A(K) car m(E) est positive et C n'est pas
dans A(D). Donc A(K)^Â(K) .

Pour comparer Â(K) et A(K) avec B(K) nous allons regarder la façon
dont les points de E sont adhérents à S.

Nous rappelons qu'un point e^ est dit adhérent non tangentiellement
à un ensemble S de D s'il est adhérent à l'intersection de S et d'un secteur
de sommet ô'0, symétrique par rapport au rayon issu dç e^ et d'angle
au sommet inférieur à TC.

PROPOSITION 3.1. — S^il existe un ensemble de E de mesure positive
formé de points qui ne sont pas adhérents non tangentiellement à S, alors il
existe dans B(K) une fonction nulle sur un ensemble de mesure positive
de T, non identiquement nulle sur E, et ne s9 annulant pas sur S.

En effet, pour tout point ^9 de E', il existe donc ae tel que le triangle

isocèle To de sommet e^y d'angle en ce sommet égal à -? et de hauteur
2

issue de ce sotnmet égale à ao, ne contienne aucun point de S.
Si on considère une suite a^ tendant vers zéro et si on note E^ l'ensemble

des points e^ de E tel que ao soit supérieur à a^, alors uEn== E, il existe
donc n tel que m(E^) soit positive.

En notant E' un fermé de mesure positive strictement inférieure à m(E^),
on voit qu'il existe un nombre a tel que pour tout point e1^ d'un fermé E'
de mesure positive vérifiant m(E\E')>o, les triangles correspondant
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dont l'angle au sommet e^ est égal à - et la hauteur à ao ne contiennent
aucun point de S.

T^E' est un ouvert réunion dénombrable d'arcs disjoints ïn et

^m(L)<i.
nGN

On considère alors une suite [an', n ç ' N } tendant vers l'infini telle que
^ m(L)a^<oo.

/i€N

On peut définir sur chaque a.rc ïn une fonction Un continuement difîé-
rentiable, positive, intégrable, supérieure à a^ tendant vers -|-oc aux
extrémités de l'arc !„ et telle que

j ^(e^9) dQ ̂ 2 771 (ïn) an.
J e1^ € în

On définit alors une fonction u sur T :
u (e19) == Un (e^9) pour e^ dans 1 ,̂
a (e19) ==o pour e^ dans E7.

La fonction u est continuement différentiable sur T\^E', positive et

f ^(^)^6=y f ^(^9)^9^2V m(L)a,<oo,
^^T .eN17^171 .eN

donc u est intégrable.
Soit e^° est un point de E' et N un entier quelconque, il existe n tel

que a?> N pour tout p>7z; et e^° est adhérent à au plus un des arcs Ip,
p^n. Soit 1̂  cet arc; d'après le choix de Un, il existe un voisinage V
de ô190 dans T tel que uJ^°)>N pour e^ dans Vnl^ et Vnl^==0 ,
P^^PT^PO, D'où u(^6)>N pour ^eVr^TVE').

Donc u^0) tend vers -)-00 lorsque 610 tend vers un point de E' en
restant dans T\E'.

On note v la fonction conjuguée de u et on pose

F(/^9) =exp— -ï- Ç [uÇe11) 4-^(^) ]Pr ( 9 — ^ ) ̂ .
S^J^ÇT

u étant positive et intégrable, F est une fonction de H^D) de norme
inférieure à ï et u étant continuement difîérentiable sur TV^E', F se
prolonge continuement à T\E' donc appartient à Hp^(D) et ne s'annule
pas sur T^\E'.

F ne s'annule pas sur K n D et mÇE^E') étant positive, F n'est pas
identiquement nulle sur E.
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Nous allons montrer que F S se prolonge en une fonction de B(K).
F appartenant à H^E'(D)? il suffira en fait de montrer que F{re^)

tend vers zéro lorsque re^ tend vers un point de E' en restant dans K\E'.
Or, d'après le choix de u, si <0180 est un point de E' et N un nombre

quelconque, il existe un arc V ^ ^ 9 0 — ^ , 6^60-}-£] tel que u (< 0 ^ 6 )>N
pour ^eVnÇT^E').

D'autre part, d'après le choix de E', tout point re^ de K\E' vérifiant

i ^ r > i — a o et \e1^—e1^0 < ^ ? appartient à un triangle A dont l'un

des côtés est un arc J contenu dans ïn C\ V pour un certain n et dont les

demi-autres côtés forment un angle de - avec les rayons issus des extré-
mités de l'arc J.

On a alors

F (r e^) \ == exp — -3- f u (e11) P,, (0 — t) dt,
^J^CTe^ET

[ F (r e^) | ==. exp — -l- F u (^) P^ (0 — t) dt exp — -I- f u (e^) P^ (6 — t) dt,
2^J^(çJ ^^GTNJ

N r ^ ,. . , •F(r^9) l^exp--^- r P r ( Q - t ) d t .
27^^•0<=.T^^oej

Or— / P ^ ( 9 — t ) dt est la longueur de l'arc dont les extrémités sont
^^•OeJ

les points où les droites joignant re^ aux extrémités de l'arc J recoupent
le cercle; la valeur minimale lorsque re^ est dans A est obtenue lorsque r e^

est au sommet de A opposé à J et cette valeur y est supérieure à -•
NDonc F(r<°16) |^exp — - pour tout re^ de K vérifiant

/ • > i — ao, e^—e1^ < -t:-
2

F(r^6) tend donc vers zéro lorsque re^ tend vers un point de T\E"
en restant dans IC\E'.

F définit donc une fonction f de B(K) nulle sur le fermé E' de mesure
positive, f n'est pas identiquement nulle sur E et f ne s'annule pas sur S.

c. ç. F. D.

THÉORÈME 3.2. — 5i E = T, les deux propriétés suivantes sont équi-
valentes :

(i) A(K)=B(K) ; _
(ii) Presque tout point de T est adhérent non tangentiellement à S.
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En effet, supposons que (ii) soit vérifiée. Soient f une fonction de B (K)
et F dans I-T(D) telle que F S==/'[S. Les limites radiales de F qui
existent en presque tout point de T sont alors égales en presque tout
point à la valeur de f en ce point. F est donc l'intégrale de Poisson de la
fonction continue f et donc appartient à A(D) ; d'où f est dans A(K).

Si (ii) n'est pas vérifiée d'après la proposition 3.1 précédente, il existe
une fonction f de B(K) non identiquement nulle sur K et nulle sur un
ensemble de mesure positive; cette fonction ne peut alors appartenir
à A(K) et donc A(K)^B(K) .

C. Ç. F. D.

Les ensembles S ayant la propriété (ii) du théorème précédent ont été
introduits par L. Brown, A. Shieids, K. Zeller [2], qui ont montré par
une méthode analogue à celle utilisée dans la. proposition 3.1 ci-dessus que
la propriété (ii) caractérise les ensembles S de D tels que || F||ir(D)== sup] F (z) |
pour tout F de H°°(D).

Les ensembles S ayant la propriété (ii) jouent en quelque sorte un rôle
analogue au cercle unité T. Le théorème 3.2 ci-dessus en est une autre
illustration.

La, proposition suivante donne un résultat partiel dans le ca.s où E 7^ T.

PROPOSITION 3.2. — Si A(K)=B(K) , alors presque tout point de E
est adhérent non tangentiellement a S.

En effet, sinon, d'après la proposition 3.1 ci-dessus, il existe une fonc-
tion f de B(K) non identiquement nulle sur E, ne s'annulant pas sur S
tel que f soit nulle sur un ensemble de mesure positive E'.

Remarquons que S ne peut pas être vide, sinon par définition on a
Â(K) =B(K) == <5(K); or si A(K) est égal à <3(K), les normes de ces
deux algèbres sont équivalentes et donc une boule de A(K) est dense
dans la boule unité de <2(K), on en déduit que A(K) est aussi égal à C(K),
ce qui est impossible car m(E) est positive.

Il existe donc un point Zo=r^elQQ dans Kï ïD et f{zo')y^o.
Si f appartient à Â(K), il existe une suite { F ^ ; n € N } de fonctions

de A(D) et une constante M telles que

| |F. |JA(D)^M;

Suç|F,^)-/(^)|<^;

- pour e^ dans E'.en particulier, |F^(ô19) < 1- pour <310 dans E'.

Ann. Éc. Norm., (4), III. — FASC. 3. 44
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D'après l'inégalité de Jensen ([13], p. 5i), on a

Log [ F,, (^o) 1 ̂  — r Log | F^ (e'9) | P,. (9o - 9 ) rf9
•"^(..BgT

^ — f Log | F,, (e-9) 1 P,. (9» - 9) rf9 + LogM f P,, (9, - 9) rf9
37rJ,,eeE- "' "' ' ' ' " ° ' ' 2TC ^.»eTvE.-'"^.lecE- 2'1 ^.BCTYF'

i=-I^/l P. (9.-9) ^9/ , (6o-e) ^64-LogM.
271 ^OCF'^OeE'

E' étant de mesure positive, si on fait tendre n vers l'infini on obtient
Log | f{zo) | = — o o , ce qui est impossible puisque f(zo)^o.

Donc f n'est pas dans À(K) et Â(K)^B(K) .
C. Ç. F. D.

Réciproquement, je ne sais pas, dans le cas où E est différent de T,
si le fait que tout point de E soit adhérent non tangentiellement à S
entraîne que À(K)==B(K) .

Dans le cas particulier, où E est un arc fermé, si tout point de E est
adhérent non tangentiellement à S, cela entraîne que pour toute fonc-
tion /de B(K), la fonction F de H°°(D) égale à f sur S a des limites radiales
qui sont continues sur E; donc F appartient au ïnoins à Hg, où E est l'arc
ouvert d'adhérence E.

On a alors B(K) = Â(K) car on peut montrer que la propriété d'approxi-
mation suivante qui est valable (dans le cas où E est vide) pour H^D)
est valable :

Toute fonction de HE(D) est limite d'une suite de fonctions de A(D)
bornées uniformément, convergeant uniformément sur tout compact
de DUE.

On obtient comme cas particulier des propositions précédentes :

PROPOSITION 3.3. — Si S est une suite de Blaschke telle que m(SnT)
soit positive, alors A(K)7ZZB(K).

Si S est une suite de Blaschke {a/, , n > o} ; notons A le produit de
Blaschke associé à la suite { a ^ ; n> i }. On définit f par

/ (a i )=:A(aO,
y ( a ^ ) = = o p o a r / 2 > > i ,
/(e^) ==o pour e^ dans E.

f est donc une fonction de B(K) qui est nulle sur S HT donc comme dans
les démonstrations du théorème 3.1 et de la proposition 3.2 on conclut
que À(K)^B(K).
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3.3. On suppose dans cette partie que m(E) est nulle.

PROPOSITION 3.4. — À ( K ) = B ( K ) .
Sort f un élément de B(K); m(E) étant nulle, il existe une fonction G

de A(D) égale à /*sur E et il suffit de montrer que f — G | K est dans Â(K).
On peut donc supposer que f est nulle sur E.

Soit n un entier quelconque, fêtant continue sur K nulle sur E, il existe pi
tel que

^^^^n pour P>Pi'

E étant un ensemble pic pour A(D) ([i3J p. 80), il existe une fonction
Gn de A(D) de norme i égale à i sur E telle que

^^-JllB.K,' p^-

II existe alors p^ tel que

{Gn^)-î <^[|/||B(K) pour p > p 2 '

II existe aussi une fonction F de H°°(D) tel que

F|S=/ et |]F|)H-(B)^2[|/[|B(K)

et les fonctions F p ( z ) = = F ( ( i — l ~ ) z ) sont des fonctions de A(D)
convergeant uniformément sur tout compact de D vers F de norme
égale à || F||.

Il existe donc m tel que
|Fm(a/0 - -F(Oo) ]< — pour p^p^.

Posons alors îîn{z) == (i — Gn{z)) F^(;s).
îîn est une fonction de A(D) telle que

|]H,i|A(B)^4||/||B(K),

H^ (z) z= o =zf(z) pour z dans E.

Si p> p2,

] H,(^) -/(^) 1 ̂  [ i - G,(a^) |.[| F [| + [/(^) < ̂  -h ̂  == ̂

Si pi< p^p2,
]H,(a^-/(a^)|^[|i-G,[| . |F^(^)-F(^) + [| G, ||.| F (a^) i i i

in in ^

Si p^pi,

| H, (o^) -/(a^) | = | F^ (a,,) - F (a^) | + | G, (o^) [ [| F, || ̂  ,1- + -l- < ï-.
L̂ . At 2 /fr (̂.
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Il existe donc une suite îîn de fonctions de A(D) telles que

| |H.| |A(D)^4[|/[|B(K),

s u p [ H ^ ( ^ ) — f { z ) \ - > o quand n -> oc .
.SÊK

f appartient donc à A(K).
On en déduit le résultat connu ([13], p. 208) :

COROLLAIRE 3.1. — Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) K est d'interpolation pour A(D) (i. e. A(K) == ^(K));

(ii) S est d9 interpolation pour H°°(D) (i. e. H°°(S) ̂ ^00).
En effet, d'après la propriété de Montel, on a : (i)=»(ii).
D'autre part, si (ii) est vérifiée, on a A(K) == B(K) == 0(K), on en

déduit, comme on l'a signalé au début de la démonstration de la propo-
sition 3.2 ci-dessus, que A(K) === (3(K).

c. ç. F. D.

Si S n'est pas une suite de Blaschke, on considère la. fonction de H^D),

F (z) == exp ̂ jo-^ ? où <°10 n'appartient pas à E; F |K est dans B(K)
6 — Z

mais non dans A(K) car F n'appartient pas à A(D). Donc dans ce cas
Â(K)=B(K)^A(K) . ^ •

II reste donc à étudier le cas où S = = { a ^ ; y i € N { est une suite de
Blaschke qui n'est pas d'interpolation pour H^D).

Notons :
Sn= { dp ; p ̂  n \ ; bp (z) =z

\^p\ i — a / ^

B(z)=f[b,(z)^ B^)=]"p^); ^(^^l^
/?€N P^n

A.n{z} =j[J[^(s) ; A^(a^) -==:an.
p^n

Rappelons ([13], p. 202), que les suites S d'interpolation pour H^D)
sont caractérisées par le fait que inf a^|>o.

nçVS

Soit HE(D) l'algèbre formée des fonctions de H^D) se prolongeant
continuetnent à E$ on note aussi HE(K) l'algèbre des restrictions de He(D)
à K et d'après les théorèmes 1.1 et 1.2 du paragraphe 1, on a

H E ( K ) = A ( K ) ,
H^S^H^E (S).

On note finalement L(K) [resp. IB(K)] [resp. IH,(K)] l'idéal des élé-
ments de A(K) [resp. B(K)] [resp. He(K)] nuls sur E. On a aussi
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I^(K) == In (K) et d'après le théorème 1.3 du paragraphe 1, les fonc-
tions /*de IA(K) sont caractérisées par le fait que || /!sJ|ir(sj-^ ° quand n --> oo.

On va montrer qu'il n'en est pas de même pour IB(K) :

PROPOSITION 3.5. — Si S est une suite de Blaschke non d9 interpolation
pour H^D), il existe f dans Ie(K) tel que ||/isJ|H°°(s^^i P0^ tout n'

S n'étant pas une suite d'interpolation pour H°°(D), il existe une sous-

suite L = [ Up ; p € N } telle que | a,, < - •

Comme toute suite de Blaschke contient une suite d'interpolation
([13], p. 204)5 on peut donc supposer que la suite a^ est d'interpolation;

il existe donc â> o tel que j^J[ b^{^np) > ° pour tout p.

Notons C(z) le produit de Blaschke C(z) ==]^[ bn{z).
n^L

Soit f la fonction définie sur K par

f(z)==:o pour z dans E,
y (a^ )==C(a , î ) pour tout n.

Montrons tout d'abord que f est dans IB(K)$ en effet, C (a^ )==o
pour M^L, et

^|=|C(a^) x]^[^,,(a^) pour-tout^np\=\^^np) ><lJP^,(°S

k-^p

d'où
c ( ( x n p ) \ < ~ ^ et C(a,,)->o pour n -^ oo ;

f appartient donc à IB(K).
D'autre part, n étant fixé, considérons une fonction F quelconque

de I-T(D) telle que F Sn= f\ S/,. En particulier, F(a^)==o pour tout p
supérieur à n, n'appartenant pas à L.

Il existe donc une fonction G de H^D) telle que F == ^CG, où ^C est

le produit de Blaschke nC{z) ==j[J[ bk{z).
k^L
Â:>/1

r'
On a alors nC(a^) X G(a^) == F(a^,) ; soit G(a^) =-^ C(a^).

Or la fonction -p est un produit de Blaschke fini qui tend en module
n^

vers i lorsque z\ tend vers i. Donc | G Ç^p) [ -> i lorsque p — o o . Or

[ |F]JH-(D)==||G[|H»(I))> G(^) ; daù [|F|)H«(D)^I
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pour tout F dans ]-r(D) telle que F) Sn= f\ Sn. La proposition est donc
démontrée.

En utilisant les propositions ci-dessus, ainsi que la caractérisation
rappelée ci-dessus des fonctions de L(K) on a immédiatement le théo-
rème suivant :

THÉORÈME 3.3. — Si m(E) est nulle, Â(K) [qui est égale à B(K)] est
égale à A(K) [qui est égale à HE(K)] si et seulement si S est une suite d'inter-
polation pour H°°(D).

On peut montrer aussi un théorème plus général :

THÉORÈME 3.4. — Si S n'est pas d'interpolation pour H°°(D), l'algèbre
de Banach B(K) n'est pas séparable.

Démonstration. — D'après les propriétés des produits de Blaschke, on
sait que, pour tout n, il existe n tel que

| ^ .B(a^ ) |> - pour k > n ' ,2

B,i (oc/,) | > - pour À- > n1.

Il existe donc un entier m^ appartenant à la suite L = {rtp\ p € N } consi-
dérée dans la démonstration de la proposition 3.5 ci-dessus tel que

|B.,(a^)|>1.
2i

II existe alors m^ dans L tel que

|B^(a^)|>^

I^B(a^ ) |>^ .

On construit ainsi par récurrence une sous-suite L / = = { m ^ ; p € N } de
la suite L, telle que

|B^(a^)|>^

|mp+iB(a^) [ > . •

Notons :

C^^JjM^
n^L'

Tp=z {y.n\ mp-ï < n ̂  rîZp+i}.
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Pour toute partie J de N on définit sur K la fonction /j par
fj Çz) == o pour z dans E,

fs (a/0 == G' (o^) j^j[ b^ (o^) pour tout n.
kes

On a : | /j(a^)|< C'(a,)|< C(^)j. Donc /j est dans I^K), car C(^)
tend vers zéro, lorsque n — ^ o o .

D'autre part, si J et J' sont deux parties différentes de N, il existe par
exemple p appartenant à J' et non à J. Alors | | / j—/ j 'HB(R)^ | | / J—^ HH^T )•

Considérons une fonction F quelconque de H°°(D) telle que
F|T^(/J-/^)|T,Î

en particulier,
F (a,,) = o pour a,,e Tp\{ a^ (,

F(a^)=/,(a^).

Il existe donc une fonction G de H^D) telle que

¥(z)=G(z) Y[ bnÇz)^
m-p—i<^.fi^:Tîip-}-t

n^rrip

d'où

1 G (°S,) 1 X I~[ 1 ̂  (^) [ =Jj b,n, (a^) x H &„ (a,^),
mp—i^n^rrip+i kç3 n^L'

n^m.p

soit

1^(^ )1^ n ̂ (^,)x Y[ M^S)^
/A > T ,̂, 4-1 n ̂  m?—i

d'où
f |FH=[ |G| j>^ etdonc [|/,-/j,)|^^> ̂

Lorsque J parcourt l'ensemble des parties de N, les fonctions /j forment
un ensemble non dénombrable d'éléments de B(K) dont les distances

sont supérieures à r ; donc B(K) n'est pas séparable.

c. ç. F. D.

En remarquant que A(K), qui est un espace quotient de l'espace sépa-
rable A(D) est séparable, on retrouve comme corollaire de ce théorème 3.4
le théorème 3.3 ci-dessus.

Si on s'intéresse à la norme des injections canoniques données par les
inclusions A(K) ^A(K)$B(K) , on obtient la proposition suivante :

PROPOSITION 3.6. — Si m(E) est nulle les injections A ( K ) — ^ Â ( K ) et
A(K)-^B(K) sont isométriques.
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Il suffit de montrer que pour tout f dans A(K) on a

I I / H A ( K ) = [ | / H B ( K ) .

Or si f est dans A(K), il existe F dans A(D) telle que F K = f et

| | / | | A ( K ) = = i n f { [ | F + G | [ A ( D ) î G e A ( D ) ; G [ S = = o } ,
[ | / | j B ( K ) = i n f ! | | F + G [ [ I ^ ^ ; G e H a o ( D ) ; G | S ^ o i .

En remarquant que les fonctions de A(D) qui sont nulles sur S sont
les fonctions de A(D) qui s'écrivent BG, où G est dans l'idéal IA(D) des
fonctions de A (D) nulles sur E, on obtient

|[/(|A(K)= i n f { [| F + BG [|A(D); Ge IA (D) } = i n f j |[ F + G ; Gç I^(D) L
L°° (T)

[ [ / [ [ ^ K ) = i n f i . f | F + B G | j I r ( D ) ; G e H O O ( D ) ) = i n f B G
L"(T)

î G e H ^ D )

Ce qui signifie que | | ^ H A ( K ) (resp. [ | ^ H B ( R ) ) est la, norme de ^ dans l'espace

quotient L'^/I^D) [resp. L^^/H^D)], donc [L^T) étant le dual

de L^T)] est la norme de p comme forme linéaire sur l'ortho-

gonal (UD))1 [resp. (H^D))1] de I^D) [resp. H^D)] dans !/(!).

de L^T)] est la norme de p comme forme linéaire sur l'ortho-

Montrons que (L(D))1 == (H°°(D))1 : (H^D))1 est l'ensemble H;(D)

des fonctions de L^T) telles que f f {e^) g (e^) dQ == o pour tout gdes fonctions de L^T) telles que / f {e^) g (e^) dQ == o pour tout g
J^0 <= TJe'O ç T

dans A(D) ([13], p. 198).
Soit alors f un élément de (I^D))1 et g une fonction de A(D) et s

quelconque.
f étant dans L^T) et E étant de mesure nulle, il existe un voisinage V

de E dans T tel que /' \f{e^) dQ < ————'
Je^ç.\ 1 1 ^ l^W

D'après le théorème de Rudin, il existe g dans A(D) telle que

^1E==^|E,

1 1 ^ 1 1 - 1 1 ^ 1 1 .

l^(^) pour ^^TVY,
|JLi(ï)

alors
( /(^)^(^)^6

J^ ç T

--= I /(^)^(^9)^
/^oeï

^1 |/(e^•9)|rf0+ sup ^•'(e^l.ll/tiL.cr^s pour tout î,
C'DSV <"«eï\v
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donc
f /(^^(y0) dQ=o pour tout g dans A(D) ,

^e'O e T

d'où
^(D))l=(îl-(D))l=ï{i,(D).

On en déduit que I I / ' I I A ^ ) est égal à II / ' I^R) comme norme d'une forme
linéaire sur le même espace H^(D).

c. ç. F. D.

Finalement, en remarquant que A(K) est fermée dans ^(K), si et seule-
ment si, ou bien E = T, ou bien m ( E ) = = o et S est d'interpolation
pour H°°(D), on obtient comme conclusion de l'étude faite, et en particulier
de la proposition 3.1 et du théorème 3.3, le théorème 3.1 énoncé au début
de cette 3e partie.

3.4. Étude des spectres de A(K) et A(K). — On suppose dans cette
partie que S = = { a ^ ; n € N } est une suite de Blaschke dont l'ensemble E
des points d'accumulation sur T est de mesure nulle.

PROPOSITION 7. — Si S est une suite non d'interpolation, Inapplication

canonique ^ de SpA(K) == SpB(K) dans SpA(K) nest pas toujours un
isomorphisme.

D'après ce que nous avons rappelé au début du paragraphe 1, K étant
fermé-Zariski pour A(D) le spectre de A(K) est K. B(K) est une sous-
algèbre de l'algèbre H00 (S) dont le spectre est l'adhérence-Zariski S de S
dans Sp H°°(D), et d'après le théorème de factorisation, S est l'ensemble
des éléments m de SpH°°(D) qui annulent le produit de Blaschke associé à S.

Nous allons étudier le cas où E est réduit à un point a.
Si F est une fonction de H°°(D) telle que F| S soit dans B(K) alors F(a^)

tend vers une limite À quand n tend vers l'infini. S désignant l'adhérence
topologique de S dans SpH^D) (qui est contenue dans S) et 3TLa la fibre
de SpH°°(D) au-dessus de a, tout point <D de SnJtIa est point d'accumu-
lation pour S donc F($)===X.

Réciproquement, si F est une fonction de H°°(D) telle que F soit égale
à une constante X sur Sn3Tla? alors F ( a ^ ) — ^ X quand n-^oo : en effet,
sinon il existerait une sous-suite S ' = = = i P , , ; y z € N } de S et un nombre X'
différent de X tel que F(P,,)-^À' quand TZ->OO, donc comme on l'a vu
ci-dessus F serait égal à X7 sur S'CS, ce qui n'est pa,s possible.

Ann. Éc. Norm., (4), III. — FASC. 3. 45
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B(K) est donc la sous-algèbre de HT (S) formée des fonctions dont la
transformée de Gelfand dans H°°(S) est constante surSn^Tla.

On sait alors [5] que le spectre de B(K) est l'espace quotient de S par
la relation d'équivalence qui identifie à un point tous les points de l'adhé-
rence-Zariski de Sn^Tta dans Sp H^S).

Donc SpB(K)~3^—' où Sn.?Tla est l'adhérence-Zariski de Sn^lta
Sn^Za

dans SpH^D).

L'application canonique ri de SpÀ(K) = u^r}—' dans
Sn^ria

SpA(K) ̂  Su { ^ } est donc surjective. Elle est biunivoque sur S et envoie

les points de __. au point a. Cette application sera donc injective si
SnOlZa

et seulement si S H ̂  = Sn 31Za. Si S = S, alors S H JT^ = Sn ̂ ta = Sn ̂
et l'application 11 est bijective.

Par exemple, si S est une suite d'interpolation S=S ([13], p. 2o5),
donc ri est bijective [ce qui découle aussi directement du fait que dans
ce cas A(K)=-B(K)J .

Si S est une suite non d'interpolation qui est l'union de deux suites
d'interpolation Si et S, ([13J, p. 208), alors d'après le théorème 3.1,
A(K) est strictement contenu dans Â(K)==B(K) et

S = Si u §2= Si u 82== S, donc Sn.ma==Sn^îia,

et l'application est bijective.
Nous allons maintena.nt montrer qu'il existe des suites S telles que

l'application îi ne soit pas un isomorphisme.
Pour cela il suffit de montrer qu'il existe un produit de Blaschke C associé

à une suite S tel que S H T = { a { , une fonction F de H00 (D), et un point <Ï>o
de tTtîa, tels que

F(0>) ==o pour €> dans SnJUa,
• C(0)o)==o,

^(^o)^-

En effet, alors le point <&o sera dans <5TlanS et non dans Sn^Ha.
Pour cela considérons une suite Q = { a ^ ; n ç ' N ] de Blaschke et le

produit de Blaschke associé F. On a montré dans la. démonstration du
théorème 2.1 qu'il existait une suite S ={ y,; n ç ' N } de Blaschke (obtenue
en ajoutant beaucoup de points autour de chaque point de Q) telle que
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si C est le produit de Blaschke associé à S, alors

(î)(C)==o pour tout <Ï> dans SpH°°(D) tel que ] < Ï > ( F ) | < i , et
F(Yn) -> o quand n -> oo.

Donc F(^)==o pour <î> dans Sn^TLa.
Et si on considère un point <&o de 3TLa tel que $o(F)[ soit inférieur à i

et non nul. On a
G ( < Ï » o ) = o , F (0o)^o .

C. Ç. F. D.

L'étude des spectres de A(K) et B(K) conduit donc à la comparaison
des trois ensembles

Sn^iZa, Sn<ma, Sn^iZo

Nous allons voir que si S 7^ S, SnJTIa n'est pas toujours fermé-Zariski.
Si S est une suite de Blaschke obtenue à partir d'une suite Q d'inter-

polation en rajoutant comme précédemment beaucoup de points autour
de chaque point de Q, on a Q = S et, d'autre part, Q= Q; donc SOcTria
est égal à Qn^TTLa et est fermé-Zariski.

Supposons maintenant que a étant égal à i, S==}a, , ; n € N j est une
suite de Blaschke portée par l'intervalle [o, i] telle que la distance hyper-
bolique y,(^, ^n+i) tende vers zéro quand n->oo [cf. [20] pour l'étude de
telles suites).

Nous allons indiquer rapidement pourquoi dans ce cas S H 3Ti^^ SHiTIta,
en utilisant la décomposition de SpH°°(D) en parts de Gleason qui sont
soit des disques soit des points parts [15].

Tous les points de SHcTTli étant non tangentiels, ce sont des points
non parts.

On vérifie aussi que [o, i] C\3Vii = Sn<?Tli. Mais si [o, i]nJHi coupe
une part P elle la coupe suivant une infinité non dénombrable de points,
donc toute fonction F de ]-:T(D) nulle sur SOcTIti est identiquement
nulle sur les parts coupées par [o, i]n<?TLi = SOcTUi, donc sur leur adhé-

/s.

renée; or si par exemple une telle part P est telle que H°°(D) P soit
isomorphe à H^D), l'adhérence de P contient des points parts.

On en déduit que Sn^Ui contient des points parts alors que SHiTTli

n'en contient pas. Donc Sn^TliT^ Siï 3Tti.

Je ne sais pas si dans ce cas Sn^Tti= SnJTlj.
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Une hypothèse raisonnable est la suivante :
Si S est une suite de Blaschke dont les points s'accumulent en un point a

de T, alors Sn3Ui == SHtTTLi si et seulement si S = S.

§ 4. ENSEMBLES D'INTERPOLATION. — Dans cette partie nous généra-
lisons à des ensembles quelconques de mesure nulle de T, les théorèmes
classiques de Fatou et Rudin caractérisant les fermés de mesure nulle
comme ensembles pics et ensembles d'interpolation pour l'algèbre A(D)
et nous obtenons une caractérisation des ensembles d'interpolation pour
l'algèbre HE(D) qui généralise les résultats obtenus dans [12].

On notera <^,(X) l'algèbre des fonctions continues bornées sur un espace
topologique X.

4.1. THÉORÈME 4.1. — Soit E un ensemble quelconque de T, les deux
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) m(E)=o ;
(ii) Pour tout ouvert 0 contenant E, pour tout £ positif^ il existe une fonc-

tion F de HEU(T\E)(D) telle que ] ]F ] |= i , F(^)==i pour z dans E, et
[ F ( ^ ) [ < £ pour z dans D\0.

(ii):=>(i). En effet, soit F une fonction donnée par la condition (ii).
Alors E est contenu dans l'ensemble E'=== {e10 , i — F(re10) — o, r -> i }
qui est un ensemble de mesure nulle.

Pour la réciproque, on démontre tout d'abord le lemme suivant :

LEMME 4.1. — Soit E un ensemble quelconque de mesure nulle de T.
Pour tout ouvert 0 contenant V adhérence topologique E de E, et tout £ positif^
il existe une fonction F de HEU(T\E)(D) telle que ||F[]^i, F{z)=o
pour z dans E, [ F Çz) — i < £ pour z dans D\o et Arg F {z) < £, pour z dans D.

En effet, il existe une suite { V n } de voisinages de E, une suite { U^}
de voisinages de E telles que

7^(U.\Ë) < ————^ mW < -, U,cU., U,cU.-,.
^ /(• --t— I j I i

II existe alors une suite {fn} de fonctions définies sur T telle que pour
tout n :

fn est positive et de norme n2,
fn est continuement différentiable sur T\E,
f^) = n2 pour e10 dans U,,
fn^}=o pour ^ dans (T\U._,) u(Ê\UO.

Posons f= ̂ fn.
"€N
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Alors pour tout ouvert disjoint de E, il n'y a qu'un nombre fini de fonc-
tions de la suite [fn\ qui ne sont pas nulles, donc f est continuement
différentiable sur T\E.

D'autre part,

f f(e^) ̂  == V f /, (e^dQ ̂  V n- x m (U,̂ \Ë) + n- m (U,) < oo,
^'OCT .CN'7^ ^

donc f est dans L^T).
Enfin ([22], p. io5) pour tout e19 de E,

lim mîf(z) ̂ lim iïïffn(z) = /z2 si z->e^.

Donc f(z) -> 4- 00 pour z —>- e^.
Alors si f désigne la fonction conjuguée de /*, f est continue sur T\E,

donc bornée sur D\^0 et il existe un entier p tel que la fonction

F ( ^ ) = =
[i+/^)+^)y

satisfasse aux conditions du lemme.
c. ç. F. D.

Supposons maintenant que E soit un ensemble de mesure nulle et soit 0
un ouvert contenant E. OnT est union dénombrable d'arcs ouverts dis-
joints J^. Chacun de ces arcs J^ est union dénombrable d'arcs fermés d'inté-
rieurs disjoints tels que l'ensemble de leurs extrémités est sans point
d'accumulation dans J^. Soit {ïn} l'ensemble de tous ces arcs fermés.
Quitte à enlever les arcs de cette suite qui ne contiennent aucun point
de E, on peut supposer que les points d'accumulation de l'ensemble des
extrémités de ces arcs appartiennent à E.

Il existe alors une suite {0, ,} d'ouverts tels que LcO^Co, chaque On
ne coupe que deux autres ouverts de la suite et tout compact de D^\E
ne rencontre qu'un nombre fini d'ouverts de la suite.

£ étant donné, on choisit une suite { Z n \ et un nombre N tel que

^£^<- et N'n;(i — £„) > — Log£; et on applique le lemme 4.1 à
nçN

l'ensemble E^==J^nE, avec l'ouvert On et £„; on construit ainsi une
suite {Gn} de fonctions de HE^U(T\ÉJ(D) donc de H^U(T\E)(D) telle que
I I G,, ||^i, Gn{z) == o pour z dans En, | Gn{z) — 11 < ^n pour z dans D\0^

et ArgG^(z) < £„. Le produit TTG^ converge ponctuellement sur D et
"€N
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uniformément sur tout compact de D\E; donc il définit une fonction
de H^D); de plus, G {z) < Gn {z) -> o si z tend vers un point de E^.
Donc G{z) est dans HEU(T\E)(D), de partie réelle positive et e-^^e
pour z dans D\0. La fonction (O-NG satisfait à la condition (ii) du théorème.

COROLLAIRE 4.1. — Soit E un ensemble de mesure nulle de T, l'injection
canonique de l'algèbre HEU(T\E)(D) | E, munie de la norme quotient,
dans <^(E) est isométrique. En particulier, cette algèbre est une sous-algèbre
fermée de (3&(E).

En effet, soit jfun élément de HEU(T\E)(D) | E et £ un nombre quelconque;
soit F une fonction de HEU(TM)(D) telle que F{ei^=f{eiQ) pour ^
dans E. F étant continue sur D U E , il existe un ouvert 0 contenant E
tel que ( F(z) \^\\f\\^+ £ pour z dans 0. D'après le théorème 4.1,
il existe une fonction G de HE u(i\E)(D) telle que || G|| = i, G(^'9) = i

pour e19 dans E et \G{z)\<—— pour z dans D\0. La fonction FG
est égale à f sur E et est de norme inférieure à ||/1L+£.

c. ç. F. D.

4.2. THÉORÈME 4.2. — Soit E un ensemble quelconque de T; les deux
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) m(E)=o ;
(ii) C , (E)=HEU(^E) (D) [E .

Si la condition (ii) est vérifiée, le spectre de l'algèbre HEU(^E)(D)[E
n'est pas isomorphe au spectre de HEU(TM)(D)$ en particulier, il existe
une fonction de HEU(T\E)(D) nulle sur E non identiquement nulle; et
comme dans le théorème 4.1, on en déduit que m(E) = o.

Réciproquement, supposons que m(E)=o.
L'algèbre <^(E) s'identifie à l'algèbre e(Ë) où Ë désigne le compactifié

de Stone-Cech de E, et HEU(^E)(D) E s'identifie à une sous-algèbre.
de e(E) que nous noterons A(Ë) et qui, d'après le corollaire 4.1, est une
algèbre fermée de e(Ë) et il suffit de montrer que A(Ë) est dense
dans <?(Ë).

Pour cela nous considérons deux compacts Ki et K^ de Ë et £ un nombre
quelconque, il existe deux voisinages Vi et V, de Ki et K^, compacts et
disjoints et nous notons K[ = Vi H E et K . ^ V ^ U E ; du fait que E
est dense dans Ë, tout point de Ki (resp. Ka) est adhérent à K, (resp. K,).

K\ et K, sont deux fermés relatifs de E; ils sont donc de mesure nulle et

^(^(^^EuW13)-
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On peut alors appliquer le théorème 4.1 à K^ ; il existe une fonction F
de HKÎU(T \KO(D) donc de HEU(T\E)(D) telle que

[[ F [[ = i , F ( z ) ==. i pour z dans K\,
| F (s) | <: £ pour z dans K g .

On considère l'image f de la restriction à E de F dans A(E), et on conclut\^
alors que pour tous compacts disjoints K| et Kj de E, et tout nombre £,
il existe une fonction f de A(E) telle que

[ | y [ |== i , f(^) =ï pour x dans Ki ,

| / ( ^ ) [ < £ pour x dans K-a.

On en déduit facilement qu'étant donné une mesure p- sur E orthogonale
à A(Ë), sa restriction à tout compact est nulle; p- est donc nulle et A(E)
est dense dans (S(Ë) donc égale à (3(É). Le théorème est donc démontré.

Dans le cas où E n'est pas de mesure nulle, on a la proposition suivante :

PROPOSITION 4.1. — Soit E un ensemble quelconque de T, alors

^(^^EU^WI^

Soit f une fonction de (^(E) de norme i.

Pour tout a dans E, il existe un arc ouvert I(a) tel que | /'(a) — f(^) \ < -,

pour ? dans I (a)nE. En décomposant l'ouvert 0=Ul (a ) comme
açE

dans le théorème 4.1, en arcs fermés d'intérieurs disjoints, on en déduit
que 0 est union dénombrable d'arcs J^, fermés d'intérieurs disjoints tels
que les points d'accumulation de l'ensemble de leurs extrémités appar-
tiennent à E et qu'il existe une suite \^n\ de points de EiïJn avec

1 f^n) - AP) 1 < \ ̂ m P d^s E n J..
On définit alors sur T une fonction Gi :
1|G. | |<2; -

G, (e10) == o pour / } dans T\^J J,.
/ iGN

Gi est continue sur chaque J^, de variation totale sur 3n H E inférieure

à -^ Gi(a^) ==/'(a^); de plus, si une des extrémités ^ de 3n appartient

à E (resp. à T\E) on pose G^n)=f(^n) [resp. Gi(P,)=o].
Alors Gi est continue en chaque point de Eu(T^\E).
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.Donc G-i appartient à LEU(^E)(T); [| Gi [| < 2, et [ /l(^o) - G, (^°) | < ^

pour e'° dans E; par un argument standard de série géométrique en
insérant le procédé, on conclut que f est dans LE^(T\E)(T).

c. ç. F. D.

4.3. DÉFINITION 4.1. — Soit E un ensemble quelconque de T. Un fermé
relatif K de D U E est d'interpolation pour HE(D) si (?/,(E) = HE(D) [ K.

On établit alors le théorème suivant qui généralise le cas de l'algèbre A(D)
([13], p. 208) et le cas où E est ouvert [12].

THÉORÈME 4.3. — Un fermé relatif K de D U E est £interpolation
pour HE(D) si et seulement si :

(i) m ( K n E ) = o ;
(ii) KO D est une suite d'interpolation pour H°°(D) [i. e. HT (D) KnD^F].

On vérifie facilement que les conditions (i) et (ii) sont nécessaires. Réci-
proquement, supposons que (i) et (ii) soient vérifiées; remarquons tout
d'abord que

H ( K n E ) U T ^ ( K O E ) ( D ) C Ï I E ( D ) •

Soit f une fonction de C^(E). D'après le théorème 4.2, il existe une
fonction F de He(D) égale à f sur K n E et il suffit d'interpoler la fonc-
tion / ' — F K .

On peut donc supposer que f est nulle sur K n E et de norme inférieure
ou égale à i. On sait, d'après le corollaire 1.1 de la i1'® partie, que

H - ( D ) | K n D = H , , — ( D ) [ K n D ,T\R n D '
donc

r^IÏE^(D) [ K n D .

II existe alors une constante M ne dépendant que de K et de E et une
fonction Fi de HE\R(D) telle que

[ [F i [ |<M et Fi(a)=/(a) pour a dans KnD.

Et il existe un ouvert 0 contenant K H E tel que

F i ( a ) < - pour a dans KnO.

D'autre part, d'après le théorème 4.1, il existe une fonction Fa de He(D)
telle que

(| Fa i l l i , F 2 ( a ) = o pour a dans KnE
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et

| Fa (a) | > —_ pour a dans D\0.

Alors la fonction Fi Fa est dans HE(D), nulle sur K n E

I I Fi F, [[< M et [ F i F ^ a ) — / ( a ) < 1 pour a dans K.

Par le même argument standard que précédemment, on en déduit que f
est dans HE(D) |K.

C. Ç. F. D.
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