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PARAMÉTRIX ET INVARIANTS
SUR LES VARIÉTÉS COMPACTES

PAR EDMOND COMBET.

On considère une variété riemanhienne (M, g) de classe C30, un fibre vec-
toriel E basé sur M. On donne sur les sections de ^ une dérivation cova-
riante L et un opérateur différentiel A qui, pour fç&(^M.) et ^ç&(^),
vérifie l'identité

A(/cp) = (A/)(p - 2 tr (6//(g) Lo) +/Acp,

où
A/^-^-V^,/, tr(^/(g)L9) =^/L,c?.

L'opérateur A est nécessairement d'ordre 2 ; il est elliptique si et seulement
si la métrique g est de type elliptique.

Lorsque g est elliptique, une paramétrix de A est naturellement donnée
par la théorie des opérateurs pseudo-différentiels. Cependant, en utilisant
les propriétés géométriques de M, ^, il est possible d'obtenir cette para-
métrix de façon bien plus élémentaire et valable en tout type de métrique.

Pour cela, l'une des méthodes consiste à développer cette paramétrix
suivant les puissances paires de la distance géodésique de (M, g). Ce procédé,
classique dans le cas des fonctions sur un ouvert de R/' s'étend aisément
à A moyennant l'usage du transport parallèle dans les connexions consi-
dérées.

Ceci est fait au paragraphe 1. Renvoyant à un article antérieur pour les
métriques hyperboliques, nous nous bornons ici au cas des métriques
elliptiques. Cette construction fait apparaître une suite de noyaux (i^)^o
de classe C^ sur Ejgî^ ' (E' est l'adjoint géométrique de ^).

Le problème naturel se pose alors de chercher les relations entre les
noyaux u, et les structures de M et ^. Le but principal de ce travail est de
donner quelques-unes de ces relations dans les cas importants où A est le
laplacien sur les formes ou le laplacien spinoriel, la variété M étant supposée
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248 , E. COMBET.

compacte orientable sans bord. Les résultats suivants sont énoncés au
paragraphe 2, le symbole Tr désignant l'extension aux sections de ^ g ̂ '
du crochet qui, à une section de ^ et à une section de ^', associe naturelle-
ment une mesure régulière sur M :

i° La suite associée au laplacien sur les p-formes est notée (^f)^oî

(a) Tr^-f = (— iV ^-^ Truf-^ ;
. / n ,. ,.o pour i ~^=- —, n == dim M,

(&) ——,̂  (_i)/> fTr^=
12 V7T) ^ M 1 /7 i / r \v v / p=o " f ^ (M) p o u r ^ = - , /z pair,

y (M), nombre d'Euler de M;

(c) Lorsque d i m M = = 4 v ^
T r ( o pour i-z^ 2^ ,

1 Ty, ̂  ,,2V / / y > v \ | ___ ;

^'^VM ' ^-j sgn(M) pour z = 2 ^

* est l'opérateur de Hodge, sgn(M) la signature (ou index) de M;

2° M est de dimension 2V, admet une structure spinorielle et (^);^u est la
suite associée au laplacien spinoriel; alors

i f ^ . . , , ° P01111 ̂ ^
. \ rr(3,^(^,j)|,^,=
4 ^ J ^ A (M) pour i==v^

^ étant l'opérateur de séparation des spineurs positifs et négatifs, A (M)
y\

étant le A-genre de M.
Les démonstrations de ces formules sont données au paragraphe 3

(remarquer que (&) est contenue implicitement dans un article récent de
Me Kean-Singer [11]).

La méthode utilisée est celle de l'équation de la chaleur; ce procédé
est suggéré par l'intervention des noyaux Ui dans les paramétrix de problème

de Cauchy pour l'opérateur . 4- ^ ^t est inspiré de travaux de

S. Minakshisundaram et Pleijel [13], M. Berger [2]. Les résultats énoncés
au paragraphe 2 deviennent les conséquences aisées d'une expression
intégrale des nombres de Lefschetz due à T. Kotake [7] ; dans le contexte
simple qui nous intéresse ici, nous n'utilisons qu'une forme très particulière
de ce résultat de T. Kotake et nous en rappelons la démonstration au para<
graphe 3.

La méthode de l'équation de la chaleur est encore utilisée au paragraphe 4
dans l'étude de certains noyaux rencontrés au paragraphe 3. Ceci permet,
d'autre part, de préciser l'intervention des noyaux ui dans le comportement



250 E. COMBET.

la dérivation covariante riemannienne canonique de (M, g) et on considère
sur les sections de ^ une dérivation ovariante :

L : ê(^)-> êCrM®^).

Dans les cas intéressants, ^ est associé à un fibre principal dont le groupe
structural est un groupe de Lie G et L se déduit d'une connexion infinité-
simale donnée sur ce fibre principal {voir^ par exemple, Pham Mau Quan [14],
chap. V).

Nous désignons par A tout opérateur différentiel : ^(^—^(E) qui?
pour /*€ê(M) et ç€<ê(^) vérifie l'identité suivante :

(i.B.i) A(/9)=(A/)9-2tr(6y(g)Lcp) +/Acp,

où A/* est l'action sur f du laplacien usuel de (M, g) (A/'= — tr(VV/*)) et
ouïe symbole tr désigne l'extension à ê(T* M(^)T* M 0 E) de l'opération
de trace par rapport à g dans T*M(^)T*M.

La relation (1. B. i) entraîne que A est nécessairement d'ordre 2; son
symbole o-^ est alors donné pour açT^M et u€^ par l'égalité :

^(^^)^=^^:A(/^)(^),

où /'€<§($) vérifie f(x) == o, df{x) = a et où ^ ( x ) == u. Ceci donne

O-A {œ, a) u ==. (̂ ' (x) a^a^) u

et A est nécessairement elliptique [puisque (M, g) est supposée de type
elliptique].

Exemple 1. — A est le laplacien de De Rham-Lichnérowicz sur les champs
de tenseurs.

Exemple 2. — M admet une structure spinorielle et A est le laplacien
spinoriel de Lichnérowicz.

Exemple 3. — A partir des données de A et de L on considère la dérivation

V (g) L : ê (T*M (g) 0 -> ê (T*M (g) T*M 0 Ç)

définie par
(V 0 L) (a (g) cp) = (Va) (g) 9 + a (g) Lcp,

puis on pose :
A = = — t r ( ( V ( g ) L ) o L )

ou, plus généralement,
A r = — t r ( ( V ( g ) L ) oL) +C,

où l'on donne C€ê(End^).
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de la fonction ^ associée à A. Pour les formes, on obtient en particulier les
résultats suivants :

résidu ( Ç ; - — / ) == ——————-————- / Tr//f,
v 3 / (^)' l^fw-<V«

— bp pour n impair,

— — ̂ + (2 ̂ n}~n \ ̂ 4 pour n pair,
J M -2

où l'on a posé :
il = dini M,

bp^p^^ nombre de Betti de M,
H . . . .< == i, 2, . . ., — — i pour n pair, i == i, 2, . . . pour /i impair.

1. CONSTRUCTION GÉOMÉTRIQUE DES PARAMÉTRIX. — Dans ce paragraphe,
(M, g) est une variété riemannienne de type elliptique, de classe C00, de
dimension n\ ^ est un fibre vectoriel complexe de rang fini basé sur M.

A. Noyaux. — On désigne par û le fibre volume de M; c'est le fibre
vectoriel de rang i associé au fibre des repères sur M par la représentation

-i
qui fait correspondre l'homothétie r — dét a r sur R à tout élément
a€GL(7z, R). Les mesures régulières sur M s'identifient aux sections C33

de û.
On introduit le fibre ^* dual de ^ et le fibre ^' = ^* 0 û adjoint géomé-

trique de ^. Par l'isomorphisme ^'~Hom(^, û), la donnée de deux sec-
tions ® de ^ et ^ de ^' détermine une section :

œ^M -> <cp(^), ^(^)>,,e^.

Lorsque y et ^ sont C30 cette section est une mesure régulière sur M;
si, de plus, l'intersection des supports de y et ^ est un compact de M,
cette mesure peut être intégrée sur M et détermine le crochet :

(l.À.i) <?^>= f<?(^^)>,r.
^ M

Les espaces ê(^), ^(^) ont leur sens et leurs topologies usuelles. Le dual
vectoriel topologique de ^(£') [resp. t0(^)] est noté (-©'(F) [resp. ^'(!;')];
c'est l'espace des sections distributions de ^ [resp. de ^ /) et, par (l.A. i), on
a les inclusions : ^a)cêa)c^a)c^(o,
avec des inclusions analogues pour E'.

B. Opérateurs différentiels A. — On note
V : & ( Ï*M ) -> & ( Ï*M (g) T*M ) •
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C. Paramétrix de A. — On désigne par i; N ^ / le produit tensoriel externe
des fibres ^, ^ / ; ce fibre est basé sur MX M et l'on a : (^ g ̂ )(x,v)= ̂ 0 ̂ -

Une paramétrix P pour A est un noyau très régulier, élément de
^'(^ El ^ ' |V) , où V est un voisinage de la diagonale de MX M pour lequel
il existe'un entier /c^o, un élément Qe C^E M ^' [ V) tel que

A,P(.r,y)=ô(^r)+Q(.r, j) ,

SG^'Ç^ El S') étant le noyau associé à l'identité sur ^(S).
Comme nous l'avons dit, une telle paramétrix P, avec un complément Q

de classe C00 est donnée par la théorie des opérateurs pseudo-difïérentiels.
Cependant, en utilisant les propriétés géométriques de M et ^ il est possible
d'obtenir P de façon bien plus élémentaire.

L'une des méthodes consiste à développer P suivant les puissances de
la distance géodésique dans (M, g) et à déterminer convenablement les
coefficients de ces puissances. Ce procédé est classique dans le cas des
fonctions sur un ouvert de R7' où l'on donne une métrique de type arbi-
traire; voir^ par exemple, J. Hadamard {Lectures on Cauchy's problem)
et peut être aisément étendu aux opérateurs plus généraux; (w'r, par

* exemple, E. Combet [3]. Cette généralisation utilise de façon essentielle
la notion de transport parallèle dans les connexions considérées.

E. Transport parallèle. — Dans le produit MX M on considère un voisi-
nage V de la diagonale, normal pour la structure riemannienne de (M, g).
Pour tout couple {x, y) € V il existe une géodésique unique, que nous noterons
xy qui joint x et y et x appartient au domaine d'un système de coordonnées
normales relatif à un repère orthonormé de l'espace tangent TyM. On peut
de plus supposer que ^ est trivial sur ces cartes.

La donnée de la dérivation covariante L dans le fibre ^ définit la notion
de transport parallèle le long de la géodésique xy'^ à chaque élément U c ^ E r ?

f ce transport fait correspondre un élément Us€=^? z€.xy, tel que

Lx.i^=== o, X^; tangent en z à xy.

On obtient ainsi un isomorphisme : ̂ ~^, pour {x, î /)eV et par suite
une section locale 6 de Ç S ̂ * au-dessus de V. Les propriétés locales de 6
s'obtiennent de la façon suivante : on peut trouver n fonctions X', de
classe C00 sur V telles que les nombres



252 E. COMBET.

soient les coordonnées de x dans un système de coordonnées normales
n

pour un repère orthonormé de TyM, ce qui suppose que^. (X')2 = i.
i-=.\

En fixant y et en posant

u^.= (i^ ( x ) , . . ., ?//" (x) ) (/i == ran^ de £)

on obtient le système d'équations différentielles :
n il k

^X' (^, y) ̂  u» (x) =^ ̂  X' (^ j) A^ (.r) w,P (^),
;=1 ;=1 ^==1

où les A^ sont des fonctions C\ Ce système se ramène à

^ ̂  (r) ==^X- (.r, j) A^ (^) ̂  (r)
^

et 0 est la résolvante de cette équation. En remarquant enfin que, pour
r^o, d^r^^x, y) est la forme qui correspond à un vecteur tangent en x à la
géodésique ~xy dans l'isomorphisme T^M ~ T^M défini par ga-, les propriétés
de 6 peuvent se résumer de la façon suivante :

LEMME l.E. — 6 est de classe C00 sur V, 9 coïncide avec Videntité sur la
diagonale de MX M et

\^X 1r -^ 6 {x, J) == ^ tr^ (^r2 {x, y ) (g) L.^.9 (^, j) ) == o.

F. Construction des paramétrix. — On introduit sur V la fonction

p(^j) =:(dét^y(^))~4,

où les composantes gij du tenseur métrique g sont écrites dans un système
de coordonnées normales pour un repère orthonormé en y.

On considère ensuite le noyau :

UQ (x, y) = p {x, y) 0 (^, j) v (j),

où p est la mesure rienannienne canonique de (M, g) et où les noyaux u^
t'^i^ sont déterminés par récurrence à l'aide des équations

(1•F• I) «^-^((-^^^))
L ( x^

+ ̂  (^, j) -^— ̂  (^5 J) + A (^) ̂ -i (-^^ J) == °

écrites dans le système des coordonnées polaires géodésiques pour un repère
orthonormé de TyM.
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Ces noyaux ui sont de classe CT sur V et permettent de construire une
paramétrix de A.

THÉORÈME 1. — {a) Pour n impair > 2, le noyau

"_3V . . f " - , -<

est, pour tout entier N > ——— une paramétrix de A avec un complément Q
n — 2

2

de classe supérieure ou égale A N — —— .

(fc) Pour n pair > 2, ̂  noyau

r(--i
V 3

4«'
)(.„-„ •2——— / • / n \ ( n Q \ / n •\

-'n.-2 .-3 •••( . -•- (

Lo^ r2

^' — •
r"
1^

es< une paramétrix de A a^c un complément Q rfe classe C00.

Pour la preuve détaillée de ce théorème, nous renvoyons à E. Combet [3],
§ V.2), où des résultats analogues sont obtenus en métrique de type quel-
conque. La méthode utilisée est celle des fonctions holomorphes X -> r2^'2

à valeurs noyaux, le noyau r2^ étant la valeur prolongée de cette fonction

au point X = — n, le noyau Logr2 étant défini par la valeur de ̂  r^
i i

pour [̂  = o.
Pour la suite, le théorème suivant est fondamental :

THÉORÈME 2. — Le noyau
n

P(t^^)={2^)-fit~le^(
r2 (^ ,y) '

M ^^u.i^x, y)

est, pour N > n une paramétrix pour l'opérateur de la chaleur -^ + A.

Cela signifie que :
(a) P est de classe C00 pour t > o et sur un voisinage normal V de la

diagonale de MX M;
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(^) ( ) + ^-) P^? ^? y) s'étend en une fonction de classe positive

(en fait ̂  N — ^) sur [o, + oo [ X V ;

(c) P étant une extension CT de P sur ]o, - { " ^ x M x M , pour toute
y€^($) on a

^== ] im<P(^ .,j), c?(j)>,
/>()-!-

où la limite tient dans ê($).
La propriété (fc) s'obtient, par un calcul sans difficulté, mais assez long

où interviennent les hypothèses faites sur A :

A (/(?)== (A/) Q - 2 tr(^/(g)Lc?) +/A9,

ainsi que les égalités :

/• -̂ -̂  0 (.r, y) = o (lemme 1. E) ,

i 0 i , i, ^ - l ^ / / ^ ' ^- l^
p^P———.^1^ -^A(d^7) - ) .

A.,/•^(^J) ==-2^+-^^P

et les égalités (l.F. i) qui définissent les noyaux Ui.
Pour démontrer (c) on peut supposer que le support de ç est un compact

contenu dans le domaine d'une carte de M qui trivialise Ç, puis on applique
les propriétés classiques du noyau de Gauss

(2v/7:)-^exp(-^)

de R".
Pour le laplacien usuel sur les fonctions, voir par exemple S. Minakshisun"

daram et A. Pleijel [13].

2. NOYAUX Ui ET INVARIANTS DE LA VARIÉTÉ M. — NOUS donnons ici

quelques relations entre les noyaux Ui et les invariants de M lorsque M est
orientable compacte pour les laplaciens sur les formes et les spineurs. Les
résultats obtenus seront prouvés au paragraphe 3.

A. Traces. — On reprend les notations du paragraphe 1; soit o
^eê(^); nous avons défini au paragraphe l.A la section :

, .̂ . -s-Ê(E),

^-^<cp(^), ^(^)>.,.

de fibre volume û. Cette opération s'étend aux sections locales s de E B ^'
définies au voisinage de la diagonale de MX M. Nous la noterons Trs(x).
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Nous avons donc
Tr (o (g) ^) (^) == < (h (.2-), d> (.^) >.,..

Lorsque 5 est C00 à support compact, la mesure Trs peut être intégrée
sur M et ceci donne

Çïrs=
•Ar

•Tr^=<<^>.
/^

B. Le laplacien sur les formes. — Pour chaque entier p == o, i, . . . ,
yz= dim(M), on désigne par A^M le fibre des formes alternées complexes de
degré p sur M.

Les résultats du paragraphe 1 peuvent être appliqués au laplacien A^
de De Rham [15] sur les p-formes. Ceci donne pour chaque p une suite
(^f)^o de formes doubles associées aux problèmes de paramétrix pour A7'.

Pour p = o, i == o, i, 2 les fonctions u^ ont été utilisées par M. Berger [2]
dans son étude des relations entre le spectre de la courbure d'une variété
riemannienne. Nous donnons ici d'autres relations vérifiées par ces formes uf,
P=;°-

Notons que la formule du théorème 4 (a) ci-dessous est contenue impli-
citement dans l'article de Mac Kean-Singer ([il], § 6, form. ( i ) ) et que la
considération de la paramétrix P remonte à M. P. Gaffney [6] pour les
formes.

THÉORÈME 3. — Si M est compacte orientable, alors

Tr u^ = ( — i Y ^n-^ Tr H^-P

pour p = o, i, ..., n et pour chaque i.

THÉORÈME 4. — On suppose que M est compacte orientable. Alors :

(a) On a Inégalité :
. / no pour i -^=. — ,

———^y[Tr^=
t/TT —— JM2 \ l n ) ,^ ^ yJM) pour ,=- , / îpa ir ,

\ 2

%(M) étant le nombre d'Euler de la variété M.

(fc) Si M est de dimension 4 v? v entier > i :

^Tr(*^^(^,J))^.,=I6v7^2vsgn(M),
Jv

où -k est l'opérateur de Hodge sur les formes et sgn(M) la signature de Hirze-
bruch de la ^aritété M. Pour iy^iv l^ intégrale ci-dessus est nulle.

Ann. Éc. Norm., (4), III. — FASC. 3. 34
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Ces théorèmes seront prouvés au paragraphe 3 par la méthode de l'équa-
tion de la chaleur. Notons que les résultats du théorème 4 posent le problème
de l'expression des fonctions Tri^f en fonction des formes de courbure.
Rappelons que bous avons, dans un système de coordonnées normales
pour un repère orthonormé en y :

u^ {x, j) == p (œ, y) 0 (^ y) ^ (j),

V p(^y)2^^P^^)
a

u^(x, y) ( i - -——r 21^7—— P(^ J)) 4-V^V^) u^(x, y) + A/^) <.., (^, j) == o,
\ P \^i ..> / ~~ UJL / '*""

d'où l'on déduit immédiatement :

^ (J, J) =- } ̂  (^) <i (^. 7).ï=.r.

Ainsi :

Tr ̂ Ç == ( dim \P M ) c = ( (\

Le calcul de u^ nécessite les développements à l'ordre 2 de g i / et de 9 autour
du point y. On trouve par exemple, en désignant par T la courbure scalaire
de M :

^; {x, x) = - T (x) v (x) (M. Berger [2]),

,, _ ^
Tru} (œ) = ——— r (.v) ^ (x) , (M. Berger)

et un calcul analogue donne

f(^r^)=(n^^-n+.)fr...
•A, \ Ia )J^

Pour n = 2, en appliquant la formule (a) du théorème 4 on retrouve ainsi
la formule de Gauss-Bonnet :

•^-ùf-"'
Les développements limités de g,/ et de 9 autour du point y ont pour

coefficients des polynômes des dérivées covariantes du tenseur de courbure.
Il en découle que les fonctions Truf ont des développements du même type.
Cette remarque, due à Me Kean-Singer ([il], § 7) a été exploitée par ces
auteurs pour calculer les fonctions u\ (x^ x) pour i = = i , 2. Cette méthode
nécessite la connaissance de ces coefficients pour des variétés de référence
(sphères, espace hyperboliques), ceci a été fait par Me Kean-Singer pour
les fonctions (p == o) mais ne semble pas être connu pour les formes (p^i).
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C. La laplacien spinoriel. — On suppose que M est orientée de dimension
paire n = = 2 V et on désigne par (^l(M) le fibre des repères orthonormés
orientés de M, de groupe structural SO (n). On admet que l'on peut déduire
par extension de Ûi{M.) un fibre principal S (M) dont le groupe structural
est le revêtement universel Spin(n) de S0(n).

En choisissant la représentation spinorielle complexe (de dimension ^)
de Spin(n) on obtient alors un fibre vectoriel ^ basé sur M par association
avec S (M); ^ est le fibre des spineurs sur M.

La connexion riemannienne canonique de (M, g) induit sur S (M) une
connexion infinitésimale qui, par association, donne une connexion linéaire V
sur S; (A. Lichnérowicz [9]). Le laplacien spinoriel sur S est alors l'opérateur
différentiel :

A=-V-V.+^

où T est la courbure riemannienne scalaire de (M, g).
Désignons maintenant par ^ l'opérateur de séparation des spineurs positifs

et négatifs de ^, par i^ le spineur double de rang v associé aux paramétrix
de A et par À (M) le À-genre de Hirzebruch de la variété M. Il vient :

THÉORÈME 5 :

(2v /7r )"Â(M) = fTr(B^(.^j)).^..
17 M

Ce théorème sera prouvé au paragraphe 3.

3. MÉTHODE DE L'ÉQUATION DE LA CHALEUR (M COMPACTE).

A. Noyau de diffusion. — Nous avons vu au paragraphe l.B que le sym-
bole de A s'écrit

(TA (^, a) u = (^' {œ) a,a;) u

pour a € T^M et u € Ïx-
Avec ces hypothèses et en supposant la variété M compacte^ une bonne

théorie de l'équation de la chaleur existe pour l'opérateur . -\- ^. On

en trouvera l'étude locale dans S. D. Eidelman [4] et l'étude globale sur
une variété compacte dans T. Kotake ([7], § 7). Ceci assure notamment
l'existence de l'unicité d'un noyau élémentaire E((, x^ y) pour le problème

de Cauchy relatif à l'opérateur de la chaleur ^ + A. En posant

R + = { r € R ; r > o } , ce noyau appartient à ^(R^ (g)(î)(^ B ^') ; il vérifie
l'équation

(^+A,^E(^j )=o
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et la condition
9==: l im<E(^ . ,J) , 9(.y)>

<>()-+-

dans ^(^).

Ainsi dans chaque ç€^(^), la fonction

. ^(^):=<E(^^j), cp(j)>

est l'unique solution du problème de Cauchy :

(^+A^=o,

^(o, .) =cp.

Nous dirons que E est le noyau de diffusion pour A.
La construction du noyau E s'obtient en partant de la paramétrix P

du théorème 2 ( § 2. F) étendue de façpn CT sur R+ X M X M, ce qui donne un
noyau Pçd^R"^) Çf) cD(^ B ^ /). On procède ensuite de la façon suivante
(S. D. Eidelman [4], § 2) :

On pose
E (/, x, y ) = F (t, x, y ) 4- W (^ x, y ) ,

avec

W(/-, x, y ) == f du f<P(^- u, x, z ) , R(^ .;, y ) >„
«-'O ^ M

où R est à déterminer de façon que

( à . \ - ,
^+A, . |E ( / , ^ j )=o .

Ceci conduit à

/^ + A^ P (?, .r, J) + R (?,^ J)

- f du f( ( ô -+- A.,) P (t - u, x, s), R (M, s, y) }=o,
Ja .AiXV"" / / z

soit, en posant

K(t, x, y) ==- ( ( ) +A,) P ( t , x , y),
\ Oi }

la relation

R(^ ^j)==K(^ ̂ j) + Ç du ^K(f-u, x ,z ) , R(u,z,y)y,.
^u J^
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Cette équation de Volterra est alors résolue par la méthode usuelle des
approximations successives en posant

Ro(^ ^ j )=^R/ . (^ x , y ) ,
m=o

avec
Ro(^ x, y ) = K ( ^ x, j),

H/. (^ ̂  r) = f ̂  f< K (^ - ̂  ^, ^), R/.-i (^ ^, j) >r..
^»> ^ M

Rappelons que
_. _.K^/^ \

P(^^j)=(2V7r)-7^ •̂  4 < (^^^(^J)^
\ î=0 /

d'où l'on déduit aisément

(^ + A,') P (^ ^, y) = (2 v/7^)-^N-2^-^ A, ̂  (^ j).

De cette expression et de l'égalité
TrE (^ x, x) == TrP ( (^ ^, ^) + TrW (^ ^, ^),

il découle alors

LEMME S.A. — Pour t>o, x^M et tout entier N > ^:

( N \
_ _71 • \

Tr.E(^ x, x) = (2 v^)-"^1 ]^Tr^(^) J+ ̂ (/, ^),
z=0 /

OÙ

[IM^lIco^Cte^"^1.

De cec^ OM déduit notamment le développement asymptotique :

(_ _" cc \
(3.A.1) TrE(^^^) ^ (2V/7^)-/^• •2 V^Tr^.(^) )t>o+ êl 7
Ja^ C^^).

B. Preuve du théorème 3 (§2 .B) . — On suppose que M est compacte
orientable et on note (^f)^o ^a sulte des formes doubles associées aux
laplaciens A^. Chaque fibre A^M est naturellement muni d'une structure
hermitienne (u/u') qui détermine un isomorphisme antilinéaire A :
A^M -> (A^M)' caractérisé par

<A^,^>,==(^|^)..^(^)
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pour u, u'eA^JM. Soient y et ^ deux sections de A^M; pour chaque a;€M
on pose

t^(?0^) (^) = (?(^) 1 + ( ^ ) ) .

Cette opération s'étend aux sections s du produit ^ B ^ définies au
voisinage de la diagonale de MX M; on note encore •tr^-s(x) et on a

tr^s (x) v (x) == Tr (A,, s (x, y) \,^),

où Tr a été définie au paragraphe 2. A.

Désignons maintenant par E7' le noyau de diffusion associé à ^p et
posons

¥P (t, x, y) == A^ EP (t, x, y ) .

Soit -k l'opérateur de Hodge sur les formes ; on sait que

*A^r=A7^*,

(*)2=(-I)^-^

d'où il découle

( — -+- ^'i~~') (^) ) ( *.. *r ̂ p (^ ^. J) ) ̂  0-\0i j

De plus, pour chaque ye^A^M), la forme

f(*.*,-F^ ^y)\^(y))y^}/)=-k..f(^(t, .,j)|*yï(j)).r^(j)
^ M ^ M

tend vers
(*)2çp^=(-i)/^-/^.

Par le théorème d'unicité du problème de Cauchy, ceci prouve que

*x. *,- F/^ (t, x, y ) = (- i)^-/-) F—/^ (^ x, y ) ,

d'où
tr^F/^ (t, x, x) == (~ I)/^-/>)tr^F/^-^ (^, .c, .c),

ce qui, compte tenu de la formule (3.A.i) entraîne

Tr^:= (— i)/^-/^Tr^-/\

C. ly/ze formule de T. Kotake. — Considérons deux fibres vectoriels
hermitiens ^+, $- basés sur M et un opérateur différentiel elliptique D :
(^+) -> (^~) dont on note D* l'adjoint pour ces structures hermitiennes.
Chacun des opérateurs :

A^^IYD, A-^DD*

est elliptique, autoadjoint, positif pour les structures préhilbertiennes
naturellement associées à ces données sur cOÇ^) et c0^~~),



PARAMETRIX ET INVARIANTS. 261

Désignons par c r ( . ) le symbole d'un opérateur différentiel (au sens
de T. Kotake, [7], § 1). Alors o ^ f A ^ ) . ^ est pour tout élément non
nul e de TJM, un opérateur autoadjoint strictement positif sur ^. Ainsi

l'équation de la chaleur ,, 4- ^± a les propriétés énoncées au para-

graphe S.A. Désignons par E^ les noyaux de diffusion associés à ces opé-
rateurs et notons ind(D) l'indice analytique de D.

Dans notre contexe, la formule (46) de T. Kotake (f7], § 6) s'écrit :

ind(D) = fTrE-^, x, x) — ÇïrE-Çt, x, x).
u M ^ M

Dans le cas simple qui nous intéresse ici, la démonstration de cette formule
s'établit de la façon suivante :

Désignons par E7 les noyaux E^t, ., .), notons H^ les noyaux associés
aux projections orthogonales sur les sous-espaces KerÇA^) de ^(^±) et
G± les noyaux de Green des opérateurs A^.

En notant ï± les opérateurs identité sur cO^) il vient {^oir §4.B) :

I±=:H±+A±G±.

On a, d'autre part, les égalités

DA-^A-D, A^ÏP^o,

d'où, par le théorème d'unicité du problème de Cauchy,

DE^E^D, ErH^H^
Ainsi, en posant

S,==E^D*G-,

on obtient les égalités

E^:=E^(H+4-A+G+)
=:H++E^JyDG+
^ lï^ + E-j- D* G- D ( car DG+ ==: G- D )
=II++S,D,

Er==E7(:li-+A-G-)
=H-4-E7DD*G-
===H-4-DE^D*G-
=IÏ-+DS,.

Comme au paragraphe 3.B, la donnée de la structure hermitienne h
sur ^+ et de la mesure riemannienne canonique p sur M détermine un iso-
morphisme antilinéaire A : ^c^^)' caractérisé par

< Au, u ' >^== /̂ . (u^ f/) v {x).
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Ainsi, pour une section s de ^+ E (^+)' et en posant 3(^, y) = A^' ^(rr, y\

fTr(.ç(.r, j) D,) |^= ^^/^(œ, y ) |,.^(^)
^M ^ M

== ^ tr/ ,D^^(^,j) [^^(.c)
^M

== ^ TrD^^j-) ̂ .
^Ar

Ceci donne

( Trî^- fTr,== f TrH^ - rTrIl-
^M ^M ^ M ^ M

== dim KerA^— dim KerA~

== dim KerD — dini KerD*

==ind(D) .

Remarque. — Nous verrons au paragraphe 4. D que les noyaux H^ et Si
sont C^.

De la formule de T. Kotake et du développement asymptotique (S.A. i)
il découle immédiatement :

LEMME 3.B. — Supposons que les opérateurs A^ remplissent les conditions
ci-dessus et celles du théorème 2 (§ l.F). Alors :

l . , n
o pour^^-,

(2V/7r)"(J (Tr^-Tr^))=j
^ M i I n d ( D ) pour /== — ' ) J i pair.

n

D. Preuve du théorème 4 (a) (§ 2.B). — Le fibre Q) A^M se décompose
p=o

en somme directe ^©S , où ^(resp. $~) est le fibre des formes de degré
pair (resp. impair). On désigne par d l'opérateur de dérivation extérieure,
par d* l'opérateur adjoint pour les structures hermitiennes naturelles sur
les fibres des formes. On pose D = d + d* : ̂ + -> ̂ ~ et D* = d + d* : ̂ ~-^ ^+.
Il est bien connu que

ind(D)z=%(M),

nombre d'Euler de M. Du lemme ci-dessus il découle immédiatement :

n
:•.<v/-7:)-"•y(.-l)/-fT/•<=-:

^^ ^\\

o pour i-z£ —i-•• / i-ï

. 1 1y ( i \ l ) pour / == ? n^ pair.
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E. Preuve du théorème 4 (V) (§ 2.B). (dimM = 4v) . — Sur le fibre des
n

formes Q) A^M, on considère l'endomorphisme a défini par
p=o

P(n—p)
aîp = = ( — i ) 2 *9

7l

pour ©^^(A^M). Alors f^^Id et le fibre çf) A^M est somme directe
p=0

^(BS" avec yeâ?^) si et seulement si ay == ̂  y. On prend encore
D = d + d * , on pose

E=E O +E l +. . .+E / ^ î

il vient
E±=zl (E±a^E)

7l

puisque aA = Aa sur Q) A^M.
p=o

Sachant que (Atiyah-Singer [1])
i nd (D)==sgn (M) ,

on obtient
-^-Cïr^E(t, x , y ) |^=sgn(M),

d'où
-^ I^^T^*^E2v(^^y)L^=sgn(M)

et
1 r^. ,.2v^ v ^ | -( ° pour^2v,-^7—^ / IrX.r^- \^'>y)\y=x—\10 7r JM ( sgn(M) pour ^ == 2v .

F. Preuve du théorème 5 ( § 2 . C ) (d imM==2v) . — Nous suivons ici
A. Lichnérowicz [10]. L'algèbre de Clifîord C^R'2) est engendrée par un
élément unité et une base orthonormée (<°i, . .., en) de l'espace euclidien R"
astreinte aux conditions

(e^Y=z—i, ea6?p-4-epea=o, a7^P-

La représentation spinorielle r de C^R'1) se fait.par des matrices qui
opèrent dans un espace vectoriel complexe V de dimension 2^, où l'on peut
choisir un produit hermitien de façon que les matrices de Dirac ^^r^a)
soient antihermitiennes et que la restriction de r à Spin(n) soit unitaire.

On pose
Î

i pour n = o (mod4),
s== __

\— i pour n = 2 (mod4)
Ann. £c. Norm., (4), III. — FASC. 3. 35
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et on considère sur V l'action de la matrice

(Bz^s-^y2. ..Y".

Alors ^=ïd, ? est hermitienne, [3^°'==—^P et, pour AeSpin(yi),
r (A) [3=pr (A) puisque les éléments de Spin(n) sont pairs.

Ainsi la restriction de r à Spin(yi) se décompose en somme directe de
deux représentations r4', r~ qui opèrent sur deux sous-espaces orthogonaux
supplémentaires V^ de V, de dimensions 2V-1.

Par remontée au fibre ^ des spineurs sur M, on obtient une structure
hermitienne h sur $ et une décomposition ^ = ̂ +® ^~ en fibre des spineurs
positifs et fibre des spineurs négatifs.

La connexion riemannienne canonique de (M, g) est définie localement
sur M par une forme oo à valeurs dans l'algèbre de Lie de SO {n). La connexion
spinorielle associée est décrite par la forme

c r — c O a p Y 0 ^

à valeurs dans l'algèbre de Lie de Spin(Tz). Soit <p une section difïérentiable
de ^. Au-dessus du domaine U d'une carte de M, on choisit une section
de S (M) et la section associée de Ûi(M) dans l'extension. Dans ces repères,
la partie principale de <p est une application o;eU-^(y1, . . . , y^eV et
la partie principale de la dérivée covariante de y s'écrit :

V^^^^+^Cap^ïPcp)^

où les Capu- sont des coefficients de Ricci de oo dans les repères orthonormés
choisis.

L'opérateur D de Dirac s'écrit

(Dep^^y^V^

^V^y)^

C'est un opérateur différentiel ^ -> ^, autoadjoint pour la structure préhil-
bertienne induite sur ^($) par la mesure riemannienne ^ de M et la struc-
ture hermitienne h de ^; on a, en effet :

/^(Dcp, ^)==^(Y^ ^ ) 4 - / ^ ( c p , D ^ ) ,

d'où, par intégration,
fÀ (Dcp ,^ )p=rÀ( (p ,D^)F .

^M ^ M

Le laplacien spinoriel A peut alors être obtenu en posant

A^D^D^D.



De l'égalité

on déduit

PARAMÉTRIX ET INVARIANTS. 265

T^^-Pï01

Dp==—pD

et l'opérateur de Dirac opère de ^ dans ^. Sachant qu'il est elliptique
(A est manifestement elliptique); sachant aussi que l'indice de D : ^+-^^"
est le A-genre de la variété M (Atiyah-Singer [1]) on peut appliquer la
formule de Kotake en prenant

E±(^ x, y ) = ^ (E ( £ , x, y ) ± (3,E (^ x, j)),

où E est le noyau de diffusion pour A sur les fibre spinoriel ^. Avec les
notations précédentes, ceci donne

r o pour i' ̂  v,
/Tr(^.(^j))^.=< / - ^ , -

JM (2 V 7^ -/x (M) pour i == y.

4. NOYAU DE DIFFUSION ET FONCTION D'UN LAPLACIEN.

A. Hypothèses et notations. — Dans ce paragraphe, (M, g) est une variété
riemannienne compacte, ^ un fibre vectoriel hermitien sur M. Pour <p,
^eeO(^) on pose :

(cp|^)=: fh(^^)^.
JM

On considère sur ^ un opérateur différentiel A = D*D du type étudié
au paragraphe 3. C pour lequel on note E le noyau de diffusion. Nous
supposerons que A est d'ordre im et nous dirons simplement que A est
un laplacien sur ^.

Nous noterons encore A l'isomorphisme antilinéaire : ^ r^i ^' défini par
la donnée de h et de v. On a notamment

( ^ | 9 ) = < A c p , '^>,
où l'on a posé

<A(p^>=r<A(p(^^)>,.
i^M^M

Enfin pour tout s réel, H^(E) est l'espace de Sobolev de rang s pour ^.
On sait que H°(^) peut être considéré comme le complété de ^(^ pour
le produit intérieur ( ).

B. Fonctions du laplacien. — A toute application linéaire continue T :
<®(S) —^ ^{^) est associé un noyau N^e^'^ B ^') défini par

T(cp)=<NT(. , j ) ,9( j )>

pour (p€<®(^) et aussi un noyau NT= A'1 Nï€û3'(? 13 ^).
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Désignons par P\ le projecteur orthogonal sur le sous-espace propre de A
pour la valeur propre X de A. Le noyau H>,€^'(^ Q ^') associé à P\
s'écrit :

H^^Ta^A^,
a

où la somme (finie) porte sur une base orthonormée { fa} du sous-espace
propre considéré, cette base étant constituée de sections propres de A pour X.
On a donc

H^=V 9a®<Pa

a

et H),, Hx sont des noyaux C00 dégénérés.
Plus généralement, à toute fonction F définie sur la demi-droite réelle

positive, on associe l'opérateur de H°(^) défini par

LF=^F(À)PX
)^0

dont le domaine de définition est le sous-espace

K ( L p ) = { ( p € H o a ) , ^ ; [ F ( À ) ^ [ | P x 9 H 2

( A^O

Lorsque <®(^) est contenu dans K(Lp), le noyau

NF=^F(À)H),
)^0

est alors associé à Lp dans <^'(^ B ^'). En d'autres termes, si nous désignons
par {\i} = [ o = Ao^X^X2<. . . } le spectre de A, par { y ,} une base
orthonormée de H°(^) constituée de sections propres correspondantes,
on obtient la décomposition en série de Fourier :

NF==^F(À,)cp,.0cp,
1=0

de NF associée à Lp dans ^)'($ @ ^). On remarquera que si F n'est pas
définie au point 0, on peut poser

LF=^F(À)P,,
>0

NF=^.F(7,)9,(g)^
i=io

où ^^ est la première valeur propre non nulle dans le spectre de A.
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C'est le cas notamment pour les fonctions F(X) == X"^ X > o, sçC
pour lesquelles on a

N,=^(Â,)--^(g)^.

Remarquons que N_i est le noyau associé à l'opérateur G de Green
socié à A; on a, en effet,associé à A; on a, en effet

9=Po(cp)+AG(cp)

pour y€^($), Pô étant le projecteur orthogonal sur les sections harmo-
niques (éléments de KerA).

Les propriétés des noyaux N.y sont connues, souvent dans un cadre plus
général [voir les articles de R. T. Seeley [16] et D. Fujiwara [5]) mais la
généralisation des méthodes de T. Kotake-R. Narasimhan [8] donne
aisément les résultats utilisés au paragraphe 3*C. Ceci est l'objet des para-
graphes suivants.

C. Le semi-groupe exp(— (A). — Le noyau de diffusion E associé à A
étant de classe C00 opère sur H°($) et définit pour chaque ( > o un opérateur
linéaire T( :

T,cp=<E(^ .,y,cp(j))>-

Ces opérateurs T( vérifient la loi de semi-groupe

T,T,=T^ (t,s>o)

et chacun d'eux est borné, auto-adjoint, positif, contractant et compact
(ces propriétés se prouvent comme pour le laplacien sur les formes).

Ces propriétés, jointes aux égalités :

^(T,9)=-A(T,cp),
ôt

) •==. lim T^cp
t^0+

dans û3(^), montrent que (T<) est un semi-groupe fortement continu (1) dont
le générateur infinitésimal est l'unique extension auto-adjointe négative de
— A. En d'autres termes,

Tf=:exp(—^A)

et encore
E(t, ., .)=^^^cp,(g)9,

(1) C'est-à-dire de la classe Co.
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dans o3 ' (^B^); mais Ê est de classe C00 et l'égalité précédente tient dans
S)(^Q^) pour chaque t > o. La célèbre formule de S. Minakshisunda-
ram [12] en découle immédiatement :

V ç-t\i^ f trÊ (t, x^ œ) v (x).
^——— l / M

^0 M

D. Les noyaux N,y.

LEMME 4.D. — Soit Ho€û3(EB^) le noyau associé au projecteur sur
les sections harmoniques^ Ny le noyau associé à la fonction F (A) == \'.

Pour Re(5) > mjim (n = dimM, im = ordre de A), le noyau N, est
continu et

r(5)N,(^j)-=: ( ^- l(Ê(^.r,J)-Ho(^J))^
^o

dansC°^B^.

Preuve. — Si l'on désigne encore par io l'indice de la première valeur
propre non nulle dans le spectre de A on obtient

î'o—l

Ho(^j )==^^®?z
l=Q

et
Ê ( t , x, y ) - Êo (^ j) == ̂  ̂ -^(g) cp,.

î>î'o

En se rappelant que

F ts-le-t^dt=T(s) (^-)-^ (^o, — i , . . .),
•-'o

tout revient à prouver que

f ^(Ê^^^-Ho^j))^^]^^ ^-^-^-^^(^(gxyKj)
Jo z>^ 0 /

pour Re(^)> ̂ •

Soit k un entier >-^n—' D'après le lemme d'inclusion de Sobolev il

existe une constante C indépendante de t telle que

] [ Ê (^ . , .) - Ho ||co(^ a ̂  < C 1[ Ê (^ ., .) - Helln^ g ^)

< C |[ (I + A)^(Ê (^ ., . ) - Ho) Uno^a ^

<C^(i+À,)^-^
i^io

<Ce-lï"^(l+^}ke-'ft•'-^.

'^<«
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Ainsi, pour t ̂  tp > o,

IIÊ^.^-Hollco^a^G'^S

où C' ne dépend pas de (.

Ceci prouve que :

f ts-l[Ë(t^,y)-^,^,y)~]dt=^( f t^e-^dt\^{œ)®^(y).
Jto z^o v?o /

Au voisinage de o, on a, d'autre part (T. Kotake [7], § 7)

?(<,.,. )||^^<cr^,
d'où

||Ê«,.,.)-Hj|^^<cr^

et Pénalité énoncée tient pour Ref^) > —•0 r v / im

Remarque, — En appliquant maintenant sans changement la méthode
de T. Kotake et M. S. Narasimhan [8], on déduit de ce lemme que les
noyaux N^ donc N_i sont très réguliers ; ainsi le noyau S( du paragraphe 3. C
est C00.

Enfin, d'après ce lemme, la fonction

Ç(5)= ftrN,.p
^M

(la trace est prise par rapport à la structure hermitienne) existe pour

Re5 > —• Le théorème suivant montre comment les noyaux ui des

paramétrix associées à A entrent dans le comportement de cette fonction Ç :

THÉORÈME 6. — A est le laplacien sur les p-formes; on pose

af= fïru^
^M

La fonction Ç admet un prolongement méromorphe dans le plan complexe
avec les pôles simples

n n / • \-, - — i , . . . , i (npair),
2i 2i

n n n . . . . .
-^ ^-i, ..., ^-<, ... (7i impair}.
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On a les formules suivantes :

E. COMBET.

( y n \ afres Ç; - —i )= —————-
\ . 2 7 / i-\n^fnWr(^-,)

! — bp pour n impair^

(2 \/n) n afn — bp pour n pair^

bp étant le p16'116 nombre de Betti de M.

Preuve, — Posons

<D (Q = ftr(Ê {t, x, x) - Ho {x, x)) p (^),
^M

où E et H ont leur sens usuel pour A.

Pour î{e(s) > ^î on av / 2

T(s)^(s)= r^-^(t)dt
^o

= f t8-1 o (t) dt + f r-1 a» (^ ̂ .
^o ^i

Puisque | y^) [ < Ce-r^ p-> o. pour <^i, la fonction

s-> f t^^Çt) dt
^i

est entière.

Pour o < t^ï et tout entier /c > ^? on a d'autre part,
n_

€» (t) =(2 V/îr)-^"2 «+ ̂ ?+ . . . + t^a^) + a (^) - ̂ ,

OÙ

a(^) \<Ctetk i+l

et où le nombre

^= ftrfibp== I trHop
M^ M

est le p1^ nombre de Betti de M.

Ainsi, pour Re(5) > -?

r(.)Ç(.)=(2v/7r)-/y_<__\-^+^(,),
l ^^BB n, i s

< \ ^^
n j 5

f=o5 — — 4- l
2
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où ^ est holomorphe pour Re(^) > - — k —i. Ceci pouvant être fait

pour tout k, les propriétés énoncées en découlent.
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