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PROBLEMES AUX LIMITES VARTATIONNELS
DU TYPE ELLIPTIQUE

Par Norio SHIMAKURA.

INTRODUCTION.

Soit  un ouvert borné de R* a frontiére réguliére I' ou bien le demi-
espace Ri={z= (2, ..., %,) €R"; z,>o0}. Nous traitons un opéra-
teur différentiel elliptique A d’ordre 2m attaché & une condition aux
limites définie par certains m opérateurs différentiels B, (r=ry, rs, ..., 'm;

oLr;j=2m—1). Nous déterminons le domaine M[A] de A comme suit :

(0.1) DA]={ueH*™(Q); B, lr=o,r=ry, ..., rn}l

Tous les coefficients de A et des B, sont supposés réguliers. Nous posons
de plus une condition que A soit variationnel, c’est-a-dire, qu’il existe
un 3 réel tel que l'on ait

(0.2) Re((A+B)u, u)y>o0 pourtout ue@D[A].

Au point de vue de la théorie des opérateurs, cette condition est dite
que A + B1 soit accrétif, ou bien que — (A + BI) soit dissipatif.

Dans la théorie des équations aux dérivées partielles, il y a de nombreux
exemples de cette catégorie. Le laplacien — A et les opérateurs du second
ordre a coefficients variables, avec la condition de Dirichlet, de Neumann,
du troisiéme espéce et de certaines dérivées obliques, appartiennent tous
a cette catégorie. Quant aux opérateurs elliptiques d’ordres supérieurs,
le premier exemple est celui des opérateurs fortement elliptiques avec la
condition de Dirichlet, traités par Garding. Il a obtenu l’inégalité

(0.3) Re(Au, ) >cl ulffimo— ¢ [|«[? pour tout e HF ()

avec une constante ¢ positive et une constante ¢’ réelle.
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Quant aux conditions aux limites autres que de Dirichlet, MM. Lions et
Magenes ont traité des problémes (de Vishik-Sobolev) qui se posent comme
suit (votr [7]) : on se donne un systéme au bord {A; {B,}} et une forme
sesquilinéaire a(u, ¢) avec les propriétés :

(a) Pour tous u et ¢ de M[A], on ait

a(u, 0) = (Au, v);

(b) Il existe une constante ¢>o tel que

Rea(u, u) >c| u|in© pourtout ue®d[A].

(C’est-a-dire, on suppose, & 'avance, I'accrétivité de A. Donc, les condi-
tions sur A et sur les B, exigées pour cette propriété sont cachées dans
la forme a(u, ¢).

Maintenant, nous proposons un probléme réciproque comme suit
Etant donné un opérateur elliptique A d’ordre 2m, existe-t-il des condi-
tions aux limites {B,} et des constantes réelles (3 telles que I’on ait

(0.4) Re((A+B)u, u) >c| u|img pourtout ue®[A]

avec une constante ¢>o ? Plus précisément, il y a deux aspects a ce
probléme. L’un est la détermination des ensembles des ordres des condi-
tions aux limites, et I’autre est la recherche sur les relations algébriques
entre les coefficients de A et des B,.

Nous supposons la forme des opérateurs au bord comme suit :

r—1
OV N L 9 \/ 9V
=0

ol r parcourt un ensemble R des m entiers distincts entre o et 2m —1,
0 e, o . d .
5, est la dérivée normale intérieure & T', et les by(2’; 5— ) sont des opéra-

teurs différentiels tangentiels d’ordre =r —1[. Alors, nous décomposons
le probléme ci-dessus :

(1) Quels ensembles R de m entiers distincts peuvent-ils étre des
ensembles des ordres des conditions aux limites {B,},csx qui font A
variationnels ?

- (i1) Lorsque A est variationnel sous une condition aux limites {B,}, ¢y,
la variationalité est-elle une propriété stable par rapport & n’'importe quel
opérateur K d’ordre inférieur ? c’est-a-dire, est-il A variationnel ainsi
que tous les A+ K avec les K d’ordre <<2m ? Sinon, quelle condition
supplémentaire est-elle exigée, d’abord sur R ?

(1) Dans le point (i1), quelles relations algébriques sont-elles demandées
entre les coeflicients de A et des {B,},er ?
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(1v) Existe-t-il des problémes aux limites satisfaisant aux conditions (i1)
et (i11) autres que du probléme de Dirichlet ?

La réponse au point (i) est le théoréme 1 et celle au point (i1) est le
théoréme 2 qui s’énonce qu’il n’existe que (m 1) ensembles R

Ry ={o,1, ..., m —1} donnant la condition de Dirichlet,
(0.6) R;={o,1,....m—j—1.m m+1,...,m+j—1) (1Zj=m—1),
IR,,,:{m,m—t-l, ce,2m—1};

satisfaisant & la demande au point (ii).

La variationalité sera donc une propriété assez difficile a caractériser,
parce qu’elle dépend aussi des termes d’ordre inférieur de A, tandis que
la propriété au point (i1), nous lappelons la variationalité stable, sera
plus facile, car elle impliquera seulement des conditions sur les parties
principales de A et des B,. Donc, dans cet article, nous cherchons seule-
ment des conditions sur {A; {B,}.ex} (avec R=R;, 1==7=m) pour
la variationalité stable. Evidemment, le probléme n’est résolu que partiel-
lement. Le théoréme 3 est un résultat pour les systémes au bord auto-
adjoints. Les théorémes 4 et 7 donnent des conditions suffisantes pour la
variationalité des systémes au bord non auto-adjoints (celui-la traite le
cas des coefficients constants et du demi-espace R, celui-ci généralise le
précédent au cas des coeflicients variables et des ouverts bornés Q). Dans
le théoréme 4, I’hypothése suivante joue constamment un réle essentiel :

(0.7) A — A*=—un opérateur d’ordre <<am,

parce que l’on factorise A, (la partie principale de A) + A I comme A}_A’,
pour tout A>o0, que l'on utilise toujours le fait Al = (A%)* et que
lon réduit le probléme a 'estimation de la différence

(0.8) ((Ag—+2)u, u) — [[ A, |

[On a supposé (0.7) aussi dans les théorémes 1 et 2, mais il est facile de
la supprimer, il suffit seulement de supposer que A soit fortement ellip-
tique.] Dans le théoréme 7, on ne suppose (0.7) que sur la frontiere I
On a posé toujours une autre hypothése que les opérateurs {B,}.cxn
recouvrent A -+ A I pour tout A > 0 au sens d’Agmon-Douglis- Nirenberg [2].
Dans le paragraphe 1, nous précisons les définitions et les hypotheéses
nécessaires et énongons les théorémes 1, 2, 3 et 4. Nous donnons les démons-
trations des deux premiers dans le paragraphe 2 et du troisiéme dans le
paragraphe 3. Pour démontrer le dernier, nous traitons, dans le para-
graphe 4, des opérateurs différentiels ordinaires a coeflicients constants
définis sur la demi-droite R]. Dans le paragraphe 5, nous établissons le
théoréme 4, citons quelques exemples et appliquons au résultat les théo-
Ann. Ec. Norm., (4), 1I. — Fasc. 2. 33
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rémes d’interpolations dus & MM. Lions et Magenes. Dans le para-
graphe 6, nous démontrons le théoréme 7, une généralisation du théo-
réme 4, sous les hypothéses légérement moins fortes qu’aux paragraphes
précédents. Dans I’Appendice, nous démontrons un lemme algébrique qui
est important pour évaluer la différence (0.8).

L’auteur désire exprimer sa profonde reconnaissance a MM. les Pro-
fesseurs Lions et Mizohata qui lui ont suggéré ce probléme. Et 'auteur
remercie vivement M. Aomoto qui I’a aidé pour la preuve du lemme
algébrique.

1. OPERATEURS ELLIPTIQUES VARIATIONNELS
ET STABLEMENT VARIATIONNELS.

Soit R" l’espace euclidien réel de dimension n et désignons par
= (24, ..., Z,) son point générique. Soit Q un ouvert de R*. La fron-
tiere I' de Q soit une variété de classe C” de dimension n — 1. Supposons
que Q soit un domaine borné ou bien le demi-espace R ={z€R"; z,> o}.
Nous allons traiter des opérateurs elliptiques dans le cadre de L*(Q)
(I’espace hilbertien des fonctions carrées sommables dans Q).

Soit

(1.1) A=A(ei g )= Y @ ()

[viL2m

un opérateur différentiel d’ordre 2m (m, entier positif). Les coefficients

{a,(z)},yj2om sont supposés de classe B (Q), c’est-a-dire, de classe c(Q)
et bornés ainsi que toutes leurs dérivées d’ordre quelconque.

Soit R un ensemble de m entiers distincts entre o et 2m —1, c’est-
a-dire, soit

(1.2) R={r.lé=1; oL << ... <rpLaom—1i;

posons, de plus,

(1.3) S={o,1,...,2m—1 R

I’ensemble complémentaire de R dans {o, 1, ...,2m—1}. S est donc
I’ensemble de m entiers distincts entre o et 2m — 1 disjoint & R. Les élé-
ments de R sont désignés par des caractéres latins (r, r’, s, ...), tandis

que les éléments de S sont désignés par des caractéres grecs (p, ¢’, 3,7, ...).

Nous écrivons une condition au bord {B,},.cx sous la forme

B,u(2') = (%)ru () —Ebrp<x’; 0%,) <—0;)—n>Pu(a:’) =o0
p<r

pes
pour tout 2'€l'; reR,

(1.4)
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.0 S g 3 . /
ol - désigne la dérivée normale intérieure a I' au point 2'€T, et

0 , . , o, . . . ,
br?('w;T) désignent des opérateurs différentiels tangentiels & I' d’ordre
ax

~r—p a coefficients de classe @B(I'), c’est-a-dire, de classe C™(I') et
bornés ainsi que toutes leurs dérivées d’ordre quelconque. Donc, {B,},cx
est un systéme normal de m opérateurs différentiels au bord dont I’ensemble
des ordres est R.

Nous supposons d’abord que la partie principale de I'opérateur A soit
formellement auto-adjoint, c’est-a-dire, en désignant par A* <x; %)

I’adjoint formel de A, supposons que

A*(x; —d—> — A<x; —d—> soit un opérateur d’ordre =Z2m — 1
[H.1] ox oz

pour tout x EQ.

Ensuite, ’hypotheése de lellipticité de A s’exprime comme suit : Soit
Ao<x;0%> la partie principale de A, c’est-a-dire, la somme des termes
d’ordre exactement 2m de A, et supposons que
[H.2] G [EPmZ Ao (25 i8) Z G E[™™  pour tout (2, £) €2 < R",
ou C soit une constante positive indépendante de (z, ) €QXR™

Nous supposons la condition du recouvrement :

[H.3] Le systéme { B, 1 g recouvre A + AI pour tout A >0
au sens d’Agmon-Douglis-Nirenberg [3].
Le domaine @[A] de A est, par définition, le suivant :
(1.5) D[A]={ueH>™(Q); B,u|r=o pour tout reR},
ou H?>"(Q) désigne I'espace hilbertien de Sobolev d’ordre 2m, c’est-a-dire,

Iespace des fonctions carrées sommables dans Q ainsi que toutes ses
distributions dérivées d’ordre —Zom.

Cela posé, nous donnons deux définitions.

Derinttion 1.1. — Un systéme au bord {A;{B,l.cx} est dit varia-
tionnel, si et seulement s’il existe une constante réelle {3 telle que U'on ait

(1.6) Re (Au, u) >—B[|u|]® pour tout ue @ A],

ou le produit scalaire ( , ) et la norme || || désignent ceux de L*(Q).

Si le systéme au bord {A;{B,}.cx} satisfaisant & [H.1], [H.2] et
a [H.3] est auto-adjoint du domaine @[A] qui est dense dans L2(Q)
il est alors borné inférieurement [1], donc variationnel.
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DErFiniTioN 1.2. — Un systéme au bord {A; {B,},ex} est dit stablement
pariationnel, st et seulement si, pour tout opérateur différentiel K = K(x; %)
d’ordre Zom —1 & coefficients de classe 3(Q), le systéme {A +K; {B,},ex
du domaine R[A] est variationnel.

Nous introduisons une hypothése sur I’ensemble R :

[H.k], S={am—1—r;reR}.

Si le systéme au bord {A;{B.}.cx} satisfaisant & [H.1], [H.2] et
a [H.3] est auto-adjoint, alors ’hypothése [H.4], est remplie. En général,
étant donné un systéme au bord {A; {B,}.cg} elliptique défini par (1.1)
et par (1.4), nous pouvons définir le systéme adjoint {A*; (B, }. cn |
une certaine équivalence prés ([3], [10]), ou { B, }.cr désigne un systéme
de m opérateurs différentiels au bord avec les mémes formes que (1.4)
dont I'ensemble des ordres est R’. R’ est égal, en général, & ’ensemble
{om—1—p¢;p€S}. Done, l'hypothése [H.4], signifie que R'=R.

Nous énoncons d’abord le
Tutortme 1. — St un systéme au bord {A; {B,},en} défint par (1.1)

et par (1.4) satisfaisant aux [H.1]~v[H.3] est variationnel, il satisfait
alors a [H.4],.

La démonstration sera donnée dans le paragraphe 2.

Nous introduisons encore deux hypothéses sur R :

[H.h], Pour tout choix de (7, s) €R < R tel que r + s> am,
on ait toujours a la fois > m et s> m;

L’ensemble R soit I'un des (m + 1) ensembles suivants :

[H.4] Ry ={o,1, ..., m—1},
' Ry={o,1,....m—1—jmm+1,....m+j—1}, 1Z7-m —1,
Ro,={m,m—+1,...,2m—1}.
Lemme 1.1. — Un ensemble R satisfait a [H.4] si et seulement s’il

satisfait & [H.4], et a [H.4]..
Nous le démontrerons a la fin de ce paragraphe. Nous énoncons le
TutorimMe 2. — St un systéme au bord {A; {B,},en} défint par (1.1)

et par (1.4) satisfaisant aux [H.1]~~[H.3] est stablement variationnel, il
satisfait aussv a [H.4].

Tutorime 3. — Un systéme au bord {A; {B,}.cx} auto-adjoint satis-

faisant aux [H.1], [H.2], [H.3] et [H.4] est stablement variationnel. Et de
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plus, étant donné un opérateur quelconque K d’ordre —2m —1 d coeffi-
cients de classe 03(Q), il existe des constantes {3 réelle, et Y posttive telles que

T lim <L Re (A +K+B)u, u) Zy | uling pourtout ue ®A].

Les démonstrations des théoremes 2 et 3 seront données dans les para-
graphes 2 et 3 respectivement.

Ensuite, nous nous bornerons aux systémes au bord {A;{B,}.ex}
a coefficients constants définis dans le demi-espace R} comme suit :

2

(1.7) A=A(5)= ¥ o(5) =X @ (= Dok
k=0

|vi=2m
*(1.8) B,= (— D,,)"— Y B (Da) (—=D,,)?,  reR,
fes
ou

1 d 1 0 I
Dar= (z 9z I %T) De=7 92,0

(1.9)  ax(D.) : opérateur différentiel tangentiel homogéne d’ordre (2m — k)
a coefficients constants;

(1.10)  Brp(Dar) :  opérateur différentiel tangentiel homogéne d’ordre (r — p)
a coeflicients constants;

et, de plus, 'hypothése [H.2] nous permet de poser

(1.11) an(Dx’) =I,

car il est une constante positive.
Soit maintenant £ €R™*! et soit A>o0. Nous faisons attacher au
systéme {A; {B,},cx} des polyndmes

2m

(1.12) A(E, 2 z‘)zEaﬂE’)Z"—l—-l;
k=0
(1.13) B, (¢; %) Ez"—ZﬁrP(E’)z{’, reR.
fes

Par T’hypothése [H.1], les coeflicients o« (£’), qui sont des polynémes
homogénes de degrés (2m — k), sont réels, et par ’hypothese [H.2], le
polyndome A (£, X; z) se factorise comme suit :

A (E, 45 8) =A_(E, & 5) AL (E, 45 2),

m

A )= c+7E, ),
ot 1

A, e =]]GE+=En),

=1
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ou les {7(&,A)}/~, sont des fonctions continues de (£’, 1) ayant les
propriétés suivantes :

T (28, ) =¢t7,(E, X) pourtous £€R*!, Ao
Imz(E, 2) >0 si &P+ 21> o.

, I>o0;

(1.15)

Définissons, pour u(z)€L’(R}), sa transformation de Fourier partielle

Fu(t, z,) = vV u(x, x,) dx',
Rn—i

et 'inverse de cette transformation, pour ¢(¢', z,) € L*(R]),

1

(2m)nt f _18_1.1"2, P, @a) dE.

Avec ces notations, nous définissons les opérateurs A’ et A’ :

F9(x) =

Aiu (.Z') :gl[A+ (E’) )‘; - Dx,.) 57’“(5', xn)] (xl)a
(1.16) Aru(z) =F[A_(F, &; — D) Fu(f, z,)] (&)
pour u(z) GH’"(R:_).

Alors, nous avons

(1.179) Alu(z) = (AN u(x) pour ueH} (RY) etpour AXo;
(1.18) (A4 u(x) =A*A u(x) pour ueH?™ (R!) etpour AXo.

Les opérateurs A’ et A’ sont des opérateurs différentiels en x, d’ordre m
a coefficients des opérateurs pseudo-différentiels en z'.

Supposons maintenant que R=R;(o=j=m), et définissons une
forme bilinéaire @3;(A) [u, ¢v] pour u, v€M[A] comme suit :

(A.10) B; (V) [, 1= [ (A+ D), 9) + (u, (A+D)0) } — (ALu, Ale)

pour u,v€®[A] etpour Ao.

Il est facile de voir que

(1.20) @B; (M) [v, u]=06; () [u, ¢] pour u,v€®@[A];
(1.21) @B;(A) [u, u] =Re ((A+ N u, u) — || ALu]? pour ue®[A],

et que la forme @3,(A)=o, parce que, dans ce cas-la, @[A] s’identifie
avec H*"(R})n H; (R}). Supposons donc que 1=—1=m. Il existe alors

XN

une matrice carrée d’ordre j, notée par @3;(E’, 1), telle que 1’on ait

(1.22) B W [w )= [ @@ E D RE) 4,

pour u,v€M[A],
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ou u(t’) est le j-vecteur défini par

(n
(— Dy )" F'u(E, + o)
(1.23) u) = (— D, )2 F u(f, + o)

(— D, )"/ u(t, +o

et la définition analogue de x)(E')

2m

La matrice @;(&’, X) est déterminée par les coeflicients {a.(E)}z2,
{Bro(E) }renupes, €t par A0 et munie des propriétés suivantes :

(1.24) G; (', A) est hermitienne : { B, (£/, A) }*= &, (£, A);
Désignons par (63 (%, 4)),,4 le (p, g)-élément de @3, (¥, 4), alors,

(1.25) pour tous £'€R*!, A>> 0 et > 0, nous avons

(63 (L&, 27 R)) p,g= 7= (B (& 1)) p,q-

Nous définissons encore une matrice diagonale d’ordre j :

(IE/ l‘lm+ )\)m O

(1.26)  L;(F, )= Ham oy 3\im
/ O (P e
(]E/ I2m_|_ )\) 2m

Cela posé, nous faisons une hypotheése :

[H.3] Il existe une constante positive C indépendante de £'€R*! et de A > o0, telle
que la matrice @; (&', A) — CI; (£, X) soit définie positive si |E' [*+ A > o.

Nous avons des

Lemme 1.2. — St R=R; (17 m), Uhypothése [H‘é] implique
Uhypothése [H.3].

Lemme 1.3. — Les matrices 3;(E’, A) pour un systéme au bord { A; {B,},cx,}
[H3]

et pour son adjomt sont identiques. Donc, un systéme au bord satisfait a
st et seulement st son adjoint le fait.

’

Les preuves seront données dans le paragraphe 5 (essentiellement dans
le paragraphe 4). Nous énoncgons le

TatoriME 4. — Un systéme au bord & coefficients constants { A; {B,},ex}
défint par (1.7) et par (1.8) satisfavsant aux hypothéses [H.1], [H.2],[H.4]

(avec R=R;, 17 m) et [H3] est stablement variationnel. Et de plus,
pour un opérateur quelconque K dordre —om —1 a coefficients de

classe B(Q), il existe des constantes [ réelles et y positive telles que

T ellim@p=Re (A +K+B)u, ) Zv[ufimmy  pour tout ued[A].
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La démonstration sera donnée aussi dans le paragraphe 5 (essentiel-
lement dans le paragraphe 4).

Remarque 1.1. — Nous avons les conclusions des théorémes 1 et 2
méme sous une hypothése, beaucoup moins restreinte que les [H.1]

et [H.2], que A soit fortement elliptique uniformément sur Q, c’est-a-dire,
qu’il existe une constante C>o telle que 'on ait

(1.27) C|EpPrZLReAy (25 iE) ZClE[P™ pour tout (z, )€ Q< R

En effet, dans les preuves de ces théorémes au paragraphe 2, nous
n’utiliserons que cette derniére condition (1.27).

Remarque 1.2. — Soit R=R; (oZj<=m —1). Alors, les (m—j)
premiéres conditions aux limites B,u=o pour o=Zr=m—j—1
[votr (1.4)] signifient que <;—n>ru]p=o pour o=r=m—j—1. Donc
le domaine ®[A] [voir (1.5)] est toujours contenu dans Iespace
e (2) 0 L (©).

Remarque 1.3. — Pour un systéme au bord fixé {A; {B,}cr,} défini
par (1.7) et par (1.8), 1l existe un %o> o0 tel que la matrice &;(E’, )) soit
toujours définie positive si A>%,[E’[>". Nous le verrons dans le para-

graphe 4 (voir le lemme 4.4). Donc, I'hypotheése [H3} est une condition

. A . o
posée sur @3;(E', A) pour G relativement petit.

Remarque 1.4. — Nous énoncerons, dans le paragraphe 6, le théo-
réeme 7 une analogie du théoréme 4 au cas ot { est un ouvert borné de R".
Dans ce théoréme 7, nous remplacerons les hypothéses [H.1] et [H.2]
par des hypothéses moins fortes {H.1} et {H.2}.

Pour terminer ce paragraphe, nous démontrons le lemme 1.1.

Preuve du lemme 1.1. — Nous démontrons ’énoncé par récurrence
sur m. Pour m =1, I’énoncé est trivial. Soit m>> 2. Alors les R; (0 =Zj = m)
définis dans I’hypothése [H.4] satisfont a [H.4], et a [H.4),.

Soit, réciproquement, R un ensemble quelconque vérifiant [H.4],
et [H.4],. Nous énumérons les m éléments de R comme

oL < ra<l...<rp=L2m—1.

Si r,=m—1, alors R=R,, et si ry=m, alors R=R,. Supposons
donc ri<m<r, et soit h l'indice tel que

1Zh=Zm—1 et que ra<<mZrp.
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Par [H.4],, on a r,+r,=2m—1. Comme r, et 2m—1i—r, sont
distincts grace a [H.4],, on a r,4r,=Z2m—2, donc rp=am—2,
On voit alors

{reli—na1Sim,m—+1, ...,2m—2}.

D’autre part, on a

%
52m—1~7l3,@ {m,m—+1, ...,2m—1}.

Si, done, r,>>1, on aurait m entiers distincts entre m et 2m — 2. Cecl
est impossible, donc r,=o0. Nous posons alors

R={rge—1 gzl
L’ensemble R vérifie [H.4], et [H.4], pour m —1 au lieu de m, et par
I’hypothése de récurrence sur m, R doit étre égal a un certain R; ci-défini
(0oLj=<m—1) avec m remplacé par m —1. L’ensemble R est enfin

égal a 'un des Ry, ..., R4, en effet a R,
C. Q. F. D.

2. DEMONSTRATIONS DES THEOREMES 1 ET 2.

2.1. Premiérement, nous considérons le cas ou
bl
(2.1) Q=R'={zx= (2, z,) €eR*; 2’ eR" !, z,>0}.

Supposons qu’un systéme au bord {Aj; {B,}.cx} soit défini dans R]
et satisfasse aux hypothéses [H.1]~[H.3].

Désignons par y la derniére variable z, et par y;u la trace d—yl; »
Y
pour u€H*™(R]) et pour o=j=2m—1. Alors la condition au

bord (1.4) s’écrit
(2.2) Yo (Bru) = v, u(2) —2 brp<;c’; %> You(z') =o,

p<r
es

pour tout 2’ €R"! et pour tout r€R, avec R et S définis par (1.2) et
par (1.3) respectivement. Nous allons, dans ce n° 2.1, obtenir une repré-
sentation des u€®[A], c’est-a-dire, des ue€ H*"(R]) satisfaisant a (2.2),
au moyen de leurs traces {Y,u},es.

Soient, d’abord, o(z')e€L:(R™*) et {()€Li(R**), et définissons
la transformation de Fourier 5’9 (E’) et son inverse '{ (z') par rapport
aux variables tengentielles 2’

Fo)= [cp(x)]z (&) = e o (2') da',
Rn—i

7§ (@) zig;,[@@')]z V) = g [ b .

Ann. Ec. Norm., (4), 11. — Fasc. 2. 34
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Ensuite, nous fixons une fois pour toute deux fonctions auxiliaires «(y)
et B(y) définies pour y > o0 avec les propriétés :
(2.3) a(y)e&)(ﬁ},); a(0) =1; alP’ (o) =o pour 1Zp_am —1,
(2.4) ﬁ(y)eo?(l:—{}r); B(¥)=1 pour oLy _Zr; B(y) =o0" pour y 2.

Soit maintenant €S, ¢(2') €@ (R"!) et A>>1 un paramétre, et posons

@5)  wou (@ ys c?)—@<y>[o,+2 oo ) |7 6@ «(raVTEFFDL

r>p
r€R

Alors, nous avons une application ¢(z') — w, 2 (2', y; ¢) de 'espace @ (R*™*)
dans I’espace C*(R?). ‘

Lemme 2.1. — L’application ¢(x') — w,, ,(x', y; 9) se prolonge comme

T . 2m—p— Cp
une application linéaire continue de H (R"‘) dans R[A] satisfarsant

aux conditions suivantes :

(2.6) %o (2 75 @) [wmn )LCA e [[a?(x)[{so__m_) pour oLSZam;
9 (z) si T=p,

2. W, (2, 05 0) =

( 7) ]va,,‘(x,o,t‘o) { o si TES et’:;fp;

ou la constante positive C ne dépend pas de ¢, s et de h>>1.

Preuve. — Posons, pour le moment,

0, M) =086E) (Y TEP+12y),
(2'8) 1 ! !
n(z,y)= " [E, ]

&>

Alors nous avons

(2.9) wo (2, ¥; 9) = 5(}’)“17 2 /p<

r>p
rek

)Jn(w ).

Nous allons démontrer, pour p<_k (entier) <<2m, les trois inégalités
sulvantes :

(2.10) || B(X)’)’k"k (', ) HL;.(R;;n;vwk—e(m-l))éclc)* “ o (2 [Lﬁ et o)

(2.11) BN Y (@ §) @y ntre @)= Crd “ ¢ (2') || e L aL

2. Ptk / ‘
(2.12) ”<dy> B2 N ey = S 1 )l s gy

ou les constantes Ci C, et C; sont positives et indépendantes de ¢ et
de A1






