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FORMES DIFFÉRENTIELLES CORORDARLES
PAR M. MOHD MOHSIN.

INTRODUCTION.

La théorie des formes différentielles et des courants sur une variété de
classe C^ est bien connue. D'importants travaux dans ce domaine ont
été faits surtout par G. de Rham dans [1]. Le point de départ de ce travail
est une idée très simple, analogue à une idée ancienne de Gillis [i] : le cobord,
considéré au sens des distributions, d'une forme différentielle dont les
coefficients sont des fonctions continues, peut être aussi une forme diffé-
rentielle à coefficients continus. Ceci nous a amené à développer, dans le
chapitre I, la notion de forme différentielle cobordable dans un espace
euclidien et à étudier ses propriétés en ce qui concerne le calcul différentiel
extérieur.

Au chapitre II, nous étendons cette notion de forme différentielle cobor-
dable à une variété de classe C1 et énonçons des résultats semblables
à ceux établis dans le chapitre I sur les propriétés concernant le calcul
différentiel extérieur.

Le chapitre III est consacré à la définition d'une notion de courant sur
une variété sans bord de classe C1. Nous y étudions aussi les propriétés
générales de ces courants.

Nous étendons au chapitre IV la formule de Stokes aux formes diffé-
rentielles cobordables ; le principe essentiel de la démonstration se base
sur l'approximation des formes différentielles cobordables à l'aide des
formes de classe C^ sur les compacts d'un espace euclidien (prop. 2).

CHAPITRE I.
FORMES COBORDABLES SUR DES OUVERTS DE R7'.

i. Soit û un ouvert de l'espace euclidien R" muni de son orientation
canonique. Considérons alors l'espace vectoriel des formes différentielles
de degré p (o ̂  p ̂  n) définies sur R", dont les coefficients sont des
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fonctions continues à valeurs scalaires définies sur l'ouvert il donné.
On peut représenter une forme ou de degré p par

(1 • T ) ^ = ^ ^i,...ipdx^ A • • • A dx^
/!<...< ip

où co^ ^ sont des fonctions continues définies dans û, qui prennent leurs
valeurs dans R (ou G).

On pose alors la définition suivante :

DÉFINITION 1. — La forme différentielle co est dite cobordable si son cobord
au sens des distributions a des coefficients qui sont aussi des fonctions
continues,

En vertu des propriétés connues, il est évident que le cobord ainsi
considéré de co est aussi une forme différentielle cobordable et que son
cobord est nul. Donc, on aboutit à la proposition suivante :

PROPOSITION 1. — Si co est une forme différentielle cobordable de degré p ,
alors son cobord pris au sens des distributions est aussi une forme différentielle
cobordable, et Von a d.dio = o.

2. Notons, maintenant, par ê^(û) l'espace vectoriel des formes diffé-
rentielles cobordables de degré p définies dans û. Dans cet espace vectoriel
on peut introduire une topologie naturelle :

DÉFINITION 2. — ^(^) sera muni de la topologie la moins fine rendant
continue l'application identique et l'application cobord, de ê^(ti) dans ê°fû)
(espace des p formes continues, muni de la topologie de la convergence
uniforme sur tout compact de chaque coefficient).

En d'autres termes, co/-^ o dans ê^(û), si chaque coefficient de co, et
de d^j [cobord au sens des distributions} converge vers zéro uniformément
sur tout compact.

On a, alors, la proposition suivante :

PROPOSITION 2. — Soit co une forme différentielle de degré p. Alors co
est cobordable si, et seulement s'il existe une suite {coy} de formes différentielles
de degré p, dont les coefficients sont des fonctions de classe C30, telles que,
lorsque j —^ oo, coy-> co et d^j ait une limite uniformément sur tout compacta
cette limite est alors rfco.

i° Soit co cobordable. Choisissons une suite { a , } de fonctions ^ o
de classe C30 à support compact et de telle manière que leurs supports

tendent vers zéro et que j ^(^O dx = i.
Jon
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La suite { a / { tend vers la distribution o dans <&' lorsque j -> oo. Main-
tenant, à l'aide de ces fonctions et la forme co, formons une suite [ S ) / }
de formes différentielles de degré p, en prenant

(1.2) ^y== ^ (c^...^,* ay) dx^l\. . .A <^,==^ ^ ay.

h<:.<ip

II est bien évident que les coefficients de (5y, co^ ; *ay== co^ ;. sont des

fonctions de classe CT ; cï)y est définie dans un ouvert ûyCÛ, tel que |. û^.

soit un voisinage d'ordre £/ de |. Q, si le support de Oy est dans la boule de

centre origine et de rayon £y. Considérons maintenant une fonction ?/
de classe C30 sur R", égale à i dans un ouvert û^. dont le complémentaire

soit un voisinage d'ordre £/ de |, û^., et de support dans û^.. Formons donc

une autre suite de formes, { c o y } , en posant ^j-= py.^/. Alors coy est définie
sur tout R", donc en tout cas dans û, et de support dans t2y. Il est bien
évident que, lorsque j -> oo, £y-> o, et les coefficients de la forme ojy tendent
vers ceux de co uniformément sur tout compact; ceci implique que ^>j-> co
sur tout compact.

Calculons, ensuite, le cobord de coy. Ceci nous donne

(1 .3) d^,= ^ ,/(^.^,^)A^A...A^.
ii<...<ip

En vertu des propriétés du produit de convolution (1.3) s'écrit aussi par

(1.4) d^j= ^ (3y(^^...,.J.*ay)A^A--A^
ii<-<ip

+ ^ ^..i^j A dx,, A . • . A ̂ p
;i<...<^

et, par suite, lorsque j -> oc, rfpy-^ o et donc d(^/-> d^ sur tout compact.

2° Inversement, si ^y-> <jù et d^>/->vs pour j infini, uniformément sur
tout compact, alors la convergence a lieu a fortiori au sens des distri-
butions. Donc rfco = CT, et (o est cobordable.

3. Considérons, maintenant, deux formes différentielles cobordables co
et TC de degrés respectifs p et ç. Alors ces formes, ainsi que leurs cobords
au sens des distributions, peuvent être représentés par des formules
analogues à celles de ( i . i ) et (1.3). En vertu de la proposition 2, on peut
aussi choisir une suite { î i / } de formes différentielles, dont les coefficients
sont de classe C00 et de telle manière que ^j-> ^ et dr^j-> dr\, sur tout compact
lorsque j -> oo.

Ann. Éc. Norm., (3), LXXXIII. — FASC. 3. 26
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Si, maintenant, on considère le produit extérieur de TI/ avec co/, on obtient
une forme différentielle de degré p + ?? dont les coefficients sont évidem-
ment de classe 6°°. En outre, on a

(1.5) d^j A ^7) =^y A ^•^-(--^^/A ^7

au sens des distributions. En faisant tendre ^ — ^ o o , on voit que
coy/\ îty—^ co/\ ri et r f ( coy / \Twy) a une limite sur tout compact. Cela nous
montre que CO/\TT est aussi une forme cobordable et l'on a

(1.6) d\w A 7T) =dw A 7r + (—i)^ A cln-

Ainsi on a démontré la proposition suivante :

PROPOSITION 3. — Soient co et TL deux formes différentielles cobordables
de degrés respectifs p et q. Alors leur produit extérieur CO/\ 'K est aussi une
forme différentielle cobordable de degré p -\- q et Von a

d(w /\ rc) =dw /\ n -^- (-ï)^w /\ dn.

4. Soient û un ouvert de R" et ûo un ouvert de R'71 et H une application
de classe C1 de ûo dans û, qu'on représente par des relations

(1.7) J=H(^ ) ou j,=H,(^) ( / = i , . . . , / , ) .

D'abord, soit co' une forme différentielle cobordable de degré o, définie
sur û. Alors co' admet des dérivées au sens des distributions qui sont des
fonctions continues. Mais nous savons déjà que si la fonction co' admet
pour dérivées au sens des distributions des fonctions continues dans û,
co' y admet partout ces fonctions comme dérivées au sens usuel. Ceci montre
que co' est continûment dérivable au sens usuel.

Maintenant, en vertu de la définition de l'image réciproque de co',
on a H*co'== C D ' o H. Comme l'application H est continûment dérivable,
et que co' est aussi continûment dérivable, cela implique que H*co' est

-^
aussi continûment dérivable. D'autre part, en choisissant un vecteur X
de R"1, on a

(H*^/) .(x) = (^HW) .($)

et cela nous donne H*rfco'== rfH*co'. Ainsi on arrive au fait que l'image
réciproque de co' par rapport à l'application H est une forme différentielle
cobordable et le cobord d pris au sens des distributions commute avec le
symbole de l'image réciproque H*.

Dans la suite, nous voulons étendre ce genre de résultats, pour une forme
différentielle cobordable de degré p . Pour cela, considérons, de même,
la forme cobordable co de degré p et l'application H donnée par (1.7),
où tous les H, sont considérés comme des formes différentielles cobordables
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de degré o. Alors, il existe aussi une suite { c o y j des formes différentielles
de classe C30 qui tend vers co sur tout compact. Si l'on considère, main-
tenant, l'image réciproque de (Oy par rapport à l'application H, on obtient

C1-8) ^^= ^ H^ ).^^A•••A^/,.
i, <...<;,,

Mais cette expression, ci-dessus, est une somme finie dont chaque terme
s'exprime comme un produit extérieur de formes différentielles cobordables.
Cela nous montre que H*coy est aussi une forme différentielle cobordable
de degré p. Ensuite, en calculant son cobord au sens des distributions, on a

(1.9) cm^,= ^ S^IP^.,^A^I^A...A^.1 J ] — — / , ( ^xs-wh...ipU\ u i l i l / \ ' ' ' / \ u / l l ip•

ii<-<ip

Comme co^^ est une forme différentielle cobordable de degré o, il s'en-
suit que ^H*co^= H^co;.̂ . Ceci nous donne rfH*coy= H*rfcoy.
Alors, en faisant tendre j —^oo dans l'égalité précédente, on voit que H*co
est bien cobordable avec

(l.io) dtrw=Wdw.

Ainsi, finalement, on aboutit à la proposition suivante :

PROPOSITION 4. — Soient £lo un ouvert d'un espace euclidien R'"; û un
ouvert d'un autre espace euclidien R" et H une application de classe C1 de i2o
dans iî. Soit co une forme différentielle cobordable de degré p définie sur û.
Alors, l'image réciproque de co par rapport à H est aussi une forme diffé-
rentielle cobordable et l'on a la formule de commutation des symboles de
l'image réciproque H* et du cobord d.

Finalement, à l'aide de toutes ces propositions, on peut énoncer le
théorème suivant :

THÉORÈME 1. — Les formes différentielles cobordables satisfont les propriétés
suivantes par rapport au cobord d :

i° d.d^ = o;
2° r f (coA ^) = d^ f\^-\-{— i^coA^ (p degré de co);
30 dR^= H* (to, H de classe C1.

Remarque 1. — Sans aucune difficulté, le théorème 1 reste vrai même
pour les formes différentielles cobordables définies dans des ouverts d'es-
paces affines, dont les coefficients prennent des valeurs dans des espaces
normes.

5. Si co = a(^) dxi/\ . . . A dxn est une forme différentielle cobordable
de degré n, on peut lui associer canoniquement une mesure sur R" de
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densité a(^), donnée par a(^) rfa;, cte étant la mesure de Lebesgue sur R".
Lorsque la mesure ainsi associée est de masse finie, on peut facilement
donner un sens à l'intégrale de co sur R" en posant \ co = ^ a [x) dx.

J^n J^n

Cela se produit toujours si le support de co est compact.

PROPOSITION 5. — Si CJL) est une forme différentielle cobordable de
degré n — i, définie dans un ouvert de R7" à support compact. Alors V inté-
grale sur R^ de son cobord est nulle.

Choisissons une suite { c o y } de formes différentielles de classe C00 satis-
faisant les conditions de la proposition 2. La suite { d^j} donc induit une
suite { p - y } de mesures canoniques, dont la masse totale est évidem-

ment j d[!.j= f d^j= o pour Vy. On voit donc, en faisant tendre^ —^ oo, queJ^n J-^n

f rfco est aussi nulle.
J-^n

CHAPITRE IL

FORMES CÔBORDABLES SUR UNE VARIÉTÉ C1.

1. On sait qu'une variété à n dimensions est un espace topologique
séparé, possédant une base dénombrable d'ensembles ouverts, dont chaque
point a un voisinage homéomorphe à un ouvert de l'espace euclidien R".
On appelle carte d'une variété séparée à n dimensions V et l'on désigne
par ((?, <p) tout homéomorphisme <p d'un ouvert 0 de K1 sur un ouvert ç(0)
de V. Donc, à tout point ^€9 ((9) correspond un point

Cp-1^) ==(^i, . . ., Xn)ç.O,

c'est-à-dire un système de n nombres qu'on appelle des coordonnées
locales du point x. Toute carte définit ainsi un système de coordonnées
locales. Etant données deux cartes ((î\, y,) et (0y, (pj) dans V, désignons
par Oji l'ensemble des points de 0i dont l'image par (fi est dans <py((9y).
Cet ensemble 0ji= yr'Eî^^) ^9y (<?/)] est un ouvert contenu dans 0,.
L'application composée ^ = ( p ^ l o ^ est un homéomorphisme de 0ji
sur (9;/, qu'on appelle l'homéomorphisme de passage de la première carte
à la seconde. Les applications ^, et ^ij sont inverses l'une de l'autre, et si
l'on considère une troisième carte (OA, y/,), l'application composée ^ o ^^.
est égale à ^7 partout où elle est définie. Tout ensemble de cartes dans V
dont les ouverts <?t(0,) recouvrent V est appelé un atlas de V. Un atlas
de V est dit C1, si les homéomorphismes de passage relatifs à deux de ses
cartes quelconques sont C1. Un atlas C1 est dit C^complet, si l'on ne
peut pas lui adjoindre une nouvelle carte sans qu'il cesse d'être C1. Une
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structure différentiable d'ordre i, ou structure C1 sur une variété V est
un atlas de V C^complet, et une variété différentiable d'ordre i ou une
variété de classe C1 n'est qu'une variété munie d'une structure C\

2. Si, maintenant, co est une forme différentielle de degré p sur V
et (0, y) est une carte dans V, c'est y*co qui est égale à une expression
de la forme ( l . i ) qu'on appelle la représentation canonique de co dans
la carte donnée.

On pose donc la définition suivante :

DÉFINITION 3. — On dit que la forme différentielle co de degré p sur V
est cobordable, si sa représentation canonique est, pour chaque carte, une
forme différentielle cobordable 'de degré p.

A l'aide de cette définition et en vertu des résultats précédents, on a
le théorème suivant :

THÉORÈME 2. — Soient co et TI des formes différentielles cobordables de
degrés respectifs p et q définies sur la variété V. Soit h une application de
classe C1 de V dans une autre variété W de classe C'. Alors on a les propriétés
suivantes :

i° d.d(s) = o;
2° ^(coAîï ) == r fcoA^+(— I^COA^TI;

30 dh^-= h^d^, et

40 d(^ = o lorsque co est à support compact de degré maximal et V

orientée.

Les trois premières propriétés se voient sur des cartes, en utilisant le
théorème 1. Pour la quatrième, on recouvre V par un atlas C1; si les a,
forment une partition de l'unité C1 subordonnée, chaque forme a,co est

cobordable, et l'on est ramené à montrer que f rf(a,co) = o, ce qui se fait
Jy

par invariance de l'intégrale et de d par C' difféomorphisme et la propo-
sition 5.

CHAPITRE III.
COURANTS SUR UNE VARIÉTÉ C1 ORIENTÉE SANS BORD.

1. Un intérêt de la notion des formes différentielles cobordables sur
les variétés de classe C1 vient du fait qu'on peut même introduire la notion
de courants sur cette classe de variétés. Considérons, d'abord, V comme
une variété de classe C1, orientée, connexe et de dimension n et notons
par ë^(V) l'espace vectoriel constitué de toutes les formes différentielles
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cobordables de degré p, définies sur V; et ensuite formons la somme
directe de ces espaces pour o^p^M, c'est-à-dire

(3.i) ê-=^(V)=©ê;;(V).
p=o

L'espace vectoriel ^'(V), ainsi construit, est aussi une algèbre graduée.
De même, désignons par ci).^(V) l'espace vectoriel constitué par toutes les
formes de ê^(V) dont les supports sont compacts et représentons
comme (3.i) la somme directe des d3^(V) par ^(V). On dit qu'une suite
de formes { c o y } converge vers zéro dans 6e si, sur tout compact fixe de V,
les suites j coy} et { rfco, } convergent uniformément vers zéro. Ainsi on définit
une topologie sur l'espace vectoriel ^(V) de formes dont les supports
sont tous contenus dans K. La topologie sur ^(V) est la limite inductive
de ces topologies.

Il est évident que 03e (V) est un sous-espace vectoriel de ^(V) avec une
structure d'algèbre graduée, induite d'une façon canonique. De plus,
03e (V) est muni d'un opérateur différentiel linéaire d : (^(V) -> ^(V) de
telle sorte que pour chaque composante ^(V), on ait cî(^(V)) Cû3^(V),
le support de rfoo € ̂ ,_i (V) est contenu dans le support de ODG^^V).

2. On pose, alors, les définitions suivantes :

DÉFINITION 4. — On appelle courant, sur une variété V orientée de classe C1,
une forme linéaire continue T : y -> <^T, ç ^>, sur Vespace vectoriel (^'(V).

DÉFINITION 5. — On dit qu'un courant T sur V est de dimension q ou de
degré n — q (o ̂  q ̂  n) si l'on a ̂  T, y )> == o pour tout ç€ï^(V), p ^z q,
Le support de T est défini comme le plus petit ensemble fermé de V en dehors
duquel T est nul.

Par exemple, une forme co à coefficients localement sommables, est un

courant, en posant <( co, y )> == f oD/\y.
Jy

Si T,, est une forme linéaire continue dans l'espace <-0y(V) et si co7 est
la composante homogène de degré q de coeû^V), la formule

<T,C..)>=<T,,^>

définit un courant T de dimension q et l'application T\—^T est bien
évidemment un isomorphisme du dual ^(V) de l'espace ^y(V) sur l'espace
vectoriel formé des courants de dimensions ç, ce qui permet d'identifier
l'espace de ces courants à cV^'(V). On note l'espace des courants sur V
par a^(V).
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3. A chaque endomorphisme continue D de (^(V) correspond un endo-
morphisme transposé ^D de ( ^ ' ' '(V) défini par
(3.2) <^D.T , û ù > = < T , D.^>

pour tout courant T et toute forme coe ̂ (V).

DÉFINITION 6. — On ait quun endomorphisme D est un opérateur diffé-
rentiel si D est continu et si le support de D. co est toujours contenu dans le
support de co, pour toute forme (Ded^V).

Donc, pour toute suite { c o / j - de formes qui converge vers zéro
dans ^(V), la suite { D.œy } en converge aussi vers zéro. Un tel opérateur
différentiel possède un transposé défini par la relation (8.2), qui nous
permet de définir des opérations sur des courants. En outre, (8.2) implique
que le support de ^D.T est contenu dans le support de T. De plus, ces
opérateurs différentiels forment une algèbre avec les lois habituelles.

4. Soient coeê^V) et TêcD'^V). L'application r.->^/\7i est un
opérateur différentiel dans (^'(V), et par suite T. -^ <( T, coA71 ^ est un
courant sur V qu'on note TA^- On a ainsi pour tout Tiedî^V),

< T / \ G ) , 7T>=<T, G ) A ^ > ,

qui définit donc l'opération de multiplication d'un courant T par une forme
cobordable ('0. Pour tout compact K de V, d est un endomorphisme continu
de l'espace ^(V)? ainsi d est un opérateur différentiel. Si T est un courant
sur V, co -> <^ T, rf(D )> est une forme qui définit un autre courant sur V
qu'on note &T et qu'on appelle le bord de T. Ainsi, pour tout cogcD^V),
on a
(3.3) <^T, co>=<T, 6/ûù>.

PROPOSITION 6. — L'application T -> bT est un endomorphisme de l'espace
sectoriel ^^(V) et Von a

i° &(CM(V))C^(V);
20 b.bT = o;
3° Le support de bT est contenu dans le support de T.

Si le support de T et celui de co ne se rencontrent pas, il en est de même
de ceux de T et d(^. Ceci implique que l'expression (3.3) se réduit à o,
d'où 3°. Les deux autres propriétés sont évidentes.

On peut aussi définir la différentielle d'un courant T (notée
comme dT) par

(3.4) dT=WbT=—bWT,

où W est un opérateur linéaire défini pour les courants par la condition
que WT = (— i^T, lorsque T est un courant homogène de degré q.
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Evidemment, pour un courant homogène, son bord et sa différentielle
sont égaux au signe près. La formule de multiplication d'un courant T
par une forme ye^, nous donne la relation

(3.5) b (T A ?) == ^T A Wc? - T A ^Wcp.,

d'où s'ensuivent, en vertu de (3.5) les formules suivantes :

(3.6) ^ ( T A ?) =^T A W c p + T A b^

et

(3.7) d(T A ^)=dT A cp+WT A ^?.

On a aussi pour tout courant T,

dodT=o,

et encore
dT=d^ si T=cp.

Remarque 2. — Si H est une application propre de classe C' de la variété V
dans la variété W, toutes deux supposées orientées et de classe C1, on peut
définir pour un courant T à support compact dans V, l'image de T par
l'application H donnée, le courant HT défini dans W par

(3.8) <HT, (» )>==<T, H*co>.

On peut établir que l'application H ainsi définie commute avec le bord
des courants.

Remarque 3. — Si V est une variété orientée C00, il y a sur V une autre
classe de courants, en dualité avec les formes C00 à support compact.
Dans ce cas, les courants définis plus haut sont un cas particulier de ces
courants plus généraux : (î)C^, ^^'C^'.

Remarque 4. — En utilisant le théorème de Hahn-Banach, on verrait
que tout courant peut s'écrire (d'une infinité de manières) T == p. + d^y
où [J- et v sont des courants à coefficients mesures.

CHAPITRE IV.

FORMULE DE STOKES POUR DES FORMES COBORDABLES.

1. Soit V une variété connexe, séparée, de classe C1 et de dimension n
définie sur R, orientée et dénombrable à l'infini. Soient ((?, o) une carte
de V et co une forme différentielle de degré n, continue sur V. Considérons
alors l'image réciproque de co par y, c'est-à-dire la forme différentielle 9*00.
C'est une forme différentielle continue sur l'ouvert (? de R" parce que co
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est continue et y est de classe C1. Elle a donc pour degré la dimension n
de R", de sorte qu'elle s'écrit sous la forme
( ^ . l ) îp*C.)=/(^i, . . ., Xn) dx^ A . . .A dx^

Associons à cette forme la mesure de Radon, définie sur l'ouvert 0 par
( ^ •2 ) ^.),ç=/(^) ^(rr; 9) ̂ i(g)...(g)^

où 0 =^ i est la fonction associée à l'orientation de V par la carte donnée.
Cette orientation provient de l'orientation de son espace vectoriel tangent
au point f{x) de V. Comme 9 est un homéomorphisme de (9 sur 9(0),
[^o,ç possède une image ç[p-(.),ç], qui est une mesure sur l'ouvert 9(0?) de V.
Ainsi la donnée de la variété V, d'une orientation de cette variété, de la
forme différentielle OD et de la carte, définit une mesure de Radon 9[^o^]
sur 9(0). Les mesures ainsi définies sur deux ouverts de V coïncident sur
l'intersection de ces ouverts.

2. Rappelons qu'il existe sur V une mesure de Radon [^]v= [co] et une
seule, telle que pour chaque carte ((9, 9), [cojy soit égale dans l'ouvert 9(0)
à l'image 9[^o),^] de la mesure ^ ^ associée sur l'ouvert 0 à l'aide de V
et de la forme différentielle co par la même carte.

On pose la définition suivante :

DÉFINITION 7. — On dit que co est intégrable sur V si, [cojy étant la mesure
de Radon associée à V et à (^, la fonction constante égale à i est intégrable
par rapport à [^>]v; dans ce cas, son intégrale s'appelle l'intégrale de co sur V
et se note

(^ •3) r^==r[co]v.J\ J\

Cette intégrale existe toujours si oo est à support compact sur V et,
a fortiori, si la variété V est compacte. Si deux cartes (0i, ©i) et (02, 92)
sont choisies de telle manière que l'intersection 91(01)092(02) ne soit
pas vide, les mesures définies à l'aide de ces cartes et de la forme diffé-
rentielle co coïncident dans cette intersection. Donc, pour calculer l'inté-
grale de co sur V, il est naturel de décomposer la variété V en une réunion

(finie ou dénombrable) U V; d'ensembles disjoints [(jojv-mesurables et
i

suffisamment petits pour que chacun d'eux soit contenu dans l'image
d'une carte. Si, alors, chaque V^ est contenu dans 9î(0() on a la formule

(M) f^S fMv=Y f /.(W^(g)...(g)^,,
•Ar i Jv- i ^T-1^)

3. Si l'on considère une « variété singulière » avec bord orientée H [ V,
définie par une application propre H de classe C1 d'une variété orientée V
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avec bord, on appelle bord de cette variété singulière la restriction H | &V
de l'application H au bord de V.

On a alors le théorème suivant :

THÉORÈME 3 (Stokes). — Soit V une variété avec bord de classe C1 et de
dimension n, orientée. Soit H une application propre de classe C1 de V dans
une autre variété û de classe C1 , définissant ainsi une variété singulière
orientée, avec bord H V, de û. Soit co une forme différentielle cobordable
de degré n — i dans û à support compact. Alors, on a la formule de Stokes :

(^.5) f d^=fdw == f ce.
H j V ^H | b V^ ïï 1 V t^H

Supposons, d'abord, que H = l'identité. Alors pour chaque point a
de l'intérieur V de V, on peut trouver un ouvert (?,/ de R" et un voisi-
nage connexe Va dans V de telle sorte qu'il existe une carte ((9^, ©„) de V,
qui applique l'ouvert Oa dans V avec ç«(^) = Va. Si, au contraire,
le point a appartient au bord 6V, il existe un C^-difîéomorphisme <fa d'un
ouvert Oa du demi-espace !{"_={ x'y Xi^o ] de R" sur un ouvert Va,
de V de telle manière que l'intersection &V C\Va soit l'image par y a de
l'intersection de Oa avec l'hyperplan Xi = o de R". L'ensemble de tous
les Va^ ainsi formé, est un recouvrement de V, donc, a fortiori, de l'inter-
section compacte de V et du support de co. Il suffit donc d'un nombre fini
de tels voisinages, soit (^)^ei correspondant à des points a/, pour recouvrir
cette intersection. Soit (a/,)^i une partition de l'unité subordonnée et
formée de fonctions de classe C1. La formule à prouver s'écrit

(^.6) V f^(a^)=V f a^.
^i^ ^i^

Maintenant, il faut démontrer l'égalité de chaque terme de la somme
du côté gauche avec le terme correspondant du côté droit. Comme ç/,== ç^
est un C^-difféomorphisme il commute avec d, et ç^(a/,co) est une forme
cobordable dans 0k= 0^, donc il reste à montrer

(^.7) ' fd(Œ/^)= f ^d(^)= f d(ol{^))
Jv J ̂  J^

=z f Œk^ = o, si a/,ç Y
^ b\

et

(^.8) f d(^)= C d(^{^))
^v ^cu.

== j a^c,j== j 9^.(a^GJ), si a/:e&V.
*Av ^^n^zi^}-^v ^cunu-i^}
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Pour démontrer l'égalité des deux intégrales dans (4.7) et (4.8), on utilise
F approximation de la forme cobordable (p^.(a/,-(o) et de son cobord par des
suites { m / } et { <te/}, formes de classe C30 à supports dans un compact
fixe de (9/,, pour lesquelles l'égalité analogue est connue.

Maintenant, si l'application H donnée est une application différente de
l'identité, on est amené à prouver la formule

(.^.9) f i r^)= f IFc,).

Ici nous savons déjà que l'application H* commute avec le cobord d
pour les formes cobordables et cela revient à montrer que

[ ' ^ ( H* cof:= f IFç,).
J v J l,\

Mais, d'après les hypothèses faites à l'application donnée H, le support
de H*co coupe la variété V suivant un compact et donc l'expression (4.9)
n'est autre qu'une semblable à celle déjà établie en (4.6) relativement
à la forme H*(O.
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