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EXPOSITION ANALYTIQUE

DE LA

THEORIE DES SURFACES,

Par M. Cu. BRISSE,

REPETITEUR A L'ECOLE POLYTECHNIQUE, AGREGE DE L'UNIVERSITE.

Depuis Euler, la théorie des surfaces a été exposée de bien des ma-
nieres différentes, tantot & 'aide de I’Analyse ou de la Géométrie pures,
tantot & 'aide de 'une et de 'autre. Le tableau complet des progres de
cette branche de I’Analyse appliquée a été tracé par M. Chasles dans
son Rapport sur les progres de la Géométrie, et le nombre considérable
de Mémoires qui s’y trouvent analysés porte a croire qu'une exposition
nouvelle, comprenant les résultats fondamentaux actuellement acquis,
pourrait étre utile 3 ceux qui voudraient s’occuper de la théorie des
surfaces.

Il semble nature d’établir d’abord ce qui est relatif 3 une surface
quelconque considérée isolément, pour passer ensuite & la théorie des
surfaces correspondantes et aux monographies. En outre, il convient
de définir les éléments introduits dans cette théorie par les géometres
et d’en fournir les expressions indépendamment de tout systéme de
coordonnées, avant de montrer les simplifications qui résultent d’un
choix judicieux de ces systémes. Tel est 'ordre que je me propose de
suivre dans cette Exposition, dont je donne ici les débuts, et d’ol1 j’ai
exclu systématiquement toute considération géométrique.

Dans la premiere Section, j’établis & I'aide d’une transformation de
coordonnées les formules relatives au déplacement le plus général d'un
triedre trirectangle, et j'en déduis la portion des formules de M. Co-
dazzi qui est indépendante de la position du triedre par rapport a
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la surface. Je prouve ensuite, a l'aide de I’Analyse bien connue de -
M. Ossian Bonnet, que six fonctions quelconques satisfaisant a ces trois
équations définissent toujours le déplacement d'un triédre autour de
son sommet et n’en définissent qu’un.

En exprimant que le triedre a deux de ses arétes tangentes a une sur-
face, on trouve la seconde portion des formules de M. Codazzi en coor-
données rectangulaires et en coordonnées obliques, sous la forme ol
M. Laguerre les a données dans les Nouyelles Annales de 1872. J'ai d’ail-
leurs établi toutes mes formules dans I'un et 1'autre systeme de coor-
données, en leur donnant le méme numéro, et en affectant ce dernier
d’un accent pour les coordonnées obliques.

En exprimant que le triedre est formé par la tangente, la normale
principale et la binormale d’une courbe gauche, on obtient, au lieu des
formules de M. Codazzi, les formules de M. Serret. Comme on a quel-
quefois a différentier ces formules jusqu’a un ordre assez élevé, je
crois étre utile en publiant les résultats que j’ai obtenus jusqu’au
sixieme ordre inclusivement, et dont je garantis I’exactitude. J’en dé-
duis plusieurs formules qui renferment, comme cas particuliers, quel-
ques théoremes de Géométrie infinitésimale dus & M. Ossian Bonnet.

Cette Section se termine par les formules qui donnent le plan oscu-
lateur, le rayon de courbure et le rayon de torsion d’une ligne tracée
sur une surface, quand on connait 1'angle sous lequel elle coupe les
lignes coordonnées. Ces formules sont dues & M. Laguerre.

Dans la deuxieme Section, je démontre le théortme d’Euler, celui
de Gauss relatif & la courbure, et celui de Meusnier. De I’étude des
normales autour d’un point, je déduis ensuite toutes les expressions
connues de la torsion géodésique, de I’angle de deux normales infini-
ment voisines et de la courbure géodésique.

Dans la troisizme Section, je définis les lignes de courbure, les asym-
ptotiques et les géodésiques, et j'établis leurs équations différentielles.
P’y donnele théoreme de Lancret, et, d’apres M. Ossian Bonnet, I'appli-
cation de la théorie du dernier multiplicateur de Jacobi & l'intégra-
tion des géodésiques.

Enfin, dans la quatrieme Section, j’établis la théorie des surfaces,
lieux de normales, le long d’une courbe quelconque.
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SECTION I.
FORMULES GENERALES.

1. — Deplacement d’un triédre.

1. Considérons un triedre trirectangle mobile d’une maniére quel-
conque dans I'espace et, par un point fixe O, menons des paralleles O&,,
Ox4,, 0%, ases trois arétes dans chacune deleurs positions. Menons éga-
lement, par le point O, trois axes fixes trirectangulaires, et soient a, b,
c,a,b,c,d’, b, ¢ les cosinus des angles formés parles droites 0&,,
0+4,, 0§, avec ces axes. Six,, y,, 5, sont, par rapport a O&,,O=,, 0&,,
les coordonnées d’un point invariablement lié au triedre, ses coordon-

nées x, y, s, par rapport aux axes fixes, seront fournies par les for-
mules

z==ax, + dy -+ a5,
(1) ye=bx, 4+ by + 0"z,

z=cx, + 'y + ¢" 3.

En passant de la position actuelle du triedre & la position infiniment
voisine, ces formules donneront

dx ==z, da + y da’ -+ 5, da’,
(2) dy = z.db -~y db' +4- z,db",
dz =z z.de -y de’ +z,dc".

Si 'on ajoute les équations (2), aprés avoir multiplié la premiere
par a, la deuxitme par b, la troisicme par ¢; puis la premiere par @', la
deuxieme par &', la troisitme par ¢'; enfin la premiere par a’, la
deuxieme par b”, la troisieme par ¢”, on obtient

a dz+b dy+c dzs=(a da+b db-+-c dc)z + (a da'+ b db' + ¢ dc’)y,

+ (a da’+ b db" + ¢ dc”)z,,

a dz+ b dy+¢ dz=(a' da=+ b db ¢’ de)z + (' da’ -V db' + ¢’ de' )y,

) + (& da”=+ b db” + ¢’ de”) z,,
(@
(

a'dz 4-b" dy -+ ¢" dz == (@’ da —+ V" db - ¢"dc) z, - (a” da’ - b" db' + " de’ )g .
}‘ al/ dall+ b// dbl/+ c’/dcﬂ)

Annales de U'Lcole Normale, 2 Série. Tome I11. 12
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Or, en différentiant les relations

@ + b 4+ ¢ =1, ada +bb"-+c¢'e¢"=o,
(4) a? 40 =, (5) a'a +b"b +c"c =o,
a b=, aa+bb+cc=o,
il vient
(6) dda + b db + ¢ de' =o,

allda”+ b//dbl/+ C”dc”:o,

a da” + b db" + ¢’ de’ =—(a"dd + b" db’ +- ¢” dd'),
a’da +b"db + ¢"dc =—(ada’-+b db" -+ ¢ dc"),
add +bdb +¢ de’ =—(d da + b db -+ dc).

3ada +b db + ¢ de =o,
(7) S
(

Portons ces valeurs dans les formules (3), nous aurons

‘ adzx-+-bdy +~c dz=—(a'da +b'db +c'de)y, + (ada"+b db"+c dc”) z,,
(8) ¢ ddx+4bdy +c' dz=—(a"dd +-b"db’ --c"dc') 3, +(a' da -+b" db + ' d¢ )z,
( a'"dz+b"dy +c¢"dz=—(a da’ +b db” + ¢ dc" )z, +(a"da’ +b"db’ +e"de! )i

Sil'on ajoute les équations (1), aprés avoir multiplié la premiere
par a, la deuxieme par b, la troisieme par ¢; puis la premitre par @,
la deuxieme par &', la troisieme par ¢’; enfin la premitre par a’, la
deuxieme par 0", la troisieme par ¢”, on obtient, eu égard aux équa-
tions (4) et (5),

S‘a z+by+ciz==z,
(9) ax-+by-+cz=yp,
| a" x40y "=z

d’olt ’on tire
S adr +bdy+cds=—(xda +ydb +zdc),

(10) a de+bdy+c¢ ds = -- (zdd +ydb +2zd),

a'dze +b"dy + "dz = — (xda” +y db” +2zdc").

Portons ces valeurs, ainsi que celles de «,, y,, z,, dans les équa-
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tions (8), et nous aurons

zda +ydb + zdc = +(a'da +b'db +c'de )(d z+b y+¢' 3

)
ada’+b db” +c de”)(a”" x+ b"y +c¢" z),
)

) ada +b'db +c'de)a z+b y+c z),

-+
—(
zda +ydb' + zdc' == + (a"da’ + b"db +c"dc’ ) (a"z + ¥y + " z)
—( )
zda" -~ ydb" - zdc” = -+ (a da’+ b db"+c dc”) (a z+b y+c z)
—(a )

"da’ 4- 0" db' + ¢"de’) (a2 + by z).

En exprimant que ces formules sont des identités en z, y, =, il vient
donc
da = (a' da + b db + ¢’ dc) &' — (ada” + bdb” + ede”) ',
db = (a’da + b db + ¢’ de)b' — (ada” + bdb” + cdc”) b”,
de = (ad'da+ b db + ¢’ de)c — (ada” + bdb" + cdc”) ¢

(
(
a’dd + b" diy +- ¢"dc’)a"— (& da + b'db + ¢'dc) a,
a’da + 0" db'+-¢"dc') b"— (' da + b db + ¢'dc) b,
)e"—(

Il

4

de! ==(a"da’ -+ b" db' -+ ¢"d¢’ a'da—+ b'db +c'de)c;
ada”+ b db” ¢ de’)a — 'a’da’ -+ b"db' + ¢"dc')
db” ada”+b db" ¢ dc”) b - ( a’dd + b"db’ -+ ¢"d¢! )b’

=(a
=
=(a
=
(
=(ada"+ b db" -+ ¢ de") e — (a"dd' + b"db' +- ¢"dc’) ¢!

Telles sont les relations fondarnentales qui vont nous permettre de
passer d’une position quelconque d’un triedre trirectangle & la posi-
tion infiniment voisine.

11. —— Formules de M. Codazzt.

2. Imaginons qu’un point décrive une surface quelconque
z=9(u,0), y=Y(u,0), z=y(t,v),

et quea, b,c, a’, b, c,a’, b, ¢ soient aussi des fonctions connues
de u et de v. Alorsles expressions

dda+bdb - c¢'de, ada’ +bdb" +cdc”, a'da’ -+ b"db - c"d

seront des fonctions connues de u et de v. En les désignant par
12.
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+ Mdu+ Ndy, — Pdu-—-Sdv, —Rdu— Qdy, on aura

W da + b db 4 ¢ de==-- Mdu -+ Ndy,
(13) ada’ +bdb" - cdc”==— P du— Sdv,
? a'da - b"db' -+ ¢"dc’ = — R du — Qdv,

et les équations fondamentales du mouvement du triedre deviendront

da =+ (Mdu-+Ndv)d + (Pdu -+ S dv)a”,
db =+ (Mdu—-+Ndv) b+ (Pdu—+Sdv)b”,
de =+ (Mdu-+ Ndo) '+ (Pdu+ Sdv)c";
dd =— (Rdu—+ Qdv)a"— (Mdu + Ndv) a,
(14) db =— (R du-+Qdv)b"— (Mdu-- Ndv) b,
d¢ = — (Rdu - Qdv)c"— (Mdu + Ndv) c;

)
da’=— (Pdu—+ 8 a’u) a+ (Rdu -+ Qdv)a,
dt'=— (Pdu+ Sdv)b —+ (Rdu -+ Qdv) b,
| de"=— (Pdu + S dv)c -+ (Rdu-+Qdv)c.

Si le sommet du triedre doit de plus coincider avec le point décri-
vant la surface, son mouvement dans I’espace sera complctement dé-
terminé.

3. Nous allons chercher si, réciproquement, a tout systeme de va-
leurs de M, N, P, Q, R, S correspond un mouvement déterminé du
tritdre autour de I'origine et un seul (*).

A cet effet, groupons les équations (14) de la maniere suivante :

da =+ (Ma'-+Pa")ydu~+ (Na' + 8 a") do,
da'=— (Ra"-+Ma )du—(Qa” + Na) dv,
do'=— (Pa—Ra)du— (S a — Qa')dv;
A db =+ (M +Pb")du + (Nb'4-S b”)dy,
(15) db) =— (RbV"+ MDb)du— (Qb"-+ N b) dv,
db’'=—(Pb—RVI )du— (Sb — Qb )dy;
de =+ (Mc' 4P ¢”) du + (N ¢+ Sc¢”)do,
de’ =— R¢"+Mc)du— (Qc¢”+ Ne) dv,
de" =—(Pec—Re)du— (8 ¢ — Qc'jdo.

() Dans tout ce paragraphe 3, nous n’avons fait que reproduire textuellement ’analyse
donnée par M. Ossian Bonnet dans son Mémoire sur la théorie des surfaces applicables sur
une surface donnée, ol ale premier montré toute 'importance des formules de M. Codazzi.
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Ces équations équivalent aux suivantes :

da " db . ” de p
-(—ilT_—i—Ma- Pa”, 7/7_+Mb—1—Pl) S T =4 Mc+ P,

, da’ Y db p de’ ”

{16) E~—Ra “‘]‘\/[(l, (lu — Rb —M[), E——RC —MC,.
-d-f—:—-Pa-!—-B.a', (Z_—b—:-—Pb—!—I{b’, gLjﬁ:——Pc—r—Rc’,
du du du
da ’ ” (]b _ ’ ” dc — ’ ”
—-EV—-——I"‘N(Z—FSCZ, -(-{(‘)-—-——*-Nb—r'sb, m——‘*—NC—FSC,

(x7) %‘5— =—Q a"— N, %’:}— =—Qb'—NDbD, —C‘% = —Qc¢"— Neg,
da” , a0 , dd” A
W—-S(L'-FQ(Z, W-———Sb-i—Ql), —(—Z;--—--'—SC'T-QC,

et I’on doit avoir avant tout
[ d . d
. ' P a?’) — e I 7"
i (Ma'+ I(t)_.du\Na +-Sa"),
d y d "
—(—{—&(Ra "{—Ma) = 'Zz;“ (Qa ""‘N(l),

d /"____d /.
%(Pa—~Ra;-~‘—l—J(Sa——Qa;,

&y o) '—Zzl* (Nb/+S b),
(18) S (R MB) = L Qb+ Nb),
d o d .
Lpb—nb)=2 (36— Qb);

L Moo= SN+ S o),

—-—(Rc”—l Mc¢)= —/—-(Qc”-l N ¢),
d

d
dv

(Pec-—-Re) = P (Se—Qc),

ce qui, en effectuant et remplacant les différentielles partielles de a, o/,
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a,b b, b, ¢ c,c par leurs valeurs, conduit aux conditions

dM dN

dP dS

(19) o — o =MQ — RN,
AR dQ _
a—:}———?Tu--_NP — MS.

Supposons ces conditions remplies; on sait que, quelles que soient
les quantités M, P, R, il existe une infinité de systemes de valeurs de
" satisfaisant aux équations (16), et qu'en appelanta,, &, @',

a,, d,, a,, a,, d,, &, trois de ces systemes, pour lesquels le détermi-
nant
- a o« a
a" a’: a’ﬁ
v " "

a, a, d

soit différent de zéro, les valeurs les plus générales de @, a’, a” sont

S a ==, a -+ o,y -+ az Ay,
(20)

Q= o d +od,+ad,,
( "= o, d’ 4+ a0+ a; @,

o,, s, 3 6tant des fonctions arbitraires de ¢.

Cela posé, assujettissons les valeurs précédentes de a, @/, a” & véri-
fier les équations (17), nous aurons

da.+a%+ dot,
YA TR T

’ " dal ’ " da'z d(h
= (+Nal +S8d'| — 217) o+ <—+~ Nd, 4 Sd'y— 217> ( +Nd, +Sa— 7) Za

4 _d_“i_i_a' éoﬁ +a’ dds
Yde * dv *dy

" d 'l - o 2 " !
:(-—- Qa’ —Na,— —(;%) oy <—»Qa,—Na;—%§~> a4~ (——Qra—-—Naa—-%> %y,

dv
" da dcz'. d“
a ! dUl ”2 y ,: ;2 :

"

dd

:(—Saﬁ- Qd,— ‘Zi&") st (-‘ Sa,+Qd,— %“7> a,+< Sas-+ Qd,— ‘Z’) .
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Ces équations fourniront pour «,, ., @, des valeurs convenables,
¢’est-a-dire des valeurs fonctions de ¢ seul, si leur systeme est équiva-

lent & celui que 'on obtient en les dérivant parrapporta u, «,, a,, as,

C(I;:' Z“’ (CZZ“’ étant traités comme des constantes, ¢’est-a-dire au systeme

des trois équations

| da da, da, du, da, do,

du dv " du dv " du do

(NS Y b,
du du ‘d Ydu  dudv) !
<-+-N@El - éa—-’——i— dN+a as _ dﬁa’)m
du *du *due  dudv)

© (—*—N f_cﬁ +8 dd, , dN » dS d*a, >
du

da T du T duT dude

da’, d“l + (zfli.{ ziz- + da’_q dd;
du dv diu dv du dv

da, . dQ dN  d*4,
(22) ( Q“‘"”N “‘“*E"“'JE“W@)
22
dd, da, , dQ dN. d*d,
+<—Q‘37"Ntzzz*“zaz*‘“=;zu dudu)
da'; ala,1 . dQ dN  d*d,
( 0% N T T T —‘dudu> 5

du ?17+ die dv N (ld dv
ds dQ ard’ >

: da, Q —aB ard,
- (“— du ‘du " du T dude)
) lda' I , dl 1
N (_ S da da ds dQ >

-+ a
| / ' Q 'y
- (__ da, 0 dd, ds ~ , dQ d:d, 3

s L %% __ 482 &5
du +Q de ~ “du *du  dude
\ G 0% T T T Y T T Jude)
Orcelaalieu évidemment; eneffet, en multipliant la deuxiéme des équa-
tions (21)par M, la troisieme par P, et en ajoutant membre a membre,
on trouve la premiere des équations (22), ou plutdt ce que devient cette

équation lorsqu’on y remplace les dérivées premieres et secondes des
quantités a,, @, @, &, &,, @,, a;, dy, & par les valeurs déduites de
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la définition de ces quantités, et les dérivées 3—:, g—g: % par les va-
leurs déduites des équations (19); de méme, en multipliant la troi-
sitme des équations (21) par — R, la premiére par — M, et en ajou-
tant membre & membre, on trouve une équation équivalente 2 la
deuxieme des équations (22); enfin, en multipliant la premitre des
équations (21) par — P, la deuxieme par R, et en ajoutant membre 2
membre, on trouve une équation équivalente a la troisieme des équa-
tions (22). :

Ainsi il existe toujours une infinité de systemes de valeurs de a,
a', a’ vérifiant les équations (16) et (17), lorsque M, N, P, Q, R, S sa-
tisfont aux relations (19); de plus, sia,, d,, d|, a,, d,, @, a,, &, a,
représentent trois de ces systemes, pour lesquels le déterminant

a, a, s
a’l a’z a’3
d d o

soit différent de zéro, les valeurs les plus générales des a, a’, a” sont

g a4 == o @y - o dy - oy dy,
(23)

a=a,d 4 e d,+ oy d,,
( a’'= a, a"l—-t— o a"2 -+ oy dy,

oy, tqy 0ty 6tant des constantes arbitraires. On aurait de méme

b =Bia~+ Bt + By a3, C =Y+ Y a Y,
(23) { b =pd, + B:&,+ Bs &, (23) { ¢" ==y, d, + yad, - s 4},
b =B.d + ad,+ B &5 =Y A d, A+ d,

Bis Bas Bas ¥4» 720 75 étant six nouvelles constantes arbitraires.
Ces constantes ne sont pas quelconques, car on doit avoir

be - b'¢" 4+ b"¢" =o,
ca—-ca +c"a” =o,

@+ a*+ a =1,
(24) : b* + b2 b =, (25)
¢+ ¢ ¢ =, | ab-+a'b' 4 a’b” =o.

1 faut donc encore en prouver I'existence et montrer comment on
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les obtient; or, d’aprés la définition méme des quantités a,, @, a, a.,
a,, ay, a;, dy, d, (16) et (17), les six fonctions

al+ad - d? a -+ d,? -+ dye, al +d + a?,

may + d, o+ ay dy, aa+a,d, -+ dyd, aa+d d, - d)d)
sont constantes. Posons done

al+dP-+dr=A, wa--ad, +d d =B,
(26) a; + d} - adyi= AL, aya + & d, +d & =B,
a; -+ d} -+ dy = A, aa--d d - d d, =B,

les relations (24) et (25) deviendront

S Aol +Ayal -+ Agal+2Biasa, -+ 2Bioso, 4+ 2By o =1,
(27) A]ﬁf -+ Aa ﬁj "+‘A1 ﬁf; ~+ QB‘ @2@;5 -+ 2B:ﬁ3ﬁ| -t 2B3 ﬁ| ﬁ:zl,
( Ayl + Ayl + Ayl + 2By - 2By y + 2By y v =1,

A BI Y = A, pn Y2 + A, @3 Y+ B, (ﬁz Vs -+ ﬁs '}’1)
+Bo(Bayi 4 Livs) + B (Buys +Bayi) =0,
(28) A, Yo = A, Va2t + A, Vs oty = B, ('}’1 oy Y o)
-+ Bz(}/sdl = Yroy) -+ B, (}’1 oy - }’2051):0;
Al o, p; - Az oLy @] = A;; [24) p_; -t- B.(Oﬁz BJ -t OCJB;)
—+ B: (o ﬁx -+ f);s) -- By (e {52 -+ ct ﬁ’l} =0;

ays oy %y Biy Bas s Yi» Vs s sont donce les coordonnées &, 4, & des
extrémités respectives de trois diametres conjugués de la surface du
second ordre représentée par I'équation

(29) A B - Aun? - A G - 2B 0l + 2B LE -+ 2B En=1.

D’ailleurs ces coordonnées sont toutes finies, sans quoi la surface
du second degré aurait une infinité de centres, et le déterminant

A, B, B.
B:’. A‘l BI
B, B, Ay

serait nul, ce qui ne peut étre; car ce déterminant, d’aprés une pro-
Annales de I’Ecole Normale. ¢ Série. Tome III. 13
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priété connue, est le carré dulsuivant

O d @

7 ’ ’

a,  a, a; |,

u
1

ay
lequel n’est pas nul par hypothese.

Ainsi il existe toujours des valeurs de a,, ¢, &g, 315 Bos Bas Yis Y2 Vs
vérifiant les relations (24) et (25). On peut méme déterminer une in-
finité de systemes de valeurs admissibles de ces constantes; mais il est
aisé de voir que ces différents systemes répondent aux différentes
positions des axes de coordonnées 0&, O, OF dans I'espace.

Considérons, en effet, un premier systeme de valeurs admissibles de
&y Cas o5y Bes Pas Bas Yis Y2» 7a» € proposons-nous d’en déduire un
second tout & fait quelconque. Jappelle , I, I” les longueurs des dia-
metres conjugués de la surface (29) dont les extrémités ont pour coor-
données respectives les premieres valeurs de «,, o, o3, By, Bss Bis
7ur Y2 Y- Soient A, w, v les cosinus des angles formés par le diametre
de longueur / avec les axes O, Oy, O&; X, p/, v les cosinus des angles
formés par le diametre de longueur /' avec les mémes axes; A", p”, v’
les cosinus des angles formés par le diametre de longueur &’ avec les
mémes axes, en sorte que 1’on ait

=10, Bi=U¥, y=U"V,
) ? w=lp, B.=Up, p.=0p,

=1y, Bs=1Uv, y,=101"v"."

Pour obtenir un nouveau systeme de valeurs de a,, ¢, o5, By, B2, Ba>
Y4> 720 7s» il faut chercher les coordonnées £, v, £ des extrémités res-
pectives de trois autres diamétres conjugués de la surface (29). Or, si
cette surface était rapportée aux trois diametres conjugués de lon-
gueur/, I, ", auquel cas son équation serait

(31) '57 n’ I '42 —

EYmT e

les coordonnées des extrémités de trois diametres conjugués quel-
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conques auraient pour valeurs respectives

l’CB, llp, 14 ,
lm” llpl, l”U'/,

lmll’ llpl/’ lll a_l/’

@, p,0,@,p0,0d, w", 0", ¢ satisfaisant aux six relations

w! + Pﬂ + a.? :1’ mlm_ll+ p/ pll-*_‘ o,/ O'”:O,
(32) @'t +pt ot =1, (33) { @"® +pp + ¢’¢ =o,
&+ p" o=, mw +pp+oc o =o.

Donc les coordonnées par rapport aux axes 0%, Ox, O primitifs, c’est-
a-dire les nouvelles valeurs de «,, o, o3, B/, Bas Lar Y1s Yor Vs, SODE

o, =lw A+ p N+ 1"c Vi zouw - Pip +y10,
o, T loy = l’p [},'-.L- e [J.”..;: LW i~ ﬁ;p -=y.0,

oy =lm v--Up vV +1"c VvV zasw - Bsp +7:0,
B, =o' A+ U N-+1"d ¥V = 4 Bip ~+yi0,
(34) (B ==lo p--Up p - o' p = -+ Pap’ 720,

ﬁ"') — l'G,"/ Y - l/pl U, - l// O" N o ZD" e 53 p/ - ya O”,
y’, — lm”?x . ll P";\, pe l// a_’/ )LI/ = E” - Q‘PI/ - Y' O’”,
}l’ - lm’”

vy = le" v+ l/pl/ v 1" gy = o o -1 @apll e s .

(U. e l/pll ‘I"!__ l” a,l/ [J‘I/ 2 m// e ﬁ2pr/ . 'J/: G'”,

En portant ces valeurs a la place de a,, o, a5, 31y Bas Bay Yis Yor 73
dans les équations (23), on trouve pour @, b, ¢, @', V', ¢/, a”, V", ¢" de
nouvelles valeurs qui s’expriment en fonction des anciennes de la ma-
niére suivante :

a=oaw-+Bip+y.0, b=aw +pp+y0d, c=aw" +Bp +y0,
(35) { &d\=cta—+Pap 720, bi=cw -+PBup' +y:0", ¢ =" +Bap” + 13",
dy=ayw—+Psp+7: 0, V=o' +Bap’ 750, c’::aﬂw”—!—@a()”—l—y;o‘”,

en sorte qu’il suffit de substituer aux axes O£, Oz, O¢ trois nouveaux

axes O&, Ov’, 0¢/, faisant avec les premiers des angles dont les cosinus

soient respectivement =, p, o, ', ', @, @, p”, ¢”, transformation pos-
13.
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sible d’aprés les relations (32) et (33), pour que les premitres valeurs
dea, b,c, a, V', ¢, a’, b, ¢ se changent en a,, b,, ¢,, @, ¥, ¢,
a’, b, ¢,. Donc les différents systemes de valeursde o, By, 715 @s, o)
Ya» s, B3, 75 conviennent bien & un méme triedre différemment placé

par rapport aux axes de coordonnées 0%, Oy, O¢.

4. Nous allons maintenant particulariser le mouvement du triedre,
que nous avons laissé jusqu’ici absolument quelconque.
Reprenons, & cet effet, les équations du sommet

z=10¢(u,v), y=y(uv), z=y(,v),

et supposons qu'on en déduise, pour I’élément linéaire de la surface
qu’il parcourt, soit

(36) ds: = E* duv* + G* dv?,
soit
(36 ds' =E* du* + 2 EG cos2w du dv -+ G* dv*.

Dans le premier cas, les courbes obtenues en donnant respectivement
av et a u des valeurs constantes se coupent & angle droit, et I'on peut
astreindre les arétes AX, AY, AZ du triedre a coincider respectivement
avec la tangente & la courbe v = const., avec la tangente & la courbe
u = const., avec la normale & la surface. Pour qu’il en soit ainsi, il est
évidemment nécessaire et suffisant que I'on ait

dex = aBdu + o Gdv,
(37 " {dy =b0Edu+ b Gdo,
dz =cEdu + ¢ Gdv,

et qu’en outre les seconds membres soient des différentielles exactes;
ce qui entraine, en tenant compte des équations (16) et (17),

L_ZE +GM=o,
av

(38) AL N
du

ES + GR = o.

@
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Dans le second cas, les courbes obtenues en donnant respectivement
a ¢ et & u des valeurs constantes se coupent sous un angle 2w, et ’on
peut astreindre les arétes AX, AY, AZ du triedre & coincider respecti-
vement avec les bissectrices de cet angle et avec la normale a la sur-
face. Pour qu’il en soit ainsi, il est évidemment nécessaire et suffisant
que l'on ait
dx = a(Bdu+ Gdv) cosw + ¢ (Edu— G dv) sinw,
(37) dy =b(Edu + Gdv)cose + b’ (Edu — Gdv) sinw,
dz =c(Edu -+ Gdv)cose + ¢ (Edu — Gdv)sinw,

et qu'en outre les seconds membres soient des différentielles exactes;
ce qui entraine, en tenant compte des équations (16) et (17),

(F-%) & E<N+5’9>—G<M_—@>:o,

dv ~ du) tangw dv du
(38) dE  dG do do\
dv " du tangw + E N+d0 —G M“E)“"’

(GR + EQ) sino — (ES — GP) cosw =o.

Réciproquement, si les conditions (38) ou (38) sont remplies, les
équations (37) ou (37)" font voir qu'on obtient sur-le-champ par des
quadratures les coordonnées des différents points de Ta surface décrite
par le sommet du triedre. D’ailleurs, les trois nouvelles constantes in-
troduites par les quadratures n’influent en rien sur la forme de la sur-
face; done, finalement, & un systeme de valeurs de M, N, P, Q, R, S, E,
G, o vérifiant les équations (19) et (38), ou (19) et (38)', correspond
toujours une surface et une scule. C’est le résultat mis en évidence par
M. Ossian Bonnet.

Les équations (19), (38) et (38)" constituent les formules de M. Co-
dazzi.

III. — Formules de M. Serret.

5. Imaginons qu’un point décrive une courbe quelconque *

z=1q(u), y=y(u), z=y(u),

et que a, b, ¢, a’, b', ¢, a’, b", ¢” soient aussi des fonctions connues
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de u. Alors les expressions

dda-+bdb+ ¢ de, ada”+ bdb”' +cdc”, a'da + b"db -+ " dc’

seront des fonetions connues de u. En les désignant par + M du, — P du,

—Rdu, on aura
) @ da-+b db+ ¢ de = -+ Mdu,

adda"+bdb"+ ¢dc"=—P du,
a’da’ +- b"db’ 4 ¢"de¢'=— R du,

39)

et les équations fondamentales du mouvement du triedre deviendront

da=Ma'+Pa"jdu, da'=—Ra’"+Ma)du, do"=—(Pa—Rd)du,
(fo) ¢ db=(Mb'+Pb")du, db/=—(Rb"-+-Mb)du, db"=—(Pb—RV)du,
2 de=(Mc'+Pc¢")du, de'=—(Rc"+Mc)du, dc"=—(Pc—Rc')du.

Si le sommet du triedre doit de plus coincider avec le point décri-
vant la courbe, son mouvement dans I’espace sera complétement déter-
miné.

On démontrerait, comme au n°® 3, qu’a tont systeme de valeurs de
M, P, R correspond un mouvement déterminé du triedre autour de I’ori-

gine et un seul.

6. Pour que les trois arétes du triedre soient & chaque instant pa-
ralleles & la tangente AT, & la normale principale AN, a la binor-
male AL d’une courbe gauche, il est évidemment nécessaire et suffisant
d’exprimer que AT fait avec sa position infiniment voisine A'T’ un
angle égal & 'angle de contingence, que le cosinus de I’angle formé par
AL avec A'T’ estinfiniment petit d’ordre supérieur au premier, que AL
fait avec sa position infiniment voisine A’ L’ un angle égal 4 'angle de
torsion. Or la seconde condition s’exprime par I’équation

a"da + b"db + ¢" de =o,

ou par son équivalente (7)

ada” 4 bdb” + cde¢” = o,
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.

¢’est-a-dire que I’on a constamment
P=o.

Pour exprimer les deux autres, calculons les angles formés par cha-
cune des arétes du triedre avec sa position infiniment voisine, angles
que nous désignerons par les lettres ¢, ¢/, ¢”. Nous aurons

cose =(a +Aa )a --(b -+ Ab)b +(c -+Ac ¢,
(41) cose = /(a4 Ad' ) a'+ (I +- A" ) b - (' -+ Ad ) ¢,
cose’"=(a"+ Aa")a"+ (b"+- Ab”") b"+ (¢"+ Ac”) ¢".

Si I'on remplace Aa, Ab, Ac, Ad', AV, Ac', Aa”, A", Ac” par leurs
valeurs au troisieme ordre pres, et qu'on tienne compte des équa-
tions (4) et (6), il viendra :

e =—(a d'a +b d*b 4+ ¢ d*c),
(42) e =—(d &*d + b d*V" + ¢ d*¢' ),
E//2: . (a//dg u// - bl/dz bl/ - c//dg C”}-

\ \

Or, des équations (6) différentiées, on tire

a d*a +b d*b -i-¢ d*¢c =— (da* -+db* -+ dc*),
(43) d' dra +- b d*b -+ ' dre =— (da't - db' - de'?),
a'd*a” - O"d* b+ ¢"dt "= — {da" + db" + dc™),

et, en remplacant, on a

¢t =da -+db* + dc?,
(44) ¢ = da'? - db"* + dc”,
"= da"* -I- db"* - dc¢"*.

Elevons au carré les équations (40), et ajoutons membre & membre
celles qui composent un méme groupe, les équations (44) devien-

dront
e = (M:-- P?) du?,

(45) e = (R* -+ M?) dw,
e (P -1 1) duets
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Dans le cas qui nous occupe, on doit poser

ds

ds
P=o0, e=-— = —

r

”

ds étant la différentielle de I'arc, p le rayon de courbure et r le rayon:
de torsion, ce qui réduit les formules (45) aux suivantes :

ds =Mdu,

P
(46) ¢? = (R* + M?) du?,

(—]i =Rdu.

\
On en conclut d’abord
. 12 — 2 I_ ___I_ .

4n wr=de (2 5)s

puis, posant
a==coSa, d = cost, a”"= cos},
(48) b=cosB, ' =cosn, b"=cosp,
¢=cosy, ¢ =c0s¢ ¢"=cosv,

les formules (40) deviendront
dcosa:f;—scosi, dCOSE:——-{i—SCOSa—— d?scosl,
(49)({ d cosp = E:’}fcosw, dcosn=— %”—q cosp— (—ifcos;z.,
‘dcosyz?cos'g, dcosﬁ:-——%fcosy— -(-[':—scosv,

Ce sont les formules de M. Serret.

dcos) = d—-: cosé,
dcosp.= (-1; cos,

ds
dcosy = — cos Z.

7. Ces formules permettent d’exprimer les différentielles des divers
ordres des cosinus des trois angles «, &, X, ouf3, 0, i, ouy, §, v par des
fonctions linéaires de ces mémes cosinus dont les coefficients ne con-

-tiennent que ds, r, p et leurs différenticlles. La méme observation est
applicable aux formules plus générales (40). Voici les résultats que
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I'on obtient jusqu’au sixitme ordre, en partant des équations (49) et
en prenant I’arc pour variable indépendante :

ds? 2
d?cosa == — ~$ coso—+dsd -~ COSE —— is— cosh,
P 2 rp
I I I 1
dicost = — dsd - cosa — ds* <—; + —,,\ cos £— ds d— cosA,
e oo r
3 2
dicosh = _ 4 cosa +dsd L cOsE — 2'::_ cosh;
I'p r }

d*cosa =—3 s’ d = cosa — ds [f{f_’ (—I— +I—> —-d’i] cosk
P " g\t P

— ds? (3 d-'-—!—lcll) cos?,
r ( p r

()

T

1
T
—+ds [isj(l— —i——l-) —d -!-] CoS A,
r P‘ r

d?cosA = — ds* (i e a’l> cosc — ds [fl—2 <—!—+£;) —dﬂl:l cosk
r p p r . r r r

d*cost = ds ds (I -+

- —d = |cosa—3ds (2dl+ 14 cosE
eo\p* p pp T

~
8

2

—3 g?f-’dl cosk;
r r

| d'cosa = ds* [(—lf <i -+ x—) —3 <dé>2 — éclzi] cos

o

po\et ¢op
— flsg 3([.9’[(3 —+ L) a2l +-I—¢ZI—] — st cosk
P " P reor. ¢
4 ds? i“(—‘— +i> —3alal 3l —ld«l] cosh,
re \pt pr r p g T
d'cost =ds ds’[(%-a-l—,) di+—§— d= ——d3-l-scosa
. p " p e r p

¥
+ a’s’[(—[, + l>2 dst— 3 <d1>2~— 3 (dl>’—{ﬁ d*i—éd’i] cost
Pl ,v2 P r P P r r

~+ ds{ds [(%+E) di+ i(liJ ~dﬂli cOoSA,
. { r- r I'p p I
dicos) == ds? [dsa <—l-7 1> —3dlal_lgpl_Zg —] cos
o Lrp \p r p
— ds | 3«132[(‘_, " -’-) PESLILY P d”licosa
( o* r r ro p r

- 2 9 -~
| +(13’[(£i!—<15+—'—,>—3<dl> —é(l”l]cos);
- P \p r r roor

Annales de I’ Ecole Normale. 2¢ Série. Tome 1. 14
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~(lbc05m__5ds {ds* ( )d—-{——-—dl —ondl@dl Xl cosa
le 0 r PP p p

i
+dsgdsa[d (‘_ ) <d1>’,_13d:d1
p? P r p r

(lCOSE""dS%dS[ ds +-I-;>,+£§<di>z+2d_d}_
- P pr T PP r p r
—l—§<dly+<$+%>dﬂl+gd’1]—d‘l%c05a
P\ T e

- 5ds?[2d52 <12 4 ’—2> (id-‘. +La l) —adlasl
S AR P %5
_.zdldil_idsl_ldai]cosz
r p r r
—l—ds%ds[ ?’“‘(_,- l,,) ( ) 7d al
r\pt r r\ p

+}..._ (dl>2+ gdﬁ —_— <_£:‘ +_> d?__]___d4l§cosl’
r r rpp [2 r? r r

dﬁcos}-a’s?$dsﬂ[i<6—L—5—>dl+l<4;+3,,>d1]
r ) e p\et
—6diarl _galal -da-—é Ecosa
pr r P
—|—ds3ds’[ <.‘-”+_‘2>2__§(dl>_.lﬁd_dl
prr r\ p p P T
2 5

dst [(i,+3>dl+-'—di] _ 2d£d’—l--1d’1§cos7~;
~ p r rP p r r r r
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(54) d*cosw=ds "“(P,+’,>2+dsz[5(%+12)(d1>2+§dldi
p a r p r p I’p p r

w3 (@)L (2 D) al 4 8 orT]
pr\ T p\p* r rptor

10 <d21) —§dial_ —d‘—l-gcos:x
0 e“ e T e

- ds %5(15’[(132 (1+'—> (3di+Ldl+idl —3((153
) AV I TR TR 0

34t (dly_ 2,0 et _4arpl 611
p r P p r p r r p

r

3
_Edrd: <p“+;‘)d§"r_pdr +di~ icos};

+dsvg_d_‘4(_2+-—,>2+ds [3?’((1 >+6< )d -d- +—-( I)
rp\p* r re\ e ¢ rorp

+1(1—?+1;)d’1+1<%+13>d’—]

ri\egt s B/ e\t )

-—5dld31——1od*'1d21——xodl‘dﬂl—§d‘l—ld‘l§cosl,
oo por rTp o rop opor

, 5 14 ,1 \?
drcost =d 3(1[ d’<—+ )(‘ ditpdiitd )+ 5(4-)
(54) dicost=a ] =Mz P ES R ) T
+x5dl<dl>’+—d-dw_+—d-,d=i
P\ TN T e
14
+2dldnl+iédidzi+<’—;l+i,>dsl+'4d: ] ! %wsa
rrop poror \pr)p

—i—ds’;ds‘[—ds’ <‘~,+ —I- +3 (3§+§1> (dl>2+§édldl
P r P r P ro pr

I

r

)3
14 2 -
o 2 e
)\ TG e
—-r5dld“i-—lo<dzl>2—§d“l~—15(1——6[’*-——-10((1’1) ——d‘ scosE
pp p ror r

+ a’ssds’[— 613’({;,—}-—) ('4(1‘ +——d%+15dr>+35d Lk

{ re p ¢ r rogp
+2didz—+15cz—<dl)’ +glal
e r\"p P
A a4
L P +§9-d;1d'-'1+15(d—) +<—’-,+1;—’) &t —(Zblzcosz,
rpp r o r vt r e o) r r

~
oy
.
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dst 1\? 15 x)” : (5 2) I,

o =ds?) — —| =+ — 2 —{d=) +6({=+=)|d-d-

(54) d cosl__dsg rp(pg—i-'ﬂ\) + ds [’.p< ; FE)Az9n
r\p r? p ro\ r

e
P \p r r

gl b ol _salal gl 8 atl oo
xodpdr xo(lpdr FEs oo r‘ «

108

+ds 5ds'~‘|:ds’<—x-+l) (2—d1+—1—d—1-+§—2d1>
p? r.r.r

ref\rep

YA AN LSS S LGS FA A
"\P rp p pp r prp

—ielos(al) = Ratelo (2el)ar] et feost
rp p r r r r r r

" p

1 2 2
J#(;,#,) + d [fi_ (di) L2 gl 9 gl
rr\p* r r\ p rgop r o rip p

T ¢ 1\* 1/11 20\ 1
waie ) ()5 ) o3]

\ 2
—15didl —vo <d*i\ ——ﬁd"-'—zcos}.
roor r/] ror

+ dst

8. Voici quelques résultats déduits de ces formules, et dont nous

aurons besoin ultérieurement.
Cherchons en premier lieu les différences de coordonnées de deux

points infiniment voisins. De la formule
dz
-d—;: COoS«,
on déduit, par celle de Taylor, -

0x =ds cosa -+ -(-jfd cos(z—s-flvs d* cose +'j—s-d' cosSa
2 6 24

ds ds ds
-+ —d' cosa -+ — d* cosa + % d®cosa,
120 720 5040

en s’arrétant aux termes du septitme ordre. Si I'on remplace cos « et
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ses différentielles par les valeurs du n° 7, il vient

ds ds* ;1 ds (1 1 ds . v ds' [ 1\
= e G )~ 5 )
4-£31<3?(11+;(11+_Ld1>
hp\e* o p rpr
dst ;1,1 dss . 1 ds’ ror\?
L L LI <-+-,>
72 p p  144p p  Sofopr \pg
oz = cosa
+_{1ff’._[§§<d1>2+2d:d1+<1f+1;>d21+&d21+§(d1)’]
Sojopl p \"p rorcp  \phoor) o r p T
dst [2 ,1 1 ,1 1 VI t
+—~—(—a’—+—;~d—+——d— d-
1008\p* p r* p rp r/ p
_.({fs‘ zl)z;_ ds’ o] d_s°_ Idal
50§ \" p) " Bhop o 336 5 p ‘
ds*  ds* ;1 ds[ds* (1 1 1
S Gl Z[E (L) -]
20 6 p 2flp \p ¢ P
i‘iwl-i’:‘f(f’.dl idl+_'_dl>
120 p 4o \p* p r p rp r
+iﬁid.«1+ii’_[i~<’ (.;+L2>’_1§<41>’_§ dl)’
720 p  J20L p \p r pAP PN T
+ -lfdldl—z<5,+3,> d=l—-4—d’l:| cos
ropor o* p rp r
I gt 1+L> EF LRI 1d1)
Sojo " p 1008 \p* " r)\p* p  r* p  rp
ds* 2 1,0\ 12,1 0 4,1 1
_.f_[ A} e3di(dr) - Dara -tz
1008 P p\r p r p r
6,1 ¢ I, 1 3 N0 1 1
wpdid e 2 e (S D) ~»—da—]
4 r
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r P p 14
+i‘i[4f(%+;> —3d d--——dﬂ———dﬂ ]
120 | rp \p* r p r
. i’fi[ds ( Lp9gl el 2 6 dl)
20 r p p p p r p r
4da_____6d dz 4dzf_dl_~lda£:|
r p p r
ds®

4
A R [1<17+1?>d21 6 () +2)drds
ro\G T P T ) e T\ T

5040

B el
rp [4 re r [4 r r

CoSA.

---§d‘——1 diel—rod ¢l-5d; ¢i-tal

Pour passer de 0z & dy, puis & 0z, il suffit de remplacer «, & A par

B, u, p., puis par ¥, §, v.

Cherchons, en deuxitme lieu, la distance rectiligne de deux points A

et A’ infiniment voisins. On a

—2
AN = 0x* + 0y* + 077,

et, en remplacant 0z, dy, 0z par les valeurs précédentes, il vient

W =ar— - Bale g (24 ])
12p° 12p p  36op? r

ds' [ ,1\* ds* , ds* .1
B i
dst 1 ds I ,1 I 41 ds' 1
RETRrRa +36°'p(rdp+r3d7>_?8_05d5'

Extrayons la racine carrée, nous aurons
ds Llid' ds (1
24¢7 26p p  2hog 30
--‘ii’( 2) _ds zl+_‘{ﬁLdl
90 \'p/ 8op p gbopg® p
ds® (ldl .I_d_l.> ds“dxdzl ’_C{‘idal.

o (=d =+ ——d-d - — —
n20rp\r p p 44 p " p  36op p

55) AN =ds—
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Cherchons, en troisieme lieu, I’angle V de la binormale en un
point A avec la normale principale en un point A’ infiniment voisin.

On a
€0sV=1c0s} cos& + cosu cosy’' -+ cosv cosg’,

et, par la formule de Taylor,

€0sV=c0SAC0S %+ COS COSN + COSY COS + coSAd cosé -+ cosp dcosy

I
-+ cosv dcos& + Y (cosAd*cosk + cosud?cosn -+ cosy d*cost) -+

Remplacons cos) cos& -+ cosp. cosy -+ cosy cosg par zéro, et les diffé-
rentielles successives de cos&, cosy, cosg par les valeurs du n° 7, nous
aurons '

(56) cosVe=— B _ gl E‘E[isz(iﬁ i,) __dzi]
r 2 6 2 r r

r r
(ls

d[(l.p.é)([l.{.idl]_da.‘.l
Y o) r r)
+f’—s-gds’[——i‘f<f;+1;>,+§<d1>2+-§<d-‘->’
120 ro\p r r\ p r\r

+1d=1+2d21+_9_d¢+zd1d1]_d‘1§
p p e p rp r

—%——-—%ds’[—-ds( %><‘,dl-+14dl Lf-d)
*r T rpp  rtr

+ —-d—dz- LA
r () r r r

+x5di(dl> +15<d > 9d dz
r\ p r

+}édl(lﬁl+<_l__i_ 15> _’_ I4d3 _] dsl
p r p

p? r? r

Cherchons, en dernier lieu, 'angle W de la normale principale en
un point A avec la normale principale en un point A’ infiniment voisin.

On a

cos W = cosE cosE + cosn cosn’ + cosg cost,
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ct, par la formule de Taylor,
cos W = c0s*£ -+ c0s*y - c082{ - cos& d cosé + cosy d cosy

1 , ,
+ cosg dcosg-+ oS (cos¥ d? cosk +cosn d? cosn—+cos§ d*cosg) +....

Remplacons cos>£ -+ cos®xy ~+ cos*¢ par 'unité, et les différentielles
successives de cos&, cosy, cos§ par les valeurs du n°'7, nous aurons

(57) COSW:l—’(?f<L+lT> —-—gs—:<l di+;dl>

2 \p* 2 E p r r
L PR RS VYT NS S AT A B 1>J
_*'33[032(? - 7) e rdr) 3<d p) 3('1"

v (k4 1)
24 oo

I

IV. — Formules de M. Laguerre.

9. Considérons une courbe tracée sur une surface quelconque, et
soient, comme au n°® 6, o, 3, v, &, v, §, X, 12, v les angles que fontavec
les axes les arétes du triedre lié & la courbe; soient de méme, comme
aun°4, a, b, ¢,a, ', ¢, a’, b, ¢’, les cosinus des angles que font
avec les axes les arétes du triedre 1ié & la surface. La position relative
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des deux triédres sera déterminée par 'angle 7 de la droite AT avec la
droite AX et par ’angle = de la droite AN avec la droite AZ; de sorte
que, en appliquant les formules d’Euler, on aura

a cosc +b cosP + ¢ cosy=cosi,
@' coso +b'cosf -+ ¢’ cosy =sin/,
a’cosa -+ b"cos B+ ¢’ cosy=o;

a cosE + b cosy +c¢ cosl{=sinwsini,
(58) a’ cosE + b’ cosy -+c' cos{=—sinw cosi,
a”cost -+ b"cosn +c"cosl=cosw;

@ cosh—+b cosp + ¢ cosy=—coswsin,
a cosA+ b cosp. + ¢’ cosv = coSwm oS,
a”cosA + b”cosp. + ¢’ cosy = sinw.

Différentions cesneuf équations, remplagons da, db, de, do’, db/, dc/,
da’, db”, dc” par leurs valeurs (14), dcosa, dcosf3, dcosy, dcosé,
dcosy, dcos§, dcosk, dceos p., dcosy par leurs valeurs (49), enfin te-
nons compte des équations (58); les neuf équations provenant de la
différentiation se réduiront a trois distinctes :

dow — %:(Pdu —+ Sdv)sini +(Rdu + Qdv) cosi,
(5g) %‘cosw = (Pdu + Sdv)cosi — (Rdu + Q dv)sini,

—_ %s_ sine = di +Mdu-+Ndv.

LY

Ce sont les formules de M. Laguerre. Quant & I’angle 7, il est 1ié 4 u ct
a v par les formules

(60) dscosi=Edu, dssini==Gdv,
si les coordonnées sont rectangulaires; par les formules
(6o) ds cosi==(Edu+ Gdv)cosw, dssini=(Edu—Gdv)sinw,

siles coordonnées sont obliques.

Annales de U’ Ecole Normale., 28 Série, Tome 11. 15
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Des formules (38) et (60), (38) et (60)’, on déduit les suivantes :

dscosi | P
du == T’
ds sini
dv =G
E R
(61) < G = _g’
du  Gceosi _—Scos/
dv — Esin: _ Rsini
sini _ Gdv _ —8dv.
cosi~ Edu — Rdu’

du — s sin (@ ~-1)

Esinow
dssin(w—7)
dv = ———
Gsina2w
E __Pcoso + Rsino

G ~ Scose—OQsine’

du  Gsin(o—+1i) Scose—Qsinm sin(e =+ i)
dv T Esin(w—i)  Pcoso-+ Rsinw sin(w—:)
sini Edu— Gdv sinm
cosi  Edu+ Gdv coso
g __(Pcosm +Rsinn) du— (Scosm — Qsinw) dv sine |

~ (Pcosw +Rsinw)du+ (S cosw— Qsinw)dv cosw’

qui nous serviront pour des transformations ultérieures.

SECTION II.
ETUDE D'UNE SURFACE AUTOUR D'UN DE SES POINTS.
I. -~ Théoreme d’Euler.

10. Considérons une série de courbes issues d’un point A d’une sur-
face et dont les plans osculateur scontiennent la normale en A; leurs
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rayons de courbure seront liés & leurs directions par la deuxieme des
équations (59 ), ol cosw est remplacé par unité :

ds

(62) > = (P du + Sdv) cosi — (Rdu + Qdv) sini.

Eliminons du et dv 2 P'aide des équations (61) et (61), et divisons
par ds; nous aurons

63) —EPE =GP cos?i + (ES — GR) sinicosi — EQ sin?i,
ct
(63) EGsin2o == (ES + GP)sinm cos*i

¢
— [(ES — GP) cosw + (GR +EQ) sinw] sini cos

—(GR -~ EQ)cosmsin?i.

Or on sait, par I'algébre élémentaire, que le second membre de ces
équations est susceptible d’un maximum et d’un minimum pour les
deux valeurs de 1'angle ¢ données par la formule

ES— GR
(64) lang 2 o == GPrEQ
et par la suivante

(ES —GP) cosw - (GR -+~ EQ) sinw )
(ES+ GP) sinw -+ (GR— EQ)cosw

(64) tang 2 ¢ = —

Soient p, et p, les valeurs de p déduites de I'équation (63) ou de
I’équation (63, lorsqu’on y remplace 7 par les valeurs de « tirées de
I'équation (64) ou de I'équation (64)'; on a

EG = GP cos?c + (ES — GR) sin « cos . — EQ sin*«,
(65) < EPG
( s = GP sin?a — (ES— GR) sinx cose« — EQ cos?a,

15,
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et
EGsin2w = (ES+ GP)sinw cos?x
8 —[(ES— GP)cosw -+ (GR +EQ) sinw]sinacos«
— (GR — EQ) cosw sin*e,
(651 . (GR )
EE%LM = (ES -+ GP) sinw sin*e
-+ [(ES — GP) cosw + (GR +EQ) sinw] sinezcos«
— (GR— EQ) cosw cos?er.
Posons
(66) i=a-+f

dans les équations (63) et (63)'; multiplions respectivement par cos*?
et par sin*0 la premiere et la seconde des équations (65) et (65), et
ajoutons-les membre & membre avec les équations (63) et (63)'; nous
aurons, en tenant compte des relations (64) et (64),

6 sin*f
6 1_cosf )
(67) s o
Cest la formule d’Euler. On donne le nom de sections principales a
celles qui correspondent aux rayons de courbure p, et p,, ct dont les
directions sont données par I'une des formules (64) ou (64 ).

I1. — Théoréme de Gauss.

11. Tl reste & calculer les rayons de courbure principaux p, et p,. A
cet effet, ¢liminons « cntre les équations (64), (64)" et les équa-
tions (63), (63)’, ot 'on remplace préalablement 7 par «; les valeurs
cherchées seront fournies par I'équation du second degré

1 GP—EQ 1 , RS—PQ _
(68) FTTEG s VTR O

ou par la suivante

__ (B8 +GP)sine — (GR — EQ) cosm 1 RS—PQ
EGsin2n o EGsinam

(68

R
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On en tire
I RS —PQ I RS— PQ
6 _— = W /| ——= RO o
(69) pip2 EG (69) p1 P2 EGsinaa’

et, en remplagant RS —PQ par sa valeur tirée de la premiere des équa-
tions (19),

a_dN dM _ dN
(70) X dv  du (70) o dv T du
7 pp:— EG ’ 7 pxp:——EGsinzo)'

Mais les formules (38) et (38 ) donnent

M ___1__(_1_]3’, M — 4 dv 1 ((ZE dG
(1) S TG &’ 1y =T du T Geinzo \dv %07 Efc)’
1 1
7 (N__ 1 dG T N (de dE\
—E dda’ VT de Esinee \du _ C052@ g7 )3

on a done, en définitive,

( EG__d (1 dB\ d (1dG

72) pip: | dv \& dv du \E du )’

ou

(72} EGsinzo _ d[do 1 (dE cos2 dG
72) pip:  dvldu " Gsinao \dv 0520 )

T SN -
dul dv ~ Esin2o \du ® W)J

I en résulte que I'expression 5—1— ne dépend que de E, G et o, et

1 P2
conserve sa valeur dans les déformations de la surface qui n’altérentpas
ces trois fonctions. C’est le théoreme de Gauss, qui a désigné cette
expression sous le nom de courbure sphérique de la surface.

111. — Théoréme de Meusnter.

12. Les rayons de courbure de toutes les sections normales d’une
surface en un point étant connus, proposons-nous de trouver les rayons
de courbure des sections obliques.

Le plan osculateur de la courbe considérée coupant le plan tangent
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a la surface en A suivant une droite AT, si 'on désigne par i 1’angle
que fait AT avec la droite AX, par = 'angle de la normale principale
de la courbe avec la normale a la surface, par p’ le rayon de courbure
cherché, la deuxieme des équations (59), traitée comme au n° 10,
donne, par comparaison avec les équations (63) et (63Y,
(73) _1_:90_51_12 ou p’.—:péosz:s.
P . p

Le rayon de courbure de la section oblique est la projection, sur le plan de
cette section, du rayon de courbure de la section normale tangente a la
section oblique.

Ce théoreme, di & Meusnier, complete I'étude de la courbure au voi-
sinage d’un point.

IV. — Torsion géodésique.

13. Occupons-nous maintenant de la distribution des normales. A
cet effet, et pour profiter des formules dun® 7, considérons, i partir
d’un point, les courbes dont les normales principales coincident avee
celles de la surface. Ces courbes, qu’on appelle géodésigues, ayant en
~ tous leurs points leur plan osculateur normal a la surface, satisfont &
’équation différentielle

(74) ' di +Mdu + Ndv = o,

obtenue en faisant sinz = o dans la troisieme des formules (59). Cette
équation montre ¢u'on peut se donner arbitrairement du et dp, ou
tangy, et qu’alors di est déterminé. On en conclut que, par un point,
passent une infinité de géodésiques, dont chacune est déterminée par
sa tangente en ce point.

14. Proposons-nous de trouver ’angle formé par la normale 3 la
surface en un point (x + du, v + dv) avec le plan normal & la surface
au point (, ¢), dont la direction est déterminée par lerapport de du 3
dy. Pour cela, faisons passer une géodésique par les points (u, ¢),
(w~+ du, v+ dv); elle sera, d’apres ce qui précede, tangente au plan
normal en (u, ¢), et 'angle cherché sera le complément de celui dési-
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gné par Vaun®8, et dont la formule (56) donne le développement.
En le désignant par ¢, et en se limitant aux termes du premier ordre,
on aura donc

ds
= ——
(75) -
- D’autre part, la premiere des formules (5g) donne, en y faisant
dw == 0,

(76) — (—;f = (Pdu + Sdv) sini - (Rdu -+ Qdv) cost,
d’olt
(77} t = (Pdu + Sdv)sini -+ (Rdu + Qdv)cosi.

Remplacons du et dv par leurs valeurs (61) et (61)/, il viendra

. . . .
(78) t::l—;-é [ESsin?i + (GP + EQ)sini cosi -~ GR cos*{],

(78y ¢ ::—E—u—::—sm — (ES — GP) coswsin®i

-i- [(ES+ GP) sinw -+ (GR-— EQ) cosw]sini cosi
+ (GR +-EQ) sinw cos®i |,

ou, en vertu des formules (38) et (38, (64) et (64),

(79) l:—*(lSmSIHZ(l—-GC),

(GR - EQ) sinw

/ — i [ -
(79) b= dsEGsinzmsinza sina (¢—a.

Or, en retranchant membre & membre les formules (65) et (65), et
en tenant compte également des formules (38) et (38)", (64) et (647,
on a '

. : 1 A 2R

(o) E <ffl—;> 7 sinaa’

30V T i 1 1\ 2(GR-+EQ)sinem
(8o) EG sinz o <Z—p,> =



I20 EXPOSITION ANALYTIQUE
done, par comparaison avec les formules (79) et (79)’,
ds (1 1 .
—_— e e — M —_—
(81) (=~ <Pt Pu) sin2 ({ — a).
Cette formule et I'introduction, dans la théorie des surfaces, du rap-
pOPt;{%a appelé torsion géodésique par M. Ossian Bonnet, sont dus &

M. Bertrand.

On voit que la torsion géodésique est nulle suivant les sections prin-
cipales, et qu'elle a méme valeur, au signe pres, pour deux directions
rectangulaires.

15. Au lieu de faire passer une géodésique par les points (=, ¢),
(u + du, v+ dv), faisons passer une courbe quelconque tangente au
plan normal en (u,¢). La premiere des formules (59), appliquée &
cette courbe, donnera, par comparaison avec l'équation (77), cette

nouvelle expression de la torsion géodésique
ds
(82) {=do — -

due & M. Ossian Bonnet, et qui a d’'importantes conséquences.

V. — Angle de deux normales infiniment voisines.

16. Proposons-nous de trouver I'angle formé par les normales en
deux points infiniment voisins (, ¢), (& + du, ¢ + dv). Si Pon fait
passer une géodésique par ces deux points, cet angle ne différera pas
de celui désigné par W au n°8, et dont la formule (57) donne le
développement. En le désignant par », et en se limitant aux termes du
premier ordre, on aura done

1 1
n*=4ds ((7‘— -+ ;7> )

d .. 2 s .
ou, en remp]aqant—; par sa valeur tirée de I’équation (81) etgpfpar sa

valeur tirée de I'équation (67),

(83) nt = ds? [Coszéi '—‘OC) + sin? (Pl;'— C{)] .
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On peut remarquer que les deux premizres formules (5g) donnent,
pour la géodésique considérée,

_f’:f =(Pdu+8d¢)sivi + (Rdu + Qdv) cosi,

%-S: (Pdu + Sdv)cosi —(Rdu + Qdv)sini,

d’ol, en élevant au carlfé et ajoutant,
(84) n*=(Pdu +Sdv)+ (Rdu 4+ Qdv).

Eliminons du et dv & I'aide des relations (60) et (60, il viendra

(P4 R? . PS+RQ . . . S4Q . .
(85) n’:ds-(———Eﬂ——cosﬂz+2T51nzcosz+ o smz),
f 0% D2 2
(85Y nﬂzsfi—l(_fzii)—m [B——E;{-sin’(a)+z')+zp—s.’l‘;{;(}ngsin(m+i)sin(m—~i) _,_%Q_’sz(,‘)_i)]-

Enfin, si Uon fait passer par les deux points (u, ¢), (u~+ du, ¢ + dv)
une courbe quelconque, les équations (59), appliquées a cette courbe,
donneront, par comparaison avec I'équation (84), cette nouvelle ex-
pression

A\

(86) nt — <d _ (_{:j)"*- (lszcoszm,

2

due 3 M. Ossian Bonnet.

VI. — Courbure geodeésique.

17. Une ligne quelconque étant tracée sur une surface, sil’on projette
la courbure de la ligne sur Ie plan tangent & Ia surface en un point A

. . . . sing . .
de cette ligne, on obtient une dernicre expression — relative i la

forme qu’affecte une surface autour d’un de ses points, et dont M. Ossian
Bonnet a, le premier, signalé toute 'importance. Cette expression, nulle
en tous les points d’une géodésique, a été désignée par M. Liouville
sous le nom de courbure géodésique; nous allons en calculer I'expres-
sion dans le cas d’une courbe quelconque.

Annales de I Ecole Normale, 2¢ Série. Tome 111, 16
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De la troisitme des formules (59 )

(87) " : —-%—gsinwzdi—l—Ma’u-l—NdV,

on déduit, en remplacant M et N par leurs valeurs (71) et(71)’, du et
dv par leurs valeurs (60) et (60)’,

dE dG
sinw di dv . du . .
(88) — == + -E—Gcosz——E—G sini,
sine _ di do I dE dG\ T sin(w—+17)
(88) ) *~E}_[3§+Gsixlzm (EZJ—COSM’ EZ) Esin2o
4 do 1 aG 205 2. dE\7 sin(e—i)
dv T Esinaw \du _ "°?*°4dr) | Gsinsw

Il en résulte que l’expressionagz—“ne dépend que de E, G et v, et

conserve sa valeur dans les déformations de la surface quin’alterent pas
ces trois fonctions. En particulier, si 'on circonserit & la surface une
développable le long de la courbe considérée, sa courbure géodésique
sera égale a la courbure de sa transformée par développement.

A Taide des deux premieres formules (61) et (61), les expressions
(88) et (88) prennent la forme remarquable suivante, due & M. Ossian
Bonnet,

(89) EGsinz;J:d.Ecosi__d.Gsini’
o dv au

sing __ d.Geos(w+1) d.Ecos(o— )
- du dv

(89 EG sin2o
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SECTION III.

LIGNES TRACEES SUR UNE SURFACE.

I. — Lignes de courbure. ‘

18. On nomme ligne de courbure d’'une surface une ligne située
sur cette surface et tangente en chacun de ses points & I'une des sec-
tions principales. Comme il passe, en chaque point de la surface, deux
sections principales perpendiculaires I'une 2 I'autre, il passe aussi, en
chaque point, deux lignes de courbure tangentes a ces sections et rec-
tangulaires. Les lignes de courbure d’une surface forment donc deux
systemes orthogonaux dont chacun recouvre entierement la surface.

19. Il résulte de la que les équations (64) et (64) sont, en y rem-
placant « par ¢, celles des lignes de courbure :

(go) 1an 2i——]—§—S—:—Q—B—
J 821= 6P+ EQ’

(ES— GP)cosw + (GR + EQ)'sino
(ES+ GP)sinw + (GR — EQ)cosw

(go)’ tangai=—

En développant, et en tenant compte de la quatrieme des équations
(61) et (61), elles prennent la forme

(g1) (Pdu -+ Sdv) sini + (Rdu + Qdv) cosi =o.

Par comparaison avec la premicre des équations (59), on en con-
clut

ds
dey — — == o,
r

et, réciproquement, on conclut de cette derniere 1’équation (91). On
peut donc énoncer le théoreme suivant, da & Lancret :

L’angle de torsion d'une ligne de courbure d’une surface est la diffé-

rentielle de I’ angle que fait avec la surface le plan osculateur de la ligne

de courbure.
16.
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Et réciproquement :
Une ligne tracée sur une surface est une ligne de courbure de la surface,

si langle de torsion est la différentielle de Uangle que fait avec la sur-
Jace le plan osculateur de la ligne.

. . ds .
Sil’on suppose que la courbe soit plane, on a —’i =o, et, par suite,

@ = const. D’ol cette conséquence du théoreme de Lancret, dont
Joachimsthal a donné une démonstration directe :

St une ligne de courbure d’une surface est plane, le plan de cetie ligne
de courbure coupe partout la surface sous le méme angle.

Et réciproquement :

St un plan coupe une surface partout sous le méme angle, ’intersection
est une ligne de courbure de la surface.

Le théortme de Lancret exprime, en définitive, que la torsion géo-
desique d ‘une ligne de courbure est nulle en tous ses points, et que, réci-
proquement, loute ligne dont la torsion gdodésique est nulle en tous ses
pounts est une ligne de courbure. Les formules (78) et (78)" fournis-
sent done ces deux nouvelles équations des lignes de courbure

(92) ESsin*t + (GP + EQ)sinicosi + GR cos?’i ==o,

(92)" (BS —GP)cosw sin*i — [(ES +- GP) sinw -+ (GR — EQ) cosw] sini cos’
— (GR + EQ) sinw cos*{ =o,

qu’on peut d’ailleurs déduire de I'équation (91), en en éliminant du
et do. ‘

II. — Lignes asymptotiques.

20. On nomme ligne asymplotique d’une surface une ligne située
sur cette surface et tangente en chacun de ses points & 'une des see-
tions normales dont le rayon de courbure est infini. Comme il passe,
en chaque point de la surface, deux sections normales dont le rayon de
courbure est infini, il passe aussi, en chaque point, deux lignes asym-
ptoliques tangentes i ces sections. Les lignes asymptotiques d’une sur-
face forment doncdeux systemes dont chacun recouvre entierement la
surface.
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21. Il résulte de 1a que les équations (63) et (63)" sont, en y faisant p
égal 2 I'infini, celles des lignes asymptotiques :
(93) GP cos*i + (ES — GR)sini cosi — EQ sin*i =o,
(93)" (ES+GP) sinw cos?i — [(ES— GP) cosw -+ (GR -~ EQ)sinw]sinicos?
— (GR—EQ) cosw sin*i =o.
En tenant compte de la quatrieme des équations (61) et (65 )’, elles

prennent la forme
(94) (Pdu—~+ Sdv)cosi — (Rdu + Q dv)sini = o.
Par comparaison avec la seconde des équations (59), on en conclut
cosw=o,
et, réciproquement, on conclut de cette dernicre I’équation (94). Par
conséquent :

Toute ligne asymptotique d’unc surface a, en chacun de ses points, son
plan osculateur tangent & la surface.

Et réciproquement : .

Toute ligne tracée sur une surface, dont le plan osculateur est, en
chacun de ses points, tangent & la surface, en est une ligne asympto-
tique.

Les équations (go) et (go)’ rapprochées des équations (g3) et (93
montrent que les angles, formés en un point par deux lignes asymplo-

tiques, sont bissecids par les deuzx lignes de courbure qui se croisent en ce
point.

Les lignes asymptotiques seront réelles, si 'on a

RS — PQ RS — PQ __
EG <o EGsinz o~

¢’est-a-dire, en se reportant aux ¢quations (68) et (68), siles rayons
de courbure principaux sont de signes contraires au point considéré.
Elles seront imaginaires, si ces rayons de courbure sont de méme
signe.

Toule surface ou portion de surface pour laquelle les lignes asym-
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ptotiques sont imaginaires, est dite congexe; elle est dite & courbures
opposées, lorsque les lignes asymptotiques sont réelles.

22. Considérons sur une surface une courbe dont le plan osculateur
en un de ses points A contienne la tangente & 'une des asymptotiques
qui passent par ce point. La deuxieme des équations (59), appliquée &
cette courbe, donnera

et, réciproquement, si cette équation est satisfaite en un des points de
la courbe, ¢est que le plan osculateur en ce point contient la tangente
4 I'une des asymptotiques qui y passent. On en conclut que :

Toute ligne dont le plan osculateur en un point A contient la tan-
gente a l'une des asymptotiques qui passent par ce point, sans éire tan-
gent a la surface, a en ce point A un rayon de courbure infini.

Toute ligne tracée sur une surface, et qui a, en un de ses pownts A, un
rayon de courbure infini, est tangente en ce point & 'une des asympto-
tiques qui y passent.

Toute ligne, dont le plan osculateur en un point A est tangent & la sur-
Jace en ce point, est elle-méme tangente en ce point a Uune des asympto-
tiques qui y passent.

En particulier, une courbe tracée sur une surface ou portion de sur-
Jace convexe ne peut avoir aucun de ses plans osculateurs tangent & la
surface. :

Toute ligne dont le plan osculateur en un point A contient la tangente
@ l’une des asymptotiques qui passent par ce point, sans avoir en ce point
son rayon de courbure infini, a son plan osculateur tangent en A a la
surface.

HI. — Lignes géodeésiques.

23. Nous avons donné, au n°® 13, la définition et I’équation différen-
tielle des lignes géodésiques, et nous avons fait voir que par un point
passent une infinité de géodésiques, dont chacune est déterminée par
sa tangente en ce point. Aun® 17, nous avons remarqué que la cour-
bure géodésique d’une géodésique était nulle. Nous allons démontrer
maintenant une importante propriété de ces lignes.
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De I'équation différentielle

di +~Mdu + Ndv =c
on déduit, a 'aide des formules (71),
a6 Gdv _

. dE
Gdi — ‘(-/-“‘; du - W B o,

ou, en introduisant tangz,

.,. dE . dc . .
Gceosidi — -— cosidu + ——»E sini du —=o,

dy dt
o1 encore
| dG E fI'EJ du?
G cosidi -+ sini— du = —-= .
du das

. . .dG o e
Ajoutons sinz —~ dy aux deux membres, il vient

EZE g4 6 98 g
dv dv

G cosi di+ sini (‘i‘.}_(zu+‘-lgdo> - ,
du dv ds
¢’est-h-dire
£ %E g - 6 9 g
d.Gsini = —% v,
’ ‘ ds
ou
dE , . dG .
G2 do E;wa'u -%—G(—l;a'o
(l - .
ds ds

Or, si I’on considere une courbe quelconque tracée sur la surface, ce
qui rend ¢ fonction de «, on a, pour la longueur de cette courbe com-
prise entre deux points u, et u,,

iy e
S —f VB du' o G*avr,

ct, s1 l'on fait varier la courbe,

sg (OB dut+ Grdvt)
2 ds

i,
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Effectuant la variation, il vient

dE . dG 2
(Ed—du —-(x—[——a’c >

ds

o, ,

dov;

“Grde
d

d’ol1, en intégrant le second terme par parties et négligeant ce qui se
rapporte aux limites, puisqu’elles sont fixes,

E @ di? + G a’u’
dv G du
dS= d
« ds u
u! 4
E -CZE dur+ G ——dG dv?
dv dv G dv
= —d
; ds ds

L

Il en résulte que, pour une géodésique, la variation JdS est nulle,
ense bornant aux termes du premier ordre; donc

La ligne la plus courte que U'on puisse tracer sur une surface entre
deux points donnés est une geodesique.

2%. Les formules (8g), (89), auxquelles nous sommes arrivé au
n° 17, nous donnent ces deux nouvelles équations des lignes géodé-
siques

(05) d.Ecosi __ d.Gcosi

9 dv  —  au
. a’.Ecos(m——z) d. Gcos(o>+z)
|- 4Y4

(95) dv du

Elles prouvent que, si, par un moyen quelconque, on a obtenu une
intégrale premiére de ces équations du second ordre, on peut, par de
simples quadratures, arriver a I'équation en termes finis.

En effet, 'intégrale premitre est une fonction de u, v,dd et d’une

constante arbitraire «, ou, ce qui revient au méme, de u, ¢, 7 et d'une
constante arbitraire ¢
F{u,v,i,a)=o.
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Tirons 7 de cette équation et portons sa valeur dans I'une ou l'autre
des équations (95), (95)'; cette équation sera identiquement satisfaite,
quel que soit «. Donc la dérivée par rapport & o« du résultat de cette
substitution devra étre égale a4 zéro, et I'on aura, en intervertissant
Pordre des différentiations,

d . . di d . . di
T [E sin(w — 1) d——;] :Tu[_'G sin(» +z)£],

uel que soit «; ce qui prouve que 'expression
qui p q P

Esin(on — i) g—:: du — Gsin (o -+ i)% dv

est une différentielle exacte. Mais I’équation F («, ¢, 7, «) =: o obtenue,
que reste-t-il & faire? Il faut intégrer I’équation qui fait connaitre ¢ en

fonction de gi,
174

sin(w +17) __ sin(w — i)

Bdu — Gdo ou Esin(w—1)du — Gsin(n +i)dv=o,

et éliminer ¢ entre le résultat de cette intégration et I’équation
F(w, v,i,a)=o0.

Or, d’aprés ce qui précede, le facteur intégrant du premier membre
di . . . ,
est - et il est connu : la question est donc bien ramenée aux quadra-
tures.
C’est M. Ossian Bonnet qui a démontré qu’on pouvait ainsi rattacher

ce résultat a la célebre théorie du dernier multiplicateur de Jacobi.

Annales de ’Lcole Normale. »¢ Sérvie. Tome 111, 17
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SECTION IV.

SURFACES GAUCHES LIEUX DE NORMALES.

I. — Elément d’arc.

25. Les surfaces gauches formées par les normales 4 une surface le
long d’une ligne tracée sur cette surface jouent un role important dans
I’étude qui nous occupe. Pour abréger, nous les appellerons norma-
lies, du nom proposé par M. Mannheim dans son Etude sur le déplace-
ment d’une figure.

Considérons une ecourbe tracée sur une surface, et soient x, y, z
les coordonnées rectangulaires d’un point A de la courbe, /, m, nles
angles de la normale en A & la surface avec les axes; les équations de
cette normale sont

X—2 VY—y Z—3
cosl ~ cosm ~ cosn

L désignant la distance qui sépare le point (z, y, z) du point (X,Y, Z).
Soient, comme précédemment (6), «, 3, 7 les angles de la tangente
en A i la courbe avee les axes, £, «, § ceux de la normale principale,
A, ., v ceux de la binormale; on a (9)

S cosa cosl + cosf cosm + COSy cosn=o,

(96) COSE €osl - cosy cosm —+ ¢os§ cosn == coSw,

cosA cosl + cosp.cosm -+ cosv cosn = sinwm.
Des équations de la normale, on tire
X=«x+Lcosl, Y=yp—+Lcosm, Z=z+ Lcosn,
et, en différentiant,

dX ==dx + cosl dL +Ld cosl,
dY = dy +cosm dL+- L d cosm,
d7. =dz --cosn dL+ Ldcosn.
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Elevons ces équations au carré, et ajoutons-les membre 4 membre,
Nnous aurons

da*=ds* + dL* + L*[(d cos)*+ (d cosm)*+ (d cosn)?]
+ 2dL(dxz cosl -~ dy cosm + dzcosn)
+2L(dzr dcosl+ dy dcosm + dz dcosn)
+2 LdL (cosld cosl+ cosm d cos m + cosndcosn),

do? étant’élément d’arc de la normalie et ds* celui de sa courbe direc-

trice.
De I'équation
cos?l -+ costm - cos*n =1,

on tire
cosldcosl 4+ cosmdcosm =+ cosndcosn =o.

En remplacant dx, dy et gz par ds cosu, dscos 8 et dscosy, ona

dz d cosl +dy dcosm + dzdcosn
=ds(cosa dcosl + cosB dcosm -+ cosy dcosn),

dz cos ! - dy cosm - dz cosn= ds (cosc cosl -+ cosP cosm -+ cosy cosn).
La premiere des équations (96) donne done
dax cosl -+ dy cosm + dzcosn = o,
et différentiée

cosa dcosl -+ cosf d cosm -+ cosydcosn
=—(cosld cose -+ cosmd cosf + cosn d cosy),

ou, en remplagant d cosa, d cosf, d cosy par leurs valeurs (49),

cosad cosl +cosB dcosm—+ cosy dcosn

ds , , ds
:— —(c0SE ¢osl -+ cOSn COSMm -+ COSE COSR) == — - COST.
p .

Pour calculer le coefficient du terme en L?, différentions les équa-
7.
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tions (g6) en tenant compte des formules (49), nous aurons

’ ds
cosa dcosl—+ cospdcosm—+ cosy dcosn=— - cosw,
. . ds .
(96 bis) | costd cosl + cosnd cosm -+ cost dcosn =— sinw dw + — sinwm,

ds
cos d cosl 4 cosp. d cosm —+ cosv d cosn = cosw dw — — cosm.
i N

Elevons au carré et ajoutons membre & membre, il viendra
, ds? ds\*
(dcosl)? 4 (dcosm) + (dcosn) = -52— cos*w + ((lw-— TS> .

Nous aurons done finalement

. T2 CoSw ? , (dw  1\* ,
(97) do-_dL+[<L > —x>+L.<d8——F>]ds.

A Taide des deux premieres formules (59) et des formules (60) et

COS® do> 1 oo .
et i de maniere i avoir de? en fonc-

tion de I’angle ¢ seul et des parametres de la surface; c’est un calcul
que nous elfectuerons dans chaque cas particulier. On peut néanmoins
observer déja que le coefficient de dL* est 'unité, et que celui de ds*
est une fonction algébrique entiere du second degré en L. De plus, les
coordonnées a la surface sont rectangulaires et les parametresu et ¢
sont la longueur de la normale et celle de la courbe directrice.

(60)’, on peut éliminer

II. — Point central.

26. On appelle point central d’une normale le pied, sur cette nor-
male, de sa plus courte distance & la normale infiniment voisine. Pour
obtenir ce point, il suffit donc de faire, dans la formule (97), dL = o,
et de chercher le minimum du polynéme du second degré

tk 2 " cos oy
!‘(;_m__l_) “ ((osm)z] Lz_chSmL+I.
_\as r p p
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On sait, par I'algebre élémentaire, que ce minimum a lieu pour

COS®
— p .
(98) L, = ((lw 1)2 (cosm>'—”
ds r \ P
telle est la formule qui donne la distance du point central au point cor-
respondant de la surface.

1II. — Formule de M. Chasles.

27. Proposons-nous de trouver 'angle de deux normales infiniment
voisines en deux points d’'une méme génératrice. A cet effet, faisons
¢ = o dans la formule (85), il viendra

do*= dL? (P*+ R?),

puisque E est égal & P'unité. Nous exprimerons que les courbes
v = const. se réduisent a des droites en écrivant que leur rayon de
courbure est infini, ce qui, d’aprés I’équation (63), donue en tous les
points de la surface

P=o.
On aura done, en définitive,
db?== R dL:.
Les formules (38) donnent
dG S
M:O, N-—Zl_]:? R-——'—(—}:
et la premiere des formules (19)
dN
RS = — L
On en tire, en éliminant N et S,
s 1 G
R=F
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Mais \ y ”
. cosw ? ,(dm  T\*
= (L P I) +L \ ds I'> ?

d’otr

<d£_1‘>2
1 &G ds r) ,
)
et, parsuite,
do 1
ds r
do = CoOS® : dw  1\? o
(L2 ) e (=)

Cette équation intégrée donne

do 1>2+ <coszzs>z cos®
ds v b )P .

tang(6 — const.) =

Si 'on prend pour normale origine la normale au point central, la
constante est égale & zéro (98), de sorte qu'en comptant également
les L & partir du point central la formule précédente devient

'

199) tang § == <£(l]_f - ;:)2-,.., (_(3_(_)52); )
99 oo a |

La propriété qu’elle exprime a été énoncée pour la premiere fois par
M. Chasles. ‘

Si 'on prend pour normale origine la normale située dans le plan -
tangent & la surface, on a 6 == o pour L == o, et la formule s’écrit

/d
(G-
T coswm

(100) tang 0 = i
1— —-— L
P

Elle nous sera particulitrement utile sous cette forme.
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IV. — Plan centrel.

28. On appelle plan central le plan tangent % la normalie au point
central. La formule précédente va nous permettre de trouver l'angle
que fait avec la direction de la directrice la trace du plan central sur le
plan tangent a la surface au point correspondant. Il suffitpour celad’y
remplacer L par la valeur L, (98); on trouve

COS®

(101) gl — P

Y. — Paraméire de distribution.

29. L’inverse du coefficient de L dans la formule (gg9) porte le
nom de parametre de distribution ; nous le désignerons par la lettre £.
Pour en avoir une interprétation géométrique, cherchonsla plus courte
distance dela normale donnée & la normale infinimentvoisine; il suffit,
pour cela, de remplacer dans la formule (97), dL par zéro et L parL,

(98),0n a
((lm 12
do? = - '(7?_;)

E-=

\

-

2

D’autre part, 'angle de deux normales infiniment voisines a pour

valeur (86) o [(ds 1y cosw\*| ,,
" _‘l_<ds r,) +< e >]d8.

On en conclut que

do 1
ds  r
(102) ]l == (f_l?_l>-._1_ (ﬂg%g)‘
\ds r p

est la limite du rapport de do & n.
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V1. — Courbure spherique.

80. La courbure sphérique en un point d’une génératrice s’obtient
immédiatement & ’aide de la formule (70), qui donne

t __ 14N

e G dL’
ou (27) G

1

pips G dLr

Remplagons le second membre par sa valeur, il viendra

do 1>2
I ds r

01 P2 [<LCOSB—1>2+L1 (ﬁzg___x_)*J’.
: ) p ds r

On peut en conclure que la courbure de la surface varie le long d’une
génératrice rectiligne dans le rapport inverse du carré de la perpendicu-
laire menée & cetle génératrice et terminée a la géncratrice infiniment voi-
sine, résultat dih M. Ossian Bonnet.

En remplacant L par I, (98), ce qui fournit la courbure de la nor-
malie au point central, on trouve Uinverse du parametre de distribu-
tion (ro2).

En faisant L= o, ce qui fournit la courbure de la normalie en son
pied, on trouve la torsion géodésique de la surface directrice corres-
pondant & I'azimut de la direction suivie.

(103)

VII. — Courbes des segments normauzx.

31. Concevons, avec M. Laguerre, que I’on porte sur les génératrices
de la normalie, & partir de la surface donnée, une longueur L fonction
de la position du point sur la directrice. Soient A et A’ deux points
infiniment voisins de cette directrice, T et T’ les angles que font avec la
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corde AA’les segments L et L’ portés sur les normales en A et A’, nous
allons calculer I’expression

AA’ (LcosT+ L/cosT)

ordonnée suivant les puissances crgissantes de ds.
Soient, a cet effet, /, m, n les angles de lanormale en A & la surface

avec les axes; on a (8)
oz =1I,cosa+I,cost +1;cosd,
oy == I,cos B -+ L. cosn +1I;cosp,
0z =I,cosy + I.cos¢ +I;cosv,
I, I, I, désignant, pour abréger, les expressions compliquées infini-

ment petites du premier, du second et du troisieme ordre qui sont tout
au long au n° 8. On en tire

AA’cosT =1,cosxcosl ~-I,cosécos! -+I,coshcosl
~+I,cos cosm + L,cosncosm+I;cospcosm

~+1,cosy cosn ~+I.cosgcosn -+ I;cosy cosn,

et, & cause des formules (96),
AA’ cosT=T.cosw~+ I;sinw.

Soient //, m’, n’ les angles que fait la normale en A’ 2 la surface avec
les axes ; on aura
AA’ cosT'=1I,(cosa cosl’ + cosf cosm’ +-cosy cosn')
+ L(cosk cosl' -+ cosn cosm' +-cosgcosn’)
-+ I;(cos) cosl’ + cospcosm' -~cosvcosn’).
Mais

¥

cosl’ =cosl -+dcosl +—I—;d’cosl Funy
1

cosm'=cosm-+dcosm-+ ;—;d’cosm—}—. ey

b e
cosn' =cosn -+dcosn + -‘———;d’cosn dey

.
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d’ou
AA’cosT' =1, [cOSa d cosl+ cosf d cosm + cosy dcosn

+ ——(cosa d? cos [+ cosBd*cosm -+ cosyd’cosn)—r—...J
' 1.2

&
+1I, [cosw —+ costd cosl—+cosndcosm—+ costdcosn

-+ I—'—z (cosEd cosl+ cosnd*cosm + costd* cosn)+ ...

+Ia[sinm -+ cosAd cosl + cospdcosm —+ cosvdcosn
-+ I—‘;(cos}d*cosl—i— cospd*cosm —+cosv d?cosn) -i—]
On a trouvé plus haut (g6 bis)
ds
cosad cosl + cosB dcosm + cosy dcosn=— - cos w,

, , . ds .
(104) { cos&d cosl—+ cosndcosm + cosgdcosn:——smwdw-i—TSmw,

ds
cosAdcos! + cosp.dcosm + cosv dcosn=coswdw— ~— Cos .

Différentions la premitre de ces équations, il viendra

cose d?cosl + cosf d* cosm ~+ cosy d*cosn
=—(dcosadcosl-+ dcosf dcosm—+ dcosy dcosn)

— ds cosmd% - f;—Ssinw dw.

Mais, en vertu des formules de M. Serret,

dcosadcosl+ dcosB dcosm + d cosyd cosn

d 7
e FS (cosEdcosl + cosndcosm-- cost dcosn)=— C—;:fsina;sdza—}— % sinw,
d’ot
u »
(105) cosad’ cosl + cosPB d? cosm ~+ cosydicosn

1 2ds ds*
=—dscoswd ; + — sinwde — — Sinw.
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Différentions la seconde des équations (104), il viendra

cosE d?cosl +- cosn d*cosm + cost d?cosn

= =~ (d costdcosl + dcosndcosm—+d cos{dcosn) -+ ds sinzzd%

ds .
+ —CosS® do — cosw do* — sinw d'w.

Mais, en vertu des formules de M. Serret,

d cost dcosl + dcosndcosm +4-d cos¢ dcosn
ds 1 1
=— —coswdw+ds’ |-+ —) cosw,
r p r
d’ou
(105) cosk d*cosl+ cosnd? cosm +cos{ d*cosn

. 2ds
=-— cosw do’ — sinwd’w -i- - cos & dss

. 1 1
+ dssinwd - — ds? (—x; -+ ——,1> COsw-
r \p r
Différentions la troisieme des équations (104), il viendra

cosA d*cos! +cosp.d*cosm -+ cosv d? cosn

=— (d cosAdcosl + d cosp.dcosm + d cosvd cos n) — sinw dw?

ds . X
+cosw Aoy - —-sinw de — dscos::;d;-

Mais, en vertu des formules de M. Serret,
. ds ds*
dcoshdcos! + dcospdcosm -+ d cosy decosn=— — sinw dw + —7sinw,

d’olx

(105) cosAdicosl + cosp d*cosm + cosvd:cosn

ads 1 ds? o,
=— sinw dw’+ cosm d*m -+ —— sinw dw — ds coswd - — — sinw.
8.
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Différentions la premiere des équations (105), il viendra

cose d® cosl —+ cosf d* cosm + cosy d* cosn

=— (dcosad’cos !+ dcosPdicosm+ dcosy d*cosn) — ds cosw d’é—

-+ Egis sinwd’w + 3{—?5 cosw.dw?+ 3 dssinw dwo d-g
2 2 2
— -dicosm do — ﬂi sinod ~ — —a—ls— sinmd-[--
re r P P r

Mais, en vertu des formules de M. Serret,
dcosa d?cosl +dcosP d? cosm + d cosy d*cosn

=%S- (cosf d? cosl~+ cosn d2cosm =+ costd*cosn),

ou, 4 cause de I’équation (105),
dcosad?cos! + dcosP d*cosm + d cosy d? cosn
ds ds . 2.ds?
== cosw dw® — - sinw d*w + T cosw dw

ds* 1 ds® [ I
+ —sinwd-—— (5 + | cosw,
p reepo\gtoor

d’olt
(106) coscd® cosl—+ cosP d®cosm ~+ cosy dicosn
2 2
= 3ds coswm dw* + 3ds sinw d*w — 3dst cosw doy — 2ds sinw d —
p p rp p r

<1; +12> cosw—dscoswdi > +3 dssinw dwd 1—(—13—2 sinwd -
pror p p " p

ds

P
Différentions la deuxiéme des équations (105), il viendra

costd® cosl+ cosn d® cosm -+ cost d®cosn

=—(d cos{d*cosl+d cosnd* cosm +d cos{d? cosn) +sinw do® —sinw d'w

2ds 2ds . I
—3coswdw d*w + - coswdis — ——sinw dw* + ds sinwd’

%

1 1 1) . 2ds? 1 2ds?
+ 3dscoswdpd= +ds* (— + — | sinw do — —— coSwd =~ - coswd -+
r p*  r? P P r r
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Mais, en vertu des formules de M. Serret,
dcostdtcosl + dcosn d?cosm + d cost d? cosn

ds
== (cosad® cosl + cosP d* cosm —+ cosy d* cosn)

ds
- (cosAd? cosl + cosp. d* cosm —+ cosv d? cosn),

ou, a cause des équations (105),

dcost d*cosl + dcosn d*cosm + d cos d* cosn
== %—gzcoswdé— 2 ds? <§ -+ ’—l-\) sinw dw + i’f-— <I— +ri> sinw
-+ %fsinwdw’— (—ff cosw d*s —+ de coswd;-,
d’ol
(106) cosE d? cosl + cosn d? cosm - cos§ d® cosn

=sinw de® —sinw d*w— 3 cosw dw d*s + 3 ds cosw dwd;f—
-+ dssinw d ;—— §’—(ll§sinm'(lm’+ 3%‘coswd’w— ?ii?—:coswd%
+3ds? <§; -+ %) sinodw — g coswclé—-—- (—]—S: (512 -+ ,—I—> sinw.
Différentione;, la premiere des équations (106), il viendra

cosa d‘cosl—+ cos(3dcosm + cosy d‘ cosn

=— (dcosad?cosl +dcosPd*cosm -~ dcosy d® cosn) + 9—pdf cosw dw d*w

—_ 3—C—l§ sinw do®+ 6 ds cosmdw’dé -+ i)@ sino d*w 4+ 6ds sinwd’md%
P X

2 2 2 \ 2 .
— y—s— cosw d’w —+ 3ds’ sinmdm’-—[*—di cosw do d~ — gﬁ-cosmduydl
rp re r P P r

3
szsinwdzl-— 3ds’sinwd}- di— ﬂf_ (iz
r rop P \pP

+ri,> sinw dw
3
4+ ds (.3_'+ i) coswd -+ 2 ds coswd ~ — ds cosw d° -
or o P rp r p

ds* T
inwdwd - — = sinwd:~-
+ 4 dssinw dw 5 . o} 5
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Mais, en vertu des formules de M. Serret,
dcosadicosl + dcosBdi cosm —+ d cosy d*cosn
ds . ,
= - (cosk d® cosi —+ cosn d® cosm -+ cos¢ d® cosn),
ou, a cause de I’équation (106),
dcosad® cosl + dcosP d*cosm -~ d cosy d* cosn

9 2
:%sinw dw® — %f sino d*w — 3-?-{[5 cosodo d?*w - é—gi- cosw dw d%
f 3 2 d 3 3
-+ d—ssinw i iﬁls— sinw do? + B—i coswd' — i(—{—s— coswd +
P r rp rp rp r

3ds? [ 1 1\ ., 3de 1 ds' [ 1 ) .
+—| 5 + =) sinede — ——coswd- - — | < + — | sinw;
e \gt T N e rp\pr v

d’olr

(107) cosadicosl—+ cos( d* cosm + cosyd' cosn

7
= Eé(—jf cosw dw d*w — 4-{)—“ sinw do® + 6 ds cosw do? dl

-+ -4—;—/‘5 sinw d*w -+ 6ds sinw d’wdé — Ej;d—sz cosw d*vs
—i—é’ds2 sinw de* — 4ds cosw dw d - — 8—C—Z—Sjcosw dwd =
r r p 2 r
2
— §-d—s-sinmd=1 —3dssinmd~d~— 4ds <—l; + 1—)) sinw do
p r rope po\p r

“+ds® <§z+}7> cosw d~ + §d_s3 coswd ~ —ds cosw d°
P p rp r p

-+~4dssinz.-m?z;sol“l——@sinzgdﬂl—%g{—{f = 4+ <) sinm.
P r prep \p? r
On a enfin

L —Lagr &k L
2 o

Portons les différentes valeurs que nous venons d’obtenir dans 1'ex-
pression
AA’ (LcosT + L’cosT’),
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il viendra, en s’arrétant aux termes du cinquieme ordre,

\,

dL cosw dst

I
. d—
sinw do  cosm  p
L o
2p ds

cosw do?

* fp d¢ " 4p dv

P sinw) de — 4L
6 ds 3rp ds

d-
sinw do  p

3 ds ds 12 ds?

R -
__cosw dw _sinm _p sinm ds'
6rp ds 6r ds 6p ds

3

1
9L | sinw dw _ cosw il_ﬁ__sinm) (‘s*—ﬂ cosm
ds \ 2p ds 3 ds brp/ ds*  4p
d= s - z d=
L opl\csm_p cosw_p  cosw o cosw 1 coswdudim | cosw pdo
fop ds ~ 4o ds 120rids  Borp ds ' 4p ds ds 6 ds ds
. . Sds L ds ds
_Shwdw 1ising r p_sinw _p gsing _r sing dw
12p ds 120 ds ds  2or ds'  120p ds', 12p d§°
dl d= ‘ : !
__sinw “pdin_coss _rds sinmdp _ sing do_ sins dw _p
6 ds ds Bp ds ds  24p ds  24r'p ds 8§ ds ds
Y dl \
sing do*  cosw d'm cosw p dw  sinm | sinw ds'
12rp ds*  12rp ds 12r ds ds  borg®  borip
l 1
dL ( cosw do* . sing d'w _sinw - - sing _p do
ds \ 4p d¢ T hp ds* 8p ds 3 ds ds

1
di- o d-
cosw p sinw p Ccosw dw | COS®m | COS® 5

8 ds T tar ds Grp @ 24 ¢ +24r‘p

dst \hp ds~ "6 ds

: , d-
_}_dL(smwdw COsSw _p

sinw &L cosw
- ds — —— 22 s,
12rp dst. x2p
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I1 est facile de voir sur ce développement que le coefficient du terme
en ds* est la demi-dérivée par rapportd s du coefficient du terme en ds®,
et que le cofficient du terme en ds® n’est pas uniquement fonction de
celui du terme en ds®. '

En posant
. dX
(108) K=L <s12npm Z_?*QEE?EP_%L;> _%SE czspus,
on a done
(xeg) AAL(LcosT + L/ cosT) = K ds + = Zods - .

D’oti cette conclusion, due 2 M. Laguerre ('), que I’expression ci-
dessus est généralement du troisieme ordre; mais que, lorsqu’elle est
d’un ordre supérieur au troisieme, elle est au moins du cinquieme.

32. Pour que K soit égal zéro, il faut et il suffit que L satisfasse &
I'équation différentielle

1L
dL __ 2pds <sinw des  cosw P Siﬂm)

L= cosw \ 25 &5 6 & 3rp
ou
dL 2 ds 1 I
I = tangw dw — gitangm - §pd5
ou
dL _ ' 2 ds 1 dp
(r10) I = langw (dm_'37>+§_’

ou, en intégrant,
3/~ 3 d:
CVp i fuee

(r11) L= oo

C étant une constante arbitraire.
La valeur du segment L étant déterminée par cette relation, on aura

(') Bulletin de la Société Philomathique de Paris, t. VI, p. 49; 1870.
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alors cette proposition que I'expression (109) en chacun des points de
la directrice de la normalie sera une quantité infiniment petite du cin-
quieme ordre.

C’est aux courbes tracées sur la normalie, et correspondant aux dif-
férentes valeurs de la constante C dans I’équation (111), que nous don-
nerons le nom de courbes des segmenis normauz.

33. L’équation (110) se présente sous une forme plus commode, en
introduisant le rayon de courbure R de la section normale tangente &
la directrice de la normalie. On a, par le théoreme de Meusnier,

p =R cosw,
d’on
dp=cosw dR — Rsinwdw,
et
dp _ dR
TSR tangw dw.

Substituant dans I’équation (110), il vient

dL 1 dR 2 ds
(112) ‘].:—'—::9; -I{—-F-gtangw(dm——';)-

Or, pour une géodésique, tang = = o, et pour une ligne de courbure
ds " . ds
dm — — = o3 réciproquement, le produit tangw <a’a>' — —;) ne s’an-

nule que pour une géodésique et pour une ligne de courbure. Ces deux
genres de courbes sont done caractérisés par cette propriété des norma-
lies auxquelles elles servent de directrices, que

dL 1 dR
(113) -L":§ 'E-7
ou, en intégrant, que
(114) L=C VR,

C désignant une constante, c¢’est-a-dire que, dans les deux cas, la va-
leur du segment normal est proportionnelle a la racine cubique de R.

Annales de 1’ Ecole Normale. 2° Série, Tome 1II. 19
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Cette propriété géométrique, commune aux géodésiques et aux
lignes de courbure, a été découverte par M. Laguerre (*); elle corres-
pond & I'équation différentielle du second ordre donnée par Joachim-
sthal.

Quant aux asymptotiques, 'expression (108) montre que L doit étre
constamment nul; de sorte qu’une asymptotique tient lieu sur la nor-
malie correspondante de toutes les courbes des segments normaux.

(ZLa suite prochainement.)

(") Loc. cit.




