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EXPOSITION ANALYTIQUE

DE LA

T H É O R I E DES S U R F A C E S ,
PAR M. CH.BRÏSSE,

nïîPÉTITEUn A L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE, AGRÉGÉ DR L'UNI VERSSTÉ.

Depuis Euler, la théorie des surfaces a été exposée de bien des ma-
nières différentes, tantôt à l'aide de l'Analyse ou de la Géométrie pures,
tantôt à l'aide de l'une et de l'autre. Le tableau complet des progrès de
cette branche de l'Analyse appliquée a été tracé par M. Cisasies dans
son Rapport sur les progrès de la Géométrie, et le nombre considérable
de Mémoires qui s'y trouvent analysés porte à croire qu'une exposition
nouvelle, comprenant les résultats fondamentaux actuellement acquis,
pourrait être utile à ceux qui voudraient s'occuper de la théorie des
surfaces.

Il semble nature d'établir d'abord ce qui est relatif à une surface
quelconque considérée isolément, pour passer ensuite à la théorie des
surfaces correspondantes et aux monographies. En outre» il convient
de définir les éléments introduits dans cette théorie par les géomètres
et d^en fournir les expressions indépendamment de tout système de
coordonnées, avant de montrer les simplifications qui résultent d'un
choix judicieux de ces systèmes. Tel est l'ordre que je me propose de
suivre dans cette Exposition^ dont je donne ici les débuts, et d'où j^ai
exclu systématiquement toute considération géométrique.

Dans la première Section, j'établis à l'aide d'une transformation de
coordonnées les formules relatives au déplacement le plus général d'un
trièdre trirectangle, et j'en déduis la portion des formules de M. Co-
dazzi qui est indépendante de la position du trièdre par rapport à
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la surface. Je prouve ensuite, à l'aide de l'Analyse bien connue de
M. Ossian Bonnet, que six fonctions quelconques satisfaisant à ces trois
équations définissent toujours le déplacement d'un trièdre autour de
son sommet et n'en définissent qu'un.

En exprimant que le trièdre a deuxdeses arêtes tangentes à une sur-
face, on trouve la seconde portion des formules de M. Codâzzi en coor-
données rectangulaires et en coordonnées obliques, sous la forme où
M. Laguerre les a données dans les Nouvelles Annales de 1872. J'ai d'ail-
leurs établi toutes mes formules dans l'un et l'autre système de coor-
données, en leur donnant le même numéro, et en affectant ce dernier
d'un accent pour les coordonnées obliques.

En exprimant que le trièdre est formé par la tangente, la normale
principale et la binormale d'une courbe gauche, on obtient, au lieu des
formules de M. Godazzi, les formules de M. Serrel. Comme on a quel-
quefois à différentier ces formules jusqu'à un ordre assezélevé, je
crois être utile ea publiant les résultats que j'ai obtenus jusqu'au
sixième ordre inclusivement, et dont je garantis l'exactitude. J'en dé-
duis plusieurs formules qui renferment, comme cas particuliers, quel-
ques théorèmes de Géométrie infinitésimale dus à M. Ossian Bonnet.

Cette Section se termine par les formules qui donnent le plan oscu-
lateur, le rayon de courbure.et le rayon de torsion d'une ligne tracée
sur une surface, quand on connaît l'angle sous lequel elle coupe les
lignes coordonnées. Ces formules sont dues à M. Laguerre.

Dans la deuxième Section, je démontre le théorème d'Euler, celui
deGauss r e l â t i f à I a courbure, et celui deMeusnier. De Fétude des
normales autour d'un point, je déduis ensuite toutes les expressions
connues de la torsion géodésique, de l'angle de deux normales infini-
ment voisines et de la courbure géodésique.

Dansia troisième Section, je définis les lignes de courbure, les asym-
ptotiques et les géodésiques, et j'établis leurs équations différentielles,
J'y donne le théorème de Lancret, et, d'après M. Ossian Bonnet, l'appli-
cation de la théorie du dernier multiplicateur de Jacobi àTintégra-
tion des géodésiques.

Enfin, dans la quatrième Section, j'établis là théorie des surfaces,
lieux de normales, le long d'une courbe quelconque.
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SECTION I. -
FORMULES GÉNÉRALES.

I. — Déplacement d'un irièdre.

1. Considérons un trièdre trirectangle mobile d'une manière quel-
conque dans l'espace et, par un point fixe 0, menons des parallèles O^i ,
Oy^, OÇi à ses trois arêtes dans chacune de leurs positions. Menons éga-
lement, par le point 0, trois axes fixes trirectangulaires, et soient a, b,
c, a'\ VyC^ a\ &\ c11 les cosinus des angles formés parles droites O Ç , ,
O-^, OÇ< avec ces axes. S'icc^ y,, z^ sont, par rapporta 0£< , O^i , OÇi ,
les coordonnées d'un point invariablement lié au trièdre, ses coordon-
nées x, y, z, par rapport aux axes fixes, seront fournies par les for-
mules

sc-^i: O.T) 4- ci'fi 4- a" z^
(i) y =.= boc^ 4- b ' ̂ \ + V z^

z == c^i + c'y, -h c^i.

En passant de la position actuelle du trièdre à la position infiniment
voisine, ces formules donneront

dx -=•-: ̂ i da + j'i û?a/ -h ̂ i rf^^,
(2 ) rfy r= ̂ i ̂ i +J'i û?// 4- ^i cfô",

c/^ —.: ̂ i Je* -î'-yi ^c' -h Zi de".

Si l'on ajoute les équations ( a ) , après avoir multiplié la première
par a, la deuxième par b ^ ' la troisième parc; puis la première paru?', la
deuxième par b', la troisième par c' ; enfin la première par a\ la
deuxième par 'b'\ la troisième par^, on obt ient
a dx •+-b dy-^rc dz^-{a da-h b db 4- c dc}x^ -4- (a ^4- 6 db' -h- <? dc'}y^

4 (^ '̂̂  & rfé" -h c dc^z,,
a' dx +• b' dy 4- a' dz == {a! da 4- &' db 4- c' r7c) ̂ i -4- ( a' da' 4- // dV + c' rfc' ) y,

+(a'da^-V db^^c'ch^z,,

a'^ioc^V1 d y ^ - c " dz := [a" da 4- ^//^ 4- c ^ d c ) ^ , 4- (^^-^ i"/^' 4-^/rf6•/)^l>,
-\-{a!fdaff•+•b^db'f^cf^d(!ll)z,.
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Or, en différentiant les relations

(4)

il vient

(6)

(7)

^- -4- b2 4- ^ =i, ^a" -h b' V 4- c'c^ o,
a'2 ^b'2 ^rC'^i, (5) • a^â 4-è / /6 4-<//6> =o,
^+ b^-^c^^-î, a ^+6 y+c c'^o,

a <fo -h A rffc 4- c de -=o,
a^ 4-^ rfy 4-^ A?' =o,
^ daT 4- y^ 4- C'W ==0,

( a' da^- b ' d b ' 1 ^ c ' d c r / ^ - ( a f / d a ' + b11dV -\- ^ d c ' ) ,
\ a^da + ydb -4- c" de = = — ( / 2 da//+ 6 db" -\- c d e " ) ,
( a da! 4- b db' + c de1 === - ( a! da -h f d& + ̂  de}.

Portons ces valeurs dans les formules (3), nous aurons

/ a dx + b dy •+ c dz == -- {a1 da 4- b1'db + c' de ) y, 4- (a da"-\- b db"-^ c d^} z,,
(8) ' a f^4--^^4-<> '^=—(a' /Ja /4--6 / /dè /+c^c f)^l 4-(a'da ^-b' db ^ - c ' d c )^,

( ^ dx 4- é" ̂ - 4- c^dz == — (a d^ 4- 6 db' 4- c ̂ J <yi 4- ( cd'da! -{- ̂ '^é' 4- cW )7i.

Si ron ajoute les équations ( î ) , après avoir multiplié la première
par a, la deuxième par &, la troisième par c ; puis la première par a',
la deuxième par V, la troisième par c'; enfin la première par a\ la
deuxième par ¥ , la troisième par c", on obtient, eu égard aux équa-
tions (4) et (5) ,

a x 4- b y 4- c z == .2:1,
a' x 4- ^'y -h c' z ==j'n(9)

d'où l'on tire
^^^-//y-hc'^^-si;

t0

« rf^ 4- l> dy 4- c* dz == — ( .z* rfa 4-y âf6 4- -3 â?6' ),
f

a' dx 4- b' d y - ^ r c ' dz == — [xda! -^ydV - ^ s d c ' ) ,
c^dx 4- b^dy 4- ̂ (ù = "- [x da1'^-y db" ^ z d ^ ) .

Portons ces valeurs, ainsi que celles de oc^y^ z^ dans les équa-
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dons (8), et nous aurons

.(ii)

/ xda ^-ydb -4- zdc ==-- -v-[a1 da ^^db -^-c'dc }[a! x-^r-b' y-^c' z)
—[ada^b db^-hc dc"}^ x^ V'y^-c" z},

oc daf 4- ydb' -4- zdc' := 4~ (c^'da! -h V'db' -\- c^dc' ) [af'x 4- V y •4- c"' z}
— (û/rfa -}-b' db 4-c'rfc }{a x-^r-b y+c z),

xda" -\-ydb" -i- z d c ' 1 := -h (a rfa^ 6 ̂ /^c dc^ {a x-r-b 7-4-0 2)
— (a'W-t- ̂ rf// ̂  ̂ rfc') (^'^.4- b' 7+c/ ^),

En exprimant que ces formules sont des identités eux, y, z , il vient
donc

da = (a' rfa + V db 4- c' (/c) ̂  — (^û^ 4- éJô" + c d c " ) a!1,
db •==. {.a'da 4- b' db 4" </ ^6*) ̂  — (arfa'7 4- bdV' 4- crf^) Ô^,
û?c =: (^ rfa -4" A' db 4" ̂  â?<?J c' — {ada" -h bdb" 4- cdc"} c" ;

^/ =r:(a//rf^+ b" â?//4- ^rfe')^'— (a'rf^ 4- b'db 4- c^c) <ï,
( 1 2 ) < dbf^{arfdaf^- b" db'^ c^dc'} ̂ /~ (a'rfa 4- ^âffr 4- c'dc) b,

de' == ( ̂ da!^ b" db' -r- c^de'} c" - ( a' da 4- b' db -h ̂  Je*) c ;

^//^: ( a rfa^- 6 dy 4- c de") a — 'a'Wa^ 6//J6/ -+- c^rfc') ̂ ,
db^:(a da"-^ b db" -\~c de"} b -- {a'da'^ b^âb1^ c"dc')b\
dc"^ ( CL da 4- b db" -h c de"} c — ( af'da! 4- //W 4- c'W} c 1 ,

Telles sont les relations fondamentales qui vont nous permettre de
passer d'une position quelconque d'an trièdre trirectangle à la posi-
tion infiniment voisine.

II. -- Formules de M. Codazzi.

2. Imaginons qu'un point décrive une surface quelconque

^rr=(p(z^^), J'.-r: 4> (/^(/), Z='^(u^},

et que a, h, c, a\ b\ c ' , a\ b", c" soient aussi des fonctions connues
de u et de v. Alors les expressions

a!da 4- bf db 4" c' de, ada" 4- bdb" 4- cdc^ a11 da! 4- b"dV 4- <?W

seront des fonctions connues de u et de v. En les désignant par
12.
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^^{du-^r^dv, —îdu—Sdv, —Rdu—Qdy, on aura

a' da 4- b' db 4- c' de ̂  '-[- M du -1- N rfc,
(i3) a da" + 6 f/^ 4- c de"-^ -- P ̂  — S dv,

a^'dcC 4- VcW — cW == — R rf^ — Q rf^

et les équations fondamentales du mouvement du trièdre deviendront
/ da ==4-(Mc^4-N^)^4- . (Prf^4-S d^)a^

db =+(M^-^N^)& / +(Pr f^À•4-Sr f ( / )6 / / ,
de ==+(MA^4-N^)c '+ (P^ -+S^)^ ;
j^/ == _ (R ̂  ̂ . Q ̂ )^ /— (mdu ̂  Nd^ ) a,

(14) ! . ^ / = = — ( I l ^ - h Q f ^ ) / / / — ( M ^ H - N < : ^ ) ^ > ,
j^ == _ ( R du + Q ch ) •c^- ( M du + N J<^ ) c :
^rrr — ( P du + S ̂ ) Ci -h ( R ̂  -h Q rfcQ ̂ ,

j/// =: _ (P ̂  + s dv) b + ( R du + Q rf^) b\
dc^— (Vdu-^-S d^) c -+• (Kdii -h- Q ̂ )c\

Si le sommet du trièdre doit de plus coïncider avec le point décri-
vant la surface, son mouvement dans l'espace sera complètement dé-
terminé.

3- Nous allons chercher si, réciproquement, à tout système de va-
leurs de M, N, P, Q, R, S correspond un mouvement déterminé du
trièdre autour de l'origine et un seul ( < ) .

A cet effet, groupons les équations ( i4) de la manière suivante :
da •== -+• (M'^-+- Pa") du 4- (Na' 4- S a") dv,
da' = — ( R a" -l- M a ) du — (Q a" 4- N a ) dv,
dct"^ — (P a — Ra' ) du --(S a — Q r / ) d ^ ;

1 db == -4- (M b' -h P ̂ /) du 4" (N b' 4- S Y1) d^
(15) . ( ^=—(R^> / /4-M&)^- (Q/y^r-N 6)rf<

d f r / / = = — ( P 6 - ~ . R & / ) d f M — ( S & - Q y ) ^ ;
rfc ' == 4- ( M ̂  4- P (f) du 4- ( N ^ 4- S c " ) d^
do' == - (R c^^ M c }'du - {Q (// + N <? ) dv,
de" '-=— (P c — R c ' ) r f ^ — ( k S <? — Q^)^.

(1) Dans tout ce paragraphe 3, nous n'avons fait que reproduire textuellement l'analyse
donnée par M. Ossian Bonnet dans son Mémoire sur la théorie des surfaces applicables sur
une surface données où il a le premier montré toute l'importance des formules de M. Codazzi.
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Ces équations équivalent aux suivantes :
93

(i6)

da
du
da'
- d u ^ -
da"

, du

da
~dv' ~~
da'
dv ~
da"
~ d v ~ ~ ~

^M^"

-- R ^ —

-P a-h

4- Na'4-

- Q a" —

- S a -h

P^,

Ma,

ÎW,

Sa'^

Na ,

Qa-,

^
du
db'
~~du
cW
du

db
dv

db'w
db"
do

== -^-M.b'-r

^-.Rè"—

= - P b +

=-)-]S[è'-i-

= = Q ^ —

.-= — s & +

p^',

MA,

R^,

S b",

N & ,

Q^,

rfc
du ~
de'
du
de"
du

rfc
dv ~

de'
dv ~
de"
dv '~

( 1 7 )

•-l-Mc'+Pc^,

-Rc^-Mc,

= — P C 4 - R ^

=:-+-N<?'+Sc^

Q^-Nc,

S c + Q c ' ,

et l'on doit avoir avant tout

i d rf(M^+ P ̂ /) z=- ~ (N^ 4- S a^},^(^ v ^?^

^(R^+M^-^-^Qa'-f-N^,

(18)

fl? û?-7- fP a — R a') = —- (Sa — Qa'; ;dv ' / du ' - /

1^(M&'-^-P& / / )=^(N6 / -^-S^,

^^(R^.-M&)^^(Q^-,-N/.),

_rf
rf(/
_ ( P & _ R & ' ; -rf.

'û?M

rf

(S6-Q6 ' ) ;

</
^v"*' ' "• ' / ~ r fM 1 '(Mc'-l- P c") == — (Ne' + S c " j ,

^(RC"-I-MC.)=^(QC--,.-NC).

^(Pc-RcQ^(S.-Qc') ,

ce qui, en effectuant et remplaçant les différentielles partielles de a, a ' ,
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a", è, b ' , b", c, c ' , c ' ' p a r leurs valeurs, conduit aux conditions
/ JM rfN = RS - PQ,

=MQ -RN,

== NP - MS.

(i9)

û?^ Û?^

rip-_ ̂
dv du
dR dQ
dv du

Supposons ces conditions remplies ; on sait que, quelles que soient
les quanti tés M, P, R, il existe une infinité de systèmes de valeurs de
a, a', d1 satisfaisant aux équations (16), et qu'en appelant a^ d^ a\,
âa, d^a\, ^3, d^, d^ trois de ces systèmes, pour lesquels le détermi-
nant

^t €tï as
a, d. d.

soit différent de zéro, les valeurs les plus générales de a, a!, absent

20

i a == ix i ai -4- ̂ a', "h 0:3 a^
^ a' =-• ai a', 4- a^-h ̂ 3^,
( a^ai^+a^+as^

a^, 0:2? as étâBt des fonctions arbitraires de v.
Cela posé, assujettissons les valeurs précédentes de Oy ^f, a" à véri-

fier les équations (17), nous aurons

d(x\ doL'i doc4- ^2 -7- 4- ÛQ —
dv dv dv

[ ,,, , ^ „ da

d .-. 4- Q. —: 4, ^ —
dv dv dv

^Na\4-S<~^ a.+(+N^+S^-- ̂ ) ̂  4-(+N^+S<-^rit/

ria-j , dcxsrfai, lALAT i M'l<ft.2 » UL/m.'

ûîi -T-- 4- a\ ~ -{- ̂  —1 dv î dv ! dv

.Q^-Na.-^\aH-(-Q<~Na,~.^L^^

// ̂  -1- /'/ ^a2 L- ^ cloc
a. •̂ 7 4-^2 "Z: -h ^^3—.— —r- u» —,— r^ i-t.i —î—û^ 2 dv dv

^^Sa^Qa- ^.)^+(--S^-Qa',-^a,+(-Sa,+Qa',-Ç
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Ces équations fourniront pour «i, Oa» ^3 des valeurs convenables,

c'est-à-dire des valeurs fonctions de v seul, si leur système est équiva-
lent à celui que l'on obtient en les dérivant par rapport à u, a^ , a^ ag,
doc\ doci dots ,, , , . , , , , , ,. ,j^? ^-? j^ étant traites comme des constantes, c est-a-dire au système
des trois équations

(22)

da^ da\
du dv

[\
"(4
.(.

da\ dcci
du dv-[

+{-
-(-

da1', dcc,
du d</

-(-
-(-
-(-

+
t-N

hN

i-N

da\
4- '

-Q

Q

da^
^r -

-S

G

Az.
â^^
rf^,
ûf^
da\
du
d^
du

da
da",
du
da",
du
da"
du

du
da^
du
da'i,
du
da^
"du

dac.i
~dv'

-t-S

-l-S

+s

da.t
'dv'

- ]>

- N du

y da^

dcii
'dv

+Q

+Q

+Q

da^
du

dd\ , rfN- - l-, „ ; /•• '
du
da"^
du
da", , dN
——— -i-<2, —— +du du

da\
^'du
^da,

du
, da^

du

dd\
du

da\
du
da',
du
dd^
au-

dccs .
w
" ' d u '

• rfN.al ~r~ +i du

d^
dv

a- dQ
1 du

• dQ
'aî du'

. dQ- a ̂  -j~-- -" du

da.,
"5T

dS^ «j-.
du
dSa 2 — +
du
d6^ ...'
du

dS
1 du

» dS
2 du
,,rfS- a. — —J du

rf.N— a^ — -
du
rfN.

aï du
rfN
du

dQ
" ' d u "

a dQ
2 du

d^î du

d2^ \
du dv)
c^aA
du dv)
<^\
du dv)

d^a',
dudv
dï d.
du dv
d^d,
dudv

d2^ \
du dv)
d'à", \
du de/
d1»', \
dudv!

CCi

^2

^

y
\.) '
\ ,
; "-a?

û'i

CX.'i

ÛC^

Orcelaalieu évidemment; en effet, en multipliant la deuxième des équa-
tions (21) par M, la troisième par P, et en ajoutant membre à membre,
on trouve la première des équations (^2), ou plutôt ce que devient cette
équation lorsqu'on y remplace les dérivées premières et secondes des
quantités Oo a\, d\, a^, a,^ a'^a^ d^\ d^ par les valeurs déduites de
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la définition de ces quantités, et les dérivées -r- '> -r^ -— par les va-
leurs déduites des équations (19); de même, en multipliant la troi-
sième des équations (21) par — R , la première par — M, et en ajou-
tant membre à membre, on trouve une équation équivalente à la
deuxième des équations [22); enfin, en multipliant la première des
équations (.21) par —P, la deuxième par R, et en ajoutant membre à
membre/on trouve une équation équivalente à la troisième des équa-
tions (sa).

Ainsi il existe toujours une infinité de systèmes de valeurs de a,
af, a"vérifiant les équations (16) et (17), lorsque M, N, P, Q, K, S sa-
tisfont aux relations (19); de plus, si a,, a^, d\, a^ a^, a^, a^, a^, a^
représentent trois de ces systèmes, pour lesquels le déterminant

^t
a\

<
a,

<^
a,
<

soit différent de zéro, les valeurs les plus générales des a, a', a" sont

(23)

a =-= oci <%i 4- oc.ï €h 4- ̂  ̂ 3,
a'' -=== ai a\ + a-t d ; + a;) a^,
0!''-=. ai d\ -h as ci\ -h as a\,

ai, aa, 03 étant des constantes arbitraires. On aurait de même

6 == pi ai •4- (3a a^ -4- pa ^3,
^ ==(3ia\ 4- pa a^-(-(3s ^3,
y^^a^^a^^;

<? "-=yi ai •+ y^s -^y^as,
c' ^ y , d , +y2<-!-y3<,
c^^yt^- i -y-^^+ya^ ,

(23) (23)

So ^^ (Sa, yo 72» Ya étant six nouvelles constantes arbitraires.
Ces constantes ne sont pas quelconques? car on doit avoir

:4)
a'2 4- <2 /2•+•â / /2==ï, ' •
^4.^4-^^^ (^

^4.:^-4-C^=!, 1 1 1 •

éc^-^^^^^^o,
ça 4- c^' -}" ̂ ^ r^o,

l a&-i-^& /+a / /6 / /^:o.

1 faut donc encore en prouver l'existence et montrer comment on
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les obtient; or, cTaprès la définition même des quantités a^ a\, a\, a^
a.^, d^ as, a'y, d.^ (16) et (17)» les six fonctions

a\+d^~\-d\\ al 4-- a\2 4~ <% ^ 4-<:?4-<2,

^2<%a 4- a^ a';, -l- d\ d[, ^3 ai -î- ̂  </, 4- cl[ d\, ai ^3 4- û'i </;, 4- a", d\

sont constantes. Posons donc

(26)
ûf -4" ̂ 2 4- a^2 == A î , «a û, "!- <%3 ̂ ; -4- ̂  ̂  -.== B,,
â!^ -1- ̂ 2 -(- <-4 ï:== Aa, ^3 a, -t~ ^3 a\ 4- f4 ̂  == Ba»
û? •4" <2'3Î! + ̂ 2 == A.,, «i ̂  -l- a, a^ -l" "̂i <:/, =: By,

les relations (24) et (2s5) deviendront

(27

(28)

S Ai OL\ 4- Aa a:S "1"- As a.} -\- 2Bi aa a:i -t- 283 (^3 (%i 4- ^Ba ai a^ ==i,
. A, Pf-h A, P; 4- Aa PS + 2Bf P. P., + 2B. P^P, -1- 2B3 P. (3, ==ï,
( A, y? •4- A^yi ; 4" A., y?; -h 2Biy,y; , - h a B s ^ y » 4- 2B3y.y .==i ,

A, p, y, 4- Aï pa y, 4- Aa ^3 y;, 4- Bi ( (Sa y;, 4- (33 y-J
4-B, ([Sa y, 4-(3, ya ) 4-Bs (P, y. 4- (32y, )==o,

A î y î ai 4- A» Y! aï 4- A;» y;, aa 4- B, (ya 0:3 -h y;, a^ )
4- Bï(y3û:i + yi a;») -h- Bs (yi a,4-y2ai)=:o,

Ai a, p, 4- A, y., P, 4- A;» ^3 P.i 4- B, ( ̂  P, 4- a., ?,)
-h B, ( a» Ri 4" a, P., ) 4" Ba (^1 ?, 4- ̂  (3i) = o ;

a,, ^2, 0:3, R i , ^2, ^3, 7,1, ya, 73 s()n^ donc les coordonnées Ç, ri, Ç des
extrémités respectives de trois diamètres conjugués de la surface du
second ordre représentée par l'équation

( 29) A, ^ 4- A, y?2 4- Aa y 4- 2 Bi -/îÇ 4- 2 B. ̂  + 2 Ba ̂  = i.

D'ailleurs ces coordonnées sont toutes finies, sans quoi la surface
du second degré aurait une infinité de centres, et le déterminant

Ai B;, B,
B;î A, B,
B, B, A.,

serait nul, ce qui ne peut être; car ce déterminant, d'après une pro-
Ânnales de l'École Normale. 2e Séiw. Tome III» î^
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priété connue, est le carré duWivant

û,i ai us

a\ a', a\
d\ d\ d',

lequel n'est pas nul par hypothèse,
Ainsi il existe toujours des valeurs de a^ 03, 0^3, ?.,, R^ PS» 7n 72. 7y

vérifiant les relations (^4) et (a5). On peut même déterminer une in-
finité de systèmes de valeurs admissibles de ces constantes; mais il est
aisé de voir que ces différents systèmes répondent aux différentes
positions des axes de coordonnées 0^, 0^ OÇ dans l'espace.

Considérons, en effet, un premier système de valeurs admissibles de
a,, ^2? ag, p^ ps, ^3, y,, ^9 73? et proposons-nous d'en déduire un
second tout à fait quelconque, rappelle l, l\ l" les longueurs des dia-
mètres conjugués de la surface (^29) dont les extrémités ont pour coor-
données respectives les premières valeurs de a.^ 0:2, a^ p^ R^ PS?
7^ 73? 73- Soient X, p., v les cosinus des angles formés par le diamètre
de longueur l avec les axes 0^ 0^ OÇ;)/ ,^/ , v ' Ies cosinus des angles
formés par le diamètre de longueur l ' avec les mêmes axes; V, y!\ V
les cosinus des angles formés par le diamètre de longueur f avec les
mêmes axes, en sorte que l'on ait

;3o)
/ a,=n, ^=1^', y,==rr,
j a,==^, (3,=^^, y,== l11^.,

[ a3==^ (33==^^ y^.^^^.

Pour obtenir un nouveau système de valeurs de Q^, a^ c ^ p ^ R ^ R a »
7^ 72» 73' il faut chercher les coordonnées ̂  -^ Ç des extrémités res-
pectives de trois autres diamètres conjugués de la surface (29). Or, si
cette surface était rapportée aux trois diamètres conjugués de lon-
gueur/, l\ F, auquel cas son équation serait

• (3 iJ ^21Î+^- '/s l ^ ̂  i"ï~~~^

les coordonnées des extrémités de trois diamètres conjugués quel-
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conques auraient pour valeurs respectives

l'G3y l ' ^ , l1' CT,

i^, zy, i'^',
w, v^, ra",

^y p, cr, CT^ p', a\ rs\ p " , a" satisfaisant aux six relations

99

(32)

ÇJ2 4- p2 4- O-2 ==I,

^+p/2_(,^^^ (33)
^-l-p^-t-^-^-i,

OT'zn^pY'-^^^0»
^CT -4- p^p 4- o^cr ===o,
CT ̂  -(- p p' + cr cr' == o.

Donc les coordonnées par rapport aux axes OÇ, 0^, OÇprimitifs, c'est-
à-dire les nouvelles valeurs de a^ a^ 03,^1, ^a? PS? y^ 72? ya» sont

^ :-= /CT 5^ -h ̂  p y -l-1'^ V ̂  ̂  CT -i- p,p 4-yi Œ,
a 3 :-=fo ^"•1-^p [ ! ! - \ - l "V ^—^CT -!- (3ap -h ̂  (7,

^ =fo y n-Z'p y' •-{-Z^G" ^"-.^aaST "•i- ^3 ? "^yaO-,

(34)
1 (3', ̂  /CT' ^ 4- ^ ̂  À/ -h r '̂ r ...̂  a, TO' • •i- pi p1 4-y, o',
( (3^ ̂ l^p.^l'^^l'^' ̂ ^^ -h^p' +y.^,

P', :̂ /CT' î/ -!-" ^R^ l/ -!- Z" O-7 // = û;3 ̂ / -h (Sa p7 4- ya cr',

Wï 4- Z^"^ 4- ̂ / cr^ .:=: ai ̂  4" P.p^ 4- y, O-^,

/, = fo///^4- l'^y!-\- Va"^'^ ̂  ̂  4~ P.p'7 4" y^cr^,
\ y, ̂  l^v-^Vf^' 4-^//o-//^' :,= 03^ 4- Psp" 4- y^.

En portant ces valeurs à la place de a^ ^2, 0^3» ^ i ^ Pa» Pa» 7o Ya» 73
dans les équations (33), on trouve pour a, &, e, a', & /, c ' , a", b", c" de
nouvelles valeurs qui s'expriment en fonction des anciennes de la ma-
nière suivante : .

^i===o;iOT4-(3tp4-y,(7, &t=:<W4-(3(p'4--y,o•f, <?, ̂ ^CT^pip^ytO^

(30) • a',=r:^w4-pîp4-y.^, ^^a^^^^p^hya^, c^aï^+P^/^y^^
<=^CT4-psp+y3<7, y^^w^pap^^y.,^, ^^^^p^y^,

en sorte qu'il suffit de substituer aux axes OÇ, Or], OÇ trois nouveaux
axes O ' ^ y Orî\ OÇ7, faisant avec les premiers des angles dont les cosinus
soient respectivement ̂  p, (7, î/, p^ ^, ©//, p", cr^ transformation pos-

i3»
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sible d'après les relations (3^) et (33), pour que les premières valeurs
de a, &, c, a', b\ c\ a\ b", c" se changent en a,, ^, c,, a\, ^, c^,
a^, b\, c\. Donc les différents systèmes de valeurs de a,, Pô 7^ ̂  ^2,
72» ^9 Ps» 73 conviennent bien à un même triedre différemment placé
par rapport aux axes de coordonnées Oç, Oï3, OÇ.

4. Nous allons maintenant particulariser le mouvement du triedre,
que nous avons laissé jusqu'ici absolument quelconque.

Reprenons, à cet effet, les équations du sommet

x= 9 (u,v), y=^(u,v}, z=^{u,v},

et supposons qu'on en déduise, pour l'élément linéaire de la surface
qu'il parcourt, soit

( 36) ds2 == E2 du7 -h G2 dv\

soit

( 36 y ds'1 = E2 du2 -+- ^ EG ces 2 co du dv -h G2 dv\

Dans le premier cas, les courbes obtenues en donnant respectivement
à v et à u des valeurs constantes se coupent à angle droit, et Fon peut
astreindre les arêtes AX, AY, AZ du triedre à coïncider respectivemeni
avec la tangente à la courbe 9 = const, avec la tangente à la courbe
u= const., avec la normale à la surface. Pour qu'il en soit ainsi, il est
évidemment nécessaire et suffisant que l'on ait

dx == aE du -h a1 G dv,
(87) l dy == 6E^4- b'Qdv,

dz^c'Edu-^rc'Gd^,

et qu'en outre les seconds membres soient des différentielles exactes;
ce qui entraîne, en tenant compte des équations (16) et (17),

dE , p,.4-GM=:o,do
(38) { dCj

j Tiu --EN^o,

ES 4- GR == o.
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Dans le second cas, les courbes obtenues en donnant respectivement
à 9 et à u des valeurs constantes se coupent sous un angle ^K», et l'on
peut astreindre les arêtes AX, AY, AZ du triedre à coïncider respecti-
vement avec les bissectrices de cet angle et avec la normale à la sur-
face. Pour qu'il en soit ainsi, il est évidemment nécessaire et suffisant
que l'on ait

dx •==. a i'E du 4- G A/) cosco -+• a! [î^du—Qdv) sincô,

(37) / dy ==b{Edu+Gdv]cosu-^-br ^du—Gd^sinu,
dz == cÇt&du -{- Qdv} cosc») -+• c' {îLdu — Gdv)sinu,

et qu'en outre les seconds membres soient des différentielles exactes;
ce qui entraîne, en tenant compte des équations ( 16) et (.17),

f ^^___-EfN+^-GfM-^=:o ,\dv du] tangoo \ dv ) \ du)

(38)' /rfE dG\ . _ /., d^\ ^ (^ dw\v / -T- •+- -,- ) tango) 4 - E N ^ - T - — G M — -:- ) ==o,\dv du/ " \ d^ I \ du]

(GR -+- EQ) sino) — (ES — GP) cos&) ===o.

Réciproquement, si les conditions (38) ou (38)' sont remplies, les
équations (37) ou (37)' font voir qu'on obtient sur-le-champ par des
quadratures les coordonnées des différents points de la surface décrite
parle sommet du triedre. D'ailleurs, les trois nouvelles constantes in-
troduites par les quadratures n'influent en rien sur la forme de la sur-
face; donc, finalement, àun système de valeurs de M,N, P, Q, R, S, E,
G, ^ vérifiant les équations (19) et (38), ou (19) et (38)^ correspond
toujours une surface et une seule. C'est le résultat mis en évidence par
M. Ossian Bonnet.

Les équations (19), (38) et (38y constituent les formul-es de M. Co"
dazzi.

III. — Formules de M. Serret.

5. Imaginons qu'un point décrive une courbe quelconque ft

^==<p(^), y==^(^), z===%(u),

et que a, b, c, a\ b'\ c ' y a% b", c" soient aussi des fonctions connues
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de u. Alors les expressions

a' da + y db 4- ^ rfc, ^ Af7 + & db" -+- c ̂ //, <^ da1 + fr77 ̂ / + c" do'

seront des fonctions connues de u. En les désignant par -+- M du,, — P du,
—Rrfa, on aura

a! da -l~ b' db -!- c1 de == + Mdu,
39) adaf'-^bdbt/-^ cdc^—^ du,

a^da' -4- fr^rt^ c^c^ - R du,

et les équations fondamentales du mouvement du trièdre deviendront

( da== (M<^+ Pa") ̂ , ^=: — (B.a'/-^- Ma) rfM, rfa//= — (Pa -- Ra') du,

(4o) â?Z>==(M^+PyQ^ ^=-(R6//4-M&)rfa, ^^—(Pô-Ri')^,
( dc^^Mc'+Vc^du, dc'^—iîic^Mc^du, dc^—^c—^c^du.

Si le sommet du trièdre doit de plus coïncider avec le point décri-
vant la courbe, son mouvement dans l'espace sera complètement déter-
miné.

On démontrerait, comme au n° 3, qu'à tout système de valeurs de
M, P, R correspond un mouvement déterminé du trièdre autour de l'ori-
gine et un seul.

6. Pour que les trois arêtes du trièdre soient à chaque instant pa-
rallèles à la tangente AT, à la normale principale AN, à la binor-
male AL d'une courbe gauche, il est évidemment nécessaire et suffisant
d'exprimer que AT fait avec sa position infiniment voisine A!T un
angle égal à l'angle de contingence, que le cosinus de l'angle formé par
AL avec A'T est infiniment petit d'ordre supérieur au premier» que AL
fait avec sa position infiniment voisine A'L' un angle égal à l'angle de
torsion. Or la seconde condition s'exprime par l'équation

a" da 4- b^db -h (// de == o,

ou par son équivalente ( 7)

ada" 4- 6 d¥ 4- c d(f == o,
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c'est-à-dire que Von a constamment

P===o.

Pour exprimer les deux autres, calculons les angles formés par cha-
cune des arêtes du trièdre avec sa position infiniment voisine, angles
que nous désignerons par les lettres e, s', e". Nous aurons

(4<
cose ===•• [a 4- Aa ) a "ï- {b -r- A& ) 6 4- [c — Ac ) c,

cos e' =-- ( a' -{- A^ ) ̂  4- ( &' 4- A^ ) b' 4- ( c' "i" Ac/ ) c1^

cose^r^: (a//-4~ Aa") ̂ /+ (&//4- Aè'7) 6//4- (^-f-- Ac^) c^.

Si l'on remplace'Aa, Ai, A^, Aa', A^', Ac', Aa\ A^, Ac" par leurs
valeurs au troisième ^ ordre près, et qu^on tienne compte des équa-
tions (4) et (6), il viendra

(4^)
e2 ==—(^ d^a +6 rf2^ 4- c d'^c ),
e^ == -- (^ ^W 4- 6' rf2^ -h c' d^c' j ,
^•^ __ (^^3^ 4- ̂ ^^^ -h C " ^ ^ ] .

Or, des équations (6) différentiées, on tire

(43)
a d^a 4-6 d'^b 4-<? c?c ^— (^a2 4"^2 4- c/c''),

à'd^a' 4- ̂  rf2^ ̂  c'^c' ==-- (rf^2 4-^-4- rfc'2),

a'W2^ 4- b^Pb^ c^l^c^ - (^//- 4- rf^-'-r ̂ /^

et, en remplaçant, on a

(44)
e2 ==: "̂•2 4- rf62 4- dc\
e'^dc^ -\-db/ï-+-dc/2,
^^dc^^ï-dl/'^^dc^.

Élevons au carré les équations (4û)? et ajoutons membre à membre
celles qui composent un même groupe, les équations (44) devien-
dront

' s2 ^(M^-P2)^2,
(45) • < e^ = ( R'' 4- M2} du\

^_.(P. ^i^)^/.
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Dans le cas qui nous occupe, on doit poser

T. ch II dsP=.o, e=^ e--^

^ étant la différentielle de rare, p le rayon de courbure et r le rayon
de torsion, ce qui réduit les formules (45) aux suivantes :

' ds : wdu,T
(46) ' e'3 == (R2 -4- M3) du\

A
r :îidu.

On en conclut d'abord

(4?) , • ^-^(^^^

puis, posant
a-^coscc, û'mcosi;, a"== cos^,

(48) 6=cos(3, //^cos'/î, f===cos^,
c=:cosy, c'==cosç, c' /=cosv,

les formules (4o) deviendront

, ds ^ , ., A' ds ^ , ^ ds ^dcosa==—cosÇ, acosÇ===——cosû ; • — — COSÀ, acosÂ =—cosç,

, , . , - , c?5 , ^ „ rf^ , </.?(49) acosp===—COSTÎ , acos7 î==——cosp—-—cos^ . , acos^===—COSTÎ,

, ds . j „ rf5 rf^y , ^ „d cosy == — cosç, acosÇ==— -— cosy •— —cosv, acosv == —cos(S.( p P r r

Ce sont les formules de M. Serret.

7. Ces formules permettent d'exprimer les différentielles des divers
ordres des cosinus des trois angles oc, Ç, 1, ou|3,73, p., ou 7, Ç, v par des
fonctions linéaires de ces mêmes cosinus dont les coefficients ne con-
tiennent que ds, r, p et leurs différentielles. La même observation est
applicable aux formules plus générales (4o). Voici les résultats que
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l'on obtient jusqu'au sixième ordre, en partant des équations (49) et
en prenant l'arc pour variaîîle indépendante :

^coso: == ~~

û^cosi; === —

rf'cosÀ == -—

ri8 cosa ==—

cl6 cos'S, •== ds

, r^vi- 4 - ^ — — - , - +L ^ \p'
d^cosi^— d^

rf^COSa =:f/A-2

-,

-4-

^ cos ̂  =: ds

.+

.4-

^cos^^ rf^

-4-

Annaîes de V École Normale. 2e Série. Tome

â^
pT

dsd- cos a —
P

<^ç2
Uà

7p
„ ^3 , i3 — cl - cosa

P P

rd6
i7

/• r
nis7 /i i ̂h (p2 + ̂
ds

ds1

^î[(6i+ï-L\p2 /•2

ûf^2

A

r^/i i\
L/'p Vp"'4'/3/
^
'̂

COS 0 -l- â?5

cos a •+- ds d ^ cos Ç -

Vi i \- „ ̂ , )
^ r2/

/I , I 2
- J -(- ^

\r p p

"-fôr^1 /1
^(p2'-

r f 1 ^ 1
L^^^,^2^f-r-,+L \p'

"'•[&
p/A2/!bip-2-'

rf~ cos^ -

^(-L+
\p

, rds1
— ds\ —- . L p
-^'f2

V ^
— ^2 ̂  co

pj

rf~) cosa

—3 (d^
\ P }

î\ ,i+ r/^
r - ] p

^-3Jr2;
\ , I 5 y il , ïd - -4- — d - — rf3 -
/ P ^P ^"J P
\ ' J^2 — 3

6\ ,ï^^ 4.
r-/ r

—3d^-d
P

• a\ ,i-+- - } d-r3/ r

?)-3(.

J52

"" rp

^ S cos^-rfsrf^

.7ç3t«.o

~"7T

0.-
r f - 1 -

p

sa — 3 ds'^ (— (
\P

, rds^fî i\ ,,i~|-- ̂  — — - + - - — d2 -\ cos ̂L ^ \p2 ^v d
-.3

r-
xi ,

rp
ï . ï- a-~p r

(^^
\ P /
5 ^rp

ï
r

ï
^

'^'
ni,

cos^,

cos^ ;

-.)-
î , Ï \+-~rf~
p r /

A3 .1 .— a- cosA

^11 c
p pj
(Z^t—rf

^'.j
-ï-^-r p

^^sfrf-'V-^'i-^'-î-lcos^/ \ r ) p p r r } "

L\-^-pj '•
1 ^ - ' 3

r P P

^1-.
PJ

-^1
/' ''

rf3

COSÂ,

îL^
P

0&

3-L

P^
...̂ î :!:."] cos À,

P ^-J

cos a

f
co

^]cosÇ

î

r

a

cos À,

rf

ï
r

COS À,

1 , 1 \ ..^ - d - cos ̂r r )

^-.rf^JcosX,

5

cosÇ

i-l
— COS a
^•J
cos^

s^ ;

î4
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f
f ^î> COS a ==5 ^2
i

4-

4~^2

rf^COS^ ==^

y
\

4~ û?.S

^008^== rf-S2

—Gd^rf^-^diû?2.1.p r ^ r p

, , r^2/! iv+ A • ds7} — - -4- - -L ^ \p2 ^7

, Ads-T /a i \ ,ï
^ 2 — — — ———h-; ^-( p L\p2 ^/ p

ds

^^v— - ^^. —
p V r/

-4^^.^.1
^ r p

, r 'AVï i y
^2 ——— | 4 . „

L p \p2 ^/
8 / ,i\^ /

-{-- rf- 4-
P \ r ! \

QdÂ^ds^i1—^1-}
L \P' r Â /

î5 f yîY

•+———— rf- +r \ r j

. ri f6 î \ , ï
^2 l 4» J^^

[TVP' ^/ P

iS/.iV— — ( d - } —r \ r

, rds2^ i \ 2
ds2] —— — 4- — )Lp \p2 ^

^r^ fâ+4\^
Lr \p2 r2/

,r ds^fî îds2 — -—- ——^-;L r \p2 r-

î , îT
4- —rf - —rp rj

î5 / , ï \ 2

—— d - ) -
P \ 9 l

[ 5 3 \ ,
^ H+- rf

\P2 ^7

, î î / ïi - -h ~ ( - -4-
p p \p

-e^d2^.r p

i5 / , i \ 2

4~— rf- 4
P \ P7

10 1 \ , ï
—-4- '-. rf2-p. ^) p

K Ï ,1 ï ,-rf-» -+. ̂ d
p p r

^.^jJLrf^
r r

v 8/ '^ I\2
) 4-~ rf- j "
/ r\ 9 }
Q ,. I / Ï I0\ , I"I , ï
^rf2^^ ^ . ^^ ——â?4-

rp p \p^ r 1 ) rj r

^(i-^9\
p \p2 '•7

3 / , i \ 2

— — i d — ) —r\ P/

A^-.f2
rp p ^p

^rf1.^!-,!^!
p p p p

î2 I I
— — d- d -r p r

i-l^l-t-^1-p rp rj p

6\, i- |
- -; a —

•̂7 '•J
-4^i . i^ i

r p p r

7 i ï il{- '-d-d-r p r

^ii^n^i
rp rj p

^-^- lrf^
r/ P P
——— -, ̂  î, j3 .ï. ÇQg^

p p r rj

"7 7 I 1 ï4""'-d-cf-p p r

^1
r.]

^Ld^^d^
r p p r

12 ,1 , î— d -d-
p p r

i^^^q+^i
^ r2/ rj r

cosa

cosÇ

COSÀ,

cosa

cos^,

cosa

cosÇ

.5 A2 [(? I y il y I y. ï I /, I ) -.^^\rfl4.^^
p- rV r rp p.-rj- — 2 rf - rf2 - — - rf3 - COSA ;-p pj r r r r)
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(54) d^osoc^ds2 ^(l' TV? 2 A^dAs^}
r2/ L \P' ^7

/ ,I\2 3-2 ,î , Ï^ 4-—d-d-
\ P/ ^P P y

8 / , i V i /ao ï i \ , T q4— [d-} 4— ~^~.)â^4,y.
n2 \ ,»i ; /. \ /-i2 *»2 / r\ p^ "ap^.ry • p ̂  • r2 / "? ' rp2 3 r

/ , , ï \ 2 , / , I , 2 6 , 1—ïo à?2- -^î5d-dz-—-d^
\ P/ P P P P
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A1

s^r^2
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rfÂ-4 / 1
"~ 7p \p2

/
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^(
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Sdl
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, r33rf^
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—!0rf2

rf
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1

ï
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p

4-

i
P
i
r

d

-.(
-d
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rf2
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^19
<7
?2i

r

^.p <i
3

( 3

Vp2

+6

^1

—K

4

4
r

4-

(
0

7

0

2

7p

d^c
P

r̂^

2^+

).,
rfr̂

d1-r
r̂

rf3

î)
î
-4
P

J^
P

)
ï
P

rf

-<
-Srf-r ;

ï
~rp

1^^p r

ifl
P \P2

-^

dL)p7
ï-^
' P
^11r

i5
rp
Î O+77

î
P~

î-
(^
).
^<
p

p̂

ya
î
r

cosÇ

COSÂ,

(54) d^os'^ds d^\^d^(\+^\ (^d^^d^^d^ ̂ (d1-}
^/ L \P' ^ \P P r2 P ^P ^7 \ P/

„ , ï / , i\2 ï6 , ï . î 60 , î , î•4-x5û?~ ûf- +—.^-^ -+—d-d 2 -0 \ r r p r P P'' Pr p

.^-. .r r ^
+9^^4,^^^^^^\^^4^ï1 „„

r r p p r r \ p2 r^y p rp r j p

4- A^ A2 . /i ï \ 3 . /i5 6\/ - i \2 54 , ï .îrf- 4--Î^-J-
^ p/ rp p r

A^^L+L}^}
r'rp" r\p^r^ rj

— J^ ^ 4- _ 4-3 — 4-- '
\P2 r 1 ) • ^p2 ^r^

,/6 x 5 \ / , î \ 2 20 / ï4-3 ^4, — rf- 4-— -^4-
\p2 ^2/ \ r p \p^ r

-ïSrfl^I^sofj^y-^^-ïSrf^^-iofri^V-^^icosEr r \ r/ r rp pp p

4-^ ^[~A^^4-^ /r4 ? 1 ï ? ï i5 ,i\ 35 y î , îLJ:̂ 4-. ^^4«_J- 4__J ^2_
'/Vrp p p3 r ^ r; r pj p

Û y I . 1 ^ , Ï / . î N 2 l6 ,1 ,,Ï4.-l/â?-rf^4.^5J »-(J- ^.^.cl-d2-
p p r r \ p; p r p
i4, 60 t4^^+--^ld.l4^5 rfl 4. ^4._ ^11 . ^1 cOS).rp p r r r \ r/ \p2 r2; rj r j

lî.
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(54) (f'cos^^2
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• i 5 / , i \ 2 : . ( 5[ i ^ î / i \ 2 ' / 5 î-1 , i _> ii-ld.-l + 6 — 4 - — c î - r f -
,rp\"p/ \P' '•2/ P r

rf^i ^d1-.r 1 / f> r

L^(d1-
P rp\ r

(fc2

rp ̂  + ̂ /

i^+IU2-+
r\^

lf!^4-19^11
p \ p 1 r'y rjp\P ' r - ' ! r_

.,orf-^^ro^ri^-5d^^-^<^-^^ COSa^d^
P r

P r

3 .1 '
^.5^(^^(^^^^^7

-^i-
''P P

rp p p' r

-^^•r^?^-^?^.3^(^-î«^.i-^^^-^^-;

^y-^HH-N^coss

+rf^ ^fl
" r 2 \p2 '

,^^8f^v+^^^+J-rf!-"Ï \ 2 32 ,1 ,1- —cl -a- . ,
rp p r r'p pb - ' \ p / ''P P '' ''P p

îfi1..^^^]2 ï / i i ao
+5fl+9 (rf-1 V .nz r2/ \ r. r \p2 r2/ rj\p^ r

^^^^lo^^y^^^JcûsL-îûa^cr^- iu^^ -^ ^

8, Voici quelques résultats déduits de ces formules, et dont nous
aurons besoin ultérieurement.

Cherchons en premier lieu les différences de coordonnées de deux
points infiniment voisins. De la formule

dx == ces a,ds

on déduit, par celle de Taylor,

ô^=^cosa-4- ^Jcosa+^^cosa^—^COSa

-A- ̂  cosa -+- ds- ̂  cosa 4- j^— ̂  cosa,120 720 004.0

en s'arrêtant aux termes du septième ordre. Si l'on remplace cos a et
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ses différentielles par les valeurs du n° 7, il vient

/ ri ^ ̂  _ ds! jL i d s ' ( L • 1^ — ̂ !l ^ T - ̂  ( r f ̂
I 6?' 8p p ' laop'^p2 r r-7 3op p 4° \ F/

A5 / 2 , i i , ï i , i \4. -^ rf ̂  4-. ^ -, ,4- «- J -
i44p \p2 p , r2 p rp ry

—^d1 î2 î — ^3~. 731 — -A— f^ .4- ̂ !

72 p p i44p P 5o/jop2 \p2 r2/
3^==

A6 r 3 5 / ? ^ 2 ^7 ? 1 j 1 ^0 TI\ h 1 , €) j 2 l . 8 f / ^^t+ .-., — ^ ̂ \ ^ _i ̂  „ d ̂  -(- + — ^ - -4- -1. ̂  - -^ -- J -
5o4opLp \ p/ r r p \p2 r3 / p rp r p y r; J

(i^ f î . T 1 , 1 î , i\ , t+ — — r f _ ^ J_+-«J-^- ,
lOûb \p2 p ^ p rp r/ p

A3 / , r \ 2 , rf.ç3 ,, î ds3 , ï ,i— . û ? 2 - --. rf^— d - d ^ -
5o4 \ p/ b4.op p 336 p p

COSa

ds'1 ^.i rf^r^/ï ï \ ./.Ti—— + -77-rf- — -7- —— - 4- - — rf2-
2p 6 p 24 L p \P2 r ' I pj

rf.ç2 , r ds^ / s î ï i , ? ï ï î'\
d~ —— rf3 - — y- — à -*+• — d - "4- — d -

120 p 4° \P P r P r? r/

A2 T r / ^ r ^ / T î V i 5 / . ï \ 2 3 / , i \ ^4.—^ 4- — _ --+.-) — — rf- — - J-)
720 p 720 L p \p' r ' I P \ P / P \ ^/

^^j^l^J4+i\^^i^i1)cosS
\ r p r Vp3 r2/ p rp rJf

A2 , î rà" / î T \ / 3 ,i r ,î ?. , i\+^7-^-4- ——Q «4---r f^4-. - , r f -+^û;-
5o4o p ïooo \p^ r/ \p:l p r " p rp r/

^.^f3f^f+3^(^y+^^^^
ioo3L \ p/ P \ r/ P P P r p r1008 L \ P/ P \ r/ p p p r p r

6 , I . P 2 -, ï , T /3 2\ ,, î î , ï1
-i~ ̂ d-d2- + -J-^-+ --+— ri3-4- •--rf3-r r p p r r \p3 r 1 ] p /'p rj
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^s _ ̂  (^.r/L • i//i
brp 24 \^ P i P r

rf^3 rds2 / i r \ , i , i 3 , ï i^ 1 ' !—— — „-„ 4- — ) — 3a-ri- — -a" - — - a2 -
120 [7P \P' /"7 r p r p p rj

4-. —— — „-„ 4- — — ô f f - a - — -a- — - cr -
120 [7P \P' /"V r p r p p r,

A3 r , /4 , ï 9 ,? ï i ./ I , 6 , i\+ — \ds2 (—d'~-{-^d--{---• d--+— a-]
720 L \^3 P ^P P P r ^ P r ï

4- ^^3^-~6^^-x•~4^- ÏJ i-- I-rf3: ï1 cos^r p , r p a r p p rj

ds^ d ^ / i ï V ^ , r 1 / 1 0 1 ^^ 1 , ^75 , ^ r î 1 ^ 1
4- __ — _ _. 4- — -L ^ 2 1 . — 4-— â•i--+b -^—~\d—a-1 5©4o '̂P \P2 r\l ir \ r2 p2 y p \r2 p2/ r p

3 3 / , r V i5/, i \5 T / ï . I O ^ / 7 2 I 14 _ — ^ . - 4 - — a - 4-- —4--— a2-^ p v p y ' ̂ \ ^ p\p2 r j/ ^
l -^^l^iori^J^-ioJ^J^-ÔJ1-^^--1-^1-1

\ r p r p r p p r p r

Pour passer de Sec à ^j, puis à §z, il suffit de remplacer a, Ç, X par
^ ^3,^, puis par y, Ç ,y .

Cherchons, en deuxième lieu, la distance rectilignede deux points A
et A' infiniment voisins. On a

AA-'^^+^+ô^

et, en remplaçant d^, îy, Sz par les valeurs précédentes, il vient
-—s ^ ^ i dsG ( ï » ï \
AA=A2"^^^ r fp+36op-^

^^(rf!\2^^^^^^45 \ p/ 4°p P ""P P
^^l^^fl^1^--^-^.

72 p p 36orp \r p p r/ xôop p

Extrayons la racine carrée, nous aurons
ds3 ds^ , î ds^ 1 ï ii \

55) AA?=^-^-^^-l-^^(^+^}

.-^f^y^^^i+^^i
90 \ p/ bop p 960?^ p

. ds" ( ' d ' ^ ' d 1 } dss d ' d1 ' ^3 ^ ï4^ ——^— ; — (̂  —. 4- — (j, — ï — —-"-; u "" u — — .̂ "7; u •" •
•porp \r p p r j i44 P P 3boP P



DE LA THÉORIE DES SURFACES. Î Ï Ï

Cherchons, en troisième lieu, l'angle V de la binormale en lia
point A avec la normale principale en un point A' infiniment voisin,
On a

cosV=== cosÂcos^-4- COS/JL cosy/4- cos'ycosÇ',

et, par la formule de Taylor,

cosY^cos^cosÇ-t-cos^cos^+cosycosÇ+cosÀJcos^-hcos^^cosTî

•+- cosydcosÇ-4- — (cos^^cosÇ+cos^^cosTi+cosyrf^cosÇ) 4-....
ï .2

Remplaçons cosX cosÇ + COS|JLCOS^ +• cosi» cosÇ par zéro, et les difïe"
rentielles successives de cosÇ, cos^, cosÇ par les valeurs du n° 7, nous
aurons
,,,/,, ,.- ds ds , ï ds rds2 f i ï \ , i"|(56) cosV=:-^-~^rf^^[^^+^-rf^J

ds , r ( î 6\ . ï 5 .i"1 . ïdA^-^^d^^ci^^d^LVp3 r2/ r rp pj r )— ds^ — -1- — } d- -}- — d - \ — d ^ -24 L\p 1 i r ^ PJ r

±. ^^^(i^iy^^iy-.^^1-20 L r \9 ^y r\ 9 ) r \ r !
^Ld^+^d-^^^^ld^d^d^p2 r r^ r rp p p r pj r

^± ^r-^fi+iv^^+^^+^d1-)720 L \P2 ^ / V P r rp p r2 r;
35 , ï y, i 60 , ï , ï4- —d-d2- +~ d-d^-r p p r r r

+I5^f<^-Iy+I5(rfiy1+9rf-t^-l
r\ p/ \ /•/ p p r

+I6rf. l^J l.+fi+4)^l+i4^l^^.Ll.
• p - r p • \p2 r2 / r rp pj r $

Cherchons, en dernier lieu, l'angle W de la normale principale en
un point A avec la normale principale en un point A' infiniment voisin.
On a

cosW==cosÇcos^4-cosïi cosï/4- cosÇcosç',
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et, par la formule de Taylor,

cosW==cos2^ -{- cos^/i -t-cos^-l-cos^ ûfcosi; -h COSTÎ ricosT]

4-cosÇdcosÇ^---^~•(cos^d2cos^-^cosyld r 2cos^4-cosÇd2cosÇ)4-.. .<

Remplaçons cos2^ 4- cos2-^ -h cos^ par l'unité, et les différentielles
successives de cosÇ, cos^, cosÇ par les valeurs du n° 7, nous aurons

,„ , — as'1 { i i \ ds2 fi ,i 1 , i\
(57 cosW=i——~4~ — — - r f - - 4 " - â ? - -v " 2 \p2 r7 2 \p p r ry

rf^r-y / î I \ 2 r i 1 j 1 I ï^^v - î / 7 ^ ' - ï / ' / ^ 2 !+— ^2 --i-- —4-d r • 2 -+ -d 2 - - "3d - — 3 ^ -
34 L Vp' ^V \.P P r r ) \ p/ \ ry J

dsT , /i i\ /i , ï i , i ^
•-y 2^2 - +-) -ûf- 4--^-24|_ \p2 rV \p p r r^:L^fi+-^V^^^-

r L \P2 ^7 \P P ^ ^

-Jrf^^+rf^2^-^^-^^\ p p r r/ p p r rj

d^2 ( , F 7 / î ^ V /4S i8\ / , î \ 2
• — — } d s 2 —d52 — 4 - — + —-+•— ^-)720 ( L \P' ^ j \p2 r ^V p;

54 ,i ,i fi8 45\ / , i \ 2

4 - — r f - r f - 4 - — 4 - — rf-rp r p \p2 r2; V ry
/ ï I \ /I , I I y ï \~]

+20 — — — — - + - — — — -rf2- +-J2-\^ r2; \p p r r/J

.^(d^}^îo(dî^\-î5d^d^
\ 9J \ r ] P P

^ , i . ï 6 , \ 6 ,^ , i . ï 6 , ï 6 , 1 )i5 d- d3 " -•- " d4 - — - rf4- "— i5 d- d3 " -•- " d4 - — - d^r r p p r r

IV. — Formules de M. La guerre.

9. Considérons une courbe tracée sur une surface quelconque, et
soient, comme au n° 6, a, ?, 7, Ç, ^, Ç, X, /x, v les angles que font avec
les axes les arêtes du trièdre lié à la courbe; soient de même, comme
au n°4, a, &, c, a\ 6', c', a'\ b", c\ les cosinus des angles que font
avec les axes les arêtes du trièdre lié a la surface. La position relative
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des deux trièdres sera déterminée par l'angle i de la droite AT avec la
droite AXetpar l'angle CT de la droite AN avec la droite AZ; de sorte
que, en appliquant les formules d'Euler, on aura

a cosa+Z» cosp + c cosy==cos/,
<:/cosa -+-&' cos(3 -h </cosy:==sin/,
d' cos a -h b" cos p -+- c'1 cas y -== o ;

a cos^-}-^ cosyî+c cosÇ==sînOTsm^
(58) ^ a' cos^-l- é'cosTî -hc^ cosÇ==—siû?ïjcos/ ,

^COS^ -{-Ô^COSTî -}-C' /COSÇ==COSOT;

^ cosÀ+5 eosp.+c cosy = = = — c o s C T s î n ^
cd cos À + V cos^. + c' cosi^ === COSOTCOS^
«^ cos À-4- Ô^cos^. + c^cosy ==s!nOT»

Différentions ces neuf équations, remplaçons^, db, dc^ da\ db'\ dc\
da'\ d1}\ de" par leurs valeurs (i4)? rfcosa, <^cosp, Jcosy, <^cos£,
^cos^, dcos'Ç, rfcosX, o?cos ^, rfcosy par leurs valeurs (49)? enfin te-
nons compte des équations (58); les neuf équations provenant de là
différentiation se réduiront à trois distinctes :

JCT-— —=(P^+S^)sin^ l >4-(R^ +QA/) cosi,

(59)
ds COSCT =-• (PJ^ + S^)cos/— CRclu -+- Q (h]siai,

— sinvj == di-^Mdu+'Ndv.
P

Ce sont les formules do M. Laguerre. Quant à rangle ?, il est lié à u et
à v par les formules

(60) dscosi== 'Edu, ds s î n f = = Gdvy

si les coordonnées sont rectangulaires; par les formules

(60 )' ds cos / ==.(Edu •+• Qdv} cos M, dssïni==CEdu—Gdv) sin&),

si les coordonnées sont obliques.
^finales d<î l' Ec^îd Normale. '2e Série, Toniô IÏI. i5
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Des formules (38) et (60), (38)' et (ôo/, ou déduit les suivantes :

dscos i

( 6 1 )

(6i/

du

i dv

E
G

du
dv

sîn i
cosi

(

r^sin (&
E sin a co

^ s in (&>— /)
Gs in^ûû

Pcosco -+- Rsinoï
Scos&)—Qsinco'*

G s î n ( c x ) - h z ) S COSQ) -
E s m ( & ) — < ) PCOS&)-
Ecfe — Gdy sin G)
Erf^ "+- Gd^ cos^
(Pcosrxï + R s i r i & ï ) d u —
(Pcosco •+"Rsin&))û?^-h

, dscos î^ - ^
, ^ sin ;/ • / ( } —--
'ç - G
E R
G ~ -S5

du Gcosz
dv É sin i

sin /' G rfe'
cosz 'Edu

} 4- /)

—Sco
R sin

— Srf
Krf^

— Qsino)
i- B.sin&j

(SCQS&)—
(Scosoo-

^

s /

^
<?

s i n f o ï 4- /")
sia(û«> —if

- Qsin &)) ̂  sinr^
- Qsiiiûo)û?(/ coscx)7

qui nous serviront pour des transformations ultérieures.

SECTION II.
ÉTUDE D'UNE SURFACE AUTOUR D'UN DE SES POINTS.

I. -- Théorème d'Enter.

10. Considérons une série de courbes issues d'un point A d'une sur-
face et dont les plans osculateur scontiennent la normale en A; leurs
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rayons de courbure seront liés à leurs directions par la deuxième des
équations (SQ), où cossr est remplacé par l 'uni lé :

(62) — == C? du -4- Sdv) cosi— {Rdu + Qdv) sin i.

Éliminons du et dv à l'aide des équations (61) et (6i)\ et divisons
par ds; nous aurons

17 f
63) — = = G P c o s 2 ^ ^ ( E S — G R ) s i ï ï ^ c o s l — E Q s i n 2 ^ ,

et

g EGSÏn2^ ̂  (ES •4-GP)sinMCos2/
P

— [ ( ES — GP ) cos w 4- (GR + EQ) fiin Q.) ] sin ; cos
—(GR--EQ)cosMsin2 / .

Or on sait, par l'algèbre élémentaire, que le second membre de ces
équations est susceptible d'an maximum et d'un minimum pour les
deux valeurs de l'angle i données par la formule

_.. ES-GR
(64) ^n^^^^^

et par la suivante
- - ( ES - GP ) cosw -4- (GR + EQ ) sin&ï(64) tang^~ ̂ ^^^^^^

Soient ^ et pa 1^ valeurs de p déduites de l'équation (63) ou de
l'équation (63y, lorsqu'on y remplace i parles valeurs de a tirées de
l'équation (64) ou de l'équation (64)'; on a

(65)
( EG ̂  Gp cos2^ -4- (ES — GR) sin a cos a — EQ sin1 a,
) P-

| ̂ ^GP sin^-^ES-- G R ) s i n a c o s a — EQcos2^
\ P2
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et
EGs îns t&) ,^^ ,nT^\ .————— =:(ES+GP)sincô cos2^

(65)/

—[(ES—GP)cos^+(GR4-EQ)s inM]s inacosa
— (GR—- EOcosMSin2^,

EGsin2&) .„ . .,_, . . .r^ES-hGPjsmosm 2^pa
4- [(ES — GP) cosco -+- (GR -4-EQ) sinco] sinacosa
— (GR— EQ) coso) cos2^.

Posons

(66) ?=:^+ç

dans les équations (63) et (63y; multiplions respectivement pfir cos2^
et par sin2^ la première et la seconde des équations (65) et (65)', et
ajoutons-les membre à membre avec les équations (63) et (63)'; nous
aurons, en tenant compte des relations (64) et (64)',

(67)
i __ cos2^ sWQ
P ~ pi ps

C'est la formule d'Euler. On donne le nom de sections principales à
celles qui correspondent aux rayons de courbure p, et pa, et dont les
directions sont données par Fune des formules (64) ou (64)'.

II. — Théorème de Gauss.

11. Il reste à calculer les rayons de courbure principaux ̂  e tpg. A
cet effet, éliminons a entre les équations (64), (64)' et les équa-
tions (63), (63)'y ou l'on remplace préalablement i par a; les valeurs
cherchées seront fournies par l'équation du second de^ré

(68) i-^r^i+î^r^ • ^
p' -KG p EG

ou par la suivante

,QQ.f x (ES ̂  GP ) sin w — ( flB,^^^cc>s^ ^ .RS—PQ'
p2 EGsin'aœ """'" p" "w EG^îïïï^= 0*
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On en tire
j__RS^PQ^ r ^ RS^PQ
pipa EG pipa EGsinac»)'
i no—i. v /r/.v - A - 1 0 — A ^

(60) ——==——F7,——? (00)' ——==———————yv J l n, n. Î T " n. n,> Rtr^ in '>.(,'>

et, en remplaçant RS —PC) par sa valeur tirée de la première des équa-
tions (19),

dM rfN dM. _ rfN
i _ dv ~du f \i J _ ^ ^

^0) p^;^—JEG——? (70) ^"""ÉGsin^)*

Mais les formules (38) et (38)' donnent

i dE „, A) i fdE dG\
M = = — — , M== 4- —— + —————— — COS2M -,--" 9

G dv du bsinaû) \a^ du j
( 7 Ï ) .T i ^G ( 7 x y „ _ A) i (dG dE\

"^^E ^5 n -^S^^Eirn^^""0052''^^

on a donc, en définitive,
EG_ rf /i rfE\ d fi dG\

( Î2 ) p^-""^ V T ^ y A ï \ E ̂ / î

ou
. ., EGsînar.) rf rrfrx) i /rfE ,., rfGM/ na y ————— == —-.- -— 4- -——— — — cos 2 &,) —1 ' / pi p2 dv [^du G sin 2 Q) \ dv du ] j

d rdw i [dG dE\ \
_, -4- ^——— —— — COS2 M —— •

ri^Lri^ Es ma M \du dv ) )

II en résulte que l'expression —c- ne dépend que de E, G et œ, et
conserve sa valeur dans les déformations delà surface qui n'altèrentpas
ces trois fonctions. C'est le théorème de Gauss, qui a désigné cette
expression sous le nom de courbure sphérique de la surface.

II j. — Théorème de Meusnier.

12. Les rayons de courbure de toutes les sections normales d'une
surface en un point étant connus, proposons-nous de trouver les rayons
de courbure des sections obliques.

Le plan osculateur de la courbe considérée coupant le plan tangent
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à la surface en A suivant une droite AT, si l'on désigne par i l'angle
que fait AT avec la droite AX, par^ l'angle de la normale principale
de la courbe avec la normale à la surface, par ^ le rayon de courbure
cherché, la deuxième des équations (29), traitée comme au n° 10,
donne, par comparaison avec les équations (63) et (63)',

/ „, r COS7U ,(73) -•==—,— ou p ==pcoss7.
"K-

Le rayon de courbure de la section oblique est la projection^ sur le plan de
cette section, du rayon de courbure de la section normale tangente à la
section oblique.

Ce théorème, dû à Meusnier, complète l'étude de la courbure au voi-
sinage d'un point.

IV. — Torsion géodésique.

13. Occupons-nous maintenant de la distribution des normales. A
cet effet, et pour profiter des formules du n° 7, considérons, à partir
d'un point, les courbes dont les normales principales coïncident avec
celles de la surface. Ces courbes, qu'on appelle géodésiques, ayant en
tous leurs points leur plan osculateur normal à la surface, satisfont à
l'équation différentielle

(74) di -h M du '+- N dv '.— o,

obtenue en faisant sin-sr== o dans la troisième des formules (Sç). Cette
équation montre qu'on peut se donner arbitrairement du et dv, ou
tangï, et qu'alors di est déterminé. On en conclut que, par un point,
passent une infinité de géodésiques, dont chacune est déterminée par
sa tangente en ce point.

14. Proposons-nous de trouver l'angle formé par la normale à la
surface en un point \u + du, v + dv} avec le pian normal à la surface
au point {u, v), dont la direction est déterminée par le-rapport de du à
dv. Pour cela, faisons passer une géodésique par les points {u, v},
{u+ du, ^-4- û^); elle sera, d'après ce qui précède, tangente au plan
normal en [u, p), et Fangle cherché sera le complément de celui dési"
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gnéparVaun-S, et dont la formule (56) donne le développement
En le désignant par ,, et en se limitant aux termes du premier ordre'
on aura donc '

(75) t=. <Js
r

D'autre part, la première des formules (59) donne, en y faisant
dvs --— o,

(76^ — 7 •-'^du + Sdv) siûi - (l\du - i . Qdv) cosi,

d'où

^7} t'^<.vdu+S^}si[\i-i-[ïidu-^-Qdv)cosi.

Remplaçons du et dv par leurs valeurs (61 ) et (61)', il viendra

(Î8) ^Eé^^^^-^^îsin^osî+GKcos2;],

(78/ ^ÊGife^) -(lîS-GP)coscosin^-

-i- [(ES+GP)sinM+(GK-EQ)cosco]sin;cos;

4-(GR4-EQ)sinMCOS'/ ,

ou, en vertu des formules (38) et (38)', (64) et (64)',

f79) <_---^^^s,n^--^,

(^ ^-^iGR:l-EQ)s^^sin.(/-.^,EGsinzMsinaa: -'1"-1^ Q- / -

Or, en retranchant membre à membre les formules (65) et (65)' et
en tenant compte également des formules (38) et (38)', (64) et (64)',
un u,

(80) " jg (i_^\ ^_,, ̂ _
^ \Pi pj sinaa5

(8oy EG.sm^ï-i-^ =.^^GR±E^lsln^.
V0 ' P^/ sin2a ?
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donc, par comparaison avec les formules (79) et (79)',

(81) /==^ ("x- — -!-) s î n - 2 ( z — a ) .^ \p, p,y
Cette formule et l'introduction, dans la théorie des surfaces, du rap-
port y? appelé torsion géodésique par M. Ossian Bonnet, sont dus à
M. Bertrand.

On voit que la torsion géodésique est nulle suivant les sections prin-
cipales, et qu'elle a même valeur, au signe près, pour deux directions
rectangulaires.

15. Au lieu de faire passer une géodésique par les points (^, v},
[u 4- du, v+dv), faisons passer une courbe quelconque tangente au
plan normal en Çu, p). La première des formules (59), appliquée à
cette courbe, donnera, par comparaison avec l'équation (77), cette
nouvelle expression de la torsion géodésique

A
r

(82) t^ch--,

due à M. Ossian Bonnet, et qui a d'importantes conséquences.

V- — Angle clé deux normales infiniment voisines.

16. Proposons-nous de trouver l'angle formé par les normales en
deux points infiniment voisins {u,^}, [u -+-J^, p + d^). Si ron fait
passer une géodésique par ces deux points, cet angle ne différera pas
de celui désigné par W au n° 8, et dont la formule (67) donne le
développement. En le désignant par n, et en se limitant aux termes du
premier ordre, on aura donc

ji^^ds" f^-^-^p\^ r 2 )

ou, en remplaçante par sa valeur tirée de l'équation (81) etds par sa
valeur tirée de l'équation (67),

(83) ^^^r00^^^^^.1^^
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On peut remarquer que les deux premières formules [59) donnent,
pour la géodésique considérée,

—-^ ==(P^-4-Srfc)sîîu" 4- {Rdu -4-Q<^)cos^

~5==(P^ -+- Sdv)cosi —(B-du +Qdv)smi,

d'où, en élevant au carré et ajoutant,

(84) ^^(P^+S^^R^+QA)3 .

Éliminons^ et <a?p à Paide des relations (60) et (60)^ il viendra

/ p 2 + R 2 ^ PS 4-RO . . ' . S^Q3 . A(85) j^=A2—gr-—cos2^ 4-3 —-^T—6iîiicosi+ p, sin^ 9/ \ E^ jLij iï' /

(85^ ̂ iî  ["^^sin^c. +Q+2 ̂ ^siîK^ + Q sin (r. -.) +s^â2sir.•(.)-^.

Enfin, si l^on fait passer par les deux.points (iiy p), {u-+- du, ^"h ̂ )
une courbe quelconque, les équations (5g), appliquées à cette courbe,
donneront, 'par comparaison avec l'équation (84)» cette nouvelle ex-
pression
,^/., / » d'SY y .COS2^(86) ?i3 =-• rfro— -- 4- A2 —:^—?

due à M. Ossian Bonnet.

VI. — Courbure géodésique.

17. Une ligne quelconque étant tracée sur une surface, siFon projetle
la courbure de la ligne sur le plan tangent à la surface en un point A
de cette ligne, on ohtient une dernière expression h—— relative à la
forme qu^afïecte une surface autour d'un de ses points, et dont M. Ossian
Bonnet a, le premier, signalé toute l ' importance. Cette expression, nu l l e •
en tous les points d^une géodésique, a été désignée par aï. Liouville
sous le nom de courbure géodésique; nous al lons en calculer l'expres-
sion dans le cas d'une courbe quelconque*

Annale cîe l'École Normciîe, 2e Série. Tome IIÎ. ï6
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Delà troisième des formules (59)

(87) —-^s inny^^ '+MAz+N^,

on déduit, en remplaçant M et N par leurs valeurs ( 7 1 ) et ( 71 /, du et
dv par leurs valeurs (60) et (60)',

dE dG
siîi^5 di dv . du . .

(88) ^=-^+ÈG•cos^-"ÊGSm^?

(88)' g^^^r^ I (^^cos^^^l5^^^v / p a.? L^ (jyinîcx) \^ û^/J Esmaco
rA> ï fdG cfE\~|sîn(û)—ï)

+ +-,——— -r- —cos2&)"7- -r———^*\_dv Esin^û) \a^ ^/J ijsinaoù

II en résulte que l'expressionf3mrs ne dépend que de E, G et oo, et
conserve sa valeur dans les déformations de la surface qui n'altèrent pas
ces trois fonctions. En particulier, si l'on circonscrit, à la surface une
développable le long de la courbe considérée, sa courbure géodésique
sera égale à la courbure de sa transformée par développement.

A Faide des deux premières formules (61) et (6l/, les expressions
(88) et (88)' prennent la forme remarquable suivante, due à M. Ôssian
Bonnet,
,o , -^ sinGT rf.Ecosï d.Gsini
(09) Jù(j ———- == ————-,———— — ———-———— 5' -7' p dv au

,/, ,, -,/, . sinOT rf .Gcosf^)4-0 rf.Ecos(&)~- i)(8qy EGsm2&)—— =-———T-———/"————^——i.v ^ p du d^



DE LA. TïlÉOBÎE DES SURFACES. !^3

• SECTION III,
LIGNES TRACÉES SUR UNE SURFACE.

I. — Lignes de courbure.

18. On nomme ligne de courbure d'une surface une ligne située
sur cette surface et tangente en chacun de ses points à l'une des sec-
tions principales. Comme il passe, en chaque point de la surface, deux
sections principales perpendiculaires l'une à l'autre, il passe aussi, en
chaque point, deux lignes de courbure tangentes à ces sections et rec-
tangulaires. Les lignes de courbure d'âne surface forment donc deux
systèmes orthogonaux dont chacun recouvre entièrement la surface.

19. Il résulte de là que les équations (64) et (64)' sont, en y rem-
plaçant a par î, celles des lignes de courbure :

, , . ES—GR(90) tang^^,^

(90)' tang2i==- ( ES — GP ) cos M + (GR -+• EQ ) 'sin G)
'(~É'S"-+-GP)sm&) -t-'(GK—EQ)ços&/

En développant, et en tenant compte de la quatrième des équations
(61 ) et (61 y, elles prennent la forme

( 9 1 ) (Pû?^4- Sdv) sini-+- {Rdu-^Qdv)cosi==o.

Par comparaison avec la première des équations (5g), on en con-
clut

, dsdfs — — --= o,r

et, réciproquement, on conclut de cette dernière l'équation (91). On
peut donc énoncer le théorème suivant, dû à Lancret :

L'angle de torsion d'une ligne de courbure d'une surface est la diffé-
rentielle de V angle que f ail avec la surface le plan osculateur de la ligne
de courbure.

i6.
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Et réciproquement ;
Une li^'ne tracée sur une surface est une ligne de courbure de la surface^

si F angle de torsion est la différentielle de r angle que fait avec la sur-
face le plan oscillateur de la ligne,

dsSi Von suppose que la courbe soit plane, on a — ==o, et, par suite,
CT == consL D'où cette conséquence du,théorème de Lancret, dont
Joachinislhal a donné une démonstration directe :

Si une ligne de courbure d'une surface est plane, le. plan de celle ligne
de courbure coupe partout la surface sous le même angle.

Et réciproquemeût :
Si un plan coupe une surface partout sous le même angle y l9 intersection

est une ligne de courbure de la surface.
Le théorème de Lancret exprime, en définitive, que la torsion géo-

desic^ue d'une ligne de courbure est nulle en tous ses points ^ et que» réci-
proquement, toute ligne dont la torsion géodésique est nulle en tous ses
points est une ligne de courbure. Les formules (78) et (78/ fournis-
sentdoîic ces deux nouvelles équations des lignes de courbure

(92 ) ES sin^" -4- (GP -h EQ ) sin i wsi 4" GR cos' i- := o,
(92 y (ES —.GP) cosoj sin^' — [(ES -i- GP) sin co "4- (GR— EQ) cosci)] sîi-u cosi

— (GR+EOsin&jcos^'^o,

qu'on peut d'ailleurs déduire de ^équation (91)? 'en en éliminant du
et A\ •

II. — Lignes asymptotiques.

20. On nomme ligne asymptotique d'une surface une ligne située
sur cette surface et tangente en chacun de ses points à l'une des sec-
tions normales dont le rayon de courbure est infini. Comme il passe,
en chaque point de la surface^ deux sections nôniîales dont le ravon de
courbure est iiifmi, il passe aussi, en: chaque point, deux lignes asym-
ptotiques iangciites à ces sections. Les lignes asymptotiqties d'une sur-
face fonnent donc deux systèmes dont chacun recouvre entièrement la
surface. , ! • . . • , , , , •
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21. Il résulte de là que les équations (63) et (ôS/sont, en y faisant p
égal à l'infini, celles des lignes asymptotiques :

(93) GP cos^ '^ES—G^smzcosz—EQsm^'^o,
(93)' (ES-^-GP)sincûCOS2^--[(ES--G-P)cosû}-+-(G•R+EQ)sin6)]sm^cos^

— (GR—EOcosMsm^r^o.

Eu tenant compte de la quatrième des équations (61) et (61 )\ elles
prennent la forme
(94) (Pd^-+- Sâv)cosi — (Rdu + Q rfc/)sin1== o.

Par comparaison avec la seconde des équations (09), on en conclut

COSCT"==Oy

et, réciproquement, on conclut de cette dernière l'équation (94)- Par
conséquent :

Toute ligne asymptotique d^une surface a, en chacun de ses points y son
plan oscillateur tangent à la surface.

Et réciproquement :
Toute ligne tracée sur une surface, dont le plan osculaleur est, en

chacun de ses points y tangent à la surf ace ̂  en est une ligne .asympto-
tique.

Les équations (90) et (90)' rapprochées des équations (g3) et (<)3)'
montrent que les angles^ formés en un point par deux lignes asympto-
tiques y sont bissectés par les deux lignes de courbure qui se croisent en ce
point.

Les lignes asymptotiques seront réelles, si l'on a

RS - PQ ' RS — PQ ̂
EG <0? EGsmî^0'

c'est-à-dire, en se reportant aux équations (68) et (68)', si les rayons
de courbure principaux sont de signes contraires au point considéré.
Elles seront imaginaires, si ces rayons de courbure sont de même
signe.

Toute surface ou portion de surface pour laquelle les lignes asym-
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ptotiques sont imaginaires, est dite convexe; elle est dite à courbures
opposées, lorsque les lignes asymptotiques sont réelles.

23. Considérons sur une surface une courbe dont le plan osculateur
en un de ses points A contienne la tangente à Fune des asymptotiques
qui passent par ce point. La deuxième des équations (£9)? appliquée à
cette courbe, donnera.

GOSV3

et, réciproquement, si cette équation est satisfaite en un des points de
la courbe, c^est que le plan osculateur en ce point contient la tangente
à Fune des asymptotiques qui y passent. On en conclut que :

Toute ligne dont le plan osculateur en un point A. contient la tan-
gente à l'une des asymptotiques qui passent par ce pointa sans être tan-
gent à la surface, a en ce point A un rayon de courbure infini.

Toute ligne tracée sur une sur face y et qui a y en un de ses points A, un
rayon de courbure infinie est tangente en ce point à l'une des asympto"
tiques qui y passent.

Toute ligne, dont le plan osculateur en un point A est tangent à la sur»
face en ce pointa est elle-même tangente en ce point à l'une des asympto-
tiques qui y passent.

En particulier, une courbe tracée sur une surface ou portion de sur-
face cowexe ne peut avoir aucun de ses plans oscillateurs tangent à la
surface.

Toute ligne dont le plan osculateur en un point A contient la tangente
à l'une des asymptotiques qui passent par ce pointa sans avoir en ce point
son rayon de courbure infini, a son plan osculateur tangent en A à la
surface,

III. —Lignes géodésiques»

23. Nous avons donné, au n° 13, la définition et F équation différer
délie des lignes géodésiques, et nous avons fait voir que par un point
passent une infinité de géodésiques, dont chacune est déterminée par
sa tangente en ce point. Au n° 17, nous avons remarqué que la cour-
bure géodésique d'une géodésique était nulle. Nous allons démontrer
maintenant une importante propriété de ces lignes.
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De l'équation différentielle

di -h Mdu 4" NA/ =-= o.

on déduit, à Faide des formules (7 r ),

p ,. rfE , rfG Grf^(ja? — — du 4- — ~— == o,
c/^ r/^ ,E ?

ou, en introduisant tangz,
r. " 7 - ^^ - y ^G(jcos? az — —- cosidu 4-- — sin z du == o,<^^ ^z^ s

ou encore
^ E^^

Gcosidi 4- sin /— rf^ =^ —:——..du ds

Ajoutons sinî-rj- dv aux deux membres, il vient

, .p .p , E^^M-G^-^2

^ - y , • • /a ( ï ? au' ? \ dv dvG cos i di 4- sin ? -T- rf^ 4- — dv •;-:, t.A tf -T- y—— M. V t .- - ——————————————-——.du dv J ds

c'est-à-dire
E^A^G^^, /, . . dv dvd. G sin i =• —!-———•——-"—— 5^ç

ou
„ rfE , , ., 'dG ,

P. ̂  E T~ rf^ ^ G— d^,tra^_ a^ rf(/
ds ~'i"~' (/s

Or, si l'on considère une courbe quelconque tracée sur la surface, ce
qui rend v fonction de u, on a, pour la longueur de cette courbe com-
prise entre deux points z^ et ^3,

/^ss--/ ^
^ 1 1 .

S—- / VE^^GW,

et, si l'on fait varier la courbe,

r^Œ^^G2^2)_ f^â^E2

^ ! { .

SS i ds
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Effectuant la variation, il vient

FfE^-G^U , „ - .rfcg^g^ r^'J«, ' ^ ^x. ^os= 7 ^—-d—l-+^^±d^
Ju, ds Ju, cls

d'où, en intégrant le second terme par parties et négligeant ce qui se
rapporte aux limites, puisqu'elles sont fixes,

pfE^+G^a. ,, - ,^ | -̂̂ L, , ^ J-^ r'ci^ê,
Ju ds Ju cis

E^^+G^^ , ,\/7/- ___dv__ f^d^ ^
. ~ . „ . — — . Q ^_————— 1 Q Ç? ^

^ ^ /

II en résulte que, pour une géodésique^ la variation âS est nulle,
en se bornant aux termes du premier ordre; donc

La ligne la plus courte que l'on puisse tracer sur une surface entre
deux points donnés est une géodésique.

24. Les formules (89), (89)^ auxquelles nous sommes arrivé au
n° 17, nous donnent ces deux nouvelles équations des lignes géodé-
siques

d.'E cosi _ d.Gcosi(95)

(957

dv ' d u 9 :

d. Ecos(ç.)^ — jf) _ d. G cos ( w -+- i)
dv 'du

Elles prouvent que, si, par un moyen quelconque, on a obtenu .une
intégrale première de ces équations du second ordre, on peut, par de
simples quadratures, arriver à l'équation en termes finis.

En effet, l'intégrale première est une fonction de u, y , € h et d'une
du,

constante arbitraire a, ou, ce qui revient au même, de u, v, i et d 'une
constante arbitraire a

F(«, (^ /, a) ==o.
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Tirons i de cette équation et portons sa valeur dans l'une ou l 'autre
des équations (95 ), (95)'; cette équation sera identiquement satisfaite^
quel que soit a. Donc la dérivée par rapport à a du résultat de cette
substitution devra être égale à zéro, et l'on aura^ en intervertissant
l'ordre des difïerentiations,

d [^ . , .. dn cl r n . . '̂1^[Esm(.-..)^J^^^Gsm(.+.)^J,

quelque soit a; ce qui prouve que l'expression

E sinfc») — i] — du — G sin (w -h- ^")— f/c/' j âfa ' ' Ja

est une différentielle exacte. Mais l'équation F {u, v, i, a} ==- o obtenue,
que reste-t-il à faire? Il faut intégrer l'équation qui fait connaître ? e n
fonction de "7-5du

s i n ( & ) + ï ) s inf&) -•— i ) m . / '\ y ^ • / -\ j— . _ — — i ̂  — v ———i on JE sin (w — i ) a^ — (.r sin (w 4- ^ w :=::o•>Ë ̂  G a</ '

et éliminer centre le résultat de cette intégration et l'équation

F (u, v, i^ a) ==o.

Oi% d'après ce qui précède, le facteur intégrant du premier membre
est —5 et il est connu : la question est donc bien ramenée aux quadra-
tures.

C'est M. Ossian Bonnet qui a démontré qu'on pouvait ainsi rattacher
ce résultat à la célèbre théorie du dernier multiplicateur de Jacobi.

Annales de l'Ecole Normale. 2e Série. Tome HL Ï'J
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SECTION IY.
SURFACES GAUCHES LIEUX DE NORMALES.

I. -- Élément d'arc.

25. Les surfaces gauches formées par les normales à une surface le
long d'une ligne tracée sur cette surface jouent un rôle important dans
l'étude qui nous occupe. Pour abréger, nous les appellerons norma"
lies, du nom proposé par M. Mannheim dans son Étude sur le déplace-
ment d'une figure.

Considérons une courbe tracée sur une surface, et soient a?, y , z
les coordonnées rectangulaires d'un point A de la courbe, Z, m, nies
angles de la normale en A à la surface avec les axes; les équations de
cette normale sont

X— x _ Y — r _ Z — z
cosÏ cosm COSTZ = L ,

L désignant la distance qui sépare le point [x^ y y z) du point (X,Y, Z).
Soient, comme précédemment (6), oc, ?, y les angles de la tangente
en A à la courbe avec les axes, Ç, ̂  Ç ceux de la normale principale,
X, p., v ceux de la binormale; on a (9)

1 COSa COS^4- COS(3 COSW 4- COSy COS7Î= 0,

(96) l COS^ COS/4 -COS7JCOSZ7Z-4 -COSÇCOSTÎ r= COSCT,

i COSÀ cosi -h cosp,cosm-+- cosv cosn = sin^.

Des équations de la normale, on tire

X==^+Lcos / , Y ==y-+"Lcosw, Z = = ^ + L c o s ^

et, en différentiant,

<?X=-= dx + cosi dL +• L cl cos ̂
dV == dy -\- cosm dL -l- L d cosw,

r/Z == dz •4- cosn d'L 4- L d cos n»
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Élevons ces équations au carré, et ajoutons-les membre à membre,
nous aurons

â?o•2==<A?2-hâ?L2-^L2[(rfcos^)2•4-(â?GOS/^^)2+ (dcQsn)2]
-+- 2 dL {dx ces l -h dy cos/n 4- dz çosn)
4- 2 L(rf.rG?cos<?4- dy dcosm 4- cfo d^cos^)
-4-2 L^L (cosZrfcos^+coswd'cos/n+cos^rfcosn^

Jo2 étant l'élément d'arc de la normalie et ds^ celui de sa courbe direc-
trice.

De Inéquation
COS2^ 4- COS2^ •4- COS2^ ===!,

on tire
ces là ces l-\- cosmdcosm -+• cosndcosn == o.

En remplaçante, dy et ^z par dscosa, dscos^ etc&cosy, on a

^ dcosî -^dydcosm + A Jcos/^
===rf^(cosa dcosi 4" ces (3 dcosm -4- cosy rfcos^),

d^ccosi -+- d^cosm 4- <'^cos7&==â?^(cosa cos/4" cos(3cosw 4- cosy cos^).

La prennère des équations (96) donne donc

^ COS ̂  "1- (fy COS W 4-- ̂  COS W/ ===0,

et difïerentiée

cos a Jcos^-h ces (3 âfcosw4- cosyrfcos^
===— (cosidcosoc 4- cosw^cosp 4- cos^ dcosy)f

ou, en remplaçant rfcosa, û?cos|S, deos^ par leurs valeurs (49)?

cosarf cos^4-cos(3û?cosw4- cosy dcosn

^— -i.(cosg cos^ ~l" cosT? cosm 4- cosÇ cosn} ̂ .— — COSCT»
p P

Pour calculer le coefficient du terme en L% différentions les équa-
17 .
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tions (96) en tenant compte des formules (49)? nous aurons

cosadfcosZ-h cos(3ûîcos7n-4- cosy dçosn ==— —cos^,

rf5(96 bis) < cos^cosZ -4- cos"/î d cosm-^ cos^dcosn ==— sinro- ^OT -4- — sinCT,

cosîi d cosî 4-cos^û? cosw-r- cosy d cosn == COSCT dvs — — COSCET.
t r ^

Élevons au carré et ajoutons membre à membre, il viendra

fÏS2 / £/S\ 'î
(rfcOS^+CrfcOS^z)2-^ ((r/COS^)2==-^COS2?3J+ ^fo——) •

Nous aurons donc finalement

f \ î 2 7 ï 2 r /r COSCT \ 2 ,.,/ûfo iV2"] ,(97) rf^^rrfL2^- L — — — — î -4- L2 — — - \ds\
L\ P 7 •W9 ^/ J

A Faide des deux premières formules ($9) et des formules (60) et
(60)', on peut éliminer çw^- et -^ — ^5 de manière à avoir d^ en fonc-
tion de l'angle i seul et des paramètres de la surface; c^est un calcul
que nous effectuerons dans chaque cas particulier. On peut néanmoins
observer déjà que le coefficient de dL2 est l'unité, et que celui de ds^
est une fonction algébrique entière du second degré en L. De plus, les
coordonnées à la surface sont rectangulaires et les paramètres u et v
sont la longueur de la normale et celle de la courbe directrice,

II* — Point central.

26. on appelle point central d'une normale le pied, sur cette nor-
male, de sa plus courte distance à la normale infiniment voisine. Pour
obtenir ce point, il suffit donc de faire, dans la formule (97), dL == o,
et de chercher le minimum du polynôme du second degré

F/dm ï \ 2 /coscA 2 " )» cosw,
lA^-^^t^J^^'T'1-^1-
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On sait, par l'algèbre élémentaire, que ce minimum a lieu pour

COSCT

(98) Lo ' d-çs i\2 fcosyj\2

^~~r) -i" \ p )

telle est la formule qui donne la distance du point central au point cor-
respondant de la surface.

III. — Formule de M. Chasies.

27. Proposons-nous de trouver l'angle de deux normales infiniment
voisines en deux points d'une même génératrice. A cet efïet, faisons
i= o dans la formule (85), il viendra

^^dL^+R2),

puisque E est égal à l'unité. Nous exprimerons que les courbes
v == const. se réduisent à des droites en écrivant que leur rayon de
courbure est infini, ce qui/d'après l'équation (63), donne en tous les
points de la surface

P=r0.

On aura donc, en définitive,

d^—'R^L2.

Les formules (38) donnent
^ dG ^ SM=--o, N = = ^ , R==-^,

et la première des formules (19)

RSS r/N

^ ^ - d L '

On ea tire, en éliminant N et S,

TM - ' ̂
""G^L 2"
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Mais
/ COS5T -V .T - . f ^ ^ lV ,

l P^~ / ^ r )

d'où
(d^_A2

î d'^G [ds r ]
G dÏJ "~" [" / T COS^ Y ,- ., /ûfo[(LCOS-ro-^y-;-L-(^-^yTL \ p / \^ r/ JJLi——— —ï "r-JL"' { —7— •- - —

\ o / \ds r /

et, par suite,
rfro î

^ = — — — — ^ - r — — c i L .fLï^-iV+L- ^-iyy v^ r )\ p

Cette équation intégrée donne

(dus i \2 /cosro_\2 COSCT

tang(0-const.)= ̂ ^^-^CiJ- L - ————.D ' / âCT î drs î
<'̂  r ds r

Si Pon prend pour normale origine la normale au point central, la
constante est égale à zéro (98), de sorte qu'en comptant également
les L à partir du point central la formule précédente devient

fdrs A7 /ces m'

te) ,.n̂  ̂ 1?^ L.

à s r

La propriété quelle exprime a été énoncée pour la première fois par
M. Chasies.

Si Fon prend pour normale origine la normale située dans le plan
tangent à la surface^ on a Q == o pour L == o, et la formule s'écrit

f^iU
/ \ r, \ds r !(100) tang0=-:-————•—*coso^,.î--1——L ! • !

P

Elle nous sera particulièrement utile sous celte forme.
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IV. — Plein central,

28. On appelle plan central}^ plan tangent à la normalie aa point
central. La formule précédente va nous permettre de trouver l'angle
que fait avec la direction de la directrice la trace du plan central sur le
plan tangent à la surface au point correspondant. Il suffit pour cela d'y
remplacer L par la valeur Lo (98); on trouve

COSCT

(ici) tang^^-^

(k "' r

Y. — Paramètre de distribution.

29. L'inverse du coefFicient de L dans la formule (99) porte le
nom de paramètre de distribution ; DOUS le désignerons par la lettre k.
Pour en avoir une interprétation géométrique, cherchons la plus courte
distance delà normale donnée à la normale infînimentvoisine; iisuffît,
pour cela, de remplacer dans la formule (97), dL par zéro etL parLo
(98), on a

/^ iy
\ds"~"r

/7/T-2 __ > /_____ //C2
UCT —- ,—,——————„—~——-• ,—————•r~"' Uo •diu JY ^cosîsjy

[ds ~ 7} '+' \~r~!

D^autre part, rangle de deux normales infiniment voisines a pour
valeur (86)

f" (dv5 îY , /cosm2"] .,ni'^\ [— — - 4- ——— \ds\[\ds r ) \ p / J

On en conclut que
dxs î
ds r

( Ï 0 2 ) n ==•' —-y——"——:————————T~a7? ÏY 1^^^V
^ " " r ) +[^Y-)

est la limite du rapport de da à n.
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YL — Courbure sphérique,

30. La courbure sphérique en un point d'une génératrice s'obtient
immédiatement à l'aide de la formule (70), qui donne

^L,—^L rfN

p i p a G dL9

ou (^7)
_i___ i d^G
pi p2 ~" G dL2

Remplaçons le second membre par sa valeur, il viendra

/ d C T _ ^ 2

i _ _ _ _ [ c f s r)________
(I03) p^^^r /Tœ^ A^ul^ ^T'| { JL —————— —— 1 T" •l-1 l ~~»— —— — j j

L\ P / V^ ^7 J

On peut en conclure que la courbure de la surface varie le long d9une
génératrice rectiligne dans le rapport inverse du carré de la perpendicu-
laire menée à cette génératrice et terminée à la génératrice infiniment voi-
sine, résultat dû à M. Ossian Bonnet.

En remplaçant L par Lo (98), ce qui fournit la courbure de la nor-
m allé au point central, on trouve l'inverse du paramètre de distribu-
tion (10^),

En faisant L= o, ce qui fournit la courbure de la normalie en son
pied, on trouve la torsion géodésique de la surface directrice corres-
pondant à Fazimut de la direction suivie-

VII. — Courbes des segments normaux.

31. Concevons, avec M. Laguerre, que l'on porte sur les génératrices
de la normalie, à partir de la surface donnée, une longueur L fonction
de la position du point sur la directrice. Soient A et A' deux points
infiniment voisins de cette directrice, T et T les angles que font avec la
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corde AA' les segments L et I/ portés sur les normales en A et A', nous
allons calculer l'expression

AA'(LcosT4-ï/cosr)

ordonnée suivant les puissances croissantes de ds.
Soient, à cet effet, /, m, n les angles de la normale en A à la surface

avec les axes; on a (8)

Sx == Ii cos a -h- la cos S -+- Ï3 cos ).,
êjr== IiCOS(3-{- LcOSTî+IaCOS^.,

êz ^I iCosy+IaCOsÇ-l- ïacosy,

I , , la, la désignant, pour abréger, les expressions compliquées infini-
ment petites du premier, du second et du troisième ordre qui sont tout
au long au n° 8. On en tire

AA'cosT===IiCOsacos^ -i-lacos^ cosJ -{-la cos À cos!
"-^IiCos(3 cosm + l2COs-/îCosw-4-Ï3COS^cosm
-hlicosy cos» -i-I^cosÇcos/î -f-liCOsy cos^,

et, à cause des formules (96),

AA^ cos T == Ta cos rs 4- îs sin CT<

Soient V, m', n' les angles que fait la normale en A' a la surface avec
les axes ; on aura

AA' cos T^= Ii (cos a cosi' -4- cos (3 cosw7 -+-cosy cos^)
4-Iî(cosÇ cos^ •4-cosy? cosm^+cosÇcos^)
-hÏ3(cosAcos^ -4- cos ̂  cos ̂ -h cos v cos ̂ /).

Mais
cos^ ==cos^ •+'dcosl "4-—d^cosi •4- . . .?

J .,2

cosm f:=cosw-^rfcosw4~ —^cosw-î-.,.,
1 .3 -

cosn' ==cos^ -4-rfcos^ •4- —c^cosn +. « . ,
X •3

Annales de l'École Normale. 2e Série. Tome IÏL 18
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d'où
AA/cosT/=Il cosarfcos^+cosp âcosm^- cosy dcosn

_}- JL (cos a ri2 cos l 4- cos (3 rf2 cos m 4- cos y d2 cos /z) 4-...1 " ̂  J

[ »
-\-ïî COSCT'4-cos^rfcos^4-cos73û?cosw-+-cosÇdcos/î

4- — (cos^rf3cos^+cosy!â?2cosm-4- cosÇrf2cos7^)-^-...

4-la smc[7+cosÀd^cos^+ cos/xrfcosw •4- cosy dcosn

-{-—(cos^ J^cosJ 4- cos ̂ rf2 cos w+ cos y^2 cos n) -+-... •

On a trouvé plus haut (96 bis)

cosarfcos^+ œs(3û?cosw 4- cosyù?cos^==—- —cosn?,

ds(104) ^ cos^rfcosZ 4- cos'/! dcosm 4- cosÇJcosn===— smsr<fo4- — sine?,

cosXdcosZ4- cosaû?cosm 4- cosî^ rfcos^===cosîirrfnj— — COSQJ.r

DijEFérentions la première de ces équations, il viendra
coso; c^cos^ cos(3rf2cosm4- cosy d^osn

===— (rfcosa rfcosZ4-(^cos(3 ^005^4-^003^ dcosn}

— ̂  cosïïjrf-4- — sinCTûfcj.
P P

Mais, en vertu des formules de M. Serret,
rfcosarfcos^ rfcos(3 dcosm 4- d cosy d cosn

== — (cos$f/cosr4- cosy3^cosw4- cosÇ rfcos/z)===— —smv5dv5-^ -^-sinOT,
P • p rp

d'où
, , • ,

(105) cosac?2cos^4-cos(3ât2cosm4-cosyrf2cos^
7 ? i ^ds . - rf.?2

==—a^coswa- -4-—s in 'asd^——sin^ .
P P rp
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•Différentions la seconde des équations (ïo4), il viendra

COS Çû?2 COS Z 4- COS'/Î fZ2COSJW4- COSÇû^COS^

:= -- (à? cos'^dcosi 4- dcosTî dcosm-h d cos'^dcosîî) 4- dssinwd^-
r

4- —cosCTcfo—COSCT cfo2—sintîî^îîT.

Mais, en vertu des formules de M. Serret,

rfcosÇ dcosi 4- dcos'n d cosm -\- r fcosS dcosfz
ds , - / ï i \
— COSCT dvj •4- a^2 — -h — COSCT,
r \p2 r3/

d'où

(ïû5) COS^ ^'COS^-l- COSylO^2 COSW+COSÇ^COS^

3 /7?==: — cos® rf^ —- sin^û?'^ -h —1:- COSTHÛ??^
r

4- ds sin v j d - — ds^ f ̂  + x- ^ COSTO-.
r \p2 r 2 )

Différentions la troisième des équations (io4), il viendra

COSÀ^COS^ -4-COS^.^2COSW •4- COSV d2 COS/Î-

== — (J ces À d ces l + d cos ̂  a? ces m •+'d ces y rJ cos Ji) — sin ro ̂ ïïî2

-4-COSSTrf2CT -4- — SlUCT ^CT — ds COSVJ d -•r , , ;-

Mais^ en vertu dès-formules de M» Serret,

rfcos)ld^cos^-^-" d'cos^fJcosm + Jcosv dç,osn^=— -^sin^ d^ •^r -^sin^,

à'où

( Ï o5 ) COS ̂  rf3 COS ̂  -4- COS ̂  f/2 COS m -4~ COS ̂  rf2 COS ̂

. , ,„ ids . y , , ï //.s2 .==— sl,n?^ra^iiJ3•4- cos 07 a2 CT-4- —sinCTŒCT'—ff^cosîsra- — —-sincT.r r r2

i8.

<»
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Différentions la première des équations (io5), il viendra

cosaûPcos^-h cosprf3cos/?^4- cosy^cos/ î

==— {cl cos a d2 cos 14- rfcosp^cosm-^ dcosyd^osn) — dscosrsd2 J-

4-— smîîTrf2!^-}-— coscy.âfo2-^ 3 âf^sinis? cl-^d-
P P P

â^2 , A2 . , ï rf^2 . ,i— — cos js dm — — siû TS a - — — sm rsd —f

rp r P P ^

Mais, en vertu des formules de M. Serret,

dcosa^cosf-i-rfcospri2 cos m -+- rfcosyrf'cosn

=—(cos^2cosZ-4-cos7] ûPcosm+cosÇ^cos^),

ou, à cause de l'équation (io5),

dcos arf2 cos ̂ -4- rfcos(3 ^cosw+rfcosy rf2 cos n
ds , A . . 9,ds2 ,

==—— cosOTOCT2 — — Sl^?3îa2?ïy+—— cos TU dis
P P /'P
ds^ . , T Jjr3 /ï i \-(- — smro rf- — — - -4- — COSCT,p r p \p2 r2/

d'où

(106) cosarf3 cos7+ cosp d3cosw•+ cos y d3 cos 71
3^ - Srf^ . , 3 ds2 s//?2 r== — cosOTâfeï2 + — SIÛÎST^CT •— —— cos^dv5— -—sinroâ?-

P P ^P p r
rf^3 / I Ï \ , I T /Yç2 y

•+ — -3 4— cosw— dscos^d'^ - .+ 3 ̂ sin zïj djsd -—— sin^rf -.
P \P r / P p r p

Différentions la deuxième des équations (io5), il viendra

cos^cosZ-l-cosTî d^cosm + cosÇ^cos^

=~(^cos^2cos^+rfcosy3^2cosm+^cosÇrf2cosn)+sinrorfCT3—smCTd?CT

— 3 cos^ An </2^ 4- —^ cos^J2^ — 2^ sin^ rfw2 + ds sinrsd2 ï-
. r r 1 , ! r 11 1 ' '

+3dscosJsd^d^ds<t (^+^AsinOTd^~^cosCT^-^^osCT1 \9 r / p p r r
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Mais, en vertu des formules de M. Serret,

dcOSÎ,d2 GOSi 4- rfcOSTî J'JCOSW+ f/COSÇâ?2 COS72.

^s==— -—(cosarf2 cosj4- cosp d^cosm 4- cosyrf2 cos/?-)

— -—(cosÂrf2cos/4- cos^^cosw 4-cosy f^cosn),

ou, à cause des équations (io5),

dcos^d^cosi + dcos'n d'^cosm 4- dcos^d2 cosn
ds^ ,i y / ï i \ . , ds2 1 î 1 \ .=== —cos^ya- — 2 os2 (-7 4- — smï7ûte4- — — -+- — sin^p p Vp^ r^ r \p2 r 1 !

ds , </̂  , ds2 , ï-h — siïïvjdvj2 — — cosro" a2?^ -+- — cosî^a-,r /* r r

d^où
(lo6) COSÇrf 3COS/+COS7!û? 3COSW 4- COSÇ^COS^

=== sin^^OT3 —siï ivj d3^— 3 COSOT rfw d^'as -4- 3 ds cosvj dvs d-r
, ï 3C& . , 3ds , 3^2 y i-+• dssiï\vj d2 -— ——sinnTacj3-!- — coSïiîya'OT— ——COSCT'O-r jf r r r

, /1 ï \ , 3 ds'2 , ï J^ /1 ï \ .+3 A?2 — +-- siûznJz.7— —— COSOTO-—— ( ^ \ sinror.
\p2 r^y r p r \p' r-/

Différentions la première des équations (106)5 il viendra

cosad f4cos/•"4- cosprf^cosw + cosyd4 cosn

^-^(dcosad^cosi -^dcos^d^cosm 4- dcosy d3 cos/z) 4-9-^ cosvs d^d^

_ 3a5 sin^j rf^3 -(-- 6 ̂  cos^d^d^ + ̂  sinw J3^ •4- 6f7^ sinCT ̂ ro ̂  ï-p . p r p
3jc2 3ds't ï 4A2 y 7 1 ^^sî s j 1

— cosgy^ny-4- —- sinCT^2— -— COSOTÛCT^---——cosCTaOTâ-•rp rp r p p r

^.l^sinw^2-1-- 3J^smCTrf^^ x "— -^3 (•ïi+-i) sin^rfop r r p p \p2 r2/

+ rf.?3 (--4- -I^) cos-Gjd- 4- —^— cos^d -— û?̂  cosro- rf3-

T /^ç^ Ï
4-4Asinrod^roû?2-——sin^ûf2--



l42 EXPOSITION" ATÎALYTrQÎTE

Mais, en vertu des formules de M. Serret,

d cos ex. d3 ces 14- rfcos(3rf3 cos 772 4- dcosy d3 cosn
ds

== —(cos^ rf3 cosZ 4- cos-/? rf3 cos m -4- cosÇ rf3 cosn),

ou, à cause de l'équation (106),

d cos a rf3 cos / -+- d cos (3 rf3 cos w — d cos y rf3 cos n

ds . . ^ ds . , 3 r/5 , ,, 3 A2 , , i== — siim aOT3— — SIHCT d3^ — —— cosCTâOTa2^ ^~ —— cos^a^ a-p p p p r

d^ . , i SA?2 . . 3^ , 3 A?3 , i-+- —sinisra2- — —— smcya^2 + —— cos^ Œ2^ — ~"— cosma -p r rp rp - rp r

3Ar3 / i i \ . , 3^ ,, î J^ / i i \ .^ —— + —. gin rs dvs — —— cos?^ d - — — — -+- — sin TU ;p \p^ r^ ^ p rp \p2 r-^

d'oa

( 1 0 7 ) cosa^cos/-}" cos (3 d^ cos m + cosyrf4 cosjz

12^ 7 /„ 4 r^ . y » /•. , , 7 ï=== —— COSCT rte a2^ — —— ssn m d^ -4- 6 as cos OT a^2 a --
P P P
4^ • 1. /•* -j . ?, y I 6rf52 .4- --— sin^j ̂ CT+ba^ sin^a'CTa- — —— cosrs d2^p p rp

, Gds2 . , , 4^ , ,ï 8^2 , , ï4- —— sinCTaCT2—-— cos^a^rf--— ——COSOT^OT rf -/'p r p p r

3 d^ . , i o ,, . , ï , ï 4 ̂ 3 / l ï \ . y— —— sinOT^- —3^ 2 smOTû?-d -—' -— — + — ) sinwûfop r r p p \p2 r2;

,, /6 i \ , r 5â^3 , ï , , i-i-âf.?31 - -+"— coswa- -i- —— cos?n d " — ds cosvj d3 -\p2 r2; p rp r p

+ 4^?iln^^^2- — —sinvjd2- "4~ -^- ( - 4- -ï-^ sin?n.
p r p rp \p2 r'^

On a enfin
T/ ir jr ^L d'^LU ̂  L 4- dL 4- —— 4- —— 4- ....a b

Portons les différentes valeurs que nous venons d'obtenir dans l'ex-
pression

AA' (LcosT4-l/cosT),
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il viendra, en s'arrêtant auçtermes du cinquième ordre,
i43

L i smrs û^
\ 2p ds

d-
COSV5 p

'~6~rf7
sinzïï ) y . , dL cosn? y ,-3— ; ds^ — -r- —— ds3

ô r ç ) / as 2p

T ( sïïm ^^ ^QSCT /fo2 sin^y dvs p COSCT p
\ 4p <^2 4p ^ 3 ^ ̂  "~ ï2 "û?

. r f - 'sinzsr rCOSCT (AD- sirm p
6rp rf5 6r ds 6p ^^ ds^

rfL ( sin_CT ^OT COSCT p siniî? j . _ rf^L COSCT
ds \ 2p ds 3 ^ 6rp/ ^'ï 4p

^ù1

/ , 1 , 2 , X , ï/ ^^ ^3_ d- d- , -- rf-r cos^rf^rf^ cosw p rfro2
.- -̂ , , — - , — - , ^ -i.., ^ « _ — ———,. ( cosc? p COSCT p cosro p , cosî? r cos^ amirrîi

\ 4op2 ^ 4° '̂s3 120 r2 & 3o rp ^ 4p ^ f^1 6 A ^2

sincj âfnî3

12 p A"5

, ï y I</-~ d-
i ? sinCT r p.

120 ds ds

. ^-sinny p
20 r rf^2

. rf2-1
7SinOT r_ sniw rf3^
Ï20p ds'^ ^ Ï 3 p ^3

+
d - - rf - - . , . ? ' . , d2 -d

p a2^ COSCT r azîî sîn^ aî7 sinCT azn sinzg dis psînw p rf2^
^ rf^ bp ds "as 24 P3 ^<sl 24 r2? ds 8 ri.? âf.?2

rf-^ ' \
sinz^ Jgy^ ^ ^ COSOT J'2^ cossy p JOT sinsr smCT )/7 «,
12 rp A2 î2 rp ds^ 12 r A ^ 60 rp3 60 r3 p/

/ ^
rfL ( cosro cte2 sin^ rf2^ _ sm^ _^

+ ""37 \ 4p ^2" ̂  "4p~ 'd^ "~~ "W ̂
. d- ,sinCT p â<sî. ̂ «. ̂  ̂ .

8p ds

d^
cosro p

jâ - , \smw p cosw aw coszn cos^ , ^
""T "̂ "7/T ^"" i î """^" ^/T '̂ " ^/; ̂  '"̂  «/ « î^ / a5''8 ds3 i2r ds Q rp ds 24 P3 ^^P/

/ ,^ \
, rf'LI sinCT dvs COSTO- • p sinï.? 1 , . d^L cosî5? , ,
^ -rr \ ~7— —r- — —/s— ""/ — —— / ds' — —r- ——- ds\as2 \ 4p "5 0 us i2rp/ fiÀ'3, i2p
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II est facile de voir sur ce développement que le coefficient du terme
en d s ' ' est la demi-dérivée par rapport à s du coefficient du terme en ds3^
et que le cofficient du terme en ds5 n'est pas uniquement fonction de
celui du terme en ds3.

En posant
/ ,j[ \

/ o ^ T^ T ( sîn?îî r/OT COSCT p sinw l rfL cos^( i oo ) h. == L \ —— -7— — —7.— —y- — —— j — —f— ——— 5\ ^p ds b ds 3rp^ A ^p

on a donc

(109) AA^CLcosT+L'cosT^^K^3-!-^ ^ds^ . . .

D'où cette conclusion, due à M. Laguerre ( f ) , que l'expression ci-
dessus est généralement du troisième ordre ; mais que, lorsqu'elle est
d'un ordre supérieur au troisième, elle est au moins du cinquième.

32. Pour que Ksoifc égala zéro, il faut et il suffit que L satisfasse à
l'équation différentielle

n /7 / . 1 d L . \oL _ ap ds s in zn dvs COSCT p sinçj )
L cosîn \ 2p ds 6 ds 3 rp

OU
dL y 2 ^ x . i— === tang^sî aw ~ •3 tangw — -— ^ pu -

JL» 0 ^1 0 P
# "

ou
. , dL ( 1 a rf^\ i clo(no) — === tang?n rfîn—- — + ̂  — 5

JL' \ o r / o p

ou, en intégrante
/̂ l à/"' ?. /* .̂Ç/ x - LVP —-: » tangw —<'?.¥

e - '7î(lll) L==——v-^ 6 ^ /
' • PACïrçcos^

C étant une constante arbitraire.
La valeur du segment L étant déterminée par cette relation, on aura

(' ) Bulletin clé la Société Philomathique de Parisy t. VII, p. 49 ; 1870.
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alors cette proposition que l'expression (109) en chacun des points de
la directrice de la normalie sera une quantité infiniment petite du cin-
quième ordre.

C'est aux courbes tracées sur la normalie, et correspondant aux dif-
férentes valeurs de la constante G dans l'équation (ni), que nous don-
nerons le nom de courbes des segments normaux.

33. L'équation (no) se présente sous une forme plus commode, en
introduisant le rayon de courbure R de la section normale tangente à
la directrice de la normalie. On a, par le théorème de Meusnier,

d'où

et

p ==-• R COSOT,

rfp== cos^rfR — Ksin^cfo,

do r!R ,-1-. ==.——tangCTaCT.p li

Substituant dans l'équation (110), il vient

dL i dR 2 /, ds\(u.) ^^^tang^——).

Or, pour une géodésique, tangzy = o, et pour une ligne de courbure
drs — ^==0; réciproquement, le produit tang^r \d^ — ^) ne s'an-
nale que pour une géodésique et pour une ligne de courbure. Ces deux
genres de courbes sont donc caractérisés par cette propriété des norma-
lies auxquelles elles servent de directrices, que

(u3)
dL __ r dR
L "~3 R 5

ou, en intégrant, que

(n4) L^C^/I,

C désignant une constante, c'est-à-dire que, dans les deux cas, la va-
leur du segment normal est proportionnelle à la racine cubique de "B.
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Cette propriété géométrique, commune aux géodésiques et aux
lignes de courbure, a été découverte par M. Laguerre ( ^ ) ; elle corres-
pond à l'équation différentielle du second ordre donnée par Joachim-
sthal.

Quant aux asymptotiques, l'expression (108) montre que L doit être
constamment nul; de sorte qu'une asymptotique tient lieu sur la nor-
malie correspondante de toutes les courbes des segments normaux.

{La mite prochainement.}

{ i ) Loc. cit.


