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Ann. scient. Ec. Norm, Sup.^
3e série, t. 79, 1962, p. g3 à i5o.

PSEUDO-PÉRIODICITÉ
ET

SÉRIES DE FOURIER LACUNAIRES
PAR M. JEAN-PIERRE KAHANE.

INTRODUCTION.

Parmi les nombreuses généralisations de la notion de périodicité, la pseudo-
périodicité, introduite par Paley et Wiener dans leur fameux livre [8], est sans
doute l'une des moins connues et des moins étudiées. C'est pourtant la plus
proche, et celle dont la théorie générale est la plus facile. C'est aussi celle qui,
appliquée aux séries de Fourier ordinaires apporte immédiatement le plus de
résultats intéressants. Le lecteur de cet article pourra se persuader qu'elle
suggère également des problèmes.

Selon Paley et Wiener, une fonction/de variable réelle est pseudo-périodique
si elle est localement de carré sommable, et si pour deux intervalles 1 et J assez
grands, il y a équivalence des normes dans 1 (̂1) et L^J) des combinaisons
linéaires des translatées de/. Le théorème fondamental est le suivant -./est
pseudo-périodique si et seulement si elle est presque périodique à la Stepanoff,
et de spectre régulier (c'est-à-dire ne contenant pas d'éléments arbitrairement
voisins). La borne inférieure des longueurs des intervalles 1 et J ne dépend que
du spectre ( \n} (X,,+i ^> A,,) : soit /( {À, , j ). Paley et Wiener l'appellent pseudo-
période et montrent que / ( { ̂ D^SirS"1, si o=inf(X,^ i—À,, ) . Une remar-
quable inégalité d'Ingham ([5], [12]p p. 222) sur des polynômes trigonomé-
triques permet d'améliorer ce résultat en prouvant que / ({A^)^2TiS~ 1 ; la
constante du second membre est visiblement la meilleure possible.
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La relation entre { X , , } et / ( { X , , } ) peut s'exprimer ainsi : r J ( { X , , } ) est la
borne inférieure des ^ ^> o tels que toute suite {6(A, , ) } de carré sommable soit
interpolable par une fonction entière, de type exponentiel ^T:, et de carré
sommable sur la droite réelle. La technique des fonctions entières d'une variable
(produits canoniques) permet, sans même recourir aux calculs d'Ingham, de
calculer exactement / ( { A^}) [5] :

— si { À ^ } n'est pas régulière, /( j À,, } ) = oc ;
— si {\n} est régulière, Z( { À,,}) = 2T .A({ À,,}),

où A( { A , ^ ) est la densité supérieure de répartition de { X , , } , définie de l'une
des manières équivalentes qui suivent :

a. A ( J À,,}) est la borne inférieure des densités des suites bien réparties qui
contiennent { X ^ } .

( O n dit que {[ j .n] est bien répartie et de densité D si [j.,,— - = 0(i) )

b. A(.i^)=lim lim H(^r^t\
l^^ 1 / - 1 - > ^ t

n(r, r +1) désignant le nombre de points X^ portés par [r, r +1\.

\ i ( \ \\ r ^(r , r - ^ t )c. A ( ; /^ ; ) == lim sup ———.——— -
i-^- ao /• i

D'autre part, la relation entre {\^} et /( {\n} ) répond à un type de problèmes
proposés par Mandelbrojt [7] : indiquer des propriétés (P), des suites d'entiers
{X,,^ des longueurs /, telles que toute fonction (périodique) de spectre {\z},
satisfaisant (P) sur un intervalle de longueur supérieure à /, satisfasse (P) par-
tout. Si /===/( ̂ j), on peut prendre pour (P) l'appartenance à L2, l'apparte-
nance locale à ^(^), l'appartenance à C", l'analyticité, etc. [6].

Nous exposons ici tous les résultats connus sur les fonctions pseudo-pério-
diques d'une variable, en nous plaçant dans le cadre plus général des fonctions
de plusieurs variables. La majeure partie de notre travail est néanmoins consti-
tuée par des résultats qui sont nouveaux, même dans le cas d'une variable. Le
contenu des chapitres I à V a été partiellement exposé au colloque sur les
espaces linéaires tenu à Jérusalem (Israël) en juillet 1960.

Le chapitre I expose la théorie de Paley et Wiener, identifiant les fonctions
pseudo-périodiques et les fonctions presque-périodiques à la StepanofT (1.5.1,
1.6.1). On donne deux démonstrations (Paley-Wiener, Ingham) du résultat
essentiel (I, 6, 3) : à toute suite régulière A dans R^ on peut associer des
domaines GcR7' tels que, quel que soit le domaine G'DG, on ait équivalence
des normes dans L2 (G) et L2 (G7) des fonctions dont le spectre est contenu dans A.

G sera alors dit associé à A. Le chapitre II donne diverses -caractérisations
(11.2.4, II. 3.1, 11.3.2, 11.3.3) des domaines associés à une suite, ainsi que
divers critères utilisés au chapitre III.
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On ne trouve qu'à la fin du chapitre IIÏ (IIL6,1, IIL7,1) l'analogue du
calcul de la pseudo-période. Au lieu de la technique des fonctions entières
d'une variable, il faut ici combiner la méthodç d'Ingham et l'étude (III. 3.1)
des domaines associés à la réunion de deux suites. On montre également (III.2.1 )
que deux suites assez voisines ont les mêmes domaines associés. Quelques pro-
blèmes ouverts sont indiqués à la fin du chapitre.

Les domaines associés jouent un rôle important relativement au problème
suivant, étudié en détail au chapitre IV : la suite régulière A étant donnée dans
R7', définir des classes A et B telles que toute suite {^ (^ )} ) . eA de la classe A
soit interpolable par une fonction entière du type exponentiel appartenant à la
classe B,

Dans le chapitre V, consacré au problème de Mandelbrojt, on refait la théorie
de la pseudo-périodicité en remplaçant L^G) par d'autres espaces fonctionnels,
de fonctions ou de distributions définies sur G. On montre (V.7.1, V.7.2) que
pour certaines propriétés (P) (par exemple l'appartenance locale à la classe A
de Wiener), la solution du problème dépend étroitement de la considération
des domaines associés.

Le dernier chapitre est relatif au problème suivant : définir des compacts K
de mesure nulle mais néanmoins assez épais, et des suites A assez rares^ pour
que le comportement sur K d'une fonction continue dont le spectre est contenu
dans A permette de déterminer son comportement global. Pour préciser le pro-
blème, et apporter des éléments de solution, on a recours à deux techniques :
l'une consiste à considérer des mesures associées, et à généraliser les résultats
des chapitres 1 et II; l'autre, que nous avons explicitée seulement sur la droite,
consiste en des calculs élémentaires. Réciproquement, nous construisons sur la
droite des compacts K et des suites A lacunaires tels qu'il existe des fonctions
de spectre contenu dans A, non identiquement nulles, mais s'annulant surK:
les compacts K construits sont des ensembles d'unicité du type de Rajchman ou
de Pyateski-Shapiro (par exemple l'ensemble classique de Cantor).

Les notations utilisées sont classiques ;
— R est la droite réelle, R7' l'espace réel àjo dimensions;
— Z est l'ensemble des entiers ^ o, et l'on considérera 7^ comme plongé

dans R^;
— Pour tout x ç R^, les coordonnées sont notées x^, x^, . . ., x^ et l'on pose

1
OD \ == ( x\ + x\ + . . . 4- x], ) î.

— Pour tout couple x, î/eR7', on pose

UX •==. Ui X^ + Uî X.,_ + . . . + Up Xp ;

— On appellera domaine dans R7' la fermeture d'un ouvert borné ;
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— Pour la commodité du langage, on appellera suite dans R^ tout ensemble
dénombrable;

— Le cube unité de R7' est défini par — -1 ̂ x^^ -(./= i » 2» • • • » J ° ) ;
2 2

— Pour toute fonction / à valeurs complexes définie sur R7', ou sur un
domaine G de R^, et intégrable, on pose

j f== /(.v) da!=z ... ^/(^i, x^ . . ., x^ dx^ dx^.. . dx,,,

le domaine d^intégration étant indiqué en indice si ce n'est pas R7' entier;
— On note L°'(G), resp. L^R^ou simplement L01, (i^a<^oo) l'ensemble des

fonctions de ^ÏGme puissance sommable sur G, resp. R7', et L^O(G), resp. Lao(R/')
ou L00, l'ensemble des fonctions mesurables bornées sur G, resp. R7';

— Si/eL1 (R^), on note F= ̂ (/) si

. F ( /, ) == fe—f( x ) dx ( u € R^ ) ;

— Pour une fonction/définie sur un compact K de R7' et intégrable par rap-
port à une mesure dy., on note :

^ fcl^=: f(J:)d^(^') == ^- j\x^ x.^ . .., Xp) ̂ (^,, x^ . . ., ̂ ).
JK ^K ^ ^fc

CHAPITRE I.
THÉORIE GÉNÉRALE DES FONCTIONS PSEUDO-PÉRIODIQUES.

1. Définissons d'abord les principaux espaces fonctionnels qui interviendront
dans ce chapitre.

On désignera par W=. E'^R7') l'espace des fonctions à valeurs complexes,
définies sur R7', localement de carré sommable. La topologie de E2 est définie
par les semi-normes

î 1l l / l l t . = = f f l / ( ^ ) l t 2 ^ • ) 2 = : f ^ • • • f l / ( ^ . —^) ^^...dxX,
V^G / V^ ^G /

G étant un domaine arbitraire de R/'(cTest-à-dire la fermeture d'un ouvert borné).
Soit/€ E2 et t e R7'. On notera/^ la « translatée » de/définie par

f(n(^)=f(^-i)'

On dira que /çE2 est E^bornée si, pour un domaine GcR7 ', les normes
\\f(D |[(, sont uniformément bornées par rapport à tçRP; il en est alors de même
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pour tout domaine GcR7'. Les fonctions / E^-bornées forment un espace
vectoriel norme BE2 = BE^R^), la norme étant

I l / I l = sup ||/(/) Hc (01, cube unité de R/-).
/ ç î { p

Enfin on notera L^G) l'espace de Hilbert formé des fonct ions/de carré
sommable dans G, avec la norme ||/[|r..

2. Rappelons quelques définitions et résultats concernant les fonctions
presque-périodiques à la Stepanoff (fonctions p.-p. Stepanoff) [1].

Une fonction/est dite p.-p. Stepanoff si/€ BE2 et si l'ensemble des/^ e R7')
est relativement compact dans BE2.

Le spectre de/est alors Pensemble des À^R7 ' tels que e'^ soit approchable
dans BE2 par des combinaisons linéaires de/^. Les coefficients de Fourier de/
sont les

/ c .. \a ( À ) = lim ( Ï-^ / f(x) e-^ dx ].
^-\ «AOL /

Ils diffèrent de zéro si et seulement si À€= spectre de/ La série de Fourier de/
est V aÇk^e1'^. Dans BE^/est limite d'une suite de polynômes trigonomé-

/eA

triques (combinaisons linéaires finies d'exponentielles) Vû^X)^-1', telles que,
A Ç À

pour chaque À, Û/(À) tende vers aÇh). Inversement, toute limite dans BE2

d'une suite de polynômes trigonométriques est une fonction p.-p. Stepanoff.
3. Nous allons maintenant introduire la notion de pseudo-périodicité.
Une famille pseudo-périodique dans E2 (en bref, famille ps.-p.) est un sous-

espace fermé de E2, invariant par translation, et contenu dans BE2.
Une fonction pseudo-périodique dans E2 (en bref, fonction ps.-p.) est un élé-

ment d'une famille ps.-p. ; autrement dit, c'est une fonction/telle que le sous-
espace fermé de E2 engendré par ses translatées, soit ï(/), ne contienne que
des fonctions E^bornées.

Le spectre d'une famille ps.-p. F est l'ensemble A(F) des XçR^ tels que
^À.rç:F i^ç spectre d^ une fonction ps.-p. /est A(ï(/)).

Le problème de l'analyse harmonique est la recherche de A(F) quand on con-
naît F, celui de la synthèse harmonique, la recherche de F quand on connaît A(F).

4. On désigne toujours par G un domaine dans R7'. Soit F une famille ps.-p.
C'est un espace vectoriel norme pour chacune des normes ||/HG et [|/||. Rappelons
que, pour un espace vectoriel, deux normes sont dites équivalentes si le rap-
port des normes des vecteurs reste compris entre deux nombres positifs.

PROPOSITION 1.4.1. — // existe des domaines G tels que les normes |!/]]c. et ||/1|
soient équivalentes sur F.
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Démonstration, — Si G est recouvert par k cubes translatés du cube unité IL,
||/||y^ ft\\f\\- Reste à montrer l'existence d'un G tel que s u p I I J H < " o o . Si G

/€F H. /HG

n'existait pas, on pourrait Construire une suite d'entiers E^-^oo, et une suite
de/^eF, telles que

II/. |k/u < ̂ -n et ||/, ||̂ u> EJ î (n + ||-/,_, [ | + ||/̂  [| +.,. . )..

Alôrs/==V/,,eF, mais |/[[^linl ^7\\f\^.^)==^, ce qui est impossible.
^" ' // ̂ - 06 '

Ï{emarque. — La démonstration de 1.4.1 ne fait pas^ usage du fait que F est
invariant par translation. On peut encore l'exprimer ainsi, en faisant appel à
un théorème dé Banach ([o], p. 4ï) : F, étant fermé dans E2 et contenu dans BE2,
est fermé dans BE 2 ^ F admet donc une structure d'espace de Fréchet (comme
sous espace de E2) et une structure d'espace de Banach (comme sous-espace
de BE2) plus fine; d'après Banach, ces deux structures sont équivalentes;
si l'on définit la topologie de E2 par une suite croissante de semi-normes
||/||G,(G,_nDG,), il existe donc un i tel que les normes \\x\\ et |[/||(;, soient
équivalentes.

Définition. — Un domaine G satisfaisant 1.4.1 sera dit associé à la famille
ps.-p. F. Si F = '?(/), on dira encore que G est associé à/.

Convenons de dire qu'une suite, ou un ensemble de points de B^, sont régu-
liers si la distance de deux de leurs éléments (distincts) est bornée intérieure-
ment par un nombre positif.

PROPOSITION 1,4.2. — Le spectre A (F) est régulier.

Démonstration. — Sinon, il existerait une suite de fonctions
f^e^-e^çf^

telle que | X^— X^ ) tende vers xéro, et l'on aurait, pour tout domaine G,

""•lïth"'7^oo II Jnl|G

en contradiction avec 1.4.1.
Pour toute suite A régulière, la borne supérieure des distances de deux

points distincts de A sera appelée le pas de A.

5. Le théorème suivant résout l'analyse et la synthèse harmoniques pour les
fonctions ps.-p., compte tenu des propriétés rappelées au paragraphe 2.

THÉORÈME 1.5.1. — Toute fonction ps.-p. est p.-p. Stepanojff. Elle a alors le
même spectre, quelle soit considérée comme ps.-p. ou comme /^-jo. Stépanûjff, et ce
spectre est régulier.



PSEUDO-PÉRIODICITÉ ET SÉRIES DE FOURIER LACUNAIRES. 99

La démonstration repose sur le lemme suivant :

LEMME. — Soit g une fonction définie sur^y indéfiniment différentiable, bornée
dans E2 (R7') ainsi que ses dérivées partielles de tous les ordres. Alors sup [ g (x) <^ oo .

:v e w

Preuve du lemme. — Soit // une fonction indéfiniment différentiable, nulle
en dehors du cube unité U, égale à i en o. Les normes dans L^U) de g^h
ou d'une quelconque de ses dérivées partielles (d'ordre ^i) sont uniformé-
ment bornées par rapport à ^çR7 ' ; il en est donc ainsi des normes dans L^R7')
de leurs transformées de Fourier, soit ^ (^ ) / )A) et les produits de ^{g^li)
par des monômes. En particulier, le produit de ^(^A) par le polynôme
(i -}-x\ +.. .+.r2)7' a une norme dans L^R7') uniformément bornée; donc,
par l'inégalité de Schwarz, il en est de même de la norme de ^(^)À) dans
L^R^), donc encore de (^)A)(o) =^(—1\

Revenons au théorème : soit/une fonction ps.-p., et £ une fonction indéfi-
niment différentiable dans R7' à support compact. Le produit de composition
/*£ appartient àï(/), ainsi que ses dérivées partielles de tous les ordres. En
particulier, ces fonctions sont E^bornées. Il résulte du lemme que /*£ et les
dérivées partielles du premier ordre sont uniformément bornées (au sen^
usuel), donc que les translatées de /*£ forment une famille équicontinue bor-
née, c'est-à-dire relativement compacte pour la convergence uniforme sur tout
compact de R7'. Soit G un domaine associé à/; les translatées de /* £ forment un
ensemble relativement compact dans L^G), donc (proposition I . 4 . i . ) dans
BE2; donc (§2)/*£ est p.-p. Stepanoff. Comme on peut approcher/par des
/*£ dans L^G), on le peut aussi (proposition 1.4.1) dans BE2, donc (§ 2)
y est p.-p. Stepanoff. D'après les définitions (§ 2 et 3), il est évident que le
spectre de y comme fonction p.-p. Stepanoff est contenu dans le spectre de y
comme fonction ps.-p.; compte tenu de la proposition 1.4.1, ils sont iden-
tiques, car l'approximation de e'^ par des combinaisons linéaires de translatées
de/dans L^G) entraîne l'approximation dans BE2; enfin, d après 1.4.2., ce
spectre est régulier.

6. Le théorème 1.5.1. admet une réciproque.

THÉORÈME 1.6'1. — Toute fonction p.-p. Stepanoff à spectre régulier est ps.-p 4

Comme corollaire de ces deux théorèmes, on a la caractérisation suivante des
familles ps.-p.

TtiÉORÈMË 1.6.2. — Toute famille ps.-p. F est identifiable au sous-espace ferme
de E2 resp. BE2 engendré par une suite d'exponentielles [e1130^^^ où A est une
suite régulière, et réciproquement tout sous-espace ainsi engendré est une famille
ps.-p, ; A est le spectre de F.

Dans la suite, on notera alors F = FA.
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L'ensemble des théorèmes 1.5.1 et 1.6.1 permet d'identifier les fonctions
ps.-p. et les fonctions p.-p. Stepanoffà spectre régulier.

Le théorème 1.6.1 résulte à simple lecture du théorème suivant que nous
allons démontrer.

THÉORÈME 1.6.3. — A toute suite régulière A correspondent des domaines G C R^
tels que, pour les polynômes trigonométriques .y =V û(À) ^ / / T , les trois expressions

constituent des normes équivalentes.

Démonstration. — Si G peut être recouvert par la réunion de k translatés
de ^U, on a \\s\\^ <^ ft \ s\\. L'équivalence des normes résultera de l'existence,
qui reste à prouver, de domaines G et de constantes x et x', ne dépendant que
de A et G, telles que

(I) . INI2^^ aa) s

(a) ^|^0) ^^IMI^.

Nous allons donner de ce fait deux démonstrations, également intéressantes.
7. Première démonstration (Paley et Wiener).
Il existe un domaine û tel que les domaines translatés X+û(ÀeA) soient dis-

joints deux à deux. Soit ç une fonction de carré sommable à support dans Î2 et

0(^)==: ,^ e111^ ^ ( i t ) du, soit ^rzr^cp).
J Cl

On a
s^x)^(x) = FY a(À)^(À +^)• / •çp(^)^

= f ( 2 a^ ̂  (u - À)) eillx d^«-/ \ /
donc (Parseval)
(3) f\s^ ̂  (27T)^| a^ f ^\\

Soit D un domaine, et D, ( î= i , 2, . . . ) une suite de translatés de D recou-
vrant R7'; quitte à restreindre cette suite, on peut supposer que le nombre de Ï)/
contenus dans la boule \x <^r est 0(r7'). On peut choisir y, D et les D/ de
façon que

m == inf [ ^{œ) \ > o,
a-çD

^ Mf <<oc avec M;== sup | €>(^) [.
'A™ .T-ei^ ' '
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Choisissons alors ^ de façon que ̂  M?<w2 , et prenons pour G un domaine
i=i,

contenant U D/. L'inégalité
1<Î»

mï

 f\
s

\
î

^ ^l^l2

jointe à (3), montre qu'on a

(4) . m2 (\s^\ï^(<îT:)^)^\a(\) 2 f | .çp[9- pour tout tç.\\r

d'où (i), pour un x assez grand. L'inégalité

, ' ^ f\^\î^îf\s\Î^MïÇ\s\^
{1 i=to

jointe à (3) et (4) ( où l'on peut remplacer le premier membre par m2 / [ s
\ J\),

entraîne
/ 00 \

(27 r )^ | a (À) [ 2 f |cp ^ i -m-^MH^M2 ( t \s\î

J \ ^ ) J(ï

d'où (2), pour un x' assez grand.
8. Seconde démonstration (Ingham).
(i) et (2), avec x et '// fonctions de A et de G, résultent de l'existence d'une

fonction ^ positive continue à support dans G, telle que

(5) x-^|a(À)|^^|.^x^ a(t)\^

avecx==x(A, ^); (2) découle immédiatement de la première inégalité, e t ( c )
se déduit de la seconde quand on remplace ^par.s^), et qu'on minore f^ .y 2

par m \s\2, \e domaine D étant choisi de façon que m== inf^(^)'>o. Si
^D x e D

nous posons
W(u)=z Ç e^^^dx, soit W = ^ ( ^ ) ,

(5) s'écrit

(G) ^^a) 2^^(^)^a^)^(^-^)^^laa)l2•^^j\\'
Compte tenu de l'inégalité a(V) a(V~) | ̂  I ( | a(\) |2 + \a(V) |2 ), on a

' ̂  a^) aO^Wa-V)^] a(7.)\^W(o)

^\ 2 d^a) 2 +|^ (^ ) | 2 ) ] ^ (^ -^ ) [ .
^,'X|).^A'

^»7i. £'c. /Vorw., (3) , LXXIX. — FASC. 2. l3
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Ainsi (6) a bien lieu dès que, pour tout X ç A , on a

(7) \ ̂  (\Wa-V)\^-\^(7'-l)\)^\W(o)\-^
À' | À'T":)>

avec a^>o indépendant de À. Le premier membre de (7) est uniformément
borné en À si Fon prend pour ^ la fonction « pyramide » construite sur le cube
2v^L, dont la transformée de Fourier est^r^(^/)== sm w/,' • • • Mn ^ u p ; en effet,v^ 7 (v^i)2 (^)
puisque A est régulière, le nombre des X' qui se trouvent dans le cube
X +(/î + i)1L et en dehors du cube À + n'\i est 0(/^~1) uniformément par rap-
port à À, donc la somme (7), restreinte à ces X', est uniformément 0(^^~1).
Quand v -> oo, le premier membre de (7) tend uniformément vers zéro, tandis
que y\(o)=i; on peut donc réaliser (7) avec un a^>o, dès que V===y,,
avec v assez grand. On peut alors choisir G ==2^11.

Remarque. — Pour démontrer la seule inégalité (2), on n'a pas besoin que ^
soit positive ni continue, mais seulement qu'elle soit bornée, et à support
dans G.

9. Le but du prochain chapitre est d'étudier la relation entre A et G. A
simple lecture des démonstrations (surtout de la première), on a déjà le
résultat suivant (le « pas » est défini en 1.4).

PROPOSITION 1.9.1. — Si le pas de A est ^rf^>o, il existe des owetts G ne
dépendant que de d, et des constantes x et yJ ne dépendant que de d et G, telles
qu^on ait ( i ) et (2) pour tous les polynômes trigonométriques s= V aÇ/^e1^.

/,eA

CHAPITRE II.

DOMAINES ASSOCIÉS A UNE SUITE.

1. Dans ce chapitre, nous aurons à utiliser de nouveaux espaces fonctionnels.
A sera toujours une suite régulière, et G un domaine dans R7'. Nous dési-
gnerons par :

FA, le sous-espace fermé de BE2 engendré par { e 0 ^ } (XeA) ;
LX(G), le sous-espace fermé de L^G) engendré par [e1'^} ( X € A ) ;
l\, l'espace des suites { ^ ( ^ ) ) 4 e A de carré sommable^ avec norme

1

ii^aîMi^Si^^V5
veA /
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exp^, l'espace des transformées de Fourier des fonctions eL^G), prolongées
par o hors de G :

^(u) =: f ̂ {x^é^dx, <&=:^(cp),
^G

avec norme

\\^\\^=( ( \^ 'V^^AM^
^RP /

Sauf avis contraire, lorsque nous parlerons d'isomorphisme, etc., nous
considérerons tous ces espaces comme espaces de Banach.

Le théorème 1.6.2 exprime que FA est la famille ps.-p. de spectre A.

Définition. — Un domaine G satisfaisant 1 .6.3 sera dit associé à A.

Il revient donc au même de dire que G est associé à A, ou associé à FA
suivant la définition donnée en 1.4. Nous donnerons dans ce chapitre diverses
définitions équivalentes, et des critères pour que G soit associé à A.

Exemple. — Si A est constituée des points à coordonnées entières dans R7',
un domaine associé à A est un domaine tel que ses translatés, par les trans-
lations dont les composantes sont multiples de 271, recouvrent R7' ; autrement
dit, c'est un domaine qui contient un domaine fondamental (non nécessai-
rement connexe) relatif au groupe desdites translations. Dans ce cas parti-
culier, toutes les propriétés d'une /€FA sont en évidence quand on connaît /
sur un domaine associé à A.

2. Voici des conséquences immédiates du théorème 1.6.3.

PROPOSITION 11.2.1. — FA et l\ sont isomorphes dans l'application qui, à
/€ FA, fait correspondre la suite de ses coefficients de Fourier.

En particulier, à chaque suite {aÇk}} de carré sommable, on peut faire
correspondre une /€FA l'admettant pour suite de coefficients de Fourier.

PROPOSITION 11.2.2. — Quel que soit le domaine G, l'application

{^^)}-^^a(^)ei^
).eA

est continue de /Jy dans L^G).

Car l'application canonique de FA dans L^G) est évidemment continue (on

a noté V^X)^ la restriction à G de la fonction ps.-p. représentée par
>^eA

cette série).
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PROPOSITION II. 2.3. — Quel que soit le domaine G, l'application ^-> { $ ( X ) {
est continue de exp^ dans l\.

En effet, considérons un polynôme trigonométrique s= V aÇk^e^, et

$=^(ç). L'inégalité |l.y||o< '/-|| )<A) j - 1 [ entraîne
À G . V

^0)0)0) ==. f^ ^^^^[ [^[ [^ .^(^^^^^(À)} ! ! . ! !^ !^,
-. - A *A;A G A

d'où

î < Ï » ( À ) n | ^ ( 2 7 ^ ) - ^ x | | ^ [ | B , .

Remarquons que les trois propositions précédentes résultent de la partie la
plus facile du théorème 1.6.3, à savoir l'inégalité ( i ) de 1.6. La proposition
suivante donne différentes définitions équivalentes des domaines associés à A,
que nous exploiterons dans la suite.

PROPOSITION 11.2.4. — Les propositions suivantes sont équivalentes :

a. G est un domaine associé à A;
6. FA et L^(G) sont isomorphes dans Inapplication canonique (qui, à tout

/€FA, fait correspondre sa restriction à G);
c- I^VG) admet {e^} (XeA) pour base, et est isomorphe à l\ dans l'appli-

cation f ̂  { ^ / (A) } (qui, à tout /eLi(G), fait correspondre la suite de ses
composantes suivant \ e11^' j ) ;

d. Inapplication $-^j $( / . ){ est un homomorphùme de exp^i sur l\.
Autrement dit, l'application est continue, et toute { & ( / , ) ; € l\ est l'image d'au
moijzs ime <& telle que \\ ̂  \\^^v. [ I ; &( / . ) ; |! (x == x(A, G ) ) .

En effet, en nous référant aux notations de 1.0.3, h exprime l'équivalence
des normes \\s\\ et \\s^,, et c l'équivalence des normes |[.y|^ et [[ { ^ ( X ) } | | . On
passe de c à d par dualité et transformation de Fourier : une forme linéaire
sur l\ s'écrit ( a{\)} -> ̂  ^(X)6(À), et sa norme est | [ { 6 ( ^ ) 1 [ [ ; la forme

^eA
linéaire correspondante sur L^\(G) s'écrit

f-> f^ avec ^çU(G) et f e^^(x) dx= b(^) ( ^ € A )
'"<• ^(i

et sa norme est la borne inférieure des normes |[ y |[^ des y satisfaisant cette
p

condition; autrement dit, c'est, au facteur (air)2 près, la borne inférieure des
normes ||^|[^ des <ï>eexp2 G telles que <&(À)=6(X) (ÀçA).

On peut encore dire, suivant la terminologie de Duffîn et Schaeffer [3], que
G est un domaine associé à A si et seulement si { ^ ' { ^ A est un « cadre
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abstrait » (abstract frame) de l'espace de Hilbert quotient de L^G) (considéré
comme espace de Hilbert) par l'orthogonal de L^G). A la théorie des cadres
abstraits peut se rattacher la proposition 11.4.1, dont nous donnerons
cependant la démonstration in extenso,

3. Nous allons transcrire la proposition 11.2.4 à l'aide des propositions
précédentes et du théorème de Banach selon lequel, pour qu'une application
linéaire d'un espace de Banach dans un espace de Banach définisse un isomor-
phisme, il fau têt suffît qu'elle soit continue, biunivoqueetsurjective([o], p.4i)-

THÉORÈME 11.3.1.— Dire que G est associé à A, c'est dire que :
V. toute /çL\(G) est prolongeable, de manière unique, sur R7', en une

fonction €FA.

En effet, l'application canonique de FA dans L^G) est évidemment
continue; elle définit un isomorphisme si et seulement si elle est biunivoque
et surjective, donc b^=>b'.

THÉORÈME 11.3.2. — Dire que G est associé à A, c'est dire que :
c' {^^(X^A) constitue une base de Lfv(G) et, pour toute fçL^(G), les

composantes de f suivant cette base forment une suite de carré sommable.

En effet, c=^cf de manière évidente. D'autre part, c' entraîne que l'appli-
cation f->{af(\')} est surjective de L^(G) sur /Jy; d'après II.2.2, elle est
biunivoque, et son inverse est continue; donc c' =>c.

THÉORÈME II. 3.3. — Dire que G est associé à A, c'est dire que :
d ' . à toute suite \bÇk\\^l\ correspond au moins une ^^exp-'G telle que

$(A)==6(X)(XeA).
•> (~^

En effet, d-=>d1\ D'autre part, soit exp l'espace quotient de exp'-'G par le

noyau de l'application $-> ^(X)}, et ,-rr la classe contenant $; l'application

,- . - , -^{<Î>(X)} est biunivoque; d'après 11.2.3 elle est continue; enfin d
exprime qu'elle est surjective sur l\\ donc d=^d.

Les théorèmes 11.3.1 et II. 3.3 montrent le rôle important joué par les
domaines associés à une suite dans les problèmes de prolongement pour les
fonctions ps.-p., et d'interpolation pour les fonctions entières de type expo-
nentiel. Nous reviendrons sur ces problèmes aux chapitres IV et V.

4. Nous allons tirer de 11.3.3 des critères pour qu'un domaine soit associé
à A, qui seront utilisés au chapitre suivant.

PROPOSITION 11.4.1. — Supposons qu'à chaque { & ( X ) { € / A on puisse faire
correspondre une ^çexp^, telle que

| | ^ | |R^X| | {&(À)} | | et i i f< î»a)-^a)n i<( i - ïo i is^a)n i ,
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y, ^ Y] étant des constantes positives ne dépendant que de A et G. Alors G ̂
associé à A.

En effet, on peut écrire

{ ^ ( ^ ) } ^ ^ o ( ^ ) ; ^ ! < ï > o ( ^ ) { + î ^ ( ^ ) ; ,
{ M 7 ) i = i ̂ 0) i + S ̂ 0) i (^ = = 1 , 2 , . . . ) ,

avec

^e exp^G, [| ̂  ||Rp< x II j ^(À) { |[ et II { b,^, ( À ) j || < ( i - r^ ) || { ^(À) j ||
(^==0, i, . . . ) .

Alors^^eexp'G et sa restriction à A est j 6 ( X ) } . On conclut d'après 11.3.3.
0

PROPOSITION 1 1 . 4 . 2 . — Supposons que, pour chaque (J-€A, il existe une
^eexp^, égale à i en [j., nulle sur A—pi, de telle sorte que ^Çu) soit
uniformément borné par rapport à ^ et ?/([j,eA, //eR^). Alors tout domaine G'
dont V intérieur contient G est associé à A.

Démonstration, — Soit s une fonction « pyramide » (comme en 1.8)
construite sur un homothétique du cube unité, de sorte que sa transformée
de Fourier E=^(£) ne prenne que des valeurs ^o, et E(o) ==; F£== i.
Prenons le support de £ assez voisin de o pour que le support de ç*£ soit
contenu dans G' chaque fois que ç a son support dans G. Étant donné une
suite { 6 ( X ) } e ^ A à support fini, c'est-à-dire nulle sauf en un nombre fini de
points, considérons

^(u)=^b^)^(u)E(u-7.).
A € A

On a

f\^ -^siipi^^)^ f( y^a) iE(^-À)Y^.
J À, II J \ -————— /

VeA /

Or, d'après la formule de Parseval,

f /yi^)|E(^-^)V^==(27r)^ f y,\b{l)\e-^^(x) 1 dx
J \^A 7 J

et, d'après II. 3.2, le second membre ne dépasse pas ^,\b(\}\1 avec

x==x(A, s).

Ainsi, (Deexp2^, ^(X)= 6 (A) (XeA) , et ||$||^^x,|| { & ( X ) | ||, x, ne
dépendant pas de la suite [b(\)}. Le même résultat vaut, si l'on donne
\b(\}\el\ sans restriction concernant le support : il suffit d'approcher {bÇk)}
dans l\ par des suites à support fini, et de définir $ par passage à la limite
dans exp^'. 11.3.3 (ou aussi bien 11.2.4) permet de conclure.
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5, La proposition suivante jouera un rôle important dans Fétude géomé-
trique des domaines associés à une suite A. Elle montre immédiatement que
ces domaines changent peu, si Fon ajoute à A un nombre fini de points.

PROPOSITION 11.5.1. — Soit G un domaine associé à A, p. un point à une
distance ^rf^>o de A, et G' un domaine dont F intérieur contient G. Alors la
distance Çdans L^G')) de e1^ à L^(G') est bornée inférieurement par un
x=x(A, G', rf)^>o. Autrement dit, il existe une ^Gexp^', égale à i en UL,
nulle sur A, et dont la norme dans exp^' est majorée par une constante ne
dépendant que de A, G', rf.

Démonstration. — On passe immédiatement par dualité d'un énoncé à
l'autre» Désignons par Ai la partie de A extérieure à une boule de centre [J-
et de rayon d^ donné; montrons d'abord que, si d^ est assez grand, e1^ est à
une distance de LJ\/G) supérieure à X i = = X i ( A , G, r f i )^>o.

Soit ^ '^Va^X)^ la projection de e1^' sur L^(G). Il suffit de montrer
><eAi

qu'il existe une y^L^G), de norme |[ y [)(,==; i , et telle que \ {e1^—^ç^»^;
^G

P

autrement dit, qu'il existe une <& G exp^î, de norme (2 il)2, telle que

<D(pL)- ^aO^O) >K,.
^€A,

Comme G est associé à A, on a

| | {a0) i [ |<z | |^ | |^xmes. G

x ne dépendant que de A et G. Choisissons une fonction « pyramide » 0
(compie en 1.8) à support dans G, multipliée par une constante convenable
pour que [ |6[^=i , et posons ©=^(9); quitte à translater G, on peut
supposer qu'il contient l'origine à son intérieur, et l'on peut prendre © de
la forme

©( . sii^Yî^i sin^Yî^., sin^YK/,,
Ui, u^ . . ., Up) = ——— ———— - • • ———

/ / Yî2^ Y32^ Yi2^

Soit h le pas de A, c'est-à-dire la borne inférieure des distances de deux
points distints de A. Pour toutes les suites A* de pas ^A (en particulier pour

toutes les suites translatées de A), les sommes V|©(X*)|2, étendues aux
X*€A* qui sont dans le cube (n+i)^ et en dehors du cube n^li, sont
uniformément C^/r^"1) (calcul immédiat); il existe donc un Z===/(A) tel que,
pour toutes les suites A*,

©(o)>xmes. G/ ^ [©(^lA'-t-

\^çAi',\^\>l /
y-i
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avec xi>o. Choisissons enfin $(^)=©(^—p.), et 6/i==/. Alors, d'après
l'inégalité de Schwarz,

^W - 2 1 ̂ ^O) 1 > ̂ (0) - ̂ es. G/ ̂  | © ( À - JJL) |A2 > x,,
^6Ai VeA» 7

de sorte que l'existence de y, avec les conditions imposées, est démontrée.
Ainsi e1'^ est à une distance de Lj^(G) supérieure à Xi (indépendant de ^).

C'est dire qu'il existe une ^.eexp^, égale à Xi en [^, nulle sur Ai, et de
norme ̂ i. Puisque A est régulière, le nombre de points de A dans la boule
de centre [j- et de rayon rfi, c'est-à-dire le nombre de points de A — A i , est
majoré par un nombre N indépendant de p-. Choisissons maintenant pour £
une fonction pyramide dont le support est un homothétique de ^IL assez petit
pour que le support de y*£*...*c soit dans G' chaque fois que y a son
support dans G, et que la convolution contient au plus N + i termes. Posons
E==^(£), et

X^)= ]_]" ( i - E ( u - l ) ) .
^eA-A,

II est clair que X^. s'annule sur A — A i , que |Xp.(i/)|^i, et que X^W^ est
la transformée de Fourier d'une fonction à support dans G'. Enfin il existe un
a=a( r f )^>o tel que i —E(î / )^a quand |^|^rf. Comme la distance de a à
A — A i est ^rf, on a X^d^)^^. Il suffit de poser

(D r^-^^^^^^-^(^x^)

pour avoir la fonction de l'énoncé, avec [| ̂ [[^^(xia^)-1. Cela achève la
démonstration de 11.5.1.

On verra au chapitre VI (proposition VI.2.4) un résultat beaucoup plus
facile, dont un énoncé partiel est le suivant.

Si G est associé à A et si [e^^ç^ n'est pas complet dans L^G), il existe
un p-^A tel que G soit associé à la suite A U {[^.

CHAPITRE III.

ETUDE GÉOMÉTRIQUE DES DOMAINES ASSOCIÉS A UNE SUITE.

1. Si A est l'ensemble des points à coordonnées entières dans R7', il est très
facile — nous l'avons fait en II 1 — de décrire géométriquement les domaines
qui leur sont associés. Naturellement, on ne peut en espérer autant dans le cas
général. Les principaux résultats que nous obtiendrons dans ce chapitre
concernent les questions suivantes :

— domaines associés à des suites convenablement voisines;
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— domaines associés à la réunion de deux suites;
— domaines associés à une suite convenablement lacunaire;
— épaisseurs, dans une direction, des domaines associés à une suite.

Sauf mention contraire, toutes les suites A considérées seront régulières.
Nous commencerons par une observation très simple. Si Fon effectue sur

l'espace des X et $ur celui des x deux transformations linéaires adjointes,
les e^ sont invariants, et les éléments de volume dx sont multipliés par un
facteur constant. D'où :

PROPOSITION III. 1.1. — Soit (ft et CX* deux transformations linéaires
adjointes de R7' sur R7'. Si G est un domaine associé à A, (fl*G est un domaine
associé à CtA.

Remarquons aussi qu'une translation, soit de A, soit de G, n'altère pas
l'association.

Rappelons (1.9) l'existence d'un x (ne dépendant que de la dimension p)
tel que, pour toute suite A de pas ̂ i, toute boule fermée de rayon supérieur
à x soit un domaine associé à A. Compte tenu de III. 1.1, on a :

PROPOSITION III. 1.2. — Si le pas de A est ^rf, toute boule fermée de rayon
^> , est un domaine associé à A (x ne dépendant que de jo).

La valeur minimale de x n'est connue que lorsque p = i ; Ingham a montré
qu'elle est alors égale à 27t.

'2. Soit G un domaine associé à A. Déplaçons chaque point de A d'une
longueur inférieure à a. Nous allons montrer que, si a est assez petit, G reste
associé à la nouvelle suite obtenue.

Énonçons le résultat en convenant de dire que A7 est ^-voisine de A si et
seulement s'il existe une correspondance biunivoque AoX' entre A et A'
telle que I À ' — À <^a pour tout A ^ A .

THÉORÈME III. 2.1. — Si G est un domaine associé à A, il existe un
a= a (A, G))>o tel que G est encore associé à toute suite A' ^.-voisine de A.

Démonstration, — Elle s'appuie sur la proposition 11.4.1. Donnons-nous
une suite {b(V)}çl'^, et associons-lui la suite {b1 (\)} ç: l2^ telle que, pour
tout A, brÇk)=b('kf)^ ainsi || [h\\)} [ | = \\{bÇV)} ||. Comme G est associé à A,
i l existe (II .2 .4.rf) une ^eexp^, de norme ][ ^HR/^X || { ^ / ( X ) } | [ , telle que
(])(X) ==. b'(X)(À€ A) avec x = x(A, G). Il suffît de montrer que, si a est assez
petit, il existe un Y] ^> o tel que

(i) • | ! { ^ ( ^ ) - ^ ( À ) ^ | ] < ( i - r ) ) | | { € » ( À ) ! | | .
Ann. Èc. Norm., (3), LXXIX. — FASC. 2. l4
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Posons V—A=rfX (vecteur de composantes rfi^, . . . , rf,,X) et écrivons la
formule de Taylor, à p variables, sous la forme

^^)-^a)= v (^À)""•^^)^^......)(^). .
AJ /^ ! ... i i p \^J

/(i,..., np

Supposons qu'on ait, pour tout A, r f i A [ < ^ a i , . . . | rf^A <^ a^, les seconds
membres étant indépendants de X. On peut alors écrire

( 2 ) | |J(])(^)-(D(^| |^ ^ ^;;;^ ||i<D^-^a)i
n^ . . . , / i p

Or, si (^^^^((p), ct^'- •• '"/ J ) est la transformée de Fourier de
//^+...-+-fin y^'i r " i > m ( r "y '\ •6 i P ̂  l . . . .Z- ̂ /' (̂  ( î i . . . , Jbp ) ,

d'après 11.2.3, il existe un y/=x / (A, G) tel que
] ] {< I ) (^ . . . , ^ ) ( ^ ) ; [ |^X / | ]^^ ' ••• ' /^| |R^

Posons maintenant sup x^ == p i , . . ., sup \x^ == p^. Le dernier membre'ne
XÇG XÇ.G

dépasse pas y /p^ . .. p^ [| $ [1^, de sorte que d'après (2),
| ] { < Ï ) ( À / ) - < D ( ^ ) } [ ] ^ y / ( ^ ^ + • • • + a - P / ' - I ) | | ( î ) | ] K , . '

On a vu que I I ^ I I R / ^ ^ I I I ^ K ^ ) ! î ( I) î'ésulte donc de
(3 ) ^(^pi+...a,,p,,_ 1)^1 — ^ •

Comme a^+. . .4-a2^a2, il suffit de choisir
i , / i \

a < / •> -7 10^ I + -o/V /pI+...+p^ A ^/

pour que G soit associé à A'. Cela achève la démonstration de III. 2.1.
Remarquons que, si nous choisissons pour A l'ensemble des points à

coordonnées entières dans R7', et pour G un domaine associé minimal
(c'est-à-dire un domaine fondamental au sens de 11.1), |[$[|i^ est égal à
(2îi)^[| { 3 > ( A ) } [ I pour ^eexp^G, de sorte qu'on peut prendre x//=i.

Exemple 1. — Soit A l'ensemble des points à coordonnées entières dans R7'.
Le cube G : 1 x^ ^ TI, . . ., Xp ^ ri est associé à toute suite a-voisine de A dès
que a <^ -og-2-- Plus précisément d'après (3), dès que P <^ -0^25 G est associé à

toute suite A' biunivoquement associé à A ( X ^ > X ^ ) de telle sorte que, pour
tout XeA, le point V— X appartienne au cube | u^ +. . .+[ ^p\ ̂  ̂ , dont les
sommets sont les points à distance ^ de l'origine sur les axes de coordonnées.
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Exemple 2. — Soi t jo==i , et A.=[n} la suite des entiers. La réunion des
segments [—211, —T.] et [ri, 2 ri] est un domaine associé à toute suite { À ^ }
telle que SUD ^/ — n <^—b—-

1 ^ n ^ 27T

On obtient un corollaire intéressant de III. 2.1 à l'aide de 11.5.1; en effet
11.5.1 montre que, si l'on ajoute un nombre fini de points à A, tout domaine
dont l'intérieur contient G reste associé à la nouvelle suite.

Énonçons le résultat en convenant de dire que deux suites sont asymptotes
si et seulement si, pour tout a^>o, les restrictions de ces suites à l'extérieur
d'une boule assez grande sont a-voisines.

THÉORÈME III. 2.2. — Si deux suites sont asymptotes, tout domaine dont ^ inté-
rieur contient un domaine associé à F une est associé à Vautre. Autrement dit, les
ouverts qui contiennent des domaines associés sont les mêmes pour les deux suites.

L'énoncé serait inexact si, au lieu de suites asymptotes, on avait parlé de
suites a-voisines. En effet, soit par exemple p= 2; prenons pour A l'ensemble
des points à coordonnées entières, et pour A/ une suite a-voisine de A, telle
que son intersection avec une droite donnée D de pente irrationnelle soit une
suite de densité positive A (on sait qu'il existe de telles suites A^ quel que soit
a^>o). Alors il est aisé de voir (c'est d'ailleurs un cas particulier de l'étude
que nous ferons au paragraphe 7) qu'une bande de largeur inférieure à 27tA et
perpendiculaire à D ne contient aucun domaine associé à A', et qu'au contraire
toute bande perpendiculaire à D contient des domaines associés à A.

3. Nous allons examiner la question suivante. On donne deux suites, et des
domaines associés à chacune d'elles. Peut-on déterminer simplement un
domaine associé à leur réunion?

Naturellement, cela n'a de sens que si la réunion est régulière. Nous savons
déjà répondre (11.5) lorsque Fune des suites est finie. Nous allons démontrer :

THÉORÈME III. 3 . 1 . — Soit Ai et A 2 deux suites (régulières), Gi et G 3 des
domaines qui leur sont respectivement associés. Si la réunion A=A iUA2 est
régulière, tout domaine G' dont F intérieur contient la somme directe G.i + G 2 est
associé à A.

Démonstration. — Elle s'appuie sur 11.5.1 et 11.4.2. Soit (V un domaine
intérieur à G', et dont l'intérieur contient Gi+Ga. Nous allons montrer qu'il
existe, pour chaque p-€A, une ^eexp'W, égale à i en [M, nulle sur A—[j- ,
et telle que sup[^(^)[ soit majoré indépendamment de [J-; alors d'après

ii
11.4.2 le théorème sera établi. On peut supposer sans restriction (J-eAi. Il
existe ( I I .2 .4r f ) une ^i,^== ̂ (^i^eexp^i égale à i en [j., nulle sur
Ai—[JL, et bornée en norme par X i = X i ( A i , Gi); alors

/-» ___ _p ______
sup 1 ̂ i^(u) 1 ̂  f çpj^ 1 ̂ || cpj^ llcVmesGi^ (27:) ^i ^mes Gi.

u J..
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Utilisons maintenant 11.5.1. Soit G^ un domaine dont Fintérieur contient
Ci et tel que Gi+ G^ cG^. Si l'on désigne par d le pas de A (suite régulière),
il existe une 3>2,p.== ^F(92^)€:exp2G3, égale à i en a, nulle sur As et bornée en
norme par un Kf=7,r(A^, G^, rf); alors

sup | e>2,p.(^) | ̂  (271) ^mesGg.

Posons ^==î>i^<ï>.j^; c'est la transformée de Fourier de yi,p.*y3,pL» donc
(ï )^eexp2(Gl+ G^cexp^', et ̂  satisfait les conditions rappelées plus haut;
d'après 11.4.2, le théorème est démontré.

4. Jo in t à III. 1.2, le théorème III.3.1 permet de donner une condition
de lacunarité suffisante pour qu'une suite A admette pour domaines associés
des boules arbitrairement petites — autrement dit, pour que tout domaine soit
associé à A.

THÉORÈME III . 4 . 1 . — Soit co(rf) la limite supériewe, quand le point u tend vers
Vinfini dans ÏV\ du nombre de points de A contenus dans la boule de centre u et de
rayon d. Si OL)(â?)== o(rf) quand rf->oo, toute boule (^fermée) est un domaine
associé à A.

Démonstration. — Considérons les cubes de côté d, dont les sommets ont
leurs coordonnées dans R7' multiples de d. On peut les répartir en 27' familles
telles que deux cubes d'une même famille soient toujours à une distance ^rf
(chaque famille a un représentant de sommet o, et est invariant par les trans-
lations 2rf parallèles aux axes). D'autre part, à l'exception d'un nombre fini,
chacun de ces cubes contient au plus ro(jorf) points. Ainsi, quel que soit d, on
peut considérer A comme la réunion d'une suite finie et de m(d)= l'^Çpd)
suites Ay de pas ̂ r/ (j' = 1 ,2 , . . . î^(rf)). Chaque Ay admettant pour domaines
associés les boules de rayon ^> —? A admet pour domaines associés toute boule
de rayon ^> CT?(rf)x/rf, c'est-à-dire (par choix convenable de rf) une boule arbi-
trairement petite.

Remarque. — En prenant pour A la suite des multiples d'un élément donné
^o, on voit que la conclusion de III. 4.1 devient inexacte; on ne peut donc
pas, dans l'énoncé, remplacer la condition co(rf)=o(rf) par co(rf)==0(rf); la
remarque vaut quel que soitjy. On sait ([6], p. 3o5) et nous verrons d'ailleurs
plus loin que p o u r y j = = i , (o(rf) == o(rf) est une condition nécessaire et suffi-
sante pour avoir la conclusion de III. 4.1.

5. Reprenons la démonstration d'Ingham du théorème 1.6.3. On peut la
raffiner, comme Ingham lui-même l'a fait dans le cas d'une variable, de façon à
obtenir l'énoncé suivant :

PROPOSITION III. 5.1. — Supposons que les translatés du cube unité 11 centrés
aux points de A, soient deux à deux disjoints. Alors, pour tout Y) ^> o, la tranche
de R7' définie par \x^ <^ ri + Y) contient un domaine associé à A.
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Démonstration. — D'après la remarque faite en 1.8, il suffit de construire
une^eL^R^), à support compact dans la tranche de Redéfinie par x^ [<^TI+YJ,
et dont la transformée de Fourier W = ^(^) satisfasse, pour un a ^>o et pour
t o u t X ç A ,
(4) \ ̂  ( | ^ (7 / -À )+ Wa-V)\)^\W(o)\-^.

^A'eA-A

Nous allons montrer qu'il en est ainsi si l'on choisit
W(u)=W(u^ u,, . . . , u^)=X(u,)S(u,)... S(^),

.- . , 7T2 cosa^ .x(i)=-^,.g,_;, (»<«<«+•«).

w=^'
à condition que v soit assez grand. En effet, X(E) et Sf^) sont respectivement
transformées de Fourier de la fonction y ( t ) de support [—û, a], égale sur
cet intervalle à—ces — ^ et de la fonction s(t) de support [ — v , v], égale sur

cet intervalle à^—;— - ' Ainsi W est la transformée de Fourier de la fonction
bornée

'^(^,)s(.x,) . . . s ( x ^ )

à support dans le pavé x^ |^û, \x^ ^^, . . . \x^ ^v. Reste à montrer que,
si v est assez grand, (4) a lieu.

Pour cela, nous allons évaluer le premier membre de (4)? en remarquant
que W\u) = V(— //). Nous ferons d'abord la sommation dans le tube T\, paral-
lèle au premier axe de coordonnées, défini par u / — À y <^ ï- (./==== 2, 3, . . . ,p).
Ordonnons la suite T\nA sous la forme {[j.,, } ( / / = = — ï , o, r , . . .) de façon que
ao==X et que la suite des abscisses } ;j.,^i { soit croissante. D'après l'hypothèse
faite sur A, cette suite { [JL,,^ { admet un pas ̂ i, de sorte que [ [j.,^i—[j.o,i ^/z.
La majoration

|T(^-^) |^ , . , ^ . _ ^————
/! ̂  ^//,1 — ^-0,1 |2 — ̂  4 ̂  ̂ ~ — ^2 '

donne

mÇa) étant une fonction décroissante de a(a^>r.), égale à ï pour^==î :
/ ' ^ ' \( o n calcule m(ïi) en observant que si a=r^ V X(^)^ / / ^7 : == o ]• Pour la

somme restante, l'argument 1.8 montre que

^ r^-^io^)
^ '€ (RP-T^)oA



I l 4 J.-P. KAHANE.

s(v) tendant vers zéro quand v-^oo. Comme ^(0)=!, il suffit de choisir
£ ( v ) < ^ i —mÇa} pour avoir (4), avec a = i —m(a) —£(v).

La proposition III. 5.1, jointe au théorème III. 4.1, va nous permettre de
démontrer l'existence de domaines associés à A dans des « tranches » convena-
blement liées à A. Nous devons pour cela introduire la notion de « densité
supérieure de répartition de A dans une direction ».

6. On donne une direction de droite D dans R7'. A tout ^ ^> o et t ou t / ^>o
on fait correspondre le maximum, pour tous les segments S de longueur /
parallèles à D, du nombre de points de A qui sont à une distance de S inférieure
aï) : soit N(Z, Y]). Du fait que N(7+^, ï])^N(/, r^+N^, r^) on déduit faci-
lement que ———/ admet une limite quand /—^oo ; cette limite est évidemment
fonction-croissante de ïj. La densité supérieure de répartition de A dans la direc-
tion D est

^(A)=}im Hm^;70 .
YI>(» />o i

Par exemple, si A est formée des points à coordonnées entières, on a Ao(A) = o
pour toute direction non rationnelle.

Nous appellerons tranche d'épaisseur l perpendiculaire à D l'image réciproque
d'un intervalle de longueur l (ouvert ou fermé) dans une projection orthogonale
de R^ sur une droite parallèle à D.

THÉORÈME III. 6.1. — Soit D une direction de droite dans R^ et AD (A) la den-
sité supérieure de répartition de A (suite régulière) dans la direction D. Dans toute
tranche d'épaisseur strictement supérieure à 2îiAi)(A), perpendiculaire à D, il
existe un domaine associé à A.

Démonstration. — Soit d le pas de A. Choisissons Y] <^ — • Pour chaque
/^>o, considérons un pavage de R^ (c'est-à-dire un recouvrement sans super-
position, sauf sur un ensemble de mesure nulle) par des pavés P fermés ayant
pour côtés des segments S (de longueur / et parallèles à D) d'une part, et des
segments de longueur <^ Y] d'autre part. Alors A est réunion de N(Z, Y]) suites Ay
ayant chacune au plus un point dans tout pavé P. Donnons-nous un entier posi-
tif Z'. Recouvrons R^ par un pavage ^ en pavés P', obtenus à partir des pavés P
par une dilatation de rapport k dans la direction D, de façon que chaque P/

contienne k pavés P; à chacun de ces P on fait correspondre la réunion de ses
translatés par les translations conservant S, soit (P). Décomposons chaque Ay
en k suites Ay^ contenues chacune dans un (P), et considérons un pavé obtenu
à partir d'un P par une dilatation de rapport k — i dans la direction D : les
translatés de ce pavé centrés aux points d'une Ay ̂  sont disjoints deux à deux.
D'après III. 1.1 et III. 5.1 chaque Ay^ admet un domaine associé dans toute
tranche orthogonale à D et d'épaisseur ^> ^ . D'après III. 4.1, A admet



PSEUDO-PÉRIODICITÉ ET SÉRIES DE FOURIER LACUNAIRES, i l 5

donc un domaine associé dans toute tranche orthogonale à D et d'épaisseur
^ 27 rÂ-N( / , Yi) , , ,. . ,, , . ,,> " T T ^ ^ Y y / î P ^ P^^ge a la l imite (l-> oo, Y] -> o, h-^oo) on a 1 énoncé
du théorème.

7. Nous allons montrer que, dans l'énoncé du théorème III. G. 1, il est
impossible de remplacer Ai/A) par une quantité plus petite.

THÉORÈME III . 7 . 1. — Soit A^/A ) la densité supérieure de répartition de A dans
la direction D. Dans aucune tranche d'épaisseur strictement inférieure à 2 r.A^ (A),
perpendiculaire à D, il n) existe de domaine associé à A.

Si nous définissons V épaisseur d'un ouvert borné G dans la direction D comme
la longueur du plus petit intervalle contenant la projection orthogonale de G
sur une droite parallèle àD , l'ensemble des théorèmes III. 6.1 et III. 7.1 équi-
vaut à l'énoncé suivant : la borne inférieure des épaisseurs des domaines associés à
une suite régulière donnée A dans une direction donnée D est 2 ri Ai/A).

La démonstration de III. 7.1 repose sur la proposition suivante. On rappelle
que la densité supérieure d'une suite portée par une demi-droite est l i m ' 7 ^

<->oo t

où n(t') est le nombre de points de la suite à distance <^t de l'origine de la
demi-droite. On dit qu'une suite de suites Ay (constituées de points €1^) est
convergente vers une suite A* si l'on peut ordonner les Ay et A* sous forme
A y = { A ^ } , A.it={'k^} de façon que, pour chaque n, l imXy,, ,=X^.

/>w

PROPOSITION III. 7.'2. — Étant donnée une suite A régulière et une direction D
dans R^, il existe une suite de translatées de parties de A qui converge vers une
suite A* portée par une demi-droite parallèle à D, et de densité supérieure Ai/A).

Démonstration. — On reprend les notations du début du paragraphe 6. On
peut choisir une suite r\j-> o telle que 2-^ N(2^ ï)y) tende vers Ai/A). Soit Sy
un segment de longueur 2-7 parallèle à D, tel que le nombre de points de A dont
la distance à Sy est inférieure à Tjy (nous dirons désormais : Tjy-voisins de Sy)
soit exactement N(2^, ïjy). Le milieu de Sy et ses extrémités délimitent deux
segments dont l'un au moins, soit S^,, est tel que le nombre de points de A
r^-voisins de S^ soit au moins -N(2^, ïjy). Par dichotomie, on peut ainsi construire
des segments emboîtés S^ == Sy, S^, . . . . S^, chacun limité par une extrémité
et le milieu du précédent, de façon que S^ soit ïjy-voisin d'au moins 2"^ (2^ Y)y)
points de A. Les translatés de ces segments par la translation Ty amenant S7 sur
So forment une famille (Fy); désignons par ÇV{)Çj^k) la partie de (F/,) consti-
tuée des segments de longueur ^27. Si l'on fixe y, il existe au plus 27 familles
(F^.) distinctes; ainsi, de toute suite infinie de valeurs de k, on peut extraire une
suite pour laquelle les ¥{ coïncident à partir d'un certain rang. Par diagonalisa-
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tion, on définit ainsi des segments emboîtés S°==So, S\ S2, . . ., S7, . . . et
une suite { k ^ } telle que, pour chaque 7, les (F^) soient formés à partir d'un
certain rang des segments S°, S1, . . . , ,S7 . Soit Ay, la partie de A qui est Yj/,-dis-
tante de S/,. La translatée T^A^ admet N(2^", r .̂J points ^-distants de S\ et
au moins a'^'l^a^1, r .̂J points r^-distants de S7 ( / f ixe <^). D'autre part,
A étant régulière, le nombre de ces derniers points est uniformément borné
par rapport à n. Pour chaque /, on peut donc définir une sous-suite de Ï/,-A^,
dont les restrictions à un voisinage de S7 forment une suite convergente. Par
une nouvelle diagonalisation, on construit enfin une suite T/^. A/^. convergente
vers une suite A* portée par une droite (D). Comme, sur S', le nombre de
points de A* est au moins l im^a^^ Nfa^ 1 / , r^. )), la densité supérieure de A*,

/->^ ' ' n ) ! '
soitD*, est au moins A^(A) sur une demi-droite convenable portée par (D).
D'ailleurs D*^A,/A); en effet, si A* a d m e t p points sur un segment de lon-
gueur/, on a N(/, TI)^P q^ q^ solt ^ lîonc D^=AI)(A), et la proposition
est démontrée.

Démonstration du théorème III. 7.1. — On peut supposer (grâce à III. 1.1)
que D est parallèle au premier axe de coordonnées, et que A* est portée par
cet axe. On sait alors [8] que la suite {e^}^^ est complète dans 1^(1) pour
tout intervalle 1 de longueur <^ 2î:D'\ Or une tranche dans R7', perpendiculaire
à D et d'épaisseur <^ 2T.A^(A), peut être définie par la condition x^ e.L î étant
un intervalle strictement intérieur à un intervalle 1 de longueur <^ 2î:D\ Soit
^eL^I), nulle sur J, non identiquement nul le ; considérons une suite de poly-
nômes trigonométriques CT/, à spectre dans A*, approchante dans 1^(1); le

f\^
rapport——— tend vers l 'infini. Étant donné un domaine G quelconque dans

M^-l2^j
la tranche de R7' définie par ^eJ, et un pavé quelconque P contenant I, le

f l^-l2 • •1 • ' / y» /•» /-» \

rapport J-——tend donc vers l'infini (ici \ \ a/ 2 = \ ' " \ [cr /(a?i)[2 dx^..dx^\
\ \ ̂ i |2 \ J J ^ ' • J

^G
Comme on peut approcher (au sens de III. 7.2) le spectre de CT/ (partie finie
de A*) par des translatées de parties finies de A, on peut approcher d'aussi
près qu'on veut a,, dans L^P) ou L^G), par des produits d'exponentielles
imaginaires et de polynômes trigonométriques de spectre contenu dans A. Il
existe donc des polynômes trigonométriques ^, de spectres contenus dans A,

/H2

tels que——— tende vers l'infini. Ainsi G n'est pas un domaine associe à A, et le
j ^
•Ai

théorème ÏII, 7,1 est démontré,
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8. Terminons ce chapitre par quelques remarques, et l'indication de quel-
ques problèmes ouverts.

Sijo=i, les théorèmes III. 6.1 et III. 7.1 fournissent à nouveau un résultat
connu, à savoir que la borne inférieure des longueurs des intervalles G associés
à une suite A est égale, au facteur 2^ près, à la densité supérieure de répar-
tition A(A). Or, dans ce cas, A(A) est susceptible de la définition suivante :
c'est la borne inférieure des densités des suites bien réparties qui contiennent
A, une suite bien répartie étant par définition une suite a-voisine (pour un a
arbitraire) d'une homothétique de la suite des entiers (la densité d'une
suite bien répartie régulière est la « densité uniforme » de Dufïin et
SchœfTer [3]).

La définition d'une suite bien répartie se généralise immédiatement pour
p^> i , et l'on peut parler de la densité en volume d'une telle suite. Si A est
l'ensemble des sommets d'un réseau jy-dimensionnel, la borne inférieure des
volumes des domaines associés est égale, au facteur (aï.)7' près, à la densité en
volume de A, Question n^ 1 : en est-il encore ainsi lorsque A est une suite bien
répartie régulière quelconque ? Question n° 2 : dans le cas général où A est
une suite régulière, y a-t-il une interprétation, relative aux domaines associés,
de la densité supérieure de répartition en volume de A, définie comme la borne
inférieure des densités en volume des suites bien réparties contenant A?

L'exemple du casjo= i suggère d'étudier d'abord les domaines G convexes.
A cet égard, on a le résultat négatif suivant : il existe des suites A « rares)) dans
ce sens que leur densité supérieure de répartition en volume est nulle, et telles que
tout domaine connexe associé, symétrique par rapport à zéro, contient la boule
| a?|^2Ti.

Montrons comment on peut construire u,ne telle suite. Pour chaque n, on
fait un recouvrement de la sphère [ u \ -===-1 par des boules, de rayon —p centrées

sur la sphère aux points ̂ i, 0^,2, .^. . Un,k{n), et l'on désigue par IL^j l'ensem-
ble des multiples de u^j contenus dans la boule \x\^n. On translate les 'U/ij,
en A^y, par des translations (arbitrairement grandes) telles que la réunion des
An,j(n=i, 2, . . . ,y= i, 2, . . . k(n)) soit une suite régulière « rare »; cette
réunion est une suite A rare telle que A^(A)=i pour toute direction D. S'il
existait un domaine convexe associé, symétrique par rapport à zéro, et ne con-
tenant pas la boule [^[^27;, un tel domaine serait contenu dans une tranche
d'épaisseur <^2Ti, contrairement à III. 7.1. Ainsi A satisfait les conditions
imposées.

Si l'on ne se restreint pas à des domaines G connexes, la réponse à la ques-
tion n° 1 n'est pas connue dans le casjo=i . Cependant l'exemple donné plus
haut n'infirme pas l'hypothèse (vérifiée pourjo= i) suivant laquelle toute suite
rare admettrait des domaines associés de volume arbitrairement petit. Cela sug-
gère la question n° 3 (non résolue pourjo= i) : interpréter, par une notion de

^nn. Ec. Norm., (3), LXXIX. — FASC. ^. l5
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lacunarité convenable, le fait que A admet des domaines associés de volume
arbitrairement petit.

Enfin le théorème III. 4 - 1 appelle la question n° 4 (résolue pour^== i) : inter-
préter, par une notion de lacunarité convenable le fait que tout domaine est
associé à A.

CHAPITRE IV.

INTERPOLATION PAR DES FONCTIONS ENTIÈRES DE TYPE EXPONENTIEL.

1. Certains résultats du chapitre II (11.2.3, II .2.4.rf , II. 3.3) suggèrent la
question suivante : on donne une suite A dans R7', une classe de fonctions
entières ^ de type exponentiel sip variables, et une classe de suites complexes
{ ^ ( ^ ^ A ç A î à quelles conditions peut-on interpoler chaque suite {aÇ^)}\çA
par une fonction 3>, c'est-à-dire faire correspondre à chaque suite { ^ ( A ) h e v
au moins une fonction 0 telle que ^(A) = û ( À ) ( X e A ) ?

Le but de ce chapitre est de fournir quelques éléments de réponse à cette
question (§ 4, 5, 6).

2. Convenons de dire qu'une mesure positive rfp-, définie sur R^, est régulière
lorsque l'intégrale f dy. est majorée, pour toutes les boules B de rayon i, par

un nombre indépendant de B.
Notons L^Çdy.) l'espace de Banach des F tels que

1
[|F|[^^==f f\V(u) ^(ï-^\u\)'^dp.(u)Y <^ (i^a<oo, rréel)

\ «y /

resp. || F ||, ,r,d^= uç^nd^\ F ( ^ ) (14- \u \ ) ' - (r réel).

Quand dy. est la mesure de Lebesgue sur R7', nous noterons cet espace
L^r^L^R^),

et la norme correspondante || F ||a,rR/- Lorsque r=o, nous écrirons simplement
L\dy.\ | |F| |a,^etc. ' -

Pour toute FeL0 ' '7^^) et toute fonction G à décroissance rapide sur R7',
c'est-à-dire telle que, pour tout /î^o, sup( \G(u) . u " ) <^oo, nous posons

F* G(u) = Ç^{t) G(u— t) d^(t)
(rf[A) J, ^ ) (W J

Nous aurons besoin du lemme suivant :
LEMME IV. 2.1. — Soit dy. une mesure positive régulière i^a^oc, /' réel.

Pour toute G à décroissance rapide, Inapplication F -> F * G est définie et continuew
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de L^^rf^) dans L01 r, et elle est uniformément continue pour tous les G qui satis-
font une condition de la forme \ QÇu) |. | u [ ' <^ M,, .(n -== o, i, . . . ), où [ Mn} est
une suite positive donnée.

Démonstration. — Pour simplifier récriture, on peut supposer F(//)=[F(^)|
et GÇu)= G(u) |. Si i^a <^ oo, la convexité de la fonction ^(^^> o) entraine

/F* G(u)Y^^^G(u),
\ (^) / (^p-)

x ne dépendant que de { M , , } et dy.; il suffit donc de montrer que le rapport

( ^ ¥ Q i ( t ) G ( u — t ) ( ï - ^ \ u ) ^ d p . ( t ) d u

i F(a)(^)(I+ t\ )ryéd^(t)

est borné, ce qui résulte de

(i) ( G(u-t)(ï+ u\Yy•du<^'{l^-\t\Yy•

avec x / ==y/( {M, ,} , a, r). La démonstration de (i) est immédiate en écrivant

F intégrale \ G(^)(i + |^+ ^ | y^du sous la forme

/ +/+ / si ^^o?
' \u\<ï\t\ ^\u\•^{i\t\^\u\<ï\t\ ^\u\

f. -f+ ( si r-^o.
J i ~i iMi^|m

Si a === oo, le résultat découle de

(2) /G(^ -^ ) ( l+ t )-^^(^)<X^(I+ ^|)-^

avec x" == x" {Mn ], rfp-, r), qui se démontre comme (i).

3. Nous devons introduire de nouvelles notations, et rappeler quelques
notions relatives aux fonctions entières de type exponentiel ([9], [ll]n, p. 128).

Désignons par exp^7 l'ensemble des fonctions entières de type exponentiel
(ï>(^)(^=(^i, ̂  .. ., ^eC7') dont les restrictions à R7' appartiennent à
L01 / . On sait que toute <î> e exp^' est transformée de Fourier d'une distribution y
à support compact; si ce support est contenu dans un compact K, on notera
^eexp^K^ notation cohérente avec celle du chapitre II : exp2 ° K== exp2 K).
Exp0 '7 K est un sous-espace fermé de L01'7.

Étant donné une direction de demi-droite dans R7', définie par ÇeR^, |S
le type <t> dans cette direction est

h^ ( Ç ) == sup lim ( r"1 log | €> ( u — ir'i) ).
u € RP y ->90
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Le type de <I> dans la direction de droite correspondante est sup(/4(^), A$(— ^)).
On sait que A^(^) est la fonction d'appui du plus petit convexe contenant le
support de ç : /^(^)== sup ^x. Ainsi, si G est un domaine convexe,

x € suppori©

( ^exp^
^eexp^G^ \ i ( Y \ ^ Y >" ^(S)^ sup£.r pour tout E.

\ .-ï-eG '

A étant, comme toujours, une suite régulière dans R^, nous noterons ly
l'espace de Banach des suites { a (A) ̂ ç^ normées par

^ ( À ) i | | a , , . = ( ^ | ^ ( À ) ^ ( i + | À y^V si i ^a<oo
\A€A /

• i ^ ( ^ ) i | | a

^su^( ^ ( ^ ) | ( i + A | ) 7 ' ) si a==^).

Ainsi, /avr== L^'^/a), ^a étant la mesure caractéristique de A (somme des
masses ponctuelles unités aux points de A).

4. Nous allons d'abord constater (ce qui généralisera 11.2.3) que l'interpo-
lation d'une suite L^OKeA par une ^eexp01 r n'est possible que si

- . i ^ ) !A€A€% 7 ' .

Le résultat est bien connu pour p= i, r=o([2], p. 101). L'énoncé qui suit,
un peu plus général, répond (pour p > i) à une question posée par J. Dixmier.

THÉORÈME ÏV.4.L — Quels que soient a(i^a^oo), le domaine G et la
mesure positive régulière d[M, toute ^eexp^ T. appartient à L^'\(I[J,), et l'appli-
cation canonique de exp^G dans L" ' (r/;j.) est continue. En particulier, A étant
une suite régulière, l'application $ -> {(Î>(A) j,^ est définie et continue de
e\p^'G dans iy\

Démonstration. — L'énoncé étant évident pour a =00, nous supposons
i^a<^oo. Utilisons l'inégalité, immédiate par récurrence surjo,

•j i
l^)3'^/ • • - f |<I»(^+Si+r^ . . . , ^+^+/^)|a^^ ._ d^d^

J i J i
? 2

2//(uii>

que nous écrirons

' . 1^(^)1°'^ f | ( I> (^4 -c -+ -^y î ) ! a ^^
•^çe^i^^E^t

et tenons compte de ee que, par hypothèse faite sur dy., il existe une constante M
telle que, pour toute fonction W à valeurs ̂ o (on prendra ensuite

W(u)==\^(u+i'n) ^i^- ^l7^)),
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on a
( Ç W{u^-c)d^d^{u) <M f W(u)c/u

%/u eRpty'c e c\i ^ u^Rp' u e R p ^ ^ e ^ ^ u^Rp

II vient immédiatement

(3) f \ ^ ( u ) \ * ( î ^ \ u \ y x d ^ ( u ) ^ M f C ( Ç ^ ( u + i r î ) \ u ( l - ^ \ u ^ d^{u)\drï

M' n'étant fonction que de M, r, a.
Soit maintenant '̂ une fonction indéfiniment dérivable à support compact,

égale à i au voisinage du support de la distribution <p telle que <!>= ^(9), et
soit G=QÎ (g). On a

G^(u)=G(u^-i'n)=^(g(^)e-^),

^(^)==a»(^^4-^)=^(cp(^)^(^)•<o-7 l • r)=(27^)-^e>*G^(^)

Or, pour Y] € 'U, les dérivées d'ordre n de §'(̂ ) e^^ sont bornées quel que soit n,
de sorte que G^ satisfait une condition de la forme G^(u)\. j u ̂  <^ M,, indépen-
dant de T^. D'après le lemme IV.2.1 (où d[j. est la mesure de Lebesgue), le
second membre de (3) est donc majoré, à une constante multiplicative près,
par f ^(^^(i + | u\ y01 du, ce qui établit le théorème.

5. Nous allons maintenant montrer que l'interpolation d'une {a(k)}^^eiy
- par une ^eexp0' • ' G est possible dès que Fintérieur de G contient un domaine

associé à A. Plus précisément :

PROPOSITION IV. 5.1. — On donne une suite régulière A, un domaine G,
a(i^a^oo) et rÇ—30<^r<^oo). Si Vintérieur de G contient un domaine Go
associé à h., on a la

PROPRIÉTÉ I. — A toute suite [bÇ^^ç^çiy on peut faire correspondre au
moins une fonction <t> € exp01'' G telle que

^ ( 1 ) = b ( À ) pour tout }. € A,

| | < î » | a , / , R . < ^ | | i ^ ( ^ ) i | | a , / .

T. ne dépendant que de A, G, a, r.
Inversement^ la propriété 1 entraîne que tout domaine G' dont l'intérieur

contient G est associé à A.

Démonstration. — Première p a r t i e . — D'après II.^.W, il existe une
<Ï^ e exp2 Go, égale à i en À, nulle sur A — À, telle que

. . . S U p | ^ ( ^ ) | - ^ ( 2 7 T ) ' 2 V / m ^G„ | | a>)J |2 ,K/ .<Zl==7l (A, Go)
il

Pour la démonstration, on peut se borner à considérer des suites [b(\\\ à
support fini; on pose alors

^(u)=^b(^)^(u)E(u-'>.),
\çA.
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E étant la transformée de Fourier d'âne fonction indéfiniment dérivable £, nor-
malisée de façon que E(o)= i , et telle que le support de y*£ soit dans G dès
que celui de y est dans Go. On a visiblement <ï>(X)= 6 (X) (XeA) et

|<D(^) _^xi ̂  \b(t) . E(u-l)
=A

Le lemme IV. 2.1 (rf]j- étant ici la mesure caractéristique de A) exprime que
l'application { | 6 ( X ) [ } — <i> est continue de ly dans L^, ce qui entraîne
la propriété 1 et achève la démonstration de la première partie.

Deuxième partie. — Soit G^ un domaine contenu dans l'intérieur de G', et
dont l'intérieur contient G. Choisissons s, comme plus haut, telle que le support
de <p* £ soit dans G^ resp. G' dès que le support de y est dans G resp. G7.
La propriété 1 entraîne l'existence, pour chaque AçA, d'une ï^eexp0 '7 G
égale à i en X et nulle sur A — A , telle que [I^H^Rp^ x(i+ X|y .
Posons E==^(£) , E , ( î / )=E( / /—X) et (Ï))=^F>E). L'inégalité de Hôlder
donne, avec 8=== *1 a — i

||^lkR.^[|^A|kr,R.[|E)J|a,.-,,R.

Or on voit facilement [par l'inégalité (i) du paragraphe 2 si [3 <^oo, et par un
argument analogue si [3 ==oo] que |[ E, |[p,_,.,K/.< ̂ (i + X D"7, '/-' ne dépendant
pas de X. Ainsi

sup|<I»),(^)[^(27r)-^mes.G^||^|h,Kp
u

est borné quand XçA, et on en conclut comme dans la première partie que
toute suite {bQ.)}^ç^çl^ est interpolable par une ̂ eexp^. D'après 11.3.3,
G' est donc associé à A.

L'énoncé et la démonstration de IV. 5.1 sont inspirés de Boas ([2], p. 197).
Il s'agit cependant d'un théorème d'interpolation de caractère tout différent.

Notons que la deuxième partie de IV. 5.1 contient 11.4.2, et que la
démonstration donnée ici est indépendante du chapitre I.

6. Le théorème de Banach utilisé en 11.3, permet d'obtenir, à partir de IV.4.1
et de IV. 5.1, de nouvelles conditions suffisantes pour qu'un domaine soit
associé à A; compte tenu des conditions nécessaires déjà connues (IV. 5.1) on
peut les exprimer ainsi :

THÉORÈME IV. 6 .1 . — Soit A une suite régulière y G un domaine, i^a^oo
et—oo<^<^oo. Si V intérieur de G contient un domaine associé à A, toute
suite {b(\)}^ç^çiy peutêtre interpolée par une ^eexp^G. Inversement^ si
toute suite [ bÇk) ]Çil3t\r peut être interpolée par une <î>€exp0' 'G, tout domaine
dont F intérieur contient G est associé à A.

La démonstration est calquée sur celle de II. 3.3.
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A Faide de ce théorème, il est immédiat de transcrire tous les résultats du
chapitre III en termes d'interpolation par des fonctions entières de'type expo-
nentiel. Nous nous bornons à un exemple, déduit de III. 6.1 et III. 7.1 en
utilisant les notions rappelées au paragraphe 3.

THÉORÈME IV.G.2. — Soit A une suite régulière, D une direction de droite, T ̂ > o,
i ̂ a^oo et r réel. On désigne toujours par A]» (A) la densité supérieure de répar-
tition de A dans la direction D. Pour qu'il existe un x ^> o tel que toute suite
[ &(X) ^çA^^v7 soit interpolable par au moins une ^Gexp^7 dont le type expo-
nentiel soit majoré par x dans toutes les directions y et strictement majoré par T
dans la direction D^ il faut et il suffit que T ^> n AJ)(A).

CHAPITRE V.

SUR UN PROBLÈME DE MANDELBROJT.

1. Mandelbrojt ([7], p. 142) a posé sur les séries de Fourier un problème de
prolongement que nous formulerons ainsi : la suite régulière A étant donnée,
déterminer des domaines G et des propriétés (P) tels que, si une fonction
pseudopériodique de spectre contenu dans A satisfait P sur un voisinage de G
(= un ouvert contenant G), elle satisfait P partout.

Convenons provisoirement de dire, dans ces conditions, que (P) est une
bonne propriété relativement à A et G. Nous allons montrer que, si G est un
domaine associé à A, Fanalyticité, Fappartenance à C00, Fappartenance locale
à ^L^7 sont des bonnes propriétés relativement à A et G (théorèmes V.2.1
etV.7.1) .

Nous montrerons également une sorte de réciproque concernant Fapparte-
nance locale à ^L^', dans le cas où cette propriété entraîne Fappartenance
locale à L2 : si c'est une bonne propriété relativement à A et G, c'est que tout
voisinage de G contient un domaine associé à A (théorème V.7.2).

Une grande partie du chapitre sera consacrée aux espaces E01 / de fonctions
ou distributions qui sont localement (co-)transformées de Fourier de fonctions
de L0' r. Les sous-espaces E^7, engendrés par le système {^^çA dans E01 r,
généralisent les familles pseudopériodiques (FA=EJV°) et un certain nombre
des résultats du chapitre II leur sont applicables.

2. Voici d'abord une simple conséquence de la définition des domaines
associés à une suite, donnée au chapitre II. Le résultat est substantiellement
dû à Wiener ([8], p. i25).

THÉORÈME V.2.1 . — Soit G un domaine associé à A. Sifç¥\ est indéfiniment
dérivable sur un voisinage de G, alors f est indéfiniment dériwble sur R ,̂ et pour
chaque opérateur de dérivation D, on a |[ D/[| <^ y. || Dy||ç, x ne dépendant que de A
et G. Si fG FA est analytique sur un voisinage de G, f est analytique partout.
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Démonstration. — D/ est limite uniforme sur G de combinaisons linéaires de
translatées'de/. Comme ces combinaisons linéaires convergent dans L^G),
elles convergent dans FA, et il y a convergence dans /jy des suites de leurs
coefficients de Fourier. Ainsi, en désignant par {aÇ/.)} la suite des coefficients
de Fourier de/, on a {P (^ )û (À)}e / l quel que soit le polynôme P (car pour
un D convenable, D^=P(À)^xa•). Donc toutes les séries formellement
dérivées de la série de Fourier de/sont absolument convergentes, d'où résulte
la dérivabilité indéfinie de /sur R^. L'inégalité |[D/[|^x [[D/Hc tient au fait
que D/€FA. En particulier, si les dérivées d'ordre n de / sont 0(^~^)
daAs L^G), il en est de même, quel que soit le domaine G', dans L^G7); donc
Panalyticité sur un ouvert contenant G entraîne Panalyticité partout.

Remarquons que l'on pourrait, dans l'énoncé, remplacer Panalyticité par
l'appartenance à n'importe quelle classe de fonctions indéfiniment dérivables,
définie par des inégalités sur les normes quadratiques des dérivées successives;
en particulier, par l'appartenance à une classe quasi analytique de fonctions
indéfiniment dérivables.

3. Quels que soient a et r (i^a^oc, r réel), les éléments de L0' / sontdes
fonctions à croissance lente au sens de Schwartz ([ll]ii, p. 94). Nous désigne-
rons par A 0 ' / l'ensemble des distributions cotransformées de Fourier des
éléments de L0' / ; c'est un espace de Banach, avec la norme

!l/l|A-=||^/lk-

Ainsi A 1 1 0 est l'espace classique de Wiener, souvent désigné par A; les A12 '7
avec r entier positif sont des espaces de Soboleff.

On sait (IV.2.1) que pour toute fonction G à décroissance rapide, et
toute FeL" / , F^Gel^ / . Donc :

PROPOSITION V.3.1. — Si /GA^7 et si g est indéfiniment dérimble à support
compact, le produit f g appartient à A0' / .

Nous dirons qu'une distribution appartient localement à A"'7 sur un
ensemble ScR7' si, au voisinage de tout point .reS, elle est égale à
une/^eA^' . Comme dans le cas classique de Wiener, on déduit facilement
de V.3.1 que, si/appartient localement à A"'7 sur un compact K, elle est égale
sur K à une/i^eA^7 , à support dans un voisinage donné de K. Nous désigne-
rons par E^7 l'ensemble des distributions qui appartiennent localement à A^'
surR^.

Si/eA^ et a son support dans le cube —T.^XJ^T.ÇJ= i , 2, ...,jo), elle est
développable dans ce cube en série de Fourier V a^e11^, et^=(27i)-^/(_ri).

ri ç. 'LP
D'après IV. 4.1, { ^ } e iy, c'est-à-dire

J^ [ a^j^i^- \n l^^ooresp. (pour a==oo) sup |a^ |( i+ \n\)r<cc.
nç,ÏPnçZP
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Inversement, si [a^^iy, la série ̂  a^e1'^ représente une distribution dont le
// e /r

produit par toute fonction indéfiniment dérivable à support compact appar-
tient, d'après IV.2.1 (d[L étant alors la mesure caractéristique de Z^) à A^'/.
Ainsi :

PROPOSITION V .3 .2 . — Pour qu'une distribution appartienne localementà A^7

sur R^ Ce'est-à-dii:e appartienne à E0''/) il faut et il suffit qu'elle soit égale au voisi-
nage de tout point à une distribution 2 T.-périodique dont la suite des coefficients
de Fourier appartient à iy.

Étant donné un domaine G, nous désignerons par A0'1 7 [G] le sous-espace de A^7

constitué par les éléments à support dans G; ainsi /eA^^Gj^^/eexp^G.
Nous désignerons par A^^G) l'espace quotient de A01'7 par le sous-espace

fermé engendré par les éléments à support disjoint de G. D'après V.3.1, toute
distribution, définie dans un voisinage de G, et qui appartient localement
à A^7 sur ce voisinage, définit un élément de A^^G); par abus de langage,
nous dirons qu'elle appartient à A^^G); sa norme dans A^^G) est la borne
inférieure des normes des distributions EA0''7' qui lui sont égales dans un voisi-
nage (non précisé) de G.

E^ est muni d'une topologie d'espace de Fréchet, si l'on convient que la
convergence dans E^7 ' est la convergence dans chaque A^^G) (G étant un
domaine quelconque). A Faide de IV.2.1 et IV.4.1, on vérifie facilement que
les/ convergent vers zéro dans E0''7' si et seulement si, sur toute boule de rayon
inférieur à T., les / sont égales à des distributions 2îz-périodiques dont les
suites des coefficients de Fourier tendent vers zéro dans iy.

Considérons deux espaces E0-7 et E^'7''. Si E0''7 cE^ (inclusion ordinaire)
et si la convergence dans E^ ' 7 f entraîne la convergence dans E01'7, on dit que E^'rl

est inclus topologiquement dans E0 ' '7. D'après V.3.2 et la remarque faite au
dernier alinéa, l'inclusion ordinaire resp. topologique de E^'7 ' dans E^'7 a lieu
en même temps que l 'inclusion ordinaire resp. topologique de iy dans Ç;/\
Nous allons montrer que l'inclusion ordinaire entraîne Finclusion topologique.

PROPOSITION V. 3.3. — La condition

r ^ - r ^ o e t r ' - r ^ p f 1 - — }
\ ^ ) . \ \7- a /

( ou r ' — r =z y,—OL'' == o

est à la fois nécessaire et suffisante pour F inclusion ordinaire et pour l'inclusion
topologique de E^'7 ' dans E0 1 '7 .

Démonstration. — II suffit de montrer que (C) entraîne l'inclusion topolo-
gique de l î ' , ; ' " dans Ç;/, et que la négation de (C) entraine la non-inclusion
de ^ ' " dans Ç/.

Ami. Éc. Norm., (3), LXXIX. — FASC. 2. l6
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Supposons que (C) ait lieu. Si a <^ 7/<^x>, on a d'après l'inégalité de Hôlder

^ i^i^i+M)'-^^ i^i '^^+i/. ir^YY^ (i+ n\)A
nç.'LV \ n ç. 'LP ] \ n € Z/» /

avec 'y ===————<^—jo , donc ^'r est topologiquement inclus dans Ç;/.i i
a a

Si a'^a <^QO et si [ ] { & „ } |[a',r'^i? 011 a:; ^i

Y bn ^ I + l ^ j ) ^ ^ V ^ | a ' ( l + / / - l ) 7 -^ ^ ^ i+ i^ i / -^ ̂
IL ç. ZP n ç. 'LP

|a7, _ | „ h/-'a'

(majoration terme à terme), donc l ^ p ' " est encore topologiquement inclus
dans iy. On conclut de même si a ==oo ou y/==oo .

Supposons que (C) n'ait pas lieu. Considérons d'abord le cas r'<^r. Choisis-
sons une suite { n^ç^ telle que \nj ^> 2 / 2(y== 1 , 2 , . . . ) et soit

bn= o si n ^ {fij p b,^=. 2-/(i + | iij )-/'';

il est clair que, quels que soient a et a', { b ^ } ç l ^ ; ' " et[b,^^iy. Dans le casr'^r,
,,/— r ^ p ^ L __ _ L ^ on choisit

^r \ a a /

^^( i+l^ l )" ' "^

et dans le cas r— r = p [ i - — l - , ) ^>o,\ a a /

^=(i+ /^^ '"^(^( i+l^l))"^

et l'on vérifie encore {b^^ç.l^,;1" et |6/i}^Ç/. Cela achève la démonstration
deV.3 .3 .

Terminons ce paragraphe par deux propositions immédiates sur les convo-
lutionsy*£, où/eA^' et £ est une fonction indéfiniment dérivable à support
compact dans R7'. On dira que de telles fonctions £/ tendent vers la mesure
de Dirac si leurs transformées de Fourier sont uniformément bornées, et
tendent uniformément vers i sur tout compact de R7'.

PROPOSITION V.3.4. — Si les fi tendent vers zéro dans [espace A^ ' ' ' , les fi-kï.
(c fixe) tendent vers zéro dans n! importe quel espace A01 î r .

PROPOSITION V. 3.5. — Si les £, tendent vers la mesure de Dirac, les /*£/ tendent
vers f dans V espace A^'.

4. A désignant toujours une suite régulière dans R7', on désigne par A^G)
et Ey les sous-espaces fermés de A^'^G) et de E^ engendrés par { ^ ^ / ç A *
Si / est une distribution définie dans un voisinage de G, nous noterons
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/çA^G) lorsque/€ A01'7 (G) et que / est approchable dans A^ (G), au sens
du paragraphe 3, par des combinaisons linéaires finies des ^'(XgA).

PROPOSITION V.4.1. — Soit G, et G 2 deux domaines, tels que F intérieur de G,
contient G.,. Quels que soient a, r, a', r, on a l'inclusion

A^GOnA^G^cAl^G,),

dans le sens suivant : toute distribution y définie dans un voisinage de Gi et qui
appartient aux deux premiers espaces appartient aussi au dernier.

Démonstration. — Si yeA^G^), on peut trouver, d'après V.3.5, une
fonction c indéfiniment dérivable à support compact telle que y*£ soit définie
dans un voisinage de G^, et soit aussi proche-qu'on veut de y dans A^^G,).
D'autre part, si yeA^Gi), il existe des polynômes trigonométriques ^ de
spectre cA qui tendent vers y dans A^^Gi); d'après V.3.4, les ^*£ (qui
sont encore des polynômes trigonométriques de spectre contenu dans A)
tendent vers y*£ dans A^^G,,). Donc çeA^^G^).

5. Nous allons donner une caractérisation simple de E^'.

THÉORÈME V. 5.1. — EY est l'ensemble des distributions presque-périodiques au
sens de Schwartz f dont la série de Fourier s'écrit V a^:•(/.) e^, avec {^ (X)} ç l^\

A G Â

L'application f-> [ ̂ (X)} est biunivoque et bicontinue de E^ sur l^' \

Cet énoncé résultera aisément du suivant.

PROPOSITION V. 5.2. — Soit G un domaine dont l'intérieur contient un domaine
associé à A. Alors A^G) admet {e1^}^^ pour base, tout élément çeA^G)

admet un développement suivant cette base ^ ̂ (X)^ tel que {^(A)}eÇ^ et
A € A

l'application A^ '(G) -^ iy ainsi définie est un isomorphisme.

Démonstration de V.5.2. — II suffit de montrer que pour les polynômes
trigonométriques s = ̂  a(\) e1^ les normes \\s\\^..^ et [|^(X)}|[^, sont

A € = A

équivalentes. Soit p = -^—^ Pour toute FeL01 "(R^) on a

[ |F[ ]a , , .==sup j F ( ^ ) G ( — x ) d x quand GçU'-^R^) et j | G- [k _/.^i,
^R/^ i '

donc, d'après Parseval, pour toute / indéfiniment dérivable à support compact
on a

!]/[]A^=:(27:)^sup ^ j\x}g{x}dx quand ^çA^-7- et ||^lk-^i,
^R^ i 5 -
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la dernière intégrale étant prise au sens des distributions. Par conséquent,

I I 5 ll^a,.((,)== ( 2 7 r ) ^ s u p f s ( ^ ) çp( .r) dx quand cp eA.P'-^G) et |[c?||^,-^i,

soit
||5||^,r((^= ( 2 7 r ) ^ s u p V a ( ^ ) ^ D ( À ) quand ^eexp^'-'G et ||^||^-r^i.

/-eA
D'autre part,

| | {a(7) i i |a , / .==sup ̂  a ( À ) & 0 ) quand || \b (1) } ||?,-/-^i.
À(EA

Or d'après IV. 4,1 il existe une constante Xi telle que

^çexp^-G et [|<I>||.3,-^i=> | . i<Ï>a)t | l3,-/-^i ,
donc

[]Sa(}Q;i|^/^(27:)-^,||^|^.,.,G).

Et d'après IV. 5.2, il existe une constante x.j telle que, à toute suite [bQ^)} €^\
de norme ̂ i, on puisse faire correspondre une ^Eexp^ '^G, de norme ^lx,,,
telle que $ (X)=6(X)(Xe A); donc

| |^ ILv^(G)^(27T)^, [ | {a(À) i [ |a, / . ,

ce qui achève la démonstration de V.5.9.

Démonstration de V .F) . 1. — D'après V. 5.2, appliquée à une suite croissante
de domaines G recouvrant R7', on fait correspondre à toute /çEY un dévelop-
pement ̂  aj-Çk^e1^, de telle sorte que : i° à tout polynôme trigonométrique

A G A
de spectre ÇA corresponde son développement ordinaire; 2° l'applica-
tion f->^a^\Y} soit biunivoque et bicontinue de E^7 sur /a r. Ainsi, pour
toute fonction £ indéfiniment dérivable à support compact, /*£ admet le
développement absolument convergent V ^•(^E^^^^E:^ ^e); cela

A € A
montre ([il]ii) que / est p.-p. au sens de Schwartz et admet pour série de
P'ourier "Y ^(À)^^, e t V . 5 . 1 est démontré.

A € = A

6. D'après V. 5.1 et V. 5.2, l'application canonique de E^' dans AY(G) est
un isomorphisme dès que l'intérieur de G contient un domaine associé à A.
Inversement, si E^' et A^'^G) sont isomorphes dans l'application canonique,
il en est de même pour les espaces duals. Or, les formes linéaires sur E^7

peuvent être définies par

/^2 ^'0)^0) avec b^ç^
A ç A
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et les formes linéaires sur A^G) par

f-> ff(^) ̂ {x}dx avec cpe À^-^Gj.

L'isomorphisme de E^7 et A^G) entraîne qu'à toute [bÇk^çl^ on puisse
faire correspondre une opeA^'^G] telle que f e^x^Çx)dx=b(\') pour
toute XçA. D'après IV. 6.1 (deuxième partie) cela implique que tout domaine
dont l'intérieur contient G est associé à A. Remarquons que Fisomorphisme
de E^7 et A^7 (G) dans l'application canonique équivaut, diaprés le théorème
de Banach utilisé en 11.3, au fait que cette application est biunivoque et surjec-
tive. Résumons :

THÉORÈME V.6.1. — Pour que l'application canonique de E^' dans A^^G)
définisse un isomorphisme ou, ce qui revient au même, pour que tout élément
de A^^G) admette un représentant et un seul dans W^, il suffit que l'intérieur
de G contienne un domaine associé à A, et il faut que tout domaine dont l'intérieur
contient G soit associé à A.

7. Nous allons maintenant revenir au problème de Mandelbrojt. Au lieu de
fonctions ps.-p. de spectre contenu dans A, nous allons considérer, plus généra-
lement, des distributions appartenant à un E0^ (rappelons que FA=E\=E2\'0).
Comme propriété (P), nous prendrons l'appartenance locale à un A^'7 ' . Dans
ces conditions, les théorèmes suivants éclairent le rôle joué par les domaines
associés à A dans le problème de Mandelbrojt.

THÉORÈME V.7.1. — Soit i2 un voisinage dhm domaine associé à A, et soit
/eE^i^a^oc, —oo<^r<^oo) . Si f appartient localement à P ^ ' ' 1 ' ' sur
^(i^a'^oo, —oo<^<^oo), il en est de même partout, et f^W\7 ".

THÉORÈME V.7.2. — Considérons deux espaces différents E0''7' et E ^ ' 7 ^ tels
que E^'^CE0 '5 7 , et un ouvert il. Si, pour les /^E^ l'appartenance locale à A0'''7'
sur il entraîne V appartenance à E0' ' ' 7 ' ' , fî contient un domaine associé à A.

Démonstration de V.7.1. — II existe un domaine G, contenu dans û, dont
l'intérieur contient un domaine associé à A. Les hypothèses sur / entraînent,
d'après V.4.1, que /eA^'^G). On peut, d'après V.6.1, associer à /
une /içE^'7 ', telle que f et f\ représentent le même élément de A^'^ (G). La
différence y—f^ est (V.5.1) une distribution p.-p., de spectre ÇA, nulle à
l'intérieur de G; donc, si £ est une fonction indéfiniment dérivable à support
compact assez petit, ( /—/i)*£€FA et s'annule sur un domaine associé à A,
donc (/—/i)*£ = o, et /==/i, ce qui démontre V.7.1.

Démonstration de V.7.2. — Supposons, contrairement à renoncé, que û ne
contienne aucun domaine associé à A. Soit G, ( î=i , 2, . . . ) une suite de
domaines emboités croissants dont la réunion est û. D'après V.6.1, l'appli-
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cation canonique de E^' dans A^G/) n'est un isomorphisme pour aucun /.
Choisissons une suite de polynômes trigonométriques ^( /==i , 2, . . .), dont

les spectres A/ sont disjoints et contenus dans A, tels que V \\s, [|w,^,)<ac et
;=i

que |[{^.(X)}| |^,,=i quel que soit /. L'inclusion stricte de E^'7 ' dans E^7-
s'exprime (V.3.3) par la condition r^r, r ' — r ^ p ( ^ — ̂ \ Les calculs qui
suivent V.3.3 (où l'on remplace Z^ par A,) donnent alors :

— si y/^> a,
1 i

| | î ^ , (À) i [ | a , /^ /^ ( i + | À [ ) ï Y a/ avec y<-^;
VA(EA; 7

— si a^a',

i i ï ^ - a ) ) i k , . < sup ( i + i ^ i ) 7 - 7 ^A € A ,
de sorte qu'en tout cas p/= [[ { ^ ( X ) } |[^, tend vers zéro. Quitte à restreindre la

suite si, on peut supposer ̂  p, < oo. Alors la série ̂  est convergente à la fois
i i

dans chaque A^^G,) et dans E^; il existe donc une/€E^, appartenant
localement à A0 ' ' '7 ' sur û, et dont le développement de Fourier estV V ̂  .(XY7 '•y.

Comme || { ^ ( À ) } ||^=i quel que soit ;, /^E^7. Cela montre q^/^E^'7',
puisque, d'après V.7.1 , Ey^ ï cE^. La contradiction avec l'hypothèse
établit V. 7.2.

On peut transcrire les résultats du chapitre III à l'aide de V.7 .1 e tV.7 .2 .
Nous nous bornons à le faire pour III. 6.1 et III. 7. 1.

THÉORÈME V.7.3. — Soient A une suite régulière, D une direction de droite,
Q une tranche ouverte d'épaisseur T perpendiculaire à D, A^(A) la densité supé-
rieure de répartition de A dans la direction D. Si T > An(A), quels que soient a,
a', r, r'(i^a, a^oc, —oo<r, ^<oo), les /eE^ qui appartiennent locale-
ment à A^'7 ' ^//- û appartiennent à E?v< &'T^A,,(A) ^ si E^'7 ' ̂  strictement
inclus dans E^7 , z7 ̂ ^^ ^^ /eE0' 7 ̂  appartient localement à A^ ' 7 ' wr Î2,
^•û/zj appartenir ù E0' ' 7 .

CHAPITRE VI.

SÉRIES DE FOURIER LACUNAIRES SUR DES COMPACTS SANS POINTS INTÉRIEURS.

1. Nous avons vu au cours des précédents chapitres que le comportement
d'une fonction €FA, à divers égards, est déterminé par son comportement sur
un domaine associé à A, ou au voisinage d'un tel domaine. Nous allons
montrer maintenant que, si A est assez lacunaire, certaines propriétés des
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fonctions continues resp. indéfiniment dérivables appartenant à FA appa-
raissent dès qu'on connaît ces fonctions sur des compacts sans points
intérieurs, convenablement attachés à A.

Pour cela, nous commencerons par introduire les « mesures associées à A »,
pour lesquelles nous transcrirons une partie des résultats des chapitres II
et III. Les compacts supports de ces mesures généraliseront les domaines
associés à A. Nous donnerons des critères pour déterminer des compacts ainsi
associés à A (« associés au sens large ») quaud A est une suite assez lacunaire,
ou, inversement, pour déterminer des suites A admettant un compact donné
pour compact associé au sens large.

Sur la droite (p = i) nous ferons une étude un peu plus poussée inspirée de
la démonstration élémentaire du théorème de Sidon sur les séries de Fourier
lacunaires. Nous terminerons en montrant l'existence de fonctions continues
à séries de Fourier lacunaires, s'annulant sur certains emsembles parfaits (par
exemple l'ensemble triadique de Cantor).

2. La suite A est toujours supposée régulière dans R/\ Une mesure positive
d[L à support compact dans R7' sera dite associée à A si et seulement si, pour
tous les polynômes trigonométriques s== V aÇk)e1^, les normes

A<SA

1

( C s^-d^Y et (V ^0)1''
\J / \-^— /

sont équivalentes. Ainsi, un domaine G est associé à A lorsque sa fonction
caractéristique définit une mesure associée à A.

Nous emploierons les notations suivantes :

M = .^(rfa) <=> M(u) = Çe11'^ d^{x) ;

yeL^rf^^ly^l^^^Xoo;

^eexp'rfa <=><&(;/)= ^^/trç(.r)^(^) avec çeL2^);

LÀ(^) ^ sous-espace fermé de l'espace de Hilbert L^rf^.) engendré par
( o i\x \[ e heA-

Une partie de la théorie des domaines associés s'adapte immédiatement aux
mesures associées.

PROPOSITION VI. 2.1. — Soit d\L une mesure positive à support compacta et
M = ^(rf^a). Pour que du. soit associée à A, il suffit que

sup V M ( ^ - À ) | < 2 M ( o ) .
AGA. '—A'eA

Démonstration. — Voir 1.8.
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PROPOSITION VI .2 .'2. — Dire que d[j. est associée à A, c^est dire que V application
$ -> [ 3>(X)} est un homomorphisme de exp2^ sur /^.

Démonstration. — Voir 1 1 . 2 . 4 .

PROPOSITION VI. 2.3. — Si dy. est associée à A, il existe un a = a (A, rf[j.)^> o
tel que d^ soit encore associée à toute suite ^-voisine de A.

Démonstration. — Voir III. 2.1 (on observera que l'inégalité ( i ) entraîne la
continuité de l'application $ -> {^(V)} de exp2^ dans Z\,, quand on suppose
continue l'application $ - > { < Î > ( X ) J de exp^/a dans /\).

Comme conséquence immédiate de VI. 2.2, on a le résultat suivant (partiel-
lement annoncé à la fin du chapitre II).

PROPOSITION VI. 2.4. — Si d[j. est associée à A et si { e1^ }\ç\ n'est pas complet
dans L2^^), on peut ajouter à A au moins un élément tel que rfm soit encore
associée à la nouvelle suite.

Démonstration. Par hypothèse, il existe <Ï>o€ exp-^j., 7^ o, s'annulant sur A;
soit À' un point tel que ^(Y/)^ o, et soit A ^ A U - J A ' } . Visiblement, l'appli-
cation <ï) -> {<!)(/.) }^A' est continue de exp2^ dans /\,. D'autre part, si
{^ (^ )KeA 'e^ , on interpole d'abord { & ( À ) } ) ^ A par une ^eexp2^ de
norme convenable (hypothèse), puis la suite | 6 ( À ) — - ( Ï ) ( À ) { ^ A ' par un
multiple de $o, soit À$o; alors $+À^>o interpole {h(^\)}^ç^ et possède une
norme convenable (c'est-à-dire majorée par C(A/, rf;j-)|| { ^ ( Î Q ^ e A ' i l s ) -

Remarquons que, dans les hypothèses de VI. 2.4, il est faux que d[j. reste
associée à toute suite ne différant de A que par un élément. Par exemple, si dy.
est portée par l'hyperplan x^=o, elle ne peut être associée à A' que si tous
les points de A/ ont des projections différentes sur l'hyperplan u^=o.

3. Nous dirons qu'un compact K est associé à A au sens large s'il porte une
mesure associée à A. Ainsi un domaine associé à A est associé au sens large.
Nous nous intéresserons désormais à des compacts sans points intérieurs.

Suivant une terminologie classique dans le casjo=i nous dirons que K est
un ensemble de multiplicité au sens strict, ou du type Mo, si et seulement si K
porte une mesure positive dy. telle que ^(rfa) s'annule à l'infini (on établit
qu'il suffît pour cela que K porte une mesure réelle rfv telle que ^ ( d v )
s'annule à l ' infini; voir p. ex. [12]n p. i45).

Désignons par N,\(^) le nombre maximum de points de A dans une boule
ouverte de rayon r [on posera NA(O)=O]. Une condition sur A du type
NA(^)<^CT(r), CT(r) étant une fonction donnée telle que CT(/')==o(r^)(r-^oo ),
sera appelée condition de rareté uniforme. Il est évident que toute suite
régulière infinie contient des sous-suites infinies qui satisfont une condition
de rareté uniforme donnée.
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PROPOSITION VI. 3 . 1 . — Si le compact K est du type Mo, K est associé au sens
large à toute suite qui satisfait une condition de rareté uniforme convenable
(^dépendant de K).

La démonstration de VI. 3.1 résulte immédiatement de la proposition
suivante :

PROPOSITION VI. 3.2. — Supposons M==9r(rf[J.) nulle à Vinfmi, M(o)=i, et
soit P(r) une fonction décroissante (o^r<^oo), nulle à Vinfinie telle que
|M(^)|^P(^) quand \u = r. Pour que du, soit une mesure associée à A, il
suffit que

- I P ' ( r ) ^ ^ ( r ) d r < 9 .
e/o

[/^ condition n^ étant réalisable que si' P(o) <^ 2].

Démonstration de VI. 3.2. — Soit !NA,).(/') le nombre de points de A contenus
dans la boule ouverte de centre À et de rayon r, avec N A , A ( O ) = = O , Une
condition suffisante pour que du, soit associée à A est, d'après VI. 2.1,

sup f P( / - )^NA, ) . ( r )<2 .
AÇÂJo

Or, une intégration par parties donne

f P (^NAA(^)+f P^^NA^/^^NA^^P^^O
^0 ^ O

avec

NA,/^)P(^f -P^^NA,)^)^,
t y /

d'où

f P(r)^NA^(r)== f -P^/^NA,^/-)^^^ -P /(r)NA(r)^^
»-/() • tY o t/()

et la condition de renoncé entraîne donc bien que rfp. est associée à A.

VI. 3.2 suggère une classification des compacts K du type Mo d'après la
vitesse de décroissance à Finfîni permise pour les fonctions M.

Définition. — Nous dirons que K est du type M^(a ^> o) lorsque K porte une
( -^mesure positive du. dont la transformée de Fourier satisfait M(u)=0\\u\ '/

(^/-^oo). La borne supérieure des a tels que K soit du type M^ peut être
interprétée comme une espèce de dimension de K, souvent supérieure à la
dimension ordinaire, que nous appellerons la 57-dimension.

Ânn. Éc. Norm., (3), LXXIX. — FASC. 2. 17
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Exemples.
1. Prenons pour K la sphère x\-^rx\-\-. . .4-^= i ; en prenant pour rf;j. la

mesure équirépartie sur la sphère, on voit que K est de type M ^ _ ^ . Il en est de
même si K est une surface convexe assez régulière (communication orale de
C. S. Herz).

2. Prenons par contre K dans un hyperplan; il est immédiat que K n'est
même pas de type Mo.

3. Sur la droite (jo=i), la ^-dimension ne dépasse jamais la dimension de
Hausdorff; mais il existe, pour chaque a ( o < ^ a < ^ i ) des compacts K dont la
dimension de Hausdorff et la ^-dimension sont toutes deux égales à a [10].

4. Sur la droite encore, l'ensemble de Cantor admet une dimension de
Hausdorff positive mais n'est pas de type Mo([12], p. i52).

5. Si la ^-dimension de K est supérieure à/), K est de mesure positive [car
MeL^R^)].

6. Si la ^-dimension de K est supérieure à 2jo, K admet des points
intérieurs [car M^L^R7')], donc K est de type M^ pour tout p^>o.

7. La ^-dimension d'une somme directe de compacts est supérieure ou
égale à la somme des ^-dimensions (car rfp^ûf^a a son support dans la
somme des supports de 6/p.i et rf[j^).

Il est naturel aussi de classer les suites A d'après la vitesse de croissance
de NA(^).

Définition. — Nous appellerons dimension de A la borne inférieure des p ^> o
tels que NA(^) == 0(^)(r -> oo).

Exemples.

1. La suite réelle { l'S ï\ 3'S . . . } ( v ^> i ) est de dimension I •

2. La dimension d'un produit direct de suites est la somme des dimensions
des suites facteurs.

3. Si A est contenue dans une variété linéaire de dimension q, sa dimension
ne dépasse pas q.

Rappelons que le pas d'une suite est la borne inférieure des distances de
deux de ses points.

Avec ces définitions, un énoncé affaibli de VI. 3.2 est le suivant :

THÉORÈME VI. 3.3. — Soit o^p <^ a ? K un compact de S1-dimension a, A une
suite de dimension ?. Alors K est associé à toute sous-suite de A dont le pas est
assez grand, et tout homothétique de K dans un rapport assez grand est associé
à A.
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La démonstration, à partir de VI. 3.2 est un simple exercice de calcul que
nous laissons au lecteur; on remarquera qu'un compact homothétique du
support de d^x) porte une mesure d^ ( x œ{' ) ? dont le module de la
transformée de Fourier est |M(/^/)|.

4. Dans quelle mesure la connaissance d'une /*€ FA» ou de certaines pro-
priétés de f, sur un compact K associé (au sens large) à A détermine-t-elle f,
ou des propriétés de f, sur tout l'espace?

Nous nous bornerons à des /€FA continues, soit fr>u V a^X)^. Elles
A € A

sont uniformément approchables sur tout domaine par des fonctions €E\ (par
exemple de la forme /*£, £ indéfiniment dérivable à support compact), donc,
d'après V.4.1, par des polynômes trigonométriques Sj== ̂  ̂ -(À)^^; pour

A € A

chaque X, Û / (A) tend vers â^(X). Si K est associé (au sens large) à A, il existe
par conséquent une constante C=C(A, K) telle que

' Yl^O^V^^pl/^)!-
^±< ' / -

r€K\ A ç A /

En particulier, si /(.r)===o sur K, /(.r)==o partout.

Étant donné une suite positive {Un} (/i==o, i, . .. ) et une partie P de R7',
désignons par C p { M , , } la classe des fonctions indéfiniment dérivables dans un
voisinage de P, et satisfaisant

\^nf(.v) 1
sup -'——--——-i < oo ,

7^0, ÏGP M2/^

où A" désigne le laplacien n fois itéré. Si K est un compact associé (au sens
large) à A et si /çF\ est indéfiniment dérivable et appartient à C ^ { M , , } , on
a, pour tout n,

i_
/ V I A |4" | ̂ .0) I-Y^ C sup | A"/(.T) | < C'M,,,
\ ,— / ^eK\ A e A /

Comme, pour tout x,
J- -L\^fw\^^^2ïi\^•^) ^(^ ^i-^Ys ^^^^•(^'y.

/.eA \).eA / \ A e A /

l'appartenance d e / à C^M,,} entraîne son appartenance à C^p{Mn+q} dès que

2 A|-^0.
À Ç A
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Résumons les résultats obtenus.

THÉORÈME VI. 4 . 1 . — Soit K un compact associé (au sens large) à A. Si fç FA
est continue et si f(x) = o sur K, f(^) = o partout. Si fç. FA ^st indéfiniment
dérivable et appartient (sur K) à C^M,,}, /appartient à C^{M,,+/,}.

En particulier, si Mn=hnn\, f est analytique. Donc, si /€=FA est indéfi-
niment dérivable et si ses dérivées successives sont égales sur K aux dérivées
successives homologues d'une fonction analytique sur K, / est analytique. Ce
résultat demeure si l'on ajoute à A un nombre fini de points. On a donc
l'énoncé suivant.

THÉORÈME VI. 4.2. — Soit K un compact satisfaisant la condition suivante :
toute fonction différentiable nulle sur K a sa différentielle nulle sur K (par
exemple, sur la droite, un ensemble parfait). Supposons que K est associé (au sens
large) à une sous-suite de A ne différant de A que par un nombre fini de points.
Supposons enfin fç.V\ indéfiniment dérivable, et égale sur K à une fonction
analytique. Alors f est analytique.

5. Dans la suite, nous nous restreignons au cas p=i. Nous supposerons
pour simplifier que K n'admet pas de point isolé, et que A est illimitée à
droite ; nous noterons A = [ X,J (n =. . . — i, o, i, . . . ou n == i, 2, . . . ) avec
^n+i ^> ̂ n'

Par une méthode élémentaire, nous allons mettre en évidence une relation
intéressante entre certains compacts parfaits K et certaines suites A (entraînant
en particulier la validité de VI. 4.1 et VI. 4.2) qui n'est pas du type étudié
jusqu'ici.

Rappelons qu'un compact parfait K peut toujours être construit de
la manière suivante : on considère une suite de fermés décroissants
F/;(Z:=i,2, . . . ) tels que F/, est la réunion de 271 segments à intérieurs
disjoints B21 '22""5^'(£y== o ou i), et que

3£i,£2,...,3A-,^.+içI3£,,£2,...,£^

ces deux segments ayant en commun l'extrémité gauche ou l'extrémité droite

suivant que £/^i=o ou i ; on pose alors K= f^\ F/,. Naturellement, la suite
/- = 1 , 2, ...

{ F / , } n'est pas déterminée par K.

Définition. — Nous dirons que K est surtriadique s'il existe un £ ^> o et
une suite { F / , } comme ci-dessus, tels que pour tout choix des £y on ait

/ | B£^,...,3^.+i|^£ B^'---'^

- I ) j |B^s——£A.,o j_^[B^^. .^ , , i [^ / '2 _^^\ B .̂..̂
\ \ ° /

( |B| désignant la longueur du segment B).
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Exemples.

1. Un segment est un parfait surtriadique.

2. Les ensembles parfaits symétriques à rapport de dissection constant E

(|B^^•••'^£^[=:Ç|B^^•••,^•|)

sont surtriadiques si ^>^ et ne le sont pas si ?^|; l'ensemble triadique de

Cantor correspond à ^ = = 7 . -
0

3. Étant donné un intervalle 1 ouvert de longueur <^2T., et une suite
d'entiers positifs { n / , } , désignons par H^ l'ensemble des x (restreints à un
intervalle de longueur 271) tels que, pour tout k

Hkœ^\ (mod. 27:).

De tels ensembles furent introduits par Rajchman Çvoir [i2]i, p. 317). Si
1 <^ ri, il existe des suites { n / , } assez vite croissantes pour que H^ contienne

un parfait surtriadique (voir VI. 7.2).
On sait ([i2])n, p, 162) que les ensembles H^, de même que les ensem-

bles H?^ introduits plus loin sont des « ensembles d'unicité »; en particulier,
ils ne sont pas du type Mo, donc la proposition VI. 3. i ne leur est pas appli-
cable; en fait, nous verrons (VI. 9. i ^ VI.10.i) que la conclusion de VI. 3. i est
fausse pour de tels ensembles. Cependant les ensembles surtriadiques peuvent
être attachés à une suite assez lacunaire, dans le sens suivant.

THÉORÈME VI. 5 . 1 . — Soit K un compact parfait surtriadique. Il existe des
constantes C, (7, C' telles que, dès que la suite A=;X,,} satisfait Xi^C,
^M-iA^C/(^==i, 2, . . .), et A^=—}^(^=o, i, . . .) :

a. pour tout polynôme trig-onométrique réel sÇx)=^>^ajei^ix on a

V a,\ < C7 sup s(œ);
-—— x^R

6. /eE'A-<o} ^/(^)^o sur E==>/=o;

c. pour les /€EJv, soit f^^a^je^^', les normes

V|a/ ' j | et sup \f(œ) \
^—— ^ C- kXÇK

sont équivalentes;
d. toute suite bornée donnée sur A est la restriction à A de la transformée de

Fourier-Stieltjes d^une mesure portée par K.
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De ce théorème on tire immédiatement des conclusions analogues à VI. 4.1
et VI. 4.2, que nous nous contentons d'énoncer :

Dans les hypothèses de VI. 5 . 1 , toute /€EA (ou FA) indéfiniment dérivable,
appartenant à CK<M^), appartient à CK(M^). En particulier, si /çE^est indéfi-
niment dérivable^ et est égale sur K à une fonction analytique^ f est analytique.

Cette dernière conclusion ne nécessite évidemment aucune hypothèse sur Ai .

6. Démonstration de V.5.1. — Évidemment a-=^b. Par dualité, c==>d.
Désignons par CA(K) le sous-espace fermé, engendré par {e1^^,^ dans
l'espace de Banach C(K) des fonctions continues sur K; l'application
canonique EA-> CA(K) est évidemment continue; elle estbiunivoque d'après 6,
et elle est surjective d'après a; elle est donc bicontinue (Banach), ce
qu'exprime c. Reste à démontrer a.

Démonstration de a. — Écrivons

N

s( l i ' ) =^//•œs(^•J?-4-î?/) (r/^o).
i

Fixons a entre o et ^ et désignons par Gj l'ensemble des x tel que

cos(X^4-yy)^cos— l ^ a ' Nous allons montrer que, si a est assez petit,
C et (7 assez grands, nGy et K ont un point commun; en ce point on aura

N
7 T ( i — a) ^i/ „ TH i — y. ^

s(^)^cos——^——-^r^

donc a sera démontré.

Gj est réunion de segments disjoints ly, de longueur IJ^7^-^-^.
/'

Désignons par Jy les intervalles de mêmes milieux que les ly et de longueur
7r \.2 a ^ et par J^. les intervalles, de longueur 7^ I4"2a\ contigus aux Jy.
Nous allons représenter par B/, l'un quelconque des B21'22" • > ) £ Â - , et par Bo le plus
petit segment contenant K. Lorsque nous fixerons un Jy ou un B/,, nous
écrirons Ïj resp. B/;. Supposons

7T( l + 2 a )
(2 ) C>

BO

et soit B^ un intervalle, le plus petit possible, satisfaisant

|B,|>^-L^=|J-,[
/.l
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[(2) entraîne l'existence de B^.J. L'un au moins des deux intervalles B^+i

contenus dans B\ ayant une longueur au moins égale à (- + £ ) B^ [voir (i) :
définition des parfaits surtriadiques], on a

(3) (^.)||,,|^___^.

Comme les extrémités de B^ ne peuvent appartenir à un même J^, nous
avons les deux possibilités suivantes : a, une extrémité de B^ appartient à
un Ji, que nous désignerons par Ji ; ^ sinon un Ji, soit encore Ji, est contenu
dans B^. Dans le cas [3, considérons les 91 segments B/,^ contenus dans P^;
d'après (i), leurs longueurs ne dépassent pas ( i — £ y B/^ , et les longueurs
des intervalles contigus ne dépassent pas ( ^ — 2 £ ) B ^ . Remarquons que,

\° / '
d'après (3),

7 1 ( 1 - 2 0 )
J j l — ————..————— > • " - + - 1 5 .i 4- 2 a \ û

Si donc nous supposons

(4)

i. — 2 a / i
i 4- 2a \, 3 +£ Xl-Z/,

^ ^ f 1 . ̂  I ^
TT^aVS"^ 3 - '

Ji contient au moins une extrémité d'un B^^ contenu dans B^. Cela vaut aussi
dans le cas a. Si, de plus,

!.-.)'< î^.

de sorte que [d'après (3)],

!.--•)'B.,|<^,

l'intervalle Ii contenant Ji, soit Ii, contient au moins un des B^.^ contenus
dans B^. Chacun de ces B/,^^ satisfait, d'après (i) ,

B^|>^B,, >^7:^+2a)

Supposons enfin

W C^s-^

On peut alors définir B^ comme un intervalle B/, contenu dans B^Oli , le
plus petit possible, satisfaisant

,. , . ^(i -4-^) , T, 1

^k > ————-————- '===- \ J 2 •
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Par récurrence (il suffit ci-dessus de remplacer B^ par B^..), après avoir fixé
une fois pour toutes G, a, / et (7 satisfaisant (2), (4), (5), (6), on construit
une suite de segments emboîtés B ^ , et une suite de segments Ïy, tels que
B / ^ C Î / . L'intersection des B/, est bien un point commun à tous les G, et à K.

7. Nous allons maintenant examiner dans quelle mesure les hypothèses
de V.5.1 sont nécessaires, pour les différents types de conclusions envisagées.

L'hypothèse que K est surtriadique ne peut pas être beaucoup affaiblie
(sinon par l'hypothèse que K contient un parfait surtriadique). En effet, b est
en défaut pour l'ensemble triadique de Cantor : sur l'ensemble de Cantor porté

par Bo= — — ? — ? chacune des fonctions cos ï'^x garde un signe constant,
sans être identiquement nulle.

L'hypothèse Ai^C est, elle aussi, indispensable pour avoir 6. En effet, si

ÀI^——F on a cos (Ài.r+ Çi)^o sur Bo. Compte tenu de (2) on voit que la-^—-1 Ull d L/UO M^y^U —f- yi ; ^ U OUI -UQ* ^
l^O

borne inférieure des valeurs de C convenable est—, B o
L'hypothèse de lacunarité —±1 ^> C7 est évidemment essentielle, même pour

^n

avoir la conclusion la plus faible, à savoir d. Mais on peut se demander s'il est
permis de prendre (7 aussi voisin de i quon veut (C7^ i). Autrement dit,
la simple lacunarité à la Hadamard ( in f— 1 1 ^! ) , jointe à une minoration

\/^1 ^n / '

de Xi, entraîne-t-elle rf? Nous allons montrer qu'il n'en est rien.

THÉORÈME VI. 7.1. — // existe des compacts parfaits surtriadiques K et des
suites positives Ao = {X,^ {Çn = i, 2, . . . ) lacunaires à la Hadamard ( inf —±1 ^> i )

\ //- " ' t 1
tels que, pour chaque suite AcAo ne différant de Ao que par un nombre fini de
points^ chacune des conclusions a, b, c, d de VI. 5.1 se trouve en défaut.

La démonstration se fonde sur un certain nombre de lemmes. Nous
désignerons (comme dans le paragraphe 5, exemple 3) par 1 un intervalle
ouvert contenu dans [— T., 71], par {n,, \ une suite d'entiers positifs, et par H^"^
l'ensemble des xç\_—T., T.] tels que, pour tout k, n,,x^\ (mod. 27:).

LEMME V I . 7 . 2 . — Si | I | < T I et si ̂  > C = i + 24 1 1 ( k = ï , 2, . . . ),1 1 fi/c TT — 1 |

H^"^ contient un compact parfait surtriadique.

Démonstration. — Soit (H/,) l'ensemble des x tels que n/,x^î (mod. 2T.);

H^^ est la restriction à [—T., T.] de H=/^\(H/,). L'ensemble (H/,) est une
k

réunion d'intervalles fermés « blancs » de longueur —-——i séparés par des
^
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intervalles ouverts « noirs » de longueur -!—'-; chaque intervalle blanc sera
appelé un H/(, chaque noir un N/(. Pour chaque N/,, soit N^. le plus petit
intervalle ouvert contenant N/( et contigu à deux H^+i. Remarquons que les
extrémités de N^ sont à une distance de N/, inférieure à ——• Désignons par H^.
les intervalles fermés contigus aux N^(H^cH/,), et par (H^) leur réunion. Soit
enfin K== /^\(H^). Comme KcH, il nous suffit de montrer que Kn[—Ti, 71]

k

est surtriadique.
Pour chaque H^, soit H^ le plus petit segment contenant K n H ^ ; désignons

par N'^. les intervalles contigus aux H^(N^DN^) . Pour passer d'un N^ à un N'^.,
on ajoute, à droite et à gauche, des intervalles N^i, N^.,, etc., et comme

1 T.T/ 1 1 1 4 ̂  5 7T

\^k\<——1-4- —— < ~?' fi ' yi » 1 1 , . n »nk ïïk+ï nk

les extrémités de N^ sont à une distance de N^ inférieure à

\ ( i ï \ ^7r
57T ——— +———-+- . . . < -——..———r-

\nk+ï nk+î ) nk(C-ï)

Elles sont donc à une distance de N/, inférieure à

I / 3 7 T 5 7 T \ 77T
n,\~C + C^T^ ^(C-i)5

d'où, en particulier,

^ f | l | _ ^ L ^ < | ^ | < - I - f | I | 4 - - 4 7 r - ) ,^ \ 1 C — ï / ' ' ' nk\' 1 G — ï /

'^("-III-C•4Î;)<IH••1•^ \ L< — I /

Pour passer de (H^) à (H^), nous opérerons de la manière suivante : de
chaque H'^ (intervalle « blanc ») nous ôtons un intervalle « noir »N^ intérieur
à H^ et le plus éloigné possible de ses extrémités, puis de nouveau, si c'est
possible, de chacun des intervalles (blancs) restants, un N^ intérieur aussi
éloigné que possible des extrémités, et ainsi de suite jusqu'à ce que les inter-
valles blancs restants ne contiennent plus de N^. A chaque étape de ce processus,
un intervalle blanc se trouve amputé d'un intervalle noir intérieur; nous allons
vérifier que, par rapport à la longueur de cet intervalle blanc prise pour unité,
la longueur de l'intervalle noir est inférieure à ( ^ — 2 £ ] , et les longueurs des
intervalles blancs restants après l'amputation supérieures à & (£^>o sera fixé
plus loin); cela montrera bien que Kn[— -n, n] est surtriadique. Chaque inter-

Ann. Éc. Norm., (3), LXXIX. — FASC. 2. l8
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valle blanc amputé contient au moins deux H^ et un N'^; d'après (7), sa longueur
dépasse donc ^*-"i-<^.)
et la condition prescrite est satisfaite dès (lue

(8)
I|+^<^--V4.- [|--^L

C-i .V3 '7V , ' ' G-i
, 14 T~- [ , 42 7r \

^-^ -c-T^f^- 'i-c^-T •

Si C est choisi comme dans l 'énoncé, on peut déterminer un s ^>o satis-
faisant (8). Cela achève la démonstration de VI. 7.2.

LEMME VI. 7.3. — Quel que soit I, // existe un entier positif v et une fonc-
yj —1 as

tion o(^)==Vy^.^ ^ support dans 1 (mod2îi), telle que Y+V, \^j <^ | T^'^.J 1 \ J \ \\ Io
— îc V + 1

Démonstration. — Soit J un segment coupant I, de longueur] J | <^ 271, et tel
que [ I 4- |J |^>2î: . Dans Fespace A^J) (défini en V.3), les {^'^i^,...,
forment un système total; en effet, si elles sont orthogonales à une 9eA°°[J],
le théorème de Carison (rappliqué/à^ (6) montre que 9 = o. Donc pour toute ^> o,

v

il existe un polynôme trigonométrique sÇx) r^Va,^ tel que \\s— i ||v(j)<^ £.
i

Posons sÇx)—i ===y ay^; la dernière inégalité entraîne l'existence d'une
—— 3C

OC ^ : ,

fonction ©(^)=^y^^ à support disjoint de J, telle que V \^j— ^j\ <^2£. Il

sufllt de choisir c <^ . ^ et v assez grand, pour avoir la conclusion désirée.

LEMME VI. 7.4. — Quels que soient la suite [ n^ \ et l'entier positif'v, il existe une
suite positive Ao lacunaire à la Hadamard et satisfaisant la condition suivante :

( So ) : quel que soit nÇn = = = . . . , — i, o, i, . . . ) il existe une infinité de valeurs
de k pour lesquelles n+jn/^çAo quand j== 1 ,2 , . . . .

En outre, on peut imposer à Ao de satisfaire une condition de rareté uniforme
arbitraire.

Démonstration. — Soit { m,• { (ï'= i, 2, . . . ; m/^> o) une suite d'entiers rela-
tifs contenant 'chaque entier n une infinité de fois. Pour chaque i, on
choisit nj,^> m, de façon que m<+ ̂ ^> 2(m<_i+ v/^_,), et l'on pose

A,={m,+y^j ( y = : i , 2 , . . . ^ ) ; Ao=\^J A,

(1) Foir p.e^ [2] p. i53.
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Ao satisfait (S); d'autre part, le rapport d'un terme au précédent dépasse

toujours ——? donc A est lacunaire à la Hadamard. Si Fon impose en outre la
condition de rareté uniforme N(r) <^ ^(^)[^(r) étant une fonction croissante
donnée] il suffira de choisir {n^} de telle façon que ̂ (n/, )^>jvpo\irj= i, 2, ..,.

8. Compte tenu des lemmes ci-dessus, le théorème VI. 7.1 sera une simple
conséquence de la proposition suivante, que je dois à un entretien avec
R. Salem.

PROPOSITION VI. 8 . 1 . — Considérons un H .̂ Soit IL un ensemble fini
rentiers ^> o ou <^ o (mais 7^ o) qui satisfait la condition

(Ri) : il existe une ç(^) =^Y./ ^7r à support dans 1 (mod2T.) telle que

2 !^' <\^\'
T^Ve^lL

Soit A une suite (Ventiers ^ o satisfaisant la condition

(Si) : quel que soit V entier n ̂  o, il existe au moins un k tel que

n -(- jnk ç. A quand j ç 'U.

Alors la seule mesure du. portée par H^nk} dont la transformée de Fourier M s^annule
sur A est la mesure nulle.

Démonstration. — Quels que soient k et n, on a, par définition de H^,

(9) j e^^Çn^) dy,(œ) = ̂  y y M ( / z 4-y^-) = o.

Soit B=sup|M(j) | , £ > o arbitraire, et n tel que |M(^) > B ( i — £ ) .

Choisissons k en fonction de n suivant (Si); alors (9) entraîne

Y o | . | M ( ^ ) | ^ B ^ |y,|,
y T^oJ COL

ce qui est incompatible avec (Ri) si B^ o et si £ est assez petit. Donc B = o,
à'oùd[L==o. c. Q. F. D.

Remarquons que la conclusion de VI. 8.1 revient à dire que {^ / u })^A est un
système total dans l'espace C^^) des fonctions continues sur H^.

Un corollaire immédiat de VI. 8.1 est le suivant :

PROPOSITION. — VI. 8.2. — Mêmes hypothèses qu'en VI. 8.1, (Si) étant rem-
placé par

(Sa) : quel que soit n, il existe une infinité de valeurs de k pour lesquelles
n +jnh € A quand j ç IL.
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Alors il n'existe aucune mesure ^o, portée par H^^, et dont la transformée
de Fourier s') annule sur A sauf en un nombre fini de points. En particulier^ la
conclusion d de VI. 5 . 1 se trouve en défaut si Von prend pour K une partie de H^nk}.

Le lemme VI. 7.2 montre cependant que dans ces conditions K peut être
surtriadique, et les lemmes VI. 7.3 et VI. 7.4 qu'on peut choisir pour A
n'importe quelle sous-suite de Ao [suite lacunaire à la Hadamard définie
par (So)] ne différant de Ao que par un nombre fini de points. Ainsi est achevée
la démonstration de VI. 7.1.

9. Nous allons maintenant démontrer un résultat plus frappant.

THÉORÈME VI. 9 . 1 . — Soit K un compact contenu dans un ensemble de
Bajchman H^"^, il existe une suite positive Ao lacunaire à la Hadamard^ satis-
faisant une condition de rareté uniforme arbitraire, telle que, pour toute suite A C Ao
ne différant de Ao que par un nombre fini de points^ il y ait des fonctions

f^A IfW =^0)^ avec ^\a(^)\<^\
\ A € ^ /

non identiquement nulles, qui s'annulent sur K.

Remarques. — i° L'énoncé vaut en particulier pour certains ensembles
deCantor, et aussi pour certains ensembles surtriadiques (VI. 7.2). Ainsi VI. 5.1
fournit-il une sorte de réciproque à VI. 9.1 : l^éoncéde VI. 9.1 serait incorrect
si l^ on remplaçait

« Ao lacunaire à la Hadamard », soit Au== } ̂  { avec lim —'— >> i
n-^x ^n

par
Au == { ^n} avec lim —t^ arbitrairement grand.

/z->ao i^n.

Cela veut dire qu'on ne peut pas beaucoup améliorer l'énoncé en ce qui
concerne la lacunarité de A.

2° D'après VI. 3.1 et VI. 4.1, la conclusion r f^VI .9 .1 est inexacte dès qu'on
prend pour K un ensemble de type Mo. Cela veut dire qu'on ne peut pas beaucoup
élargir les conditions données sur K. Cependant, nous allons voir (§ 10) qu'on
peut remplacer dans l'énoncé l'ensemble de Rajchman H^ par un
ensemble H^ d'un type introduit par Pyatetski-Shapiro.

La démonstration de VI. 9.1 se fait à simple lecture, à partir de V.7.3,
VI. 7.4 et de la proposition suivante :

PROPOSITION VI. 9.2. — Soit K un compact contenu dans unîî^"^. Soit IL un
ensemble dentiers 7^ o satisfaisant à la condition (Ri) de VI. 8.1 et A une suite
dentiers satisfaisant la condition (Sa) de VI. 8.2. Alors il existe une y6E\?
f^ o, s^ annulant sur K.
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Démonstration. — Appelons « pseudomesures » les distributions eE", c'est-
à-dire localement cotransfbrmées de Fourier de fonctions bornées. On vérifie
aisément que les énoncés VI. 8.1 et VI . 8.2 restent valables en remplaçant
« mesure » par « pseudomesure ». Si nous continuons à représenter par d\± une
pseudomesure à support dans H^, et par M sa transformée de Fourier,
(9) entraîne l'équivalence des normes sup [M(j)[ et s u p [ M ( A ) [ . Ainsi les

] entier A ç A

suites |M(À)})^V telles que Mçïexp^K constituent dans F\ un sous-espace
fermé, soit / A , R - D'après VI.8.2 (transcrit pour les pseudomesures), l^pT^ll'

Considérons maintenant l^ comme dual de /A- Si des {M,(À)^\
(M.eexp^K, ;==i , 2, . . .) tendent faiblement vers { ^ ( ^ ) ^ € A dans /^, elles
forment un ensemble borné dans F\, donc les M/ forment un ensemble borné
dans exp^K, qui est faiblement compact dans L". Quitte à restreindre la
suite M/, on peut donc la supposer faiblement convergente dans L".

Sa limite appartient à exp'K, et l'on a, pour tout A G A, c ( Â ) = M ( X ) .
Ainsi ÇV,K es^ faiblement fermé dans l^, donc régulièrement fermé au sens
de Banach ([O], chap. VIII). Il existe donc un élément non nul j ^Ç^)}\Ç\Ç.IA,
orthogonal à F\ ^ dans le sens que, pour tout Meexp^K, ^a (X)M(À) = o.

À(=A

Cela veut dire q\lefÇœ')=\(y^\')eu'x s'annule sur K, ce qui démontre VI. 9.2,
).eA

et, du même coup, VI. 9.1.
10. Explicitons le résultat annoncé dans la remarque 2° du dernier para-

graphe.
Les ensembles de Pyatetski-Shapiro sont définis en [12]n (p. i52). Nous

donnerons une définition plus restrictive, mais qui nous paraît suffisante en
pratique. Un vecteur a=(ai , . . ., a,,,) de R^' sera dit normal s'il n'est ortho-
gonal à aucun vecteur à composantes entières. A tout ouvert ûc^ associons
la réunion (û) de ses translatés par les translations dont les composantes sont
multiples de 2 ri. Étant donné un vecteur normal a dans R^, un ouvert ûcR^,
et une suite de nombres positifs p/, tendant vers l'infini, nous désignerons
par H^^ l'ensemble des ^e[—î^ ^] tels que, pour tout Z*, le point p/^oc
n'appartienne pas à û.

THÉORÈME VI. 10.1. — L'énoncé VI.9.1 est valable si Von remplace H^
par^.

Démonstration. — Nous nous bornons à indiquer les changements à apporter
à la démonstration de VI. 10.1.

Le premier pas consiste à obtenir l'analogue de VI. 7.3. Désignons par Pa
l'ensemble des j=(j\, ..../^^I^ à coordonnées entières, tels que
y a =jr'iai+. . . ,jm^m^> o, et par J un compact dans R"', de mesure inférieure
à (271)^, tel que (J)u(û)=Rm(J : intérieur de J). Soit J' un compact, de
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mesure inférieure à (aT;)^ dont l'intérieur contient J. Par un procédé de
Helson et Lowdenslager ([4], p. 170-171), compte tenu de la normalité de a, il
est aisé de voir que, dans L^F), les polynômes trigonométriques

s{x) = V a;^ [œ=(œ^ . . ., œ,n) ; j x ==.j\œ^.. . 4-./,« ̂ /« ]^]
7€Pa

approchent i d'aussi près qu'on le veut ; on en déduit (comme pour V. 3.4) que
des polynômes s-k^Çx) du même type approchent i d'aussi près qu'on veut
dans A1 (J). Delà découle (comme pour VI. 7.3), quel que soit ï i^>o. l'exis-
tence d'une fonction <p(^)= V vy^77 à support dans (J), et d'une partie finie

76Z"1

de Pa, soit IL, telles que
(10) ^ Y; < y î [ y o | .

77^0,7 ̂ ^U.

L'énoncé de VI. 7.4 vaut encore, ainsi qu'on le vérifie facilement, si l'on
remplace (So) par

(83) : quel que soit nÇn =. . . — i, o, i, . . . ) il existe une infinité de valeurs
de k pour lesquelles n + P/J^ € Ao quand j ç. ILQ'a ==yi a^ + • . • +7mam)•

C'est pour pouvoir prendre une suite Ao positive qu'on a imposé ? A ^ > O
e tya^>o.

Soit maintenant dy. une pseudomesure à support dans KcH^^* Pour tout u
réel, et pour tout k, on a l'analogue de (9), soit

^ <?^9(p^a) d^(t) ==:^y;M(^4-p/ ja)==o.
/ez^

Ainsi pour tout n,
(n) lyo . |M(/2) |^V|y, | sup |M(7.)|+ V [ Y; | sup M(u) \.

'~ }.eAo ^ € R/eoL /7^0,7'eai

Or, K étant strictement contenu dans [—TI, îi], on sait que sur exp'K les
normes sup [ M(/i) | et sup [ M(^) | sont équivalentes (1). Quitte à choisir Y] assez

petit, (10) et (i i) entraînent l'équivalence de ces normes avec sup [ M(X) [, et le
même résultat vaut lorsqu'on remplace Ao par une sous-suite A ne différant
de Ao que par un nombre fini de points.

On transcrit ensuite aisément la démonstration de VI. 9.2, et l'on conclut
comme au paragraphe 9. Ainsi s'achève la démonstration de VI. 10.1.

Des exemples intéressants d'ensembles H^7^ et H^^ sont fournis par les K^,
ensembles parfaits symétriques à rapport constant ^ (exemple 2 du para-
graphe 5). Si ^ est entier, K^ est un H^; si ^ est un nombre de Pisot non

^ ^
(ï) Voir p. ex. [2], p. 180.
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entier (c'est-dire un entier algébrique dont tous les conjugués sont en modale
inférieurs à i), K^ est un HQ^ (vérification immédiate à partir de [l2]n, p. i54);
dans tous les autres cas, K^ est du type Mo. D'après VI. 3.1, VI. 9.1 et VI. 10.1,
on a le résultat suivant :

THÉORÈME VI. 10.2. — Pour qu'il existe une fonction presque périodique f ̂ - o,
dont le spectre satisfasse à une condition de rareté uniforme arbitraire^ et qui

s} annule sur un ensemble par fait symétrique à rapport constant E, ( Ç <^ I- ) ? il faut

et il suffit que ^ soit un nombre de Pisot. Dans ce cas, on peut imposer au spectre
'-> ' . ^ •

de f d^ être contenu dans une suite positive A lacunaire à la liadamard.

Si. est entier, on peut imposer de plus à A d'être une suite d'entiers. Nous

ne savons pas si cela est possible en supposant seulement que . est un nombre
~>

de Pisot.
On verra au paragraphe suivant un résultat plus profond concernant le

cas : ^ entier ^> 6.
^

Rappelons que K^ est surtriadique, donc justiciable du théorème VI. 5.1,

dès que ^ <^ 3. Cela n'exclut pas que ^ puisse être un nombre de Pisot.

11. Le lemme VI. 7.3 indique que, quel que soit I, la condition (Ri) du
paragraphe 8 est satisfaite pour un ensemble IL d'entiers positifs. On peut
évidemment préciser la relation entre I et 'IL. En particulier, il sera intéres-
sant d'indiquer des conditions sur I garantissant qu'on peut prendre
< U = { + I } r e s p . ' l L = | — i , + i { . En effet, on se servira alors, au lieu du
lemme VI. 7. 4, du suivant, dont nous laissons la démonstratiom, immédiate,
au lecteur.

LEMME VI. 1 1 . 1 . — Soit p^(^==i,2, ...) une suite positive arbitrairement
croissante. Si€{-i=[-J^ï}, il existe une suite dentiers positif s ^=\\^\(n= i, 2, ...)

satisfaisant (S^), et telle que, pour tout n, —±1 ^> p,,. Si U= [ — i, + i }, il existe
•^n

une suite (ïentiers A == {\n} (^ ==..., — i, o, i, . . . ) telle que Ai ̂ > o, A_i <^ o,

—tl- ^> pn et -Y^—1' ^> ̂ npo^ ï0^ entier n ̂ > o.
^/t / l—n

LEMME VI. H .2. — Si 1 1 1 > ̂  OL = { + ï } satisfait (82).

Démonstration. — Nous commencerons par construire une fonction

^(^)=^p,^^ telle que ^1=1, ^ 2 = — ï ? ^ | P y | = i , et qui s'annule
-<o /^1,2
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[ —j . 3C , X

sur — ^5 ^ • Pour cela, considérons la fonction e 3 — e 3 sur [—TT, ii]; sa
ô 6 J

série de Fourier est Voy^ avec ay== -—————————5 ainsi
^-^-l)

Sla^a,^^-.2-^..

Pour construire ^, il suffit de poser ^3j=— a/, et [33^1= ̂ j^= o si j 7^0.
Supposons que 1 contient le segment \a — n — £, a + 7T + £ ; on pose

cp ( .r ) •=. e-1^-^) ̂  ( x — a — £ ) + e1^'^1^ ^ ( x + a + £ )

et l'on vérifie immédiatement que (Sa) est satisfaite avec "U = { + i { .

LEMME VI. 11.3. — Si 1 1 1 > TL, OL == { + i, — i1} satisfait (S2).

Démonstration. — Soit ^(^r) == cos^z* sur — -? - (mod27i), o ailleurs. On
L 2 2.1

/TT
— COS ——

a 4(^)=^ Py^'"' avec ^•==-—-^-^2, de sorte que P o = = ^ | P y | . Soit
-^ ' 1 / 1 ^ 2

û — - — s, û + - + s Cl; on pose

îp(^')==:^(cZ* — ^ — £ ) 4 - ^ ( ^ - + - ^ 4 - £ )

et Fon vérifie immédiatement que (Ss) est satisfaite avec ^U === { + i, — i}.
A simple lecture de VI. 9.2, VI. 11.2 et VI. 11,3, on a le théorème suivant :

THÉORÈME VI. 11.4. — Considérons un ensemble de Rajchman Hj^, et une suite
positive p^( / î===i , 2, . . .) qui croît aussirapidement qù^on veut. Ons"intéresse aux
suites Ao possédant la propriété suivante : (H) : pour chaque suite A C Ao ne diffé-
rant de Ao que par un nombre fini de points, il existe une /ç E^y, f^ o, s^ annu-
lant sur H^^. Si la longueur de 1 dépasse -.--> il existe une suite d } entier's

positifs Ao== { X ^ { (n == i, 2, ...), satisfaisant (H), et très lacunaire dans le sens
que —±1- ^> o^(/? == i, 2, . . . ). Si la longueur de 1 dépasse ri, il existe une suite

^n

d^ entiers Ao = {\z} (n = = . . . , — i, o, i, . . . ) satisfaisant (H), et très lacunaire

dans le sens que Xi ^> o, À_i <^ o, —±1 ^> p,, ̂  T""̂  ^> ?^ /?0^^ ^ = = 1 , 2 , . . . .
/>/î. /'——7Î-
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