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SUR rAPPROXIMATION PAR CERTAINES
FONCTIONS ENTIÈRES

PAR M. EDWIN L AKUTOWICZ.

1. Introduction.

1. Pendant ces dernières années l'étude de l'approximation polynomiale sur
tout l'axe réel a été assez poussée grâce aux efforts de plusieurs mathématiciens (1).
Dans ce champ, la question dominante était le célèbre problème de S. Bernstein
portant sur les conditions auxquelles une fonction ^(.r), non négative et mesu-
rable sur — oo <^ x <^ oo, doit satisfaire pour que l'égalité
(1.1) i n f s u p w ( ^ ) [ ^ - ( ^ ) — P ( ^ ) \ = o

P :v

soit valable pour toutes les fonctions g(^), continues sur la droite réelle, telles
que
(1.2) lim w {x) g (œ)~-==. o,

. 1^1>^ . . .
P désignant un polynôme.

Une des solutions les plus remarquables de ce problème de Bernstein est une
condition nécessaire et suffisante donnée par Pollard [8] et Mergelyan [1].
Rappelons ce résultat. Désignons par /1M, l'ensemble de tous les polynômes P(^)
tels que

w{œ)
• |P (^ ) ]^1 , — — 0 0 - < ^ < O C .

i -4- \x

Posons
m(z) •= sup P(^)

pçM

pour chaque valeur complexe de z (2).

(1) La théorie d'approximation polynomiale est tellement riche que nous nous contenterons de citer
la bibliographie du Mémoire [i].

( 2 ) La considération des valeurs de z non réelles est essentielle, bien que seulement les valeurs
de m(t) pour t réel interviennent dans l'énoncé.
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Pour que les polynômes soient denses dans le sens ( 1. i ) dans l'ensemble de toutes
les fonctions continues possédant la propriété (1.2) il faut et il suffit que

L ^^=+00.
l+ t2

En adaptant la démonstration donnée par Mergelyan de ce théorème on peut
résoudre une classe de problèmes d'approximation qui paraissaient d'abord
s'écarter largement du problème primitif de Bernstein. Ce qui reste d'essentiel
c'est, d'une part le fait que la classe des fonctions avec lesquelles on fait l'approxi-
mation possède certaines propriétés simples d'invariance, et d'autre part que le
comportement de ces fonctions à l'infini soit assez régulier. Le lecteur observera
dans la suite le rôle que jouent ces propriétés.

2. Soit a un nombre réel positif donné, et désignons par Ea l'ensemble des
fonctions y(^) qui sont de la forme

(1.3) ^(t)= fe^d^W

où le support de la mesure complexe finie \^( == pic) est contenu à l'intérieur de
l'intervalle [—û, a]. Soit H un espace de Banach des fonctions définies sur la
droite réelle tel que E^cH. Il est naturel de se poser les questions suivantes :

Sous quelles restrictions portant sur la norme de H est-il vrai que

(1.4) inf I I ^ — cp I I == o pour tout ^peH ?
0 € En

Si F approximation universelle (1.4) n'est pas valable, quelles sont alors les pro-
priétés distinctives des fonctions qui appartiennent à la fermeture Ea de E,, dans H ?

Nous étudierons les espaces H suivants :

Etant donnée une mesure borélienne co, non négative, de masse totale finie et
un nombre p , i^p<^oo, on considère l'espace ïî=LP(d^) dont les éléments
sont les fonctions ^ mesurables par rapport à co telles que

1

\\^\\=\\^\\^=(f +w ^wY<^.
(Ici, et partout dans ce qui suit, le signe d'intégration sans limites se rapporte
à la droite réelle entière.)

Étant donnée une fonction continue û(^), —oo<^<^oo, à valeurs non
nulles telle que

li.n ^=o
Kl>«^(<)
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pour tout <p€:Ea, on considère aussi l'espace de Banach H = CQ consistant des
fonctions ^ Çt) définies et continues sur la droite réelle et telles que

r ^)llm QTT^'| i l>oo ̂ {t)

CQ étant muni de la norme
| ^ [ |Q=max 1^)

^)

Évidemment E^cH toujours.

3. Dans le but d'indiquer une propriété de la norme de H permettant de
reconnaître la densité ou la non-densité de l'ensemble Ea dans H on fait la
construction suivante. Notons par 51 l'ensemble de toutes les fonctions yeE^
qui satisfont à l'inégalité

( l-5) T+ÎT-K1-
Posons alors

b(z) == sup | cp(^)
cpe^

pour chaque valeur complexe de z. Sans restreindre la généralité nous pouvons
supposer que 6(^)^1 partout.

THÉORÈME 1. — Pour que la classe E^ soit dense dans H par rapport à la norme
de H, il faut et il suffit que

(1.6) f^,,,^.

Explicitons que la condition (1.6) dépend de la norme de l'espace H et de la
constante a.

La section 5 est consacrée à une autre condition (théorème 3) nécessaire et
suffisante pour que Ë,/==H, H étant un espace L^rfoj), I<T?<QO. Si l'on
désigne par C(^o) l'ensemble des éléments de E^ tels quey(^o)== i (Im^o^o)?
cette condition est simplement que

. h,f ||-?--||=o.
pec(^o) II { — ^o

C'est une condition plus maniable pour certaines applications que (1.6).
Dans le cas où la fermeture de Ea est différente de H, chaque fonction de cette

fermeture est la restriction à l'axe réel d'une fonction entière de type expo-
nentiel dont le diagramme indicateur se trouve dans le segment (— ia, ia) de
l'axe imaginaire. C'est évidemment le meilleur résultat possible.

Les théorèmes 1, 2 et 3 ont été énoncés dans une Note [7] parue dans les
Comptes rendus de V Académie des Sciences.

Ann. Éc. Norm., (3), LXXVII. — FASC. 3. ^7
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2. Démonstration de la suffisance de (1.6).

1. Supposons que l'approximation universelle (1.4) soit impossible dans H.
D'après un principe bien connu il existe alors un élément 6 non nul appartenant
à l'espace dual H* tel que

6(cp)=o

pour tout yeEa. Nous exprimons ceci en écrivant Q^E1. Voici un lemme qui
nous sera utile.

LEMME 1.— Pour chaque Q€E^ il existe une fonction B(»(^) holomorphe dans
le demi-plan supérieur telle que

(2 .1) ^ { Z ) B Q ( Z ) = ^ ( - ^ \ (Im^>o),
V — ^ j

pour tout ç6E^.

Démonstration. — Considérons d'abord le cas où H = L^rfco), i ^-p <^ oo.
Dans nos hypothèses H*=L^(rf(o), - + ^== i , et

(2 .2) 0 (? )= Ç^dw=o (3), ?€E,.

Puisque la mesure co est par hypothèse finie, il faut que 6 appartienne à L^rfou).
Donc la transformée de Fourier

G(^)= fe-^6(^)6/co(^ — o o < À < o o ,

est une fonction continue et bornée. En introduisant l'expression (1.3) de ç(^)
dans (2.2) on obtient, par un changement d'ordre d'intégration aisé à justifier,
l'égalité

j G c/p. == f 9cp dw = o, (cp(^) == cp(— o, (^)=cp(-Q).

Puisque y, donc a, est arbitraire on en déduit que G(X) = o, — a <^ À <^ a.
Nous allons utiliser la transformée de Fouriçr-Carleman de la fonction G,

à savoir,

(2.3)
B+(^)== f e^G^)^, z=x^-iy, y > o,

^o

B-(z)=- f e^G^)d^ y<o.
fY _____ y^

( : !) On utilise ici le fait que la classe Ea est invariante par rapport à la conjugaison-complexe sur
l'axe réel : y ( ^ ) -> ̂ (0, — o o < ^ < o o .
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Désignons par C(R, ïj), R^>o, Y]^>O, le contour consistant du demi-cercle
— î'Yj ] = R, o^arg(^— ÎT])^TC et du segment y =ï], —R<^<^ R. D'après

le théorème de Cauchy,

,(,)B.<,)=^r î^«,
^^CiR.^ ^~z^•A^) ^-z

z étant à l'intérieur de C(R, r\) et y étant arbitraire dans E^. On évalue la contri-
bution à cette intégrale provenant du demi-cercle comme suit :

| ^ (p (R e^-{- i-n) B-^R ̂  + irî) R g^9 ̂
[^ —————R^+^-^—————a9

^ Cte f | 9 (R ̂ °+ ̂ ) | ê-R^inO ̂  C ç-^ ] G(^) [ d\
^o ^ a

^Cte f e-^^^d^ f c ?e-R)- s i»61^(^)|e~
lc?«-'O «-/— ft^''o

y71

;Cte ^ ^-R(a-^)sine^j

^n

où les constantes qui interviennent sont indépendantes de R. Puisque a^<^a
(le support de 9 étant à Fintérieur de [— a, û]), la majorante obtenue tend vers
zéro lorsque R s'éloigne à l'infini. Il en résulte que

^)B^)=— r9a+^)B^+^) (i^>^.
l v / v / 27r ïJ ^-\-irï— z

En employant le contour C(R, Y)), la réflexion de C(R, Y]) dans l'axe réel, on
démontre de la même façon que

o^——P^.^-^ (Im.>.).
27rïJ l^-lfî—Z "

Donc
<p(.)B^(.)^^^^^^[B^(g+^)-B-a^^)-|^

^_L. C^1^ ^fGW^-^d^
^ i j ^^-irï-z V v /

=^fëï^-.^^^^
=^f^^fl^^-^

On constate que l'intégrale

( 2 4 ) I- r^±^i_+^) ri
TrJ £+^-^ ^+(S-^)2 '^•^ TrJ £+^-^ ^

tend, en restant bornée, vers ?^, --oo<^<^oo, lorsque ^->-o. En effet,t — -s
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d'une part, ceci est vrai pour

/o ^ i r ? (o ^ ^
^) .Jrr^+(,_^

et, d'autre part, on peut mettre la différence entre (2.4) et (2.5) sous la forme

i r " " ^ r e1^ n
ii.,(c-"l-)•"'?/^-^7T^S•'ï

^^/•"^""a+.^^s-.)^-^!-,).^
où les deux parties tendent, chacune, vers zéro, en restant bornées, lorsque
YJ-^O. D'où le lemme dans le cas H =L^(rfco), i^jo<^oo, Be(^) étant égal
à B-OO.

Si H==CQ, alors chaque Ô€H* est déterminé par une mesure complexe, que
nous notons encore par 6, sur la droite, telle que

et

8(cp)=-^(^6(^)

f\^(t)\. d^(t) <00.

Si l'on pose
G(À)== Ç e-^11 d ^ ( t )

la démonstration ci-dessus s'applique encore.

Remarque. — Bien entendu, on peut remplacer Im^^>o par lmz<^o dans
l'énoncé du lemme 1.

De ce lemme il s'ensuit que
c p ( ^ ) B o ( ^ ) | ^ A ( ^ ^)^A(^)<oo (Im^i),

pour tout ç€ 51, où la quantité A(^, 51) ne dépend pas de y e 31.
Posons A === A(î, 31) et

aw= 1 ^ ( ^ 0 1 - —<^<-.

Alors, d'après un théorème de Paley et Wiener,
r iog|Be(^+/)

J i + ̂
dt >> — oo,

ce qui entraîne
(2.6) yî^^+oo.

Mais log|ç(^)| est sousharmonique et l og j y(^+ Q|^logû(^) pour .r réel.



SUR L'APPROXIMATION PAR CERTAINES FONCTIONS ENTIERES. 287

Donc(-'-)
^ë\^^+'y)\^-ay+^j^_^f^_^,dt

dans le demi-plan y <^ i, dy étant une certaine constante. En particulier, pour
J^o,

, . i y ]o°;a(<)
logkWi^o+^J ^^-^-rf^K(^).

De (2.6) il viendra
^-.dt

ce qui entraîne

rK(<)
J i+<2

flog^)
J i-K2̂

Nous avons donc établi que Ea est forcément dense dans H lorsque (1.6) est
valable.

3. Démonstration de la nécessité de (1.6).

Nous démontrerons la réciproque du théorème 1 après avoir établi quelques
lemmes(5).

LEMME 2. — Désignons par Ho Vensemble des fonctions de la forme

c?(Q== Çe^^^dl

où le support de <& se trouve à l'intérieur de [— a, a] et la dérivée ̂  est à carre
intégrable par rapport à la mesure de Lebesgue. Alors H^ est dense dans E^ par
rapport à la norme de H (6).

Désignons par Hi le sous-ensemble de Ea où les mesures p. [voir (1.3)] sont
concentrées dans un nombre fini de points de l'intervalle (— a, a). Soit p-o une
mesure concentrée au point [?, —a<^^<^a. Soient o et c les valeurs de y.o.
Alors la fonction cpo correspondante est c e1^1.

Considérons la fonction « triangulaire » Ag(£ ^> o) :»

C(—^- t - | 3 - t - £ ) si P^^p-i-.S

si |3—£^?^j3,^)={ cq-p+s)
£2

o autrement.

( 4 ) On considère ^(z)e~iaz, qui est évidemment une l'onction bornée dans le demi-plan y < i .
( 5 ) Quelques-uns de ces lemmes sont des analogues proches des résultats de [1].
( c ) II serait intéressant de voir comment les théorèmes 4 et 2 se mettent en défaut lorsque la

classe Ea diminue.
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La transformée de Fourier de Ae est
.0 2 ( 1 — COS 3 t)

^):=^—^—^.

Evidemment ç^^Ho. Il est aisé à vérifier que
\ïm\\ce1^— ̂ (t) [\=o
£>0

pour tous nos espaces H. Donc toute fonction de Hi est la limite par rapporta la
norme de H d'une suite de fonctions de Ho. C'est-à-dire, H o D H i .

Soit <p maintenant une fonction arbitraire de E,,. Alors y (t) est, sur — oo <^<^ oo,
la limite ponctuelle d'une suite uniformément bornée des sommes de Riemann-
Stieltjes (7). Cette limite est d'ailleurs uniforme sur ^-intervalles finis. D'où il
résulte que Hi est dense dans E^ par rapport à la norme de H. Donc Ho est aussi
dense dans Ea dans le même sens.

c. Q. F. D.

LEMME 3. — Soient a^ et a^ des nombres complexes avec Imai^>o. Soit y une
fonction de la forme

(3.i) ^(t)=Ce^d^(i),

où le support de la mesure complexe finie [j-(=== [^çp) est contenu dans un intervalle
fini [— a, a], et telle que y(^i) = o. Alors la fonction

^)-——^(,)
t — CL^

est de la même forme (3. i ) avec le support de la mesure \i^ contenu dans le même
intervalle [— a, a] (8 ).

Posons

( o si t > o,
A(t) •==. ai— ^2

——"-e-1^ si t<o.

La convolution A*[JL étant donnée par la formule,

A * ̂ (^) == CA(^ - y ) d ^ ( y ) ,

un calcul aisé donne pour chaque t réel le résultat :

(3.2) ^^cp(^)=f^A*^(^)^+9(Q.

(7;) Toute somme de Riemann-Stieltjes, comme fonction de t^ appartient à Hi.
( s) Des considérations analogues se trouvent dans Particle [4].



SUR L'APPROXIMATION PAR CERTAINES FONCTIONS ENTIÈRES. 289

Puisque A est égal à zéro pour les valeurs positives de son argument, et
puisque p- a son support dans [— a, a], nous avons

A r̂ y-(^) '==• o si ^ >* a
et

/la
A * ^ ( ^ ) = ^ A(^—j)<^(j) si x^y..

^max^—a)

Donc, si x <^— a,

A*^.(^)==r A(^-J)^(J)
J—a

^ a, — ̂  / e-^-v^d^y}
1 ^—a

Zjîlç-îa^ j e^' d^(y}ai — a^

Donc on peut mettre le membre à droite de l'égalité (3.2) sous la forme (3. i)
exigée, c. Q. F. D.

LEMME 4. — La fonction (6(-s))"~1 est continue pour z non réel et prend les
mêmes valeurs aux points conjugués z etiz.

Désignons par a^ et a^ deux nombres complexes dont les parties imaginaires
sont positives. Soit y un élément arbitraire de 31.

Posons

^(f)=i t—— 02 <P(Q —— 9(^1)

t—a^ <p(<^i)

D'après le lemme 3, ^ appartient à E^. Sans perte de généralité, on peut
supposer que

II + , 1 1

^i. Alors

a.i — a^ t — a^ ?(Q
(i+,|^|)(^-ai) ( ï+ \ t \ ) ( t -a i ) 9(01)

t — a-)
^ | 02 — ai -sup( i 4 - | < | ) ( < - ^ ) | | | c P ( ^ i ) | t\t-a,\ I I 14- H

\ T02 — ai | ( \ a-î — ai | » i
Im ai \ 1m ai ) \ cp ( ai ) [

D'où résulte :
02 — ai

b(a^)— | c p ( a i ) | Imai

Et puisque y est arbitraire ceci implique

I ,^102-0,

6(02) b(ai) — Imai
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d'où, permutant a^ et a^,

b(a.î) b(a^) ^2. Imû'i

ce qui prouve la continuité de j,-^. dans le demi-plan supérieur. La dernière

partie du lemme 4 est une conséquence immédiate de la remarque (3) à la
page 284.

LEMME 5. — Si Von a &(^) == -|- oc pour un point z^ non réel, il existe un conti-
nuum sur lequel bÇz) == + oo .

Vu la continuité de -? l'ensemble des points du disque z — Z o ^p où

— — = o est fermé (9). Soit Fo la composante connexe de cet ensemble qui

contient le point Z o ' Supposons que I\ ne contient pas un point de la péri-
phérie \z—^o|=p. Dans cette hypothèse, il existe une courbe de Jordan
fermée, y, qui ne rencontre ni l'un ni l'autre des ensembles \z—z^ = p eti^,
qui entoure Fo, et sur laquelle h ( z ' ) est fini. En raison de la continuité de b
sur y, on voit que
(3.3) bÇz)^M<ac., ,s€y,

pour une constante M. Mais bÇz) étant la borne supérieure d'un ensemble de
fonctions sousharmoniques est lui-même sousharmonique. (3.3) entraîne, par
le principe du maximum, que &(^o)^M, donc une contradiction. L'hypothèse
faite sur Fy est donc intenable. Donc, pour chaque o, o^p <^Im^o, il existe
un point zçTo tel que z—^J=p. c. Q. F. D.

LEMME 6. — Si Von a 6(^)==:-(-oo, Im^o^o, alors pour chaque £ ^> o il
existe une fonction (p^ dans E^ telle que

(3.4) t—

Soit N ^> o. L'hypothèse entraîne qu'il existe une fonction cpi dans 31 telle
que | 91 (^o) [ ^> N. Définissons ©2 par

piW — ?i(^)9,(Q==• T^ / (t-z,)^(z,)

D'un théorème de Paley et Wiener il s'ensuit que 92 € E^. Mais puisque 91 € 5L,
nous avons l'évaluation

t —— •^0
—— îps ^SUp-

N

Donc le lemme 6 se trouve établi.

( y ) Bien entendu, pest choisi de telle façon que le disque n'a pas de points communs avec l'axe réel.
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LEMME 7. — Si ImzQ^É o et si pour chaque s.^>o il existe une fonction Çg€E^
telle qu^on a V inégalité (3.4)? alors 6(^0) =+ oo.

D'après le lemme 2, nous pouvons supposer que 9^ est de la forme

^(t)= Çe^^^dl.

où $ possède les propriétés énoncées. Il s'ensuit que ^Çe(^ ) appartient à Ea.
Posons

^ / . 1 t — z, \D ( ^ o ) = = s u p -
i 4- t

et ^"--^r"
Alors y appartient à E^ et

Donc ç appartient à 51, et l'égalité

?(^o) ^ D ( ^ )

montre que 6(^0) es^ forcément égal à + oo •

THÉORÈME 2. — '̂ Von a &(^o) == + oo joo^r ^/^ joom^ ^o non réel, alors E^== H.
Réciproquement, si Ea == H, alors bÇz) = + oo pour chaque z non réel.

D'après le lemme 5 il existe un continuum F tel que, en vue du lemme 6,

inf ——— — o | == o
Ç G E ^

pour chaque z ç F , pourvu que 6(^)=4-oo. Supposons, dans ces conditions,
que la fermeture de Ea soit différente de H. Alors il y aurait un élément 6 dans
l'espace dual H* de H, 9 7^ o, tel que la fonction

. ( f-^-d^(t), f |^(Q| . 6 / 6 ( ^ ) | < û o , si H=CQ,

°f——^)=
V z / r^Ld^(t), 6eLv(^), ^ + ^ - = = 1 , si H=L^(^co),

\ J t — z p q

s'évanouit sur r. En vue de la dernière partie du lemme 4, ceci entraînerait que

\ t - z j

Donc 9 serait égal à zéro, ce qui constitue une contradiction. Donc Ë^= H.
c. Q. F. D.

La réciproque est une conséquence immédiate du lemme 7.
Ann. Éc. Norm., ( 3 ) , LXXVII. — FASC. 3. 38
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Il est aisé maintenant de terminer la démonstration du théorème 1. En effet,
supposons que E,, soit dense dans H. Alors, par le théorème 2, 6(;)=4-oo.
Soit 9 un élément arbitraire de 31. Alors

iog|cp(.4-<y)|^^+^^M^^ ^>o).

En mettant ici x = o, y = i, on obtient

i / -x i ^ T ^}osb(t) 7. log cp^ ) | ^a4 -^ j ^, ' dt,

ce qui est possible seulement si (1.6) est valable, c. Q. F. D.

^. Une seconde démonstration.

On peut éclaircir le sens de la condition qui intervient dans le théorème 2 en
donnant une autre démonstration de sa suffisance [c'est-à-dire, 6(^0) = + oo
pour un Zo non réel entraîne Ë^== HJ.

Plaçons-nous dès lors dans l'hypothèse Ë^H. Alors pour chaque Ô€E1

nous avons la fonction Bo(^) {voir lemme 1). Fixons z égal à z ' , Imy>o. Nous
allons étudier la condition extrémale que voici :

s^p BQ(^) [,

0 étant soumis aux restrictions OçE1 et || 0 [ [ == i. Il existe un Oo extrémal pour
lequel

(^• I) Bo^^sylBo^)!;

bien entendu, 9o dépend de z ' . Mais, quoi qu'il en soit,

( ^ • 2 ) BQ,(^) ̂  Bo(^ ) 7^ o dans le demi-plan Im^ > o.

(Un résultat analogue est valable dans le demi-plan inférieur.)
Or, supposons par contre qu'il existe z^ tel que Bo(^i)=o, Im^>o.

Définissons
/ . . ,. , ( o si A > o ,

(7 (À )==c r (7 ; z,)= . . .
( i e"^^ si A << o.

Rappelons que

ou

B o ( ^ ) = f ^GoW^ I m 3 > o ,
^a

Ce-^dQ,(t) si H=CQ,
(^3),^ . Go(7)=

^ e-^Q^^dwÇt) si H=V(^ûû), I^T?<OO.



SUR L'APPROXIMATION PAR CERTAINE? FONCTIONS ENTIÈRES. 298

Dans la suite n'interviennent que les valeurs de GoÇk) pour X^>a. [La
fonction Go (X) pour X < ^ — ^ j o u e son rôle lorsqu'il s'agit de Im^<^o.] Nous
avons

f e^dtÇ G o ( ^ ) Œ ( ^ - À ) ^ À = f Go(^ )^^r ie^-^dt
*' a * - / fy a ^ a—\

= —ï— f Go ( À ) ̂  ( i - é ̂ -^ (ft-^ ) d\
z — z l J a

^ B^ _ e^ r^^^ B^.
^3 — ^i .S — .Zj ^/ -S — -Si

D'autre part, en introduisant l'expression (4.3) de Go(X), nous avons

r G o ( À ) c r ( < — 7 ) ^ = : / r e-^-^Â ^<o- /)J/9o(^)^ûû(^)
=: ̂ -^i^ fQ,(u)dw(u) C e1 ̂ -u^ d~k = f e0^^ e-'7" ̂  co ( M )

J J/ J ^ —— :;!

si H == ^(rfco), et mutatis mutandis si H == CQ.
Par conséquent,

^-^Bo(^)=f e^dtf^-^^We-^d^W,
Z — Zi J ̂  J U — ^i

et ainsi de suite. Il est essentiel d'observer qu'en posant

6i(^)=^-=-^9o(^)
IL — Z^

on conserve les propriétés 61 € E^ et || 61 [| = ï .
En effet,

| u — ii
__ E E E I , —— 00 < ^ < OC ,

et pour chaque y € Ea on a

Q,(cp)=r6i(^cp(<)6/c.(0=(,si-^)y^l^^^(^

+ ^ 9 o ( ^ ) ? ( 0 ^ ^ ( ^ ) = = ( ^ — i i ) B o ( ^ i ) c p ( ^ ) = o .

Si Zi est un zéro de Bo d'ordre m^i, on arrive, de cette façon, à l'égalité

( „. _ ^ \ in /'* °° /* / // _ 7 \mz——^} B,(z)= e^dtiC^——^) ^(^e-^d^Çu).z — ^i / ..̂  ^ \ l t — ^i /

Ceci montre d'une part que, nécessairement, Bo^^T^o, et d'autre part, en
posant

e^^f^^fôo^),\u—z^j
38.
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—^i|Bo^)[= |Boo(^)[> |Bo^) | .

Mais ceci est en contradiction avec la propriété extrémale de 60. Donc (4.2) se
trouve établi.

Soit maintenant 9o un élément arbitraire de E1 tel que (4.2) soit valable. C'est
une conséquence immédiate du lemme 1 que

|? (^ )Bo(^) [^A(^ Jt)<+oo, cp€^

où la quantité A(^, 31) ne dépend pas de ce 31. Donc

b(z)\B,(z)\^A(z^)^

d'où 6(^) <^ + oo pour tout z non réel. Donc si 6(^0) = + oo pour ^é? valeur
non réelle z^ alors Ë^== H. c. Q. F. D.

Supposons H=L^(rf(D), i</)<oo, et, en outre, Ë^H. En vue de la
réflexivité de H nous avons

(M) sup Bo(^) =z inf — ? h\t — Z?€E«

9 étant soumis aux restrictions 9eEi, [| 9 =i (10). L'égalité (4.4) met bien
en évidence l'importance de la fonctionnelle Bo(^) dans cette théorie et implique
le résultat suivant que nous avons d'ailleurs établi précédemment sans la
restriction aux espaces L^rfco), i <^p <^ oo.

(10) Nous esquissons la démonstration (voir [5J, [6]). Soient X un espace de Banach et / une
fonctionnelle définie sur un sous-espace F c X. D'après Hahn-Banach il existe /* e X* tel que /*(0) == /(O)
si 6e F, et | [ / * [ | = sup [6e F, || Q |[ == i] | / (6) |. Soit /neX* un prolongement arbitraire de /; alors

II /* [ [ ̂  inf II m II,

m étant soumis aux conditions dites. Soit /oeX* un prolongement fixe de /. Chaque m de cet espèce
est de la forme m == /o — n où nç F-^-. Donc

j l^ l l^ inf l l / o — ^ l l .
/i€F-*-

Mais si n* == /o—/*, on a ^ * ( 6 ) = = o pour 6eF, donc ^eF1, et en même temps [|/* [ [ = || /o—/i* | | .
D'où

sup | / ( 6 ) |= inf l j / o - ^ 1 1 .

11^ 7l€Fl

On applique celte égalité dans le cas où X = Lv(clw), F == E1,

/(8) = Be(^) = r^ld^(t), /o= ——.
»/ i —— ^ f —— o

en tenant compte de la réflexivité E11 = Ea.
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COROLLAIRE. — Si la fonction de t, ——? appartient à E^ pour une valeur non
réelle de z alors E^ = H.

5. Une condition nécessaire et suffisante dans LP(dw), i <p < oo.

Soit encore Zo non réel, et désignons par C(^o) l'ensemble des éléments
de E,, tels que <p(^o)== i.

THÉORÈME 3. — Dans les espaces L^(rfco), i <^p <^ oo, V égalité

(5 . i )

est équivalente à E^== H.

Il est loisible de supposer Im Zo ^> o.
Supposons que (5. i ) est valable et soit 0 un élément de E1.
On a, par le lemme 1,

inf

c p ( ^ ) B o ( ^ ) = 9 f - ^

donc

B o ( ^ o ) = ô
t—

(Imz > o, cpeE^),

[?€C(^o)] .

En choisissant y, t€C(^o) t^l qne

?^liiïi
n^x

il s'ensuit
B6(^o)=0 - — — — = 0

V — ^o/

pour chaque O^E1. Ceci entraîne

——eE^E..
^ — ^o

D'après les résultats précédents Çvoir par exemple le corollaire à la fin de la
section 4)? Ë^==H.

Réciproquement, supposons que

(5.2) inf —?—||>o
^ ç e c ^ o ) I I ^ — -SG I I

pour un point Zo, Im^oT^o- Dans ces conditions il existe un élément
unique ^o € H, ^07^ o, pour lequel la valeur extrémale est atteinte :

11_MI- ,.. I l ? I l
t — ^o II çec(^o) IIt ~ ^o
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Choisissons <p dans un sous-ensemble dense de E^ tel que Çt—^o) y(^)
appartient à Ea. Alors, par la définition de ^po»

• r î ( t - z , ) ^
t — z , t — >So

pour tout y,î€C(^o) et pour tout nombre complexe TJ. Nous prenons y,, tel que

lim l l . î p / i — ^o I I ==°-^^
Puisque

^o ^-2 ^o
^ — ZQ t — .

^ 1—- tend vers
A —— -ZQ v —— -^0

faiblement dans L^rfoo), on en déduit que

^f\r-o^p-n ^o—p ,—^—cpâ?ç<)(^)4-o(yî) (fî->o).
• ZQ t — ZQ

En écrivant
^0 \p-2 +0

t — Zo\ t —ZQ

l'inégalité au-dessus est possible seulement si

6 i ( c p ) = = o , 9eE<,.

Donc il existe un élément non nul dans le dual de L^Ao) qui s'évanouit sur E^.
DoncËaT^H. C . Q . F . D .

Remarque. — Si (5.2) est valable pour une valeur non réelle de Zo, cette
inégalité est aussi valable pour toute valeur non réelle de ZQ.

Exemple. — Considérons la mesure absolument continue rfco(^)==—t-—^i ~\~ t
Prenons dans le théorème 3 Zo === i, p = 2. Soit 9 e C(f) de la forme

cp(Q=: Çe^^^d^ avec ri^l'^^oo.

Alors, comme il est facile de le voir,

(7^=y^^*T(^)^

ou

T(u)==
ueu si ?/<<o,

o si ^5>o.

Donc, par la formule de Parseval,

Air=/= |<&*T|^.
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Mais, puisque
..a

€> * T(u) -=. e11 j ^(j) {u - y ) e-v dy,
lymax(—«, u)

on obtient

\t — i
2 /l-ût r 2
^ ^ e2" f e~y(u — y ) <Ï> (j) dy du

^-a /, 2 r~a

^f çiu ^ __ j y e - y ^ ( y ) d y du^ inf ^ e'11 \ u — c |2 du > o.
J__^ J -°0<C<3oJ__^

Donc Ea n'est pas dense dans L2 ( ——^ ) •

6. Le cas où E^ H.

Lorsque la classe E^ n'est pas dense dans H, il est inévitable de se demander
quelles sont les propriétés particulières des fonctions appartenant à la ferme-
ture Ë^. Pour répondre à cette question nous allons démontrer le théorème
suivant dans lequel H == L^(dco), i ̂ p < oo, ou bien H = CQ.

THÉORÈME 4. — Si Von a Ea-^ H, (dors chaque fonction appartenant à Ea est
[^sali/sur un ensemble de mesure nulle par rapport à 0) si H = L^dco )] la restric-
tion à Vaxe réel d'une fonction entière de type exponentiel dont le diagramme
indicateur se trouve dans le segment (— ia, ia) de Taxe imaginaire.

Soit 60 un élément extrémal défini à partir de n'importe quel point z ' du
demi-plan supérieur \voir\^ section 4, (4. i)]. Par le lemme 1 nous avons

(6 .1) cp(^ )Bo(^ )= :^ C-^-d^(t) (lmz>o)
l J i ^

pour tout (peEa (11). Soit/un élément de Ea, et désignons par ç,, une suite
de E^ telle que lim [ [ / — y^ || = o. Il s'ensuit que

1

(6.2) |cp.(^)-^(^)|•|Bo(^)[^^(J l[^(0-?/n(^)|^^(^y•

Puisque Bo(^) ne s'annule pas dans le demi-plan supérieur, ceci entraîne que
lim y^(^) est une fonction holomorphe dans Im^^>o. Le même raisonnement

(1 4) Dans la démonstration on suppose H == \.P(d^)\ si H = CQ on emploie, au lieu de (6.1)
l'égalité

^)Bo(^)=^^^o(Q,

où
Ç\Q{t)\.\ û?6o(0[ <<».
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est valable dans le demi-plan opposé. Il reste donc à examiner l'allure de la
suite <p^ sur la droite réelle.

Dans ce but posons

/. log B/S^1^
co=/c/———rW^'

avec un choix convenable (.. inf.) de la constante h. La convergence y^ /
dans H et l'égalité (6.1) entraînent ' J

(6.3) log|(p,^+y/)|^Cte+|log B^+y)|| ( j^ 'V
V 2/

II s'ensuit que

log 1 (pn(a; -+- iy) e-c.i.r+ty)21

y.-1. „ log B/^1^', ̂  •7i 9 /« ' 6 D» - -I- " '
^ C t e + a j 4 - c ^ - ^ + - ^ r l l ^ — — — ^ 2 1 1 ^ p^, ^i.

J ^ - , ) + f é — — ) 2

Donc on peut choisir k tel que

log j CD,, (x + ;') e-'.l.M-i)21 ̂  de.
La suite

rf,l(z)e-c'zt (n=i, a, ...),

est donc bornée sur l'horizontal y =i. Par le même raisonnement elle est bor-
née sury=-i. Par le théorème des trois lignes, elle est bornée sur y=o
ce qui entraîne par la théorie des familles normales que F(z) == lim y (z} est
holomorphe dans tout le plan. Les évaluations ci-dessus montrent que l'ordre
de cette fonction limite est au plus égal à 2.

Par passage à la limite n -> oo dans (6.3) on obtient l'évaluation (12)

\os\-F(re'^\^C^.^ ^y^-1 f 1 iog 1 B.O 4- /) | |
J ^ j (j-i)2+(a,_^^ re^=^+iy,

valable pour o<Oo<Ti, j^ 2. Posons

P(£, /•) == e ^ ____^____
j2+(a;_^)-2 r• i4-^—2/•Çcos9o

et

Pi (£,/•)= ^
(J-I)2+(a•-02

(") Je remercie M. P. Malliavin d'avoir indiqué l'essentiel du reste de la démonstration.
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Remarquons que :
(I) La fonction P(^, r) est bornée en ^, —oo<^<^oo, uniformément par
rapport à r(T-^i);
(II) l i m P ( ^ r ) = o ,

/ • ->0

cette limite étant uniforme par rapport à ^ dans un intervalle arbitraire,
fixe : [ E |^A<^ oo;

(IIÏ) P , (£ ,r )^4P(£^);

(iv) r ^i130^0'^^^.
t7 ^ 1 s

Ces faits entraînent que
_ lo<y [ fFr e^°) I

(6.4) lim b ' v————'—^asmQo dans O < O O < T T ,
/•->o ^

et, mutatis mutandis, dans TI <^ 6o<^ 271. Il s'ensuit par application du principe
de Phragmèn-Lindelôfdans les angles

^Oo^ et |9 -7^ |^9o< 7 ^

que F(^) est de type exponentiel. Ceci est loisible parce que l'ordre de F(^)
ne dépasse pas 2. Mais alors on voit que

__- loff 1 ¥ ( r e ^ } 1
lim K l v / ' ^a | s inQ| , o^0^;27r,
/-^^ ^ '

puisque la fonction indicateur est toujours continue. Donc le diagramme indi-
cateur de»F(^) est contenu dans (— ia, ia).

c. Q. F. D.

7. Applications.

Il y a un rapport entre les résultats de ce Mémoire et le problème d'unicité
d'extrapolation des fonctions positives-définies [2]. Soit F(^) positive-définie
sur (—A, A). C'est-à-dire, F(^) est supposée continue et telle que

^'F(^-tk)z,zk^o
J . k

pour toutes les valeurs complexes de ^i, z^, . . . , pourvu que ==— <^, ^<^ -•
On démontre [3] qu'il existe toujours un prolongement de F(^) à une fonction
positive-définie sur tout l'axe réel. En d'autres termes, il existe toujours au
moins une mesure co finie ̂ o sur la droite et solution de l'équation

(7 . i ) ¥ ( t ) = Çe^d^C^) ( — A < ^ < A ) .
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APosons a=- et soit E,, l'ensemble défini antérieurement. Dans l'espace

de Hilbert L^rfco) le produit scalaire de§ éléments Ci, ÇaGE,, s'exprime par

(?1. ?2)= f^(t)^(t)d^(t)= f ^l(Àl)f â^.,(;l,)F(^--^).
J ^-rt ^-rt

II s'ensuit que la fermeture de E,/ dans L^rfoo) est indépendant de n'importe
quelle solution particulière ro de (7 . i ) et dépend seulement des données,
c'est-à-dire de F(^), — A < t < A. Notons par b^ la fonction définie à la fin de
la section 1.

THÉORÈME 5. — // existe au plus une mesure co définissant une extrapolation
de F(t) telle que /•^^»,
et telle que la famille N des ensembles de (^-mesure nulle est fixée.

Or, supposons que les mesures oo et coo satisfont aux hypothèses faites. Par
le théorème 1, E^ est nécessairement dense à la fois dans L2 (rfco) et dans L2 (rfcoo).
Ceci entraîne pour chaque valeur de z non réelle que la fonction —I— appar-
tient à la fermeture de E,, dans ces deux espaces. C'est-à-dire nous avons deux
suites y,, et ,̂, dans E^ telles que

et lim d^ — -/ _ ,-

Donc il existe deux sous-suites ç,̂  et ̂  telles que

^n^t}-->—————, ^N,, Û,(N,)=:0

et

^)->- t ^ N2, G J o ( N 2 ) = = 0 .

Posons ̂ A= ^ (y^+ ̂ ). Alors ̂  est une suite de Cauchy dans E^ qui converge

vers j—^ dans L^rfco) et aussi dans L^rfojo). En vue de la remarque faite
plus haut,

(%^ ^«^to, l ) r , ) ;

donc, si k ->- aoy on obtient :

(,
c'est-à-dire

d'où co = o)o.

? i - ^ i ^

r d w ( t ) rd^(t)
J 7-7-J 7-̂

C. Q. F. D.
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On peut exprimer le théorème 5 autrement. En effet, considérons l'ensemble
des fonctions L(^) bornées et continues sur —oo<^<^oo qui sont transformées
de Fourier-Stieltjes des mesures co^o de masse totale finie avec la famille N
des ensembles de co-mesure nulle fixée :

L(^)= 1 e^d^Çi).

Fixons a^>o. Avec chaque (o de cette espèce et avec la norme hilbertienne
de L^rfco) on construit la fonction bÇ=b^ ̂ ). Soit Q^ le sous-ensemble
des L(^) tels que

r\osb(t) ,
J-TT-F-^^00-

THÉORÈME 6. — La classe Q^ est quasi-analytique dans le sens que chaque

fonction appartenant à cette classe est déterminée d'une façon unique sur tout

Vaxe réel par ses valeurs sur I'1 intervalle (— ^a, 2^).
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