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SUR LA DUALITÉ DANS LES W ALGÈBRES.
APPLICATION AUX ANNFAUX,

AUX MODULES, AUX DEMI-GROUPES

PAR MM. L. LESIEUR ET R. CROISOT.
(Poitiers et Besançon)

Le présent Travail a été rédigé en hommage à notre éminent collègue René Garnier à
propos de son Jubilé scientifique. C'est en vue de hâter la publication de ce Mémoire,
— destiné initialement au Volume du Jubilé R. Garnier, — que ce Mémoire est ici inséré.

INTRODUCTION.

La notion de (%)-algèbre est une extension de la notion de treillis multipli-
catif résidué. Nous Pavons introduite (1) afin de généraliser au cas non commu-
tatifles théorèmes de décomposition d'un idéal d'un anneau nœthérien comme
intersection d'idéaux primaires. Elle nous a permis de faire une théorie valable
à la fois pour les idéaux bilatères et les idéaux à gauche d'un anneau ou d'un
demi-groupe ainsi que pour les sous-modules d'un module. Une (^)-algèbre (L)
est constituée par un demi-groupe réticulé complet quasi-entier (^) et un
treillis complet (L); les éléments de (^) sont opérateurs dans (L), certaines
conditions étant imposées à l'opération externe ainsi définie, d'où résulte
notamment l'existence d'une résiduation des éléments de (L) par les éléments
de (®) et d'une résiduation des éléments de (L) par les éléments de (L).

L'algèbre duale de la (%)-algèbre (L) est alors obtenue en considérant (^)

(1) Cf. L. Lesieur et R. Croisot [2], [4] et [7]. C'est seulement dans ce dernier travail que nous
utilisons la terminologie de (^)-algèbre, la notion ainsi recouverte étant d^ailleurs un peu plus
particulière que celle introduite dans [2] et [4].
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comme demi-groupe par rapport à son antimultiplication tout en conservant sa
relation d'ordre et en prenant le treillis dual du treillis (L) avec la résiduation
des éléments de (L) par les éléments de (^) comme opération externe. Cette
définition de l'algèbre duale d'une (^)-algèbre (L) est donnée d'une façon
précise au paragraphe 1 où nous indiquons également les conditions de chaînes
qui permettent d'appliquer à l'algèbre duale toute la théorie des (^)-algèbres.
Nous énonçons au paragraphe 2 un certain nombre des résultats qu'on peut
ainsi obtenir par dualité.

Ces résultats sont valables notamment pour les anneaux, les demi-groupes et
les modules. Nous examinons ces cas particuliers au paragraphe 3, ainsi que
quelques exemples. Il y a lieu de noter que les conditions de chaîne imposent à
cette théorie duale une portée en général plus faible qu'à la théorie directe.

1. DÉFINITION DE I/ALGÈBRE DUALE D'UNE (^)-ALGÈBRE (L). —Considérons, comme
dans [2] (cf. § 1, p. 81), deux ensembles (%) et (L) dont les éléments sont
représentés respectivement par des majuscules surannées et par des majuscules
d'imprimerie, les axiomes suivants étant vérifiés :

AXIOME (A). — (^) est un demi-groupe réticulé quasi-entier avec élément
universel ê.

(%) est donc à la fois un demi-groupe que nous notons multiplicativement et
un treillis dont nous notons respectivement Ç, c, + et H , la relation d'ordre,
la relation d'ordre strict associée, l'union (ou addition) et l'intersection, avec
les conditions suivantes :
(Ai) (ad3)e==a(d3e);
(Aa) a(d3+<3) ==(5ld3+ de et (d34-<3)<t=^C4-(°Cl;

(Aa) a^can^.

AXIOME (B). — (L) est un treillis avec élément universel U et élément nul N (2).

Nous adoptons pour (L) les mêmes notations que pour (%) : Ç , c , + et H .

AXIOME (C). — Les éléments de (^) sont opérateurs dans (L) qui est ainsi
muni d'une opération externe faisant correspondre à tout ÛLe(^) et tout X€(L)
un élément noté (îlXe(L), avec les conditions suivantes :
(Ci) a(X.4-Y)==ax+aY;
(€2) (a + <^)X = ax + d3X;
(€3) (a^)X=ex(tôX);
(€4) axcx;

(65) Pour tout couple X€(L), Y€(L), il existe au moins un (9L6(%) tel

(2) Dans [2], nous n'imposions pas l'existence de Pélément nul N. Celui-ci nous est nécessaire ici
pour définir la dualité.
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que Û L Y C X et l'ensemble des €L ayant cette propriété possède un élément
maximum noté X •• Y qui est appelé résiduel à gauche de Xpar Y.
(Ce) Pour tout couple Xe(L), (Sle(%), il existe au moins un Ye(L) tel
que CXYÇX et l'ensemble des Y^ ayant cette propriété possède un élément
maximum noté X .' Ci qui est appelé résiduel à droite de Xpar (9L

Rappelons les propriétés suivantes des résiduels à droite qui résultent faci-
lement de leur définition et des conditions imposées à l'opération externe :

(XnY) . -a===(X . -a )n (Y . ' a ) ;
x.' (a+d3) ==(X.- c i)n(X.-d3);

x.' 0ba= (X.-d3.) .-a;
X . - C X 3 X .

Désignons maintenant par (%) le demi-groupe opposé du demi-groupe (%),
la multiplication dans (®) étant notée*. Autrement dit, nous posons CX*d3 = d3(9L
Nous munissons (é) de la relation d'ordre de (%). Il est immédiat que (è) est
un demi-groupe réticulé quasi-entier avec élément universel.

Nous notons C, c? + et ç\ respectivement la relation d'ordre, la relation
d'ordre strict, l'union et l'intersection dans (^). Il est clair que ces signes ont
le même sens que les signes Ç, c, + et n respectivement. L'élément
universel & de (è) n'est autre que ê.

Soit (L) le treillis dual du treillis (L). (L.) est un treillis avec élément universel
et élément nul. Nous notons Ç, C? + et H respectivement la relation d'ordre,
la relation d'ordre strict, l'union et l'intersection dans (L). Ces signes ont le
même sens que les signes 3, D, H et + respectivement. L'élément uni-
versel Û de (L) est N et son élément nul N est U.

Finalement, à tout <9L€(è) ==(^) et tout X e ( L ) = = ( L ) , nous faisons
correspondre un élément noté (9L*Xe(L) =(L) en posant (9L*X==X • • CX.
Vérifions que les conditions (Ci) à (Ce) sont alors réalisées :

(Ci) a*(x+Y)=a*x+a*Y s'écrit (XnY) .• a ==(X. -a )n (Y . -a ) ;
(€2) (a + d^x = a*x 4- CTY s'écrit x .• (a + tô) == (X.' a) n (X .• ̂ ) ;
(€3) (ez*d3)*x=a*(^*X) s'écrit x.'ôïa= (X.-d3) .• a;
(€4) a*XCX s'écrit X . - a 3 X ;

(C^) Étant donné Xe(lL)=(L), Ye(L)=(L) , l'élément ( 9 L = Y - . X
vérifie aXÇ Y c'est-à-dire XCY .• dl ou encore d*YCX et c'est le plus grand
élément de (®) ==(^) ayant cette propriété; nous poserons X • • Y = = Y - , X;
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(Ce) Étant donné Xe(t) ==(L), (fle(è) = (îQ, réiément Y=(XX
vérifie CXXC Y c'est-à-dire X C Y . - ÛL ou encore 0LTCX et c'est le plus petit
élément de (L), donc le plus grand élément de (L), ayant cette propriété;
nous poserons X • • €L = (9LX.

Nous avons donc démontré le théorème suivant :

THÉORÈME 1.1. — (%) étant un demi-groupe réticulé et (L) un treillis satisfai-
sant aux axiomes (A), (B) et (C), le demi-groupe opposé de (^) muni de la
même relation (Tordre et le treillis dual de (L) satisfont aussi aux axiomes (A),
(B) et (G), en définissant l'opération externe par ÛL^X == X • • <9L

Examinons plus spécialement le cas particulier des (%)-algèbres. Nous avons
défini dans [7] (cf. chap. III) une (^-algèbre (L) comme étant constituée par
deux treillis (®) et (L) satisfaisant aux axiomes suivants qui remplacent les
axiomes (A), (B) et (C) :

AXIOME (A'). — (%) est un demi-groupe réticulé quasi-entier complet.

Nous adoptons les mêmes notations que plus haut. De plus, nous représen-
tons par ^ l'élément zéro de (^). Remarquons que la condition (Aa) est alors
renforcée par la suivante :

(M) a/^^A=^a^. et ^^\a=^cfï,a.
V€I / içï \içi / ifEl

AXIOME (B'). — (L) est un treillis complet.

Nous adoptons encore les mêmes notations que plus haut.

AXIOME (C/). — Les éléments de (%) sont opérateurs dans (L), les conditions
suivantes étant vérifiées :

(Ci) ^fS^ ̂ S(ax;) [renforcement de (Ci)];
\;ei / ici

(C,) /^dlAx=^(a,X) [renforcement de (C^)];
\içî / ici

(Cs) - (Od3)X=a(d3X);

(€4) axcx;
(C,) gX=N.

On voit aisément que (C^) et (C,) entraînent (C,,), que (€4) et (C^)
entraînent (Ce) et que, par suite, l'axiome (C) est vérifié. Nous adoptons pour
les résiduels les mêmes notations que plus haut.
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Remarquons qu'on a

^xA. ex=^(X,. a);
\ < e i / < e ix.Yscx,\:=^(x..a,).

vei / z-ei

Étant donnée une (^-algèbre (L), considérons alors comme plus haut le
demi-groupe (^) opposé du demi-groupe (%) muni de la même relation d'ordre,
le treillis (L) dual du treillis (L) et posons dt^X = X . • (X.

Les axiomes (A'), (B'), (G7) sont alors vérifiés. En particulier,

/ ¥ \ ¥

(C,) a^^X,)=^(crX,) s'écrit / ̂  X,V- 0 = ̂  (X, .• 0) ;
vei / z-ei \ ;ei 7 ;ei

/ ¥ \ * ¥

(G,) (^a^x=^(a;X) s'écrit x.Y^aA=^(X.-a,);
V^e i / ;ei • \;ei 7 < e i

(€5) ^ * X = N s'écrit X . - g = U .

Nous avons donc le théorème suivant :

THÉORÈME 1.2. — Étant donnée une (ï^-algèbre (L), V ensemble constitué par

le demi-groupe \é) opposé du demi-groupe (%) muni de la même relation d'ordre,

et le treillis (L) dual de (L) constitue une {^-algèbre (L) en définissant l'opéra-
tion externe par (9L*X = X . • €L.

Définition 1.2. — La (è)-algèbre (L) sera appelée Valgèbre duale de la
(^)-algèbre (L).

Remarque. — L'algèbre duale de la (è)-algèbre (L) est la (^)-algèbre (L).
La théorie développée dans [2] et dans [4] nécessite l'axiome supplémen-

taire suivant :

AXIOME (D). — V ensemble des résiduels à gauche et l) ensemble des résiduels à
droite de tout élément Xe(L) vérifient la condition de chaîne ascendante.

D'après la définition de (è) et de (L), il est clair que nous pourrons appli-
quer nos résultats au cas présent moyennant l'axiome suivant traduit en
utilisant les notations de (^) et de (L).

AXIOME (Ô). — Pour tout Xe(L), Pensemble des éléments de la forme Y •. X
avec Y€(L) vérifie la condition de chaîne ascendante et la condition de chaîne
descendante.

Ann. Éc. Norm., ( 3), LXXVII. — FASC. 2. 2/+
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D'après le corollaire de la propriété 1.1 de [2j, l'axiome (6) est notamment
vérifié dans les cas ci-après :

i° (®) satisfait à la condition de chaîne ascendante et (L) à la condition de
chaîne descendante;

2° (®) satisfait à la condition de chaîne descendante et (L) à la condition de
chaîne ascendante ;

3° Toutes les chaînes de (L) sont de longueur finie;
4° Toutes les chaînes de (^) bornées intérieurement sont de longueur finie.

2. PROPRIÉTÉS DES (^)-ALGÈBRES RÉSULTANT DE LA DUALITÉ. — Considérons Une

(^-algèbre ou, plus généralement, un ensemble de deux treillis (^) et (L)
satisfaisant aux axiomes (A), (B) et (C).

Supposons également vérifié l'axiome (6).
Puisque (è) et (L) vérifient les axiomes (A), (B), (C) et (D), tous les résul-

tats de [2] (§ 1 à 6), de [4] et de [5] sont valables pour ces treillis. Nous allons
traduire les principaux de ces résultats en utilisant les notations de (^) et (L).

Définition 2.1. — Pour tout Xe(L), un élément de (%) de la forme Y - . X
avec Y $ X est appelé un dual résiduel à gauche propre de X.

THÉORÈME 2.1. — Tout élément de CL) autre que N possède un nombre fini de
duaux résiduels à gauche propres premiers.

THÉORÈME 2.2. —Pour tout XG (L), la condition ClX = X équivaut à la condi-
tion GL î S pour tout dual résiduel à gauche propre premier ^ d e X.

Dual radical primai. Éléments duaux primaux. Théorèmes de représentation :

THÉORÈME 2.3. — Pour tout Xe(L), V ensemble des éléments (fle(^) tels
qu^on ait

eXX+^X=:X => tôX==X

a un élément maximal (^(X). Pour X ^ N , cet élément est I ' 1 intersection des
duaux résiduels à gauche propres maximaux de X.

Définition 2.2. — ^(X) se nomme le dual radical primai de X.

Définition 2.3. — Un élément Xe(L) est dit dual primai si l'on a

axcx, ^Xcx => ax+^xcx,
ce qui équivaut à

axcx => aC(R^(X).

THÉORÈME 2.4. — Pour que X(^N) soit dual primai, il faut et il suffit qu'il
possède un seul dual résiduel à gauche propre maximal.
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Définition 2.4. — L'élément X(^N) étant dual primai, son unique dual
résiduel à gauche propre maximal Jïi est appelé l'élément premier associé à X.
On dit que X est JVL-dual primai.

Définition 2.5. — Une représentation d'un élément X de (L) comme somme
d'un nombre fini d'éléments de (L), soit X =Xi+X2+. . .+X^, est dite
réduite si aucun X, n'est superflu et si X, ne peut être remplacé par un élément
de la forme (9LX, strictement plus petit que lui (3).

THÉORÈME 2.5. — Tout élément X de (L) est dual primai ou admet une repré-
sentation réduite comme somme d^un nombre fini (Vêlements duaux primaux de
la forme (SIX \avec <9Le(%)] dont les éléments premiers associés sont incompa-
rables deux à deux.

THÉORÈME 2.6. — Deux représentations réduites d^un élément X(^ N) comme
somme d^un nombre fini d'éléments duaux primaux dont les éléments premiers
associés sont incomparables deux à deux ont le même nombre à) éléments et le
même ensemble d^éléments premiers associés, cet ensemble coïncidant avec
l'ensemble des duaux résiduels maximaux de X.

PROPRIÉTÉ 2.1. — Pour tout élément X de (L) et tout élément premier de (^)
distinct de &, r ensemble des éléments de la forme (9LX avec 0L $ ̂  possède un

élément minimum que nous notons Xj^ (4).

THÉORÈME 2.7. — X étant un élément non dual primai dont les duqux résiduels
à gauche propres maximaux sont ^i, ^2? • • • ? ^n, on a

x = ̂ ii+ x^ + • • • + ̂ «i

qui est une représentation réduite de X comme somme d^ éléments duaux primaux
dont les éléments premiers associés sont incomparables deux à deux. Pour toute
autre telle représentation

X==Xi4-X2+...+X,,

X/ étant ^i-dual primai, on a Xj^3X, pour tout i' (°).

Définition 2.6. — La représentation réduite du théorème 2.7 s'appelle la
représentation réduite maximum de X comme somme d'éléments duaux
primaux ('5).

Dual radical primaire. Éléments duaux primaires :

THÉORÈME 2.8. — Pour tout X€(L), /''ensemble des éléments (9Le(^) tels qu^il

(3) Cf. L. Lesieur et R. Croisot [7] (chap. IV, § 2, définition 4.3).
( 4 ) Cf. L. Lesieur et R. Croisot [7] (chap. IV, § 3).
( 5 ) Cf. L. Lesieur et R. Croisot [7] (chap. IV, § 3).
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existe un entier positif m avec (fl^^N • • X possède un élément maximum <%i(X).
Pour X -^ N, c^ élément est V intersection des éléments premiers minimaux de (^)
contenant N - .X (6).

Définition 2.7. — (^i(X) se nomme le dual radical primaire de X.

Définition 2.8. — Un élément X de (L) est dit dual primaire si l'on a

CZXcX => 3 À- entier positif avec Cl^X == N,
ce qui équivaut à

axcx => ac^(X).

En particulier, X est dit dual premier à droite si l'on a
axcx =» ax=N.

THÉORÈME 2.9. — Pour que X(^ N) ^o^ dual primaire, il faut et il suffit qu^il
possède un seul dual résiduel à gauche propre premier qui soit élément premier
minimum contenant N •• X.

Définition 2.9. — L'élément X^N) étant dual primaire, son radical
primaire étant ®, on dit que X est ^-dual primaire.

En particulier, X est dit ^î-dual premier à droite s'il est, de plus, dual premier
à droite.

Dual radical secondaire. Éléments duaux secondaires :

THÉORÈME 2.10. — Pour tout Xe(L), l'ensemble des éléments 0Lç(^) tels qu'il
existe des entiers positifs Z:,(î=o,i,2, . . ., n; n^o) et des éléments X?/e(%)
(i== 1 , 2 , . . ., n) vérifiant

O^A^A^'2... ̂ ÛL^X =z N, avec ^-X = X

a un élément maximum (^(X). Pour X ^ N , cet élément est l'intersection des
éléments premiers minimaux de (%) contenant N - . X et contenus dans un dual
résiduel à gauche propre premier de X.

Définition 2.10. — ^(X) se nomme le dual radical secondaire de X.

Définition 2.11. — Un élément X de (L) est dit dual secondaire si l'on a
CXXcX => 3 À:; entiers positifs (i=zo^ i, 2, . . . , n)

et

tels que
^•e(%) ( i= ï , 2, ..., n)

C^"A^A<^2.. .^el^X==N, avec ^X=:X,

( 6 ) ^ i (X) est ainsi le radical primaire de l'élément N de la (^)-algèbre (L') = (X), sous-algèbre
de (L) constituée par les éléments Y de (L) inférieurs ou égaux à X (cf. L. Lesieur et R. Croisot [7],
chap. III, § 5).
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ce qui équivaut à
axcx => ac^(X).

THÉORÈME 2. IL — Pow g^ X(^ N) ^o^ ûW secondaire, il faut et il suffit
qu'il possède un seul dual résiduel à gauche propre premier qui soit élément
premier minimal contenant N •. X.

Dé'-finition 2.12. — L'élément X(^ N) étant dual secondaire, son radical dual
secondaire étant ^, on dit que X est ^-dual secondaire.

Dual radical unirésidué. Éléments duaux unirésidués :

THÉORÈME 2.12. — Pour tout Xe(L), l'ensemble des éléments <9Le(^) tels
qu'on ait

aX^C => 3^e(^), avec d3X^G et aûïXCC

a un élément maximum ^(X). Pour X^N, cet élément est l'intersection des
duaux résiduels à gauche propres premiers de X.

Définition 2.13. — (^/(X) se nomme le dual radical unirésidué de X.

Définition 2.14. — Un élément x € (L) est dit dual unirésidué s'il est égal à N
ou s'il possède un seul résiduel à gauche propre premier, ce qui équivaut à

axcx => ac^(X).

Définition 2.15. — L'élément X(^N) étant dual unirésidué, son radical
dual unirésidué étant ^, on dit que X est ^-dual unirésidué.

Dual radical tertiaire. Éléments duaux tertiaires :

Définition 2.16. — On appelle dual résiduel essentiel de Xe(L) un élément
®€(^)tel qu'il existe Y CX satisfaisant à S=Y-.X et à YCZcX=>^=Z- .X .

Tout dual résiduel à gauche propre maximal est essentiel; tout dual résiduel
essentiel est premier.

THÉORÈME 2.13. — Pour tout Xe(L), l'ensemble des éléments ae(%) tels
qu'on ait

ax+c==x =» c==x

a un élément maximum ^(X). Pour X^N, cet élément est l'intersection des
duaux résiduels essentiels de X.

Définition 2.17. — ^(X) se nomme le dual radical tertiaire de X.

Définition 2.18. — Un élément Xe(L) est dit dual tertiaire si l'on a

axcx, Ccx => cxx+CcX,
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ce qui équivaut à
axcx => ac^(X).

THÉORÈME 2.14. — Po^ <^ X(^z N) ^oïï AW tertiaire, il faut et il suffit qu'il
possède un seul dual résiduel essentiel.

Définition 2.19. — L'élément X^N) étant dual tertiaire, son radical dual
tertiaire étant ^, on dit que X est S-dual tertiaire.

Relation entre les différents duaux radicaux. Cas particuliers. Conséquences :

THÉORÈME 2.15. — Entre les différents duaux radicaux d'un élément X, on a
les relations suivantes :

(k,(X)C(k^X)C(kf(X)C^(X)C(k,(X).

PROPRIÉTÉ 2.2. — Si le demi-groupe (^) est commutatify on a

<ii(X)==^.,(X)==^/(X).

Dé^finition 2.20. — Un élément 0i de (®) est dit L-dual principal si

X'^B .• a entraîne l'existence de X3B tel que X ' = X . ' 0.

PROPRIÉTÉ 2.3. — Si le treillis (L) est dual semi-modulaire (7) et si tout élément
de (^) est somme d'éléments L-duaux principaux, on a

à, (X) = ào_(X) = ̂ /(X) = ̂ (X).

THÉORÈME 2.16. — Tout élément dual primaire Çresp. dual secondaire, dual
unirésidué, dual tertiaire) est dual secondaire Çresp. dual unirésidué, dual
tertiaire, dual primai).

PROPRIÉTÉ 2.4. — Pour qu'un élément appartenant à l'une des classes précé-
dentes appartienne à une autre, il faut et il suffit que ses deux duaux radicaux
correspondants soient confondus.

COROLLAIRE 1. — Si le demi-groupe (^) est commutatif, les notions d'élément
dual primaire, dual secondaire et dual unirésidué coïncident.

COROLLAIRE 2. — Si le treillis (L) est dual semi-modulaire et si tout élément
de (^) est somme d'éléments L-duaux principaux, les notions d'élément dual
primaire, dual secondaire, dual unirésidué et dual tertiaire coïncident.

PROPRIÉTÉ 2.5. — Si le treillis (L) est dual semi-modulaire, une somme finie

( 7 ) C'est-à-dire que le treillis dual (L) est semi-modulaire; ceci a lieu notamment si le treillis (L)
est modulaire.
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d'éléments ^-duaux primaires (resp. S-duaux secondaires, ^-duaux unirésidués,
^-tertiaires) est un élément ^î-dual primaire (resp. S-dual secondaire, ^-dual
unirésidué, S-dual tertiaire).

Théorème de représentation d'un élément comme somme finie d'éléments duaux
tertiaires. — Nous supposons que le treillis (L) est dual semi-modulaire et qu'il
vérifie la propriété suivante :

(I) ^fn^)^ rv^^)
\ ;<EI / içï

pour tout X et tout sous-ensemble totalement ordonné {Y, }^i.

Nous supposons que l'axiome (Ô) est renforcé par Fune ou l'autre des
conditions suivantes :

i° (^) satisfait à la condition de chaîne ascendante et (L) à la condition de
chaîne descendante ;

2° (^) satisfait à la condition de chaîne descendante et (L) à la condition de
chaîne ascendante;

3° Toutes les chaînes de (L) sont de longueur finie.

(Dans le premier et le troisième cas, la propriété (i) est trivialement
vérifiée.)

Moyennant ces conditions, tout élément de (L) est somme d'un nombre fini
d'éléments -{--irréductibles, c'est-à-dire d'éléments qui ne sont pas la somme
de deux éléments strictement plus petits qu'eux. On a alors les résultats qui
sont la traduction de ceux de [2] (§ 8) et de [ 6J.

Définition 2.21. — Une représentation d'un élément de (L) autre que N
comme somme d'un nombre fini d'éléments duaux tertiaires est dite réduite
si aucun de ces éléments n'est superflu et si leurs éléments premiers associés
sont tous distincts.

THÉORÈME 2.17. — Tout élément X de (L) autre que N admet une représentation
réduite comme somme d'un nombre fini d'éléments duaux tertiaires.

THÉORÈME 2.18. — Deux représentations réduites d'un élément X(^ N) comme
somme d'un nombre fini d'éléments duaux tertiaires ont le même nombre d'élé-
ments et le même ensemble d'éléments premiers associés, cet ensemble coïncidant
avec l'ensemble des duaux résiduels essentiels de X.

Notons encore que les représentations réduites comme somme d'un nombre
fini d'éléments duaux primaires vérifient, lorsqu'elles existent, le deuxième
théorème d'unicité : unicité des éléments duaux primaires auxquels sont asso-
ciés les éléments premiers minimaux.




