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CERTAINES PROPRIETES
DE LA FONCTION MAXIMUM

"D’UNE FONCTION MEROMORPHE

Par MM. S. K. BOSE er R. P. SRIVASTAV.

1. Soit f(z), une fonction méromorphe d’ordre o dont les zéros et les poles,
respectivement a a,, a,, a;, ... et by, by, by, ... sont rangés en une
suite non décroissante. Nous décrivons les cercles de rayons |a,|[™ et |b,[™

—hy

dont chaque zéro et chaque pole sont les centres. Puisque Z |a, | et 2 |,

convergent pour /i, > p, et s, >p,, ol p, et p, sont les exposants de conver-
gence des zéros et des poles de f(z), la somme des rayons des cercles est finie
et, par conséquent, il existe des cercles avec centre a I'origine et de rayons
arbitrairement grands se trouvant entiérement dans la « région exclue ».
Bose ([1], p. 70) a défini les fonctions « maximum » et « minimum » S(r)
- et s(r) de f(z) comme suit :

(1.1) S(r)= i) = max [£(2)]
et
(1.2) (1) = i < min |£(3)],

ou M,(r), m(r) et My(r), my(r) sont les modules maximum et minimum
. respectivement de f,(z) et P(z) pour |z|=r, ou P(z) est le produit canonique
formé par les poles de f(z) et ou .

Si(2) =f(z) P(z).

Le but du présent article est I'étude de quelques propriétés de S(r) dans la
«région exclue ».
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PREMIERE PARTIE.

2. TaeorkMe 1. — Si S(r) est la fonction maximum de f(z) et S (r) celle
de f'(z), ot f'(z) est la dérivée de [(z), et 51l existe des points w et w' du plan =
tels que | f(w) | =S(r) et ]f’(w’)l-— St (r), ona

(")}
(2.1) Tim S(r)

> 10‘7"

Démonstration. — Nous avons ([1],[2]et[3])

(2.9) l—loglogS (r)
P logr

log{r |

)

ou log S*(7) est la plus grande des deux fonctions maxima de log f(z) et

de log}%z), et

S logS*
(2.3) S“)(r)éi%(ﬂ pour r>r,.
Ceci conduit a
_1og{r S(;(,f))}
(2.4) }1;:2 Togr >p.
De plus, nous avons
§f1 _ Pa))

ou

VOOl f}(‘))

+let

il

P(z)
par conséquent [4]
| S/ (o) [ =S (r) O (reret).
Done

(2.5) fim
Des relations (2.4) et (2.5), nous obtenons le théoréme 1.

CoroLLARE. — Sotent 1 (z), f®*1(z), ..., f"(3) les dérivées de f(z)
et SV (r), S, (r) ..., S"(r) les fonctions maxima correspondantes; et s'il

existe une suite de points w,, Wy, . .., w,, tels que
SO (wa) [=[8W(r) ], [fE(w2) [=8SE(r), ooy [ SV (wa) [=80(r),
on a alors

log[ ;S‘”(r)l ]
(2.6) fim (r) |
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3. TakorkMe 2. — Soient f1)(3), f*)(5), ..., f"(3) les dérivées successives
de f(z) et SM(r), S*(r), ..., S™(r) les fonctions maxima correspondantes;
s"tl existe un suite de points wy, W, . . ., w,, tels que

LSO [=80(r), [ (wa) [=8E(r), ey [ (wa) [ =S (r),

on a alors
log [rjsgu(r) };]
(3.1) lim LS(r) ) 1,
e logr

ou A est l’ordre inférieur de la fonction

loglogS*(r)

(3.2) l:l%r% Tog 7

Démonstration. — La relation (2.3) conduit a

{ S(r)
log i r
(3.3) lim 11 S(r) };A.
r>w » Ogr

d’ou I'on déduit facilement

i 1
S(n)(r) n

log [r% } ]

lim Sr) ) 1y,
> logr

COROLLAIRE. — Pour r>xr,=r,( f), et dans les conditions du théoréme 1, on a

S(r) r—2=tn S (1) < S(r) ripre—tin,

4. Tukorime 3. — Sotent n(r; ) le nombre des poles de f(z) pour z|Zr
et T(r) la fonction caractéristique de R. Nevanlinna ([5], p. 17). On a donc

T(r) Z1ogS'(r) + n(r)logr £ 120 T(R) + kn(R) logR,
ot k est une constante et o o < r <R, pourvu que f(z) soit réguliére pour |31,
et ou il existe une valeur de 0 telle que

| f(red) | =S(r).
Démonstration. — Nous avons

T(rY=m(r; o)+ N(r; «)
(T e fre® "n(z; ©)
=) log| f(re )[de—l—f o dz
1 o+ 0 I kn(x; )
= i log]f(rei)[a’@—i—‘f1 -de

= logS*(r) +n(r)logr.
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On a aussi, d’aprés la formule de Poisson-Jensen,

’ P (R2— r2) log| f(Re!®)|
log| f(re®) |= f R:— 2Rrcos(® — 0) + r2

_ 2‘ loe R2—gG,red
8 R(ret— a,)
Jan] <R
R:—b,red
+ D log R(rei—5,)
1o <R
R+r R—+1]b,|
- T(R)+ Y, log ST o
16| <R )
R
N [log2R +plogR]
ou
logS*(r) __gtr [log2 + (1+ p) logR].

5. Appuicamions. — S'il existe une suite de points wy, w,, w,, tels que
If (@) =S(r), |1 (w2) [=S0(r), [ (Wnsa) | =S (r),
on a les relations suivantes :
(@) Pour A >1etr>ro=r,(f),
S(r), [@(r)]7'SU(r), ..., [®(r)]S"(r)

forment une suite croissante ou ®(r) est une fonction croissante telle que

lim log@(r)
r>w lOgr
(b) Pour p L1 et rry=rs(/),
S(r), ®(r)SW(r), ..., [®(r)]rSk(r)

forment une suite décroissante ou ®(r ) est une fonction croissante définie plus
haut.
(¢) Pour A >r1etr>r,=r,(f),ona

. " logS* n
S(ﬂ)(r) > S(r) I\BI_%.TO;_:.)-] .
(d) Pour ¢ >1, il existe une suite de valeurs de r tendant vers 'infini pour
laquelle S(r) [@(r)]SH(r), ..., [®(r)]"S™ (r) forment une suite
croissante.

(e) Pour A <1, il existe une suite de valeurs de r tendant vers I'infini pour
laquelle S(r), ®(r)S*)(r), ..., [®(n)]*S™(r) forment une suite décroissante.
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(f) Sipour les valeurs de r>r,,
S(r), [®(r)7'SM(r), ..., [®(r)]S(r)

forment une suite croissante, on a A>x1.
(g) Sipour les valeurs de r>r,,
S(r), ®(r)S0(r), ..., [@(r)]SH(r)
forment une suite décroissante, on a p 1.
(h) Sip<{1,o0na
I % (")}
rral” S0
a condition que p<n(1—p).
Ce résultat s’obtient directement de (3.6).

6. Whittaker ([6], p. 257) a démontré que si f(z) est une fonction méro-
morphe d’ordre ¢ et si

P T e ey

on a alors ¢ = max (o, T, %), ol o est I'ordre de la fonction entiére Zanz”,

+ o+
loglogP

T= 1im
16> 108 | b0 |

(P: max ]le)

0zizth
et » est I'exposant de convergence des poles, ¢’est-a-dire

logn(r; «)
= lim ==~ —/
P logr

oun(r; «) estle nombre des poles de f(z) dans |z|Zr.
Du résultat ci-dessus, nous pouvons tirer les remarques suivantes :
(i) Puisque 6 < g, on a alors

i nlogn —Tm loglogM(r)
- logr
n)wlo > o
 Tau]
_Tm loglogS* (r)

*‘,4_)” logr
ou M(r) est le module maximum de la fonction entiére Za,,z” pour | z|=r.

(ii) Puisque ©<p, on a alors

+
loglogP _Tm loglogS*(r) .

| o] > log’bol _7~+op lOgl’

(iii) Comme Whittaker I'a remarqué, nous obtenons les relations précises
Ann. Ec. Norm., (3), LXXV. — Fasc. 1. 6
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entre la « grandeur » (size) de la fonction et la « grandeur » des coefficients
de la série de Taylor, dans le cas des fonctions entiéres. Les inégalités

| an| rZM(r) £ | an |,

nous permettent, a4 laide des résultats ci-dessus, de faire des remarques
analogues. Si la fonction méromorphe est grande, alors certains coefficients P
peuvent étre grands ou certains coefficient de Taylor @ peuvent I'étre aussi.
De plus, si la fonction est petite, alors tous les coefficients P et a sont petits.

7. Bose ([1], p. 73) a étendu le lemme de Schwarz aux fonctions méro-
morphes comme suit :

Soit C un cercle |5|=DR ne passant par aucune des singularités de f(z)
et f(o)=o0, on a donc

(7.1) | f(refy|=ZrR,=S pour RR...Rpy>2>1

valable pour |z|=r<R, |5 —b;|=R; et z=re" ou max|/(z)]|<S, et
|s]l=r,

définie comme dans le paragraphe 2.
Au lieu de I'inégalité (7. 1), ceci doit étre

|f(r ei())“l é om p R S.

C’est ainsi, puisque dans la démonstration, R; a été pris comme inférieur ou
égal a R, tandis qu’on aurait du avoir R,< 2R, parce que z est un point du
cercle |z| =R et que b; peut étre sur la ligne joignant s a I'origine et sur le
coté opposé de celui de = par rapport a I'origine.

DEUXIEME PARTIE.

8. Dans cette partie, nous démontrerons d’abord les deux inégalités
suivantes que nous utiliserons souvent.
Soit S*(r, f), la fonction maximum de f(z). On a done

3 (¢) logS*(r, af):log[a|+log5*(r,f),
80 L st f 1 o) 21 a1 s 1og 0 1,
ou

e - a‘l a3 an

Le premier résultat de (8.1) s’obtient directement de (1.1). Quant & (ii),
nous observons ceci :

logS*(r, f+ 0.(a)) Zlog(1+19.(an) |+ logS*(r, f) =|a|+1ogS"(r, f).



CERTAINES PROPRIETES DE LA FONCTION MAXIMUM D'UNE FONCTION MEROMORPHE. 43

9. Soit f(z) une fonction méromorphe d’ordre p ayant des poles ou des
zéros distribués également (evenly) suivant qu’on prend la fonction maximum

1
de f(Z) ou *ff(—z—)ﬂ
Nous dirons que f(z) est du type maximal, normal ou minimal, selon que

est infini, fini ou zéro, et nous dirons qu’il appartient au type convergent ou
divergent suivant que

j.w r—t—tlogS*(r)dr

converge ou -diverge. Nous donnons ci-dessous les propriétés de la fonction
maximum S*(r).

(i) Une fonction méromorphe du type convergent appartient toujours au
type minimal.

Etant donné ¢(>> o), si petit qu’il soit, il existe r, tel que pour r>r,=ry(f),
on a

¢ >f t—P—1logS*(¢) de > ér—? logS*(r),

d’ou ce résultat. , :
(ii) Soit f(z) une fonction méromorphe et r,(a), n=1, 2, 3, ... les
modules des points-a de f(z). Donc

f —1N(r; a) dr, f r—1-‘n(r;a)dr et E{rn(a) j=7
convergent si
f r—9—1logS*(r) dr

converge pour chaque ¢ > o.

10. TutorkME 4. — Si pour q donné positif, l'intégrale
f i r—1—11logS*(r) dr
est convergente; pour chaque ¢ > o0, on a
logS*(r) <<er?
sauf au plus sur un ensemble de points ou la variation de logr est bornée.

" Démonstration. — Soit E, I'ensemble des points ou, pour ¢ donné positif,
logS*(r)>>er?, On a donc

f r—1-'logS*(r) dréfr—q—1 logS*(r) drésfg; (logr)dr
E K
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et dans le cas ou la variation de logr n’est pas bornée dans I'ensemble E, ce qui
contredit notre hypothése que I'intégrale f r~1=*logS*(r) dr est convergente.

D’ou ce résultat :

TrrorkME 5. — Soit f(z) une fonction méromorphe qui est le quotient de deuz
produits canoniques et soit w un point tel que | f(w)|=S(r), on a alors

1

]ogS*(r)<cr<7<er(t’f)—{;N<t’ f>dt+rwa(t’f)+N<t’}>dt>,

t?
oiL q est le genre de la fonction méromorphe et ¢ un nombre indépendant de r.

Démonstration. — Soit

f(é)z

ou P,(z) et P,(z) sont les produits canoniques et ou P, () est d’ordre supérieur

ou égal a celui de P,(z).
(50 1)|
pour toutes valeurs de z; ce qui conduit a

Nous avons
logS*(r) éz log E<§a q> ' +2 log E<-§—)-7 q> l

Procédant exactement comme Nevanlinna ([5], p. 36) nous arrivons a ce
résultat pour (*)c=0(g—+1)*. Dans le cas ou P,(z) est d’ordre supérieur a
celui de P,(z), le résultat s’obtient si nous prenons la fonction maximum

E(ai, q>~+2‘log

log| f(3)| <Y, log

1 , .
de —— et nous procédons comme dans le cas ci-dessus.

J (=)
TrEOREME. 6. — Soit q un grand nombre entier tel que
. logS*(r)
};I_I:c ,"(’_H =o.

Sotent a,, as, ..., ay, et by, by, ..., b, les zéros etles poles de [(z) dans|z| <R.
St f(o)s£0, o pour chaque valeur finie de |z|r, on a f(z) ou [ f(z3)]*
égal a

BN | (e O
ex cy s - E3 z *
P<2 z )[] (1= Jemmitid)

n

(%) b étant un nombre indépendant de r.
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Démonstration. — Ecrivons log f(z) d’aprés la formule de Poisson-Jensen
pour | z| <R, et dérivons (¢ + 1) fois successivement; nous obtenons

— 4 ! _ .
f/+1loo«f( )—— Z (z(—a](;’/"'l — z (z(_)l:g)q_'_l—r-o'n(i-")—f—ln(z),

[an] <R 1bal <R
ou
in g1 g+t
°f‘("’):7!{ 2 I:E_:._ﬁ:] -2 [ ] §
[ an] <R " lbal<R -
et
41! E 2R ei®
Iy (= )——q / IOglf(Re‘q))[W—),,:ad‘D-
0
Maintenant |

on(3) Z g1 (R— 1) [n(R; 0) + n(R; )]
< AR —r)-711ogS*(r).

Le second nombre tend vers zéro uniformément lorsque R tend vers linfini.
De plus

27

qg—+1! 2R + b
Ir(s) < pye (R—r)’/“fo log| f(Re®) | d®
qg—+1! R

logS*(R)

= ©  (R—r)r?

et, par conséquent, I(z) tend uniformément vers zéro lorsque R tend vers

I'infini. Donc
— _ (—)7q! o' (—)7g!
Dretlog f(2) = Z(z )+t _Z(z— bp)r 1

En intégrant successivement (g — 1) fois, nous obtenons ce résultat.

TukoriMe 7. — Soit f(z), une fonction méromorphe d’ordre fini. On a

f’ + + 1 +
m(r, 7> <logR + zlogR__r -+ 2loglogS*(r) + O (1),

pour o r RLar, o O(1) est une fonction bornée de r pour des valeurs
suffisamment grandes de r.

Démonstration. — En représentant la fonction f(z) dans le cercle |5|<R
d’aprés la formule de Poisson-Jensen, et en prenant la dérivée, nous obtenons

S 1 T @y _2Re?
LA = = [ el rmet)| g aw

Re—|a,|* R | b |
—+ — — .
2 (5 —an) [RP—a,s] Z (5 — by) |R2— bz

la. <R 16n |<R
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Done, pour |z|=r<R, ona

(%)
S(2)

2T

R o+ .
< 7 Qﬁf 16g] (R e?) | dd

R —|a,|? R2— |0,
+ -+ S—
Z |z—a,|.|R*—a,z| Ib2<nlz_b|,|R2—bnz]
nl

| an| <R

Mais
| R2—Gpz | > R2—|a,|r>R(R—r)
et
RE—[an _RR—]a[?)
|z —a,|.|R2—a,z] = |R*—a,z|?
R
(R—r)

2R I R .
<(R_r)2[;rf loglf(Re“’?)ldQ]
U R:—a,s R:— b,z
+ 2 Z lR(k—b,L)

dad R(@ -_ an)
Utilisant maintenant les inégalités suivantes, nous obtenons

R —a,z
R(z — a,)
R:—a,z
R(z— )|

<

Donec

J'(5)
S(=)

lan | <R

+ + + +
log(aids. .. .. ap) Zloguy+ loga,+. ..+ logay,

“+ + + + +
log (i + as+. ..+ ay) ZLloga,+ loga,+. ..+ loga;, + logh,

+Cr ! _|_]+ L
SR—r o8 zwfo

+ | R2— b,z
+ ) log R(z— )
la, <R [onI<R

+13g[n(R,f)+n<R, }) +1J-

2

log f(zz) lgg[f(Rei‘I’)Id(I)}

Donc, aprés I'intégration (cf. [5], p. 14), nous avons

!
m<r ‘£><logB+2log +loglogS*(r)

f R—

+N(R,f)+N<R,;>—N(r,f)
—N< f)—l—log

N(R, f)+N< ?>—N(r,f)—N<r}><O(1)

n(R, f)+n< >|+0( 1
et

et enfin

n(R,/)+n<R, ;><N(eR,f)+N<eR, 1><logs*(eR,/)+0(.).

/
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Puisque f(z) est d’ordre fini, nous avons

loglogS*(er) = O (logr),

d’ou
L) <10gR + 2165 —— +ToglogS*(r) + O
m(r, ) <1688 + 210g g+ LoglogS' () - O ().
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