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LOIS DE GROUPES ET ANALYSEURS

Par M. Micuer. LAZARD

INTRODUCTION.

Ce travail a pour objet d’aborder une étude générale de la notion de lot
de groupe.

Une loi de groupe est une « formule » ou un algorithme permettant de définir
une structure de groupe sur un ensemble ot I'on sait effectuer certains calculs,
¢’est-a-dire dont on sait composer les éléments suivant certaines opérations.

Une telle formulation, d’une généralité excessive, ne peut mener a aucune
théorie valable. Il convient done d’introduire des restrictions assez sévéres pour
obtenir une théorie « substantielle », mais assez larges pour recouvrir les plus
intéressants des cas particuliérs déja connus, et conduire i des résultats et
problémes nouveaux.

Parmi ces cas particuliers, citons la « formule exponentielle symbolique de
la théorie des groupes » [4], que nous appellerons loi de Hausdorff, et le
« caleul des vecteurs de Witt » [10] (*). Ces exemples justifient le choix des
axiomes auquel nous nous sommes arrétés.

La loi de Hausdorff sug ggére tout d’abord de ne pas se borner aux calculs
finis, mais d’introduire des séries formelles convenablement généralisées. Cest
ce que nous avons fait; les scrupules que pouvaient provoquer jadis les calculs
« formels » ou « symboliques » sont aujourd’hui apaisés par le recours a des
topologies ultramétriques définies par des familles de sous-groupes.

Par rapport aux vecteurs de Witt, la loi de Hausdorff présente 'avantage de
ne faire intervenir que deux arguments x et y, sans introduire de « compo-
santes ». Un artifice convenable (*) permet de se ramener toujours a ce cas plus
simple (lois de groupes « & un paramétre »). Finalement, nos axiomes servent

(1) Il s’agit dans ce dernier cas d'une loi d’anneau. Nos considérations s’appliqueront, pdr
exemple, au groupe additif des vecteurs de Witt.
(2) Cf- ne 18.
Ann. Ec. Norm., (3), LXXII. — Fasc. 4.
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a définir une loi de groupe f (2, y) comme une somme infinie de « composantes
homogeénes », vérifiant les identités fondamentales

S y)s 5)=f (2, f(y, 5)) (associativité),

Sz, 0)=[f(0, x) = (existence de l'élément neutre o).

Quant aux ensembles M que f(x, y) permettra de transformer en groupes,
ce seront des modules ou seront définies des opérations ou fonctions généralisant
les fonctions polynomes dans une algébre associative et commutative [ 1].
Essenticllement, nous supposerons qu'on puisse composer ces fonctions, et
qu'une notion de degré y soit définie.

Il apparait alors que 'ensemble M ne joue aucun role par lui-méme. Seules
importent les propriétés des fonctions qui s’y trouvent définies, ou, en d’autres
termes, les régles générales de calcul dans cet ensemble.

Nous sommes donc conduit & pousser plus loin 'abstraction, et a étudier
directement la structure algébrique dont est muni I’'ensemble de fonctions sur M
sans faire intervenir ce module. Nous parvenons ainsi & la notion d’analyseur.

Ce point de vue présente des avantages considérables. 11 nous permet de
séparer plus nettement deux problémes distinets : la recherche des lois de
groupes, et I'étude des structures qu’on peut transformer en un groupe au
moyen d'une loi de groupe donnée. Une loi de groupe cesse d’étre un algorithme
pour devenir un élément d’une structure algébrique, ce qui simplifie considé-
rablement le langage.

Conformément aux principes de la méthode axiomatique, nous donnons
a priort la définition des analyseurs (n° 5). Mais, aussitot aprés, nous intro-
duisons des notations qui font apparaitre les ¢léments d’un analyseur comme
des fonctions dans un ensemble. Ces notations sont en vérité des « abus de
langage », car les éléments d'un analyseur ne sont pas des fonctions; mais elles
sont indispensables, car elles font pressentir les théorémes et leurs démonstra-
tions, tandis que les notations « correctes » compliquent inutilement les énoncés
les plus simples.

Aun21, le lecteur trouvera une discussion plus approfondie de I'axiomatique
des analyseurs, qui apparaissent comme un cas particulier de la notion plus
générale de « compositeur ».

Le chapitre I, le plus ingrat, donne les définitions et propriétés élémentaires
des analyseurs. Il s’agit simplement de généraliser les propriétés des séries
formelles sans terme constant [ 1] en les considérant du point de vue de leur
composition, et non de leur multiplication. Méme dans ce cas classique, la
notion d’analyseur ne correspond pas aux définitions usuelles.

Le chapitre Il s’ouvre par la définition des lois de groupes. Les paragraphes
suivants constituent une ¢tude directe des lois de groupes dans les analyseurs
rationnels : les méthodes, aussi bien que les résultats, dérivent directement de
la théorie des groupes de Lie. Vai suivi, parfois de tres pres, un Mémoire de
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Dynkin [3], qui est d’ailleurs & I'origine de ces recherches (*). Cette méthode
directe me parait illustrer la puissance du formalisme introduit au chapitre I;
on verra qu’il suffit d’y traduire quelques propriétés élémentaires de la formule
du binome et de la fonction exponentielle pour obtenir une démonstration
directe des théorémes fondamentaux de Lie ou les passages a la limite sont
remplacés par des spécialisations, et ou la part de I'analyse (c’est-a-dire des
démonstrations de convergence) est réduite au minimum (*). Les principaux
résultats de ce chapitre seront retrouvés au chapitre 1V par une méthode
différente.

Le chapitre 1II traite de la cohomologie des analyseurs. Il a un caractére
auxiliaire, et le lecteur sera peut-étre bien avisé de n’en lire d’abord que le
premier paragraphe, puis de passer au début du chapitre suivant ou il trouvera
aussitot la justification des définitions introduites. Pour mener a bien cette
étude, jai pu exploiter analogie de la cohomologie des analyseurs avec celle
des groupes ou monoides, et renvoyer au traité de Cartan-Eilenberg [2]. ce qui
évite de refaire certains calculs assez compliqués. .

Le chapitre IV expose une méthode générale d’é¢tude des lois de groupes et
de leurs équivalences. Cest la vieille méthode du « caleul des limites » de
Cauchy, du « lemme de Hensel », ete. Elle consiste a construire successivement
les composantes homogénes d'une fonction. Mais ici les constructions ne sont
pas toujours possibles ni déterminées. On rencontre des obstructions qui
s'interpretent comme des éléments de groupes de cohomologie. Dans le cas des
analyseurs rationnels, les obstructions sont nulles et I'on rend compte ainsi trés
simplement des résultats principaux du chapitre II (moyennant, il est vrai, la
connaissance de ceux du chapitre I11). A coté de la loi de Hausdorft, on trouve
une autre loi de groupe remarquable, la loi wnilinéaire. Elle conduit a une
nouvelle espéce d’algébre et intervient, par exemple, dans le calcul de la
formule de Taylor pour les polynomes.

J'ai montré antérieurement | 7] sur un cas trés particulier comment il était
possible de faire une étude globale du systéme des obstructions. Le probléme
fondamental est le suivant : comment les choix effectués lors du « passage »
d’une obstruction nulle peuvent-ils déterminer la nullité des obstructions
suivantes ? Je donne ici la démonstration du théoréme général sur les lois abé-
liennes universelles de groupes de Lie formels annoncé dans [7]. Mais I'étude
globale du probléme des obstructions parait difficile et ne pourra vraisembla-
blement étre abordée que dans des cas particuliers.

Au terme de cette étude, il semble qu'on ait seulement établi la partie
générale et, en un certain sens, élémentaire d'une théorie qui devra se spécia-

(*) Les résultats de ce chapitre sont résumés dans [5].
(*) 11 s’agit des théorémes locaux pour les groupes de Lie donnés a I'avance comme variétés
analytiques.
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liser dans diverses directions. Deux d’entre elles me paraissent les plus
importantes. D’abord la construction de p-groupes a I'aide de lois de groupes
convenables. Les résultats obtenus avec la loi de Hausdorff [ 6] laissent espérer
qu’on pourra progresser si 'on connait mieux les lois de groupes. C’est aussi la
conclusion ou conduisent des travaux récents [8], [9] sur le probleme de
Burnside. L’autre direction de recherches est celle des lois de groupes de Lie
formels, en liaison avec I'étude des groupes algébriques.

Je soubaite que des développements ultérieurs viennent justifier la tentative
que j'expose aujourd’hui.

CHAPITRE 1.

GENERALITES SUR LES ANALYSEURS.

I Fonctions’homogénes et modules multigradués.

1. Foncrions pans vy MopuLE. — Nous conserverons, autant que possible, la
terminologie de N. Bourbaki. En particulier, Z, N, N*, Q désigneront respecti-
vement 'anneau des entiers rationnels, I'ensemble des entiers >~ o, 'ensemble
des entiers > o, et le corps des nombres rationnels.

La lettre Q désignera toujours un anneau commutatif possédant une unité.
Nous entendrons par « module » un Q-module unitaire.

Si E est un ensemble quelconque, M un module, 'ensemble des applications
de E dans M est muni de sa structure naturelle de module. En particulier, nous
aurons a considérer des applications dans M du produit cartésien M" (n€ N*).
Une telle application sera dite fonction de n arguments dans M, et notée f. La
valeur de fpour la famille d’arguments (z,, ..., z,) €M" seranotée fix,, ..., x,).
Le module des fonctions de » arguments dans M sera noté #,(M).

Nous dirons que l'argument x; est neutre dans la fonction f€ &,(M) si
Sy, ooy @) =f(Yis oo or Yu)dés quonaxy=y;pour 1—j —n (j%1).

9. LES RELATIONS D’HOMOGENEITE.

Derrion (L. 1). — Soient M un Q-module, f€ $,(M), et o = (%4, ..., ,)EN"
une famille d’entiers >~ 0. La fonction [ sera dite vérifier la relation d’homogé-
néité de degré o st l'on a

_/.(\ )~! Ly ooy )\n*l/'u) - 7\:17‘ M P‘/ltn./‘('l'H Tt ‘/L.lt)

pour tous xy, ..., x,€Met 1y, ..., 1, €Q. De plus, si U'un des («;), soit a;, est
nul, ’argument x; doit étre neutre ().

(%) Cette derniére convention revient a poser o® =1 dans la relation d’homogénéilé.
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Remarquons qu'une méme fonction peut vérifier plusieurs relations

d’homogénéité différentes : ¢’est ainsi que lapplication identique du corps

premier F, de caractéristique p £ o peut se voir attribuer I'un quelconque des
degrés p" (heN).

3. MODULES MULTIGRADUES.

Derinition (1.2). — Un Q-module H sera dit n-gradué s'il est donné comme la
somme directe d’une famille de sous-modules (11,),¢x..

Nous désignerons par P, le projecteur de H sur son facteur direct H,. Si f€H,
P,/ sera dit la composante homogéne de degré o de f3 f n’a qu'un nombre fini
de composantes homogenes non nulles, et est égal & leur somme

S 8

J= X P.fi  avee P,fell,.

2ENn

Nous appellerons degré total du multidegré « = (a,, ..., 2,) et noterons
I'entier (o, +...-a,), et nous poserons, pour tout r€ N,

. M, — Z H,.

aEeEN || =r

|

Nous définissons ainsi sur I, par « sommation partielle des composantes »,
une structure de module simplement gradué. C’est en ce sens que nous
parlerons des composantes homogénes pour le degré total des éléments de H.

Un sous-module n-gradué K de H sera un sous-module homogéne, ¢’est-a-dire
vérifiant

K= 2 (KnTly,).

oeNn

Un homomorphisme ¢ d’un module n-gradué H dans un module n-gradué I’
sera une application Q-linéaire vérifiant o H, CH, pour tout « € N".

4. CRITERES CONCERNANT LA DEFINITION DES FONCTIONS HOMOGENES. — Les principaux
modules multigradués que nous rencontrerons seront des modules H de fonctions
dans un module (n° 1), ou les ¢léments de H, vérifieront la relation d’homogé-
néité de degré a [déf. (1.1)]. La remarque finale du n° 1 montre qu’il faudra,
en général, définir axiomatiquement les modules de fonctions homogénes.
Cependant, dans certains cas particuliers, les relations d’homogénéité suffisent
pour caractériser les H, : il faut pour cela que toute somme finie de fonctions
vérifiant respectivement des relations d’homogénéité pour des multidegrés
distincts ne puisse étre nulle que si tous ses termes sont nuls.

ProrosiTioN (1 1) — Soit M un espace vectoriel sur le corps infini Q. Une
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somme finie Z Sa» ol chaque f,€ £,(M) vérifie la relation d’homogénéité de
aeNr
degré o, ne peut étre nulle que st chaque terme f, est nul.

Démonstration. — Nous pouvons écrire, pour tous &y, ..., x,€Met A,, ...,

rELQ,
(1) 2 WA fy (@, ..y ) = 0.

e N

La proposition s’en déduit aisément : par exemple, par récurrence sur n et
application des déterminants de Vandermonde.

Prorosition (1.2). — Soit M un Q-module. Considérons la somme finie 2 S
xeNt
ot les [, (€ % ,(M)) vérifient respectivement les relations d’homogeénéité de degré ».

Supposons que, pour o= (a,, ..., %,), fu5Z oimpliquea,' ... a,! f, = o. Alors
la somme considérée ne peut étre nulle que si chacun de ses termes est nul.

3\

Démonstration. — Kcrivons a4 nouveau la relation (1) dont nous désignerons
le premier membre par P(%,, ..., &,). Introduisons les opérateurs différences A; :

(A[P)(}q, ey 7\[’ ey }w'):l)()‘.]., PR }.,'—f—*l. ey }‘.,l) —P()\h ey 7\{, ey )\,L).

Si la somme considérée est nulle sans que tous ses termes le soient, défi-
nissons B=(3,, ..., 3,) comme le plus grand des multidegrés (a,, ..., o),
ordonnés lexicographiquement, tels que fz==o0. Alors

o= (Ab . ABP) (O, B =50 B S,
contrairement & 'hypothése.

Remarque. — On se trouvera dans les conditions de la proposition (1.2) dans
les cas particuliers suivants :

1° M est un module sans torsion sur l'anneau d’intégrité Q de caracté-
ristique o;

2° L'ordre additif de chaque fonction f, non nulle n'est pas un diviseur
de |al!.

2. — Analyseurs incomplets.

5. AXIOMES DES ANALYSEURS INCOMPLETS.

DermviTioN (2.1). — Un analyseur incomplet X sur [’anneau Q est constitue par
la donnée :

a. d’une suite (A")"SY de Q-modules multigradués, tels que chaque A"



LOIS DE GROUPES ET ANALYSEURS. 305

soit n-gradué

Ar= ) AL

aEeNn

b. d’une famille d’applications (7T,,,) (m, n€N"), telle que T, , applique A
dans £ ,,(A");

c. d’une famille d’éléments distingués (e, ;) (m, i€N*,im), tels que
en, €S, ol Gy est le multidegré (3}, ..., 3"), et o/ désigne le symbole de
Kronecker (), satisfaisant aux axiomes suivants :

(A1) Pour tous m, n€N*, l'application T, , est un homomorphisme Q-linéarre
de A" dans le module & ,,(A"). De plus, pour tout meN*, T, ,, est injectif.

(A2) St m, neN*, aeN", fed}, alors T, , f vérifie la relation d’homogé-
néité de degré o.

(A3) Sotent m, n, peN*, feA", g&A" (pour 1=—im), h,eXr
(pour 1 =j~n). Posons

(T,,L,,,f) (&1y oo vy 8m) = ke A
et
(Top2e) Chyy ooy b)) =4LeAr (pour 1Li = m).
Alors
(T,,’p/(') (fay oo s ) =(Top f) Ly ooy L)

(A%) Pourtousm, n, it€N*, i —m, [;€ A" (pour 1 = j—"m),

(Tm.n em‘i) (,/u sy fm) ://
(A5) Soient m, n € N*,

a

I

(117-~~y2m)€N’”7 feﬂgly
in) €N, 2i€ AL, (pour 1 i =m).

w

Bi= By -
Alors (T 0 f) (&1v - -+ gu) € AL, avec
= (Yo )y Y= E a;jBji  (1ZiZLn).

\Lj=Zm

(A6) Sotent meN*, a = (%,, ..., ) EN", f€A. Posons
,Lr—-—: (’-l‘m,m—kl,f) (em—H,l + em,»,l,ia enu 1,09 == 0y em-&—l,nu 1 )7
et gs="Psg pour 3= (P, .... B ) €N Alors ;
a. gg=o0 st l’on n’a pas simultanément

}31"’—@2:&!, Si:ai—1 (3él‘é”l+l);

(8) ¥ =15ii=/,8/=o0sii#].
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b. StBi+Po=o, Bi=oy (3 =i =Zm—+1), alors

&y

(Tnz H,mgg) (enz,lv €15 €y - ey e/n,m) == (B >f (7)
v 1

(AT) Pour tout meN*, le module A} (des éléments de degré total o) est nul.
Ce dernier axiome n’interviendra qu’au paragraphe 3.

Exemple : [Uanalyseur classique. — Nous appelons analyseur classique
Ianalyseur défini comme suit : A"CQ [e, 4, ..., €,,] (n€N") est I'anneau
des polynomes sans terme constant, i coefficients dans Q, en les indéter-
minées (e,;)1=i=n[1]. Nous prenons sur A" la graduation usuelle. Si
S=P(en1, ..., e,,)EA", g;€A" (11 m), nous posons

Tmn )(1,7'1,--.,f,,,):P(O“J,---,"m).
(T f) (; £ 8 g

On vérifiera sans peine que les axiomes (A1) & (A7) sont satisfaits.

Nous laissons au lecteur le soin de formuler, conformément a la théorie
générale des structures algébriques ou les lois de composition sont partout
définies, les notions d’homomorphisme d’analyseurs et de sous-analyseur. Si 1'on
a un homomorphisme d’un analyseur A dans un analyseur A/, I'image de X est
un sous-analyseur de A'; si 'image coincide avec A, nous dirons que ce dernier
est un analyseur quotient de X. Remarquons que le noyau d’'un homomorphisme
d’analyseurs n’est pas un sous-analyseur [ car il ne contient pas les éléments (e, )|

6. U~ LEMME DE THEORIE DES ENSEMBLES. — Nous allons effectuer sur les analy-
seurs incomplets une construction par « dédoublement », analogue a la repré-
sentation réguliére des groupes ou des algébres associatives. Cette construction
est basée sur le lemme général suivant :

Lemye (2.1). — Soient (")€Y une suite d’ensembles, ¢, : E'— E"* une suite
d’applications, et (1,, ) une famille de lovs de composition (m +1)-aires (m, n €N),
telles que, pour feb™, g;€B" (1=im), on ait (T, ,[f) (g, .-, gn)EE".
Supposons que pour tous m, n, f, g; définis comme précédemment, on ait

(I) 3/1((Tm,nf) (r’;‘lv ceey g/n)) — (Tm,ni—lf) (sn.‘(wrlv RIS sugm)'

Désignons par E=1imE" la limite inductive de la suite (E") pour les appli-
—>

(7) Plus précisément : g = (Tm,m+1f) (b1, .-+, hn), 0U
hi= @mr1,1+ @10, hi= 011,01 (pour 2 < i < m).

Nous appliquons le projecteur d’homogénéité Pg conformément aux notations du n° 3. Dans b, il
faut entendre (Ty1,m $¢) (kyy ooy kperr), avee

kh=ki=epn, ki= €m,i—1 (pour 3 LiLm—+1).

o - . L oy !
Enfin ( ' ) désigne le coefficient binomial ——— -
By Bilfe!
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cations (z,), et par =, I’application canonique de E" dans E(n&N*). Alors il existe
des applications T, respectivement de E™ dans ’ensemble des fonctions de m argu-
ments dans E, univoquement déterminées par les conditions

(Tmf> (ﬂ'ng'l, ey Tfng/n) f— 77/1((Tnz,nf) (gn ey gm))y
pour tous m, n€N*, feE", g;€B" (1=i=Zm).
Démonstration. — Elle résulte immédiatement de la définition de la limite

inductive. Définissons, pour p g, les applications =7 : E»— E?, par les relations
de récurrence ="' =¢, 7’ (7/ est I'application identique de E”). L'ensemble E

A .

et les applications =, sont caractérisés par les propriétés suivantes :

a. pour tous p Zq, ©,= 7,7’

/’;
b. = U (7 By s

n &N
c. si fekr, g€l =, [=m,g, alors il existe 7>~ p,q tel que 7} f=n’ g

Par récurrence sur ¢ — p>>o0, on démontre que, pour tous f€E”, gy, ...,
g.luEE/;’

TEZ((T"!,Pf) (&g1y - &m)) = (Tuyf) (77;/;:‘»’\7 cees WZS’M)-

I existence et 'unicité des applications T, s’en déduisent sans difficulté.

7. REPRESENTATION REGULIERE DES ANALYSEURS INCOMPLETS. — Soit X un analyseur
incomplet [ déf. (2.1)].

ProrosirioN (2.1). — Pour tout n€N* et f&€ A",
(Tunf) (s ooy €)=/

Démonstration. — Posons f'= (T, /) (e, ., ..., e,,). Alors (A3) et (A%)
montrent que T,,, f="T,,, [, pour tout m&N*. Comme T, , cst injectif (A1),

J=J"
LemMe (2.2). — Définissons les applications ¢, : A" — A"+ (n€N*) par

ezzf: (Tn,,u+1f) (€nii,1s « -y €ritn) pour fE An,
Alors :

a. les (g,) et (T, ,) vérifient la condition (1) du lemme (2.1);

b. pour tout n €N, 2, est injectif,; plus précisément, la restriction de ¢, a A est
un isomorphisme de ce module sur A/, avec

== (0, ..., &) EN", (o, 0) = (g, ...y Ay, 0)ENTL

Démonstration. — a est une conséquence immédiate de (A3) et de la défi-
nition des applications ¢,. Pour g€ A"*, posons

Nn18 =— (TIH 1,;45") (ell)la ceoy nn, 0)'






