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FONCTIONS A SINGULARITÉS POLAIRES
SUR DES DOMAINES COMPACTS

ET DES SURFACES DE RIEMANN OUVERTES

PAR M. ROGER BADER.

INTRODUCTION.

Depuis la publication, en 1941» du Mémoire fondamental de R. Nevanlinna\1),
Quadratisch integrierbare Différentielle..^ Fétude des intégrales abéliennes
simples qu'on peut définir sur les surfaces de Riemann ouvertes, est devenue
un des champs de recherche de la théorie des fonctions d'une variable complexe.
Par surface de Riemann, il est maintenant classique d'entendre une variété
topologique à deux dimensions réelles munie d'une structure analytique
complexe. Comme intégrales abéliennes simples de première, de deuxième ou de
troisième espèce, on a considéré celles qui satisfont à une condition de régula-
rité à l'extérieur d'un compact : intégrale de Dirichlet finie (Nevanlinna,
Myrberg, Sario, Ahifors, etc.), module ou partie harmonique bornée (Ahifors,
Myrberg, etc.), moyennes bornées (Nevanlinna, Parreau). A l'exception de
P. J. Myrberg qui se place du point de vue de la construction effective ou de
l'existence d'intégrales abéliennes particulières sur des surfaces déterminées
(utilisation de la théorie des fonctions automorphes), aucun auteur ne semble
avoir envisagé le cas d^intégrales simples de deuxième et troisième espèce à
une infinité de singularités polaires. L'objet de ce travail est de donner certaines
définitions de telles intégrales et d'en faire une première étude.

La méthode consiste à rechercher d'abord, sur un domaine compact, les
différentielles et fonctions méromorphes qui ont un comportement particulier
du point de vue de la norme dans le domaine (intégrale de Dirichlet) ou du

(1) l/astérisque ou un chiffre entre crochets à la suite cTun nom indique un renvoi à la biblio-
graphie.
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module et de l 'argument sur sa frontière. La notion de surface de Schottky d^un
domaine (le domaine et son symétr ique) est utilisée systématiquement et
permet une défini t ion simple et géométrique des différentielles et fonctions
importantes dans le domaine : ce seront celles qui se laissent prolonger conve-
nablement sur la surface de Schottky. On étudie ensuite dans quelle mesure
les différentielles et fonctions sur une surface ouverte sont limites des diffé-
rentielles et fonctions remarquables définies sur les domaines compacts d'une
exhaustion de la surface. Cette méthode est inspirée essentiellement du
Mémoire de L. Ahifors [l], Open Riemann surfaces. . . qui l 'applique dans le
cas de différentielles de première espèce et de norme finie.

Au chapitre I, après avoir rappelé quelques généralités (§ 1), je détermine
(§ 2) les conditions d'orthogonalité, au sens de la norme, entre les différentielles
analytiques exactes sur un domaine compact et les différentielles méromorphes
sur la surface de Schottky correspondante différentielles que rappelle différen-
tielles de Schottky-AhIfors. Je décompose ensuite additivement toute différen-
tielle méromorphe û sur un compact en une différentielle exacte de première
espèce et en une différentielle de Schottky-AhIfors (D. Cette décomposition dépend
d'un arbitraire qui peut être choisi tel que co diffère d'aussi peu que l'on veut
de û, au sens de la norme. Au paragraphe 3, je montre que sur une surface
ouverte S toute différentielle méromorphe est, à une différentielle analytique
de norme finie près, la limite uniforme (convergence compacte) de ses compo-
santes de Schottky-AhIfors relatives aux domaines d'une exhaustion de S et
convenablement choisies dans ces domaines. Ceci m^amène à considérer une
classe d3^ de différentielles méromorphes û qui sont limites de leurs compo-
santes dites strictes de Schottky-AhIfors; il existe un domaine D dont chaque
composante connexe est compacte, qui contient les pôles de û, et tel que
^||J-D+ | |^— (0 H^^ 0 0 ? (JO désignant la composante stricte de 0. dans D. Ces

différentielles sont déterminées par les parties singulières de leur développe-
ment aux pôles et par leurs périodes, sur les surfaces de Riemann où toute
fonction holomorphe de norme finie est constante.

Au chapitre II, j'étudie les différentielles réelles fermées (D qui admettent
des singularités polaires : au voisinage d'un point isolé où leurs coefficients ne
restent pas finis, il existe une différentielle harmonique v ayant une singularité
polaire en ce point, telle que les coefficients c o — y soient finis. A Faide de
propriétés d'orthogonalité analogues à celles du chapitre I, je décompose addi-
tivement (§ 1) une différentielle fermée sur un compact en une différentielle
harmonique a s ingular i tés polaires — sa composante de Schottky-AhIfors —
et en une différentielle fermée exacte. Il en résulte (§ 2) qu^une différentielle
harmonique sur une surface de Riemann ouverte S, est, à une-différent iel le
harmonique exacte de norme finie près, la limite de ses composantes de
Schottky-AhIfors convenablement choisies sur les domaines d 'une exhaus-
tion de S.
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Les différentielles harmoniques (classe OH^ ) que l'on considère alors sont
déterminées par leurs parties singulières aux pôles et par leurs périodes, sur
les surfaces de Riemann où toute fonction harmonique uniforme de norme finie
est une constante. On trouve une condition suffisante, d'existence d'une diffé-
rentielle exacte de la classse (ffj, ayant des parties singulières données en des
points donnés d'une surface parabolique.

Au chapitre III, je considère des fonctions méromorphes multiplicatives
(multiplicateurs de module unité). Sur un domaine compact D(§ 1), ce sont
les fonctions multiplicatives de module unité (classe Mi) ou d'argument
constant (Mo) sur la frontière D^ qu'il est intéressant de considérer. On décom-
pose une fonction multiplicative en produit d 'une fonction multiplicative de
la classe Mi par une fonction sans zéro ni pôle dans le domaine D. Au para-
graphe 2, je montre que les bases des différentielles de première espèce sur les
surfaces de Schottky de domaines exhaustifs d^une surface de Riemann S
convergent vers une base des différentielles de première espèce de S. Ceci me
permet au paragraphe 3 d'étendre la condition nécessaire d'Abel relative aux
zéros et aux pôles d'une fonction uniforme : il faut que la somme des valeurs,
aux pôles, d'une intégrale de différentielle harmonique de première espèce et
de norme finie, à un nombre fini de périodes non nulles, soit égale à la somme
de ses valeurs aux zéros. Cette généralisation a lieu sur les surfaces parabo-
liques pour les fonctions uniformes appartenant à la classe (Sa des fonctions
multiplicatives dont le module est compris entre deux constantes positives,
à l'extérieur d'un voisinage, de composantes connexes compactes, des zéros et
des pôles (ces points remplissant une condition de Ïaible densité sur S.) Ces
fonctions sont limites uniformes de leurs composantes appartenant aux
espaces Mi relatifs aux domaines d'une exhaustion de S.

En te rminant ce travail, je suis heureux de pouvoir exprimer ma vive recon-
naissance à M. Valiron qui m'a sans cesse prodigué ses conseils et ses encou-
ragements, ainsi qu'à M. Fiala qui a orienté mes premières recherches. J'adresse
mes remerciements respectueux à M. Montel qui m'a fait l 'honneur d'accepter
la présidence du jury et à M. Pères qui a bien voulu m'examiner sur la seconde
thèse. Ma gratitude va enfin à mon ami M. Parreau avec qui j'ai eu sur ce travail
de nombreux entretiens et qui m'en a suggéré de précieuses améliorations.

CHAPITRE I.

DIFFÉRENTIELLES MÉROMORPHES ET LEUR INTÉGRALE DE DIRICHLET.

1. Généralités.

On a coutume de parler d'intégrales abéliennes de deuxième ou de troisième
espèce suivant que leurs singularités sont uniquement polaires (en z~'\ rentier

Ann. Éc. Norm., (3), LXXI. — FASC. 3. 22
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positif si z désigne 1 uniformisante locale au voisinage du point s ingulier z=o)
où polaires et logarithmes (en z11 et en log^). Quand il n'y a pas l ieu de dis-
tinguer les deux cas, ce qui est vrai pour les deux premiers chapitres de ce
travail, il est commode de considérer plutôt les différentielles correspondantes
(singularités en z^dz). 11 est alors très avantageux d'utiliser le calcul diffé-
rentiel extérieur et la terminologie employée de façon générale par Bidal et
de Rham* et introduite par Ahifors [1] dans l'étude des intégrales abéliennes
de première espèce. Je vais d'abord rappeler rapidement les principales notions
qui sont ainsi à la base des deux premiers chapitres (voir Ahifors [1]).

l . i . Différentielles. — On appelle différentielle sur une surface de Riemann S,
la forme différentielle extérieure oo, linéaire, définie au voisinage d'un point P
à l'aide de l'uniformisante locale z = x + iy (z = o correspond au point P) par

G) == a dx 4- b dy^ a~=.a{z)^ b=zb(z)^

où les coefficients a et b sont à valeurs complexes, continus et à dérivées
premières continues, et se comportent par rapport à un changement d'unifor-
misante locale comme les composantes d^un vecteur covariant. On désigne par
^=adx-+-bdy V imaginaire conjuguée de co, a et b étant les fonctions Imagi-
naires conjuguées de a et 6. D'autre part, on associe à co sa différentielle
adjointe (2 ) co*= — b dx + a dy.

Si, au voisinage d'un point P, on a ( 3 ) rf(jD==:o, on dit que la différentielle
est fermée au point P; si co et co* sont fermées en P, co est dite harmonique (en
général complexe) en P; si co*= — t'co au voisinage de P et si co est harmonique
en P, on dit que co est analytique en P. De même on dira qu'une différentielle
est fermée, harmonique ou analytique sur un domaine D d'une surface de
Riemann S, ou sur la surface S tout entière, si ces propriétés ont lieu en tout
point intérieur du domaine ou de la surface.

On voit qu'une différentielle fermée en P est exacte en P, c'est-à-dire est la

différentielle extérieure, df= - d x - } - —û?J, d'une fonction au voisinage de P.
Au contraire, dans un domaine D ou sur une surface S, on dira que co est exacte
si elle est non seulement fermée, mais encore si la fonction dont elle est la
différentielle est uniforme dans D ou sur S.

A l'aide du produit extérieur de deux différentielles, coi = a^ dx + b^ dy et
coa =a^dx-\- 62 dy :

ûûiûû2== (a^2—a^b^dxdy

( 2 ) Je rappelle les relations œ**==— co et coico^ == w.^\ (produit extérieur défini plus bas).

(3) La différentielle extérieure de co est dw = = ( — — — ) dxdr.\àx ày j '
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on défini le produit scalaire des deux différentielles coi et 003 dans D ou sur S
p a r ( 4 )

(ci)i, ûOa) == f ÛL)] c»)Ï,
^0,8

et la norme d'une différentielle co par

-f (\\a\\^\\b\\^dxdy.
^D.S

si, bien entendu, ces intégrales ont un sens; on vérifie facilement que la norme
ainsi définie correspond au double de l'intégrale de Dirichlet de ^ (jo.

Une différentielle analytique y est de la forme y = a dz, a étant une fonction
analytique de z=x-\-iy. Autour du point P(^==o) on considère le déve-
loppement de y :

cp==(aA^+ a^z^-^. . . ) d z (A^o) ;

le nombre h est invariant et représente l'ordre de y en P.
Dans un domaine compact D de frontière D' par rapport à S, la formule de

Cauchy-Green appliquée au produit/co s'écrit :

( 1 . 1 ) ff^ = fd(f^) == p/c.) 4- ffd^.
J\), t/D J j ) */i)

l'intégration sur le contour D^ étant effectuée dans le sens direct par rapport
à D (on a D à sa gauche quand on parcourt D' dans ce sens).

Soulignons en passant que dans le genre d^étude que nous allons faire, il
suffît d^envisager des domaines à frontières « très régulières » c^est-à-dire
composées d'arcs de courbes analytiques ou suffisamment différentiables
(Parreau^).

1.2. SLNGULARITÉS. — Les différentielles analytiques de deuxième ou
troisième espèce (différentielles méromorphes) sur une surface de Riemann S
sont celles qui admettent, en des points isolés de S, des singularités polaires,
mais qui sont analytiques en tout autre point de S. Si z désigne l 'uniformisante
locale au voisinage d'un point P(^==o), la différentielle méromorphe y a la
forme
( 1 .2 ) cp=te+...+^\^+^ (h>o),

\ z z }

si P eèt singulier; y^ désigne une différentielle analytique sans singularité au
voisinage de P. Le nombre complexe a-i est invariant par changement d'uni-
formisante locale, c'est le résidu de y en P. Si a_^ = o, la différentielle est dite

( 4 ) La relation (coi, 0)2) == (^2, aïi) se déduit immédiatement de cette définition et de la relation
signalée au sujet de la définition de l'adjointe de co.
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de deuxième espèce; elle est de troisième espèce dans le cas général û_i -=f=- o.
Le nombre h (entier positif) est également invariant par changement d'unifor-
misante locale : c'est l'ordre du pôle de o en P (— h étant l'ordre de y en P).

1.3. CYCLES (Ahifors [2]). — Comme une surface de Riemann S est une
variété orientable et triangulable (Stoïlov*), on peut considérer son groupe
d'homologie unidimensionnel : parmi les cycles d'un nombre fini d'éléments,
on distingue les bords au sens compact (frontières de chaînes bidimensionnelles
finies) des bords au sens non compact (frontières de chaînes bidimensionnelles
infinies).

Sur un domaine D de frontière D^ n'interviennent que des cycles et bords
modulo D' ( o u mod l . D ^ c'est-à-dire des cycles et bords de S dans lesquels on

\ s /
a négligé tout ce qui fait partie de i D (Lefschetz*).

s
Je n'entrerai pas dans le détail de la définition du nombre Sintersection

(Ahifors [2], Virtanen*) de deux classes de cycles. Il suffira de noter ici que
cette définition est possible, c'est-à-dire possède un caractère d'invariance
topologique (deux cycles d'une même classe ont le même nombre d'inter-
sections avec un cycle donné) et que deux classes CL et û3 ont un nombre
d'intersection o(dl x(%=o) ou i((9C x tô= i) si et seulement s'il existe un
cycle de (9L et un cycle de tô sans points communs ou ayant au plus un seul
point commun (dans ce dernier cas on admettra que les orientations sont telles
que le cycle de S> coupe le cycle de (9L de droite à gauche; si CL x t ô=—i ,
l'intersection de CL par tô a lieu de gauche à droite).

Une base d'homologie du groupe d'homologie des cycles formés d'un nombre
fini d'éléments se compose d'une suite dénombrable de cycles linéairement
indépendants, C i , . . ., C^, . . . , telle que tout cycle C du groupe dépende
linéairement des cycles C^, . . ., C/^, et qu'il existe une relation d'homologie :

C ^ ̂ C^+. . .4-^C^ {xk entiers).

La propriété importante du groupe d'homologie de S est l'existence d'une hase
dhomologie canonique c'est-à-dire formée de cycles A,, B, , . . ., A,,, B^, . . .
satisfaisant entre eux aux relations

A; x Ay = o, Bi x By == o, A; x By •==. ôf ( Kro neker ).

De plus, étant donné une exhaustion de S formée de compacts SoCSi, . . .,
S^_i, c S,^,. . ., la base d^homologie précédente peut être choisie de façon que :

i° dans S^, A^, B^, . . ., A^, B^ forment une base d'homologie modulo S^
(frontière de S^);

2° les cycles sur S^ ne dépendent linéairement que d^un nombre fini de
cycles A.
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Le genre g- d'un domaine ou d'une surface est égal à la moitié du nombre
total des classes d'homologie distinctes de la classe zéro. La connexion d'un
domaine compact est définie par 2^+c, c étant le nombre de composantes
connexes de sa frontière.

1.4. PÉRIODES. — La formule de Cauchy-Green appliquée à une différentielle
fermée co dans un compact D de frontière D/ donne

autrement dit, la période de co sur un bord D^st nulle. La période de CL) sur un
cycle ne dépend donc que de la classe d'homologie du cycle considéré.

Pour une différentielle analytique de deuxième espèce, on peut également
définir la période sur une classe d'homologie de cycles : pour montrer que
l'intégrale d'une telle différentielle est nulle sur un bord D' (au sens compact),
on applique la formule de Cauchy-Green au compact D^ obtenu en supprimant
dans D les voisinages des singularités situés à l'intérieur des cercles z^ <^ £
(^ étant l 'uniformisante locale au voisinage du point singulier P^; z^=o
correspondant au point P^); s est supposé suffisamment petit pour que ces
voisinages soient disjoints. Les intégrales de (D portant sur les cercles [ ^ [ = = = £
sont identiquement nulles :

r2^ (a-h ^—> \ • • ,
I —^- -4-. . .+ —— -4- Oo-l- Oi^+. . . ïs e^ d^ == o

J o \ ^ z^ /
(^,= ze^).

De la même manière, on voit qu'au contraire, pour une différentielle analy-
tique de troisième-espèce, l'intégrale sur un bord D/ est égale à 2iu fois la
somme des résidus de la différentielle. Cependant on pourra dire que deux
différentielles de troisième espèce, ayant les mêmes résidus, ont mêmes
périodes ou périodes distinctes, suivant que leur différence, qui est de deuxième
espèce, a des périodes nulles ou non. Quand dans la suite nous parlerons de
périodes d'une différentielle de troisième espèce, il sera sous-entendu qu'il
s'agit de périodes prises par rapport à un système de cycles bien déterminés.

2. Différentielles méromorphes sur des domaines compacts.

2. i . DOMAINE. SURFACE DE SCHOTTKY CORRESPONDANTE. — Une structure analy-
tique déterminant une surface de Riemann S est définie par la donnée d'une
classe de fonctions, ÛL(P), à valeurs complexes, en chaque point P de S (voir,
par exemple, Parreau*). On peut faire correspondre à cette structure une
structure symétrique définie en chaque point par la classe <9L(P) des fonctions
complexes conjuguées de <9L(P). La surface symétrique S ainsi obtenue diffère
de S uniquement par son orientation qui est opposée à celle de S.
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A partir de deux domaines symétriques D et D de S et S, on peut alors
construire une surface D, close ou ouverte, suivant que D est compact ou non.
Topologiquement on obtient D en soudant D à D par identification de leurs
frontières aux points symétriques. En un point de D intérieur à D ou D, la
structure analytique de D est égale à la structure induite sur D ou D de la
structure de S ou S; les uniformisantes locales en deux points symétriques
peuvent être choisies imaginaires conjuguées. En un point de D^ = D7, on peut
définir la structure analytique comme suit : D' étant frontière très régulière
de D, on peut choisir comme uniformisante locale en QeD', sur S, une fonc-
tion ^(P) réelle sur D', à partie imaginaire positive dans D; l'uniformisante
locale correspondante sur S aura une partie imaginaire négative dans D; en
considérant alors Q comme appartenant à D, on voit que z dans D et ~z dans D
sont les prolongements l'une de l'autre et forment une uniformisante locale z^\.
en Q; Cl(Q) est la classe des fonctions à valeurs complexes associée à Q sur D.
D est appelé Ja surface de Schottky de D (Ahifors [1]).

Si D est compact, de genre g et si D' a c parties disjointes, le genre de la
surface de Schottky D est g= ̂ g-\- c— i.

Dans le cas de domaines compacts, on peut généraliser de la façon suivante
la construction précédente :

PROPOSITION 2. i (5). — Pour que deux domaines compacts Di et Da, appar-
tenant respectivement à deux surfaces de Riemann Si et Sa, puissent être soudés
pour former une surface close, il faut et il suffit que leur frontière D^ et D^ ait
même nombre fini de composantes.

Il suffit de montrer que les deux domaines peuvent être raccordés conve-
nablement. Considérons par exemple deux composantes D^ et D^ des fron-
tières D^ et D', que nous voulons raccorder. Appelons Ui et u^ lés fonctions
harmoniques dans Di et Ds égales à zéro sur D^ et D^ et égales respectivement

à + i et à — i sur fD^ et^D^. En désignant par ^ et ^ leurs conjuguées,
D[ D',

on voit que les fonctions exp(^i+^i) et exp^a+^î) représentent confor-
mément un voisinage de D^ dans Di sur une couronne i^ ^]^i + £ et un
voisinage de Dedans Da sur une couronne i^| w ^ i— £. On peut alors définir
le raccord de Di et Da à travers D^ et D^ par le raccord des deux couronnes
i — £^|w|^i et i^|^ ^ i + £ à travers [ w \ == i. Comme D^ et D^ ont le
même nombre de composantes, le raccord peut être ainsi effectué à travers
chaque composante.

(5) Cette proposition est due essentiellement à M. Parreau.
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2.2. DIFFÉRENTIELLES DE SCHOTTKY-AHLFORS. — Considérant les différentielles
harmoniques ou analytiques sur un compact fermé D, Ahifors [1] a trouvé que
celles qui pouvaient être prolongées régulièrement sur la surface close D, j o u e n t
un rôle particulier et, plus précisément, résolvent certains problèmes d'extre-
mum dans D. Il a appelé ces différentielles régulières sur D (de première
espèce), les différentielles de Schottky de D.

De façon analogue je me propose d'étudier les différentielles méromorphes (6)
sur D (D étant compact), qui se prolongent en différentielles méromorphes
sur D. Pour les distinguer des différentielles de Schottky, je les appellerai
différentielles de Schottky-Ahifors.

A cause de la symétrie d'une surface de Schottky D, on peut faire corres-
pondre à toute différentielle de Schottky-Ahlors(7) y analytique, dont l'expres-
sion en P est adz (a, fonction analytique à singularités polaires isolées) une
différentielles y dont l'expression en P est adz; c'est encore une différentielle
méromorphe de Schottky-AhIfors car z est l 'uniformisante locale en P. A une
singularité de y de la forme (1.2) en P correspond une singularité de I en P de
la forme
(2.2.i) ^('^4-,..+arl^^+^.

\ Z Z f

L'uniformisante locale étant z, le résidu en ce point est donc a_^ D'autre part
l'ordre du pôle de y en P est également h.

La différentielle y permet de mettre y sous forme de somme de différentielles
ayant des propriétés de symétrie, ou, ce qui revient au même, ayant sur D'-des
propriétés remarquables :

? = ——— + —^— = ?'+ ?'•

La première composante y7 est réelle sur D', la seconde imaginaire pure.
Soit 3^ l'espace vectoriel complexe, des différentielles méromorphes de
Schottky-AhIfors; soit S,.(resp. S,) le sous-espace réel de S^ des différentielles
réelles (resp. imaginaires pures) sur D\S,== ;'S,.) :

PROPOSITION 2.2.1. — Sur le corps des nombres réels, V'espace vectoriel ̂  est
la somme directe de ses sous-espaces "Sy et S;.

La décomposition est unique car y7 4-^=0 sur D' entraîne ^=^=0
sur D' donc dans D.

(6) Je supposerai toujours qu'elles n'ont pas de pôles sur D'.
( 7 ) De façon générale, à œ == adx -+- bdy en P correspond (5 = 'âdx — ï dy en P, 'a et Ï étant les

valeurs de a et b en P, exprimées en fonction de ~z.


