M.-B. GAMBIER
Trisectrices des angles d’un triangle

Annales scientifiques de [ "E.N.S. 3¢ série, tome 71, n°2 (1954), p- 191-212
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1954_3 71_2_191_0>

© Gauthier-Villars (Editions scientifiques et médicales Elsevier), 1954, tous droits réservés.

L'acces aux archives de la revue « Annales scientifiques de I'E.N.S. » (http:/www.
elsevier.com/locate/ansens) implique I’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1954_3_71_2_191_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

TRISECTRICES
DES ANGLES D’UN TRIANGLE

Par M.-B. GAMBIER.

I'. Deriirrons. HistoriQue. Bur pE cE TRAVAIL (*). — Soit ABC un triangle plan;
A, B, C, nombres compris entre o et ©, sont les mesures des angles, au sens de
la géométrie élémentaire; posons

A=A+ 2hm, B,=B 4+ 2/im, C=C—+olm,

—>
h, k,  étant égaux chacun 2 0,1 ou 2. Le vecteur AB tournant autour de A en

balayant d’abord I'aire ABC peut s’appliquer sur la demi-droite AC par une
rotation de valeur absolue A,; la rotation de valeur absolue é A, donne la denu-

droite a,,, trisectrice de A, adjacente a AB et, la rotation double, la demi-
droite . trisectrice de A, adjacente a AC; par permutations circulaires, on
définit de méme (3,.), (Bra), puis (y..1), (Yi)- Les trisectrices de By, C, adja-
centes 2 BC se coupent au point My, qui, suivant les valeurs de £, / peut étre
sur une demi-droite (3, ), (y,»)ou la demi-droite opposée (la figure 1 fournira
I'indication précise).

Le Professeur Frank Morley | 1], de ’'Université Johns Hopkins, a, vers 1900,
dans son Cours oral, montré que le lieu des foyers des cardioides tangentes aux
cotés du triangle ABC est constitué de neuf droites, paralléles par groupes de trois
aux directions moyennes des cotés du triangle; Morley explique ensuite qu’en
menant d’un point B les tangentes Ba, B(3, By a une cardioide de foyer M, on a

(Ba, BM) -+ (B3, BM) -+ (By, BM)—=0  (modn),

(1) La Bibliographie sera donnée en fin de ce travail.
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st BC est tangente double, BA tangente simple, on a
5(BC, BM) 4 (BA, BM) = o,

de sorte que BM est trisectrice adjacente a BC de U'un des angles B,; st CA est elle-
méme tangente, M est intersection des supports de (B,..), (Y1) 1l existe g points My,
0 Nuy 9 P, en prenant les trisectrices adjacentes a BC, CA, AB. Ces 27 points
sont répartis par groupes de six sur neuf droites que nous appellerons droites de
Morley et sont sommets de 27 triangles équilatéraux, dont trois ont pour
sommets des points M, trots des points N, trois des points P; neuf autres sont du
type MNPy avec h+k + 1= o0, 3, 6 et sont de méme sens de rotation que ABC; -
les neuf derniers correspondent a h —+ k + = 2 ou5 et sont de sens opposé @ ABC.

Ces résultats, & peine esquissés par Morley, furent indiqués vers 1913 aux
Professeurs Glanville Taylor et W. L. Marr [2] d’Edimbourg par divers corres-
pondants; les auteurs anglais en jeu ont, dans trois Mémoires consécutifs,
~étudié en détail la figure de Morley, se bornant aux propriétés des trisectrices,
sans s’occuper des cardioides, tandis que Morley a, au contraire, indiqué de
nombreuses propriétés de tangentes aux cardioides, sans presque se soucier
des trisectrices et ce n’est qu’'en 1933, dans un traité didactique que Morley
donne enfin un énoncé abrégé de son théoréme. En 1923, Bricard [3] fait
connaitre en France le résultat de Morley et donne, tout en signalant ’exis-
tence des autres triangles équilatéraux, une démonstration, qualifiée par lui-
méme d'artificielle, relative au triangle équilatéral formé par les trisectrices
intérieures; de 1931 4 1939, le Bulletin corporatif X-Information [4] a publié
de nombreuses démonstrations relatives au triangle intérieur; la lecture de ces
articles m’a fait connaitre le théoréme de Morley et écrire en 1931 et 1937 des
articles pédagogiques dans |’Enseignement Scientifique [5]; une démonstration
due 4 M. Sasportes, ingénieur au Corps des Mines, m’avait frappé par son
élégance et je I'ai exposée au Bulletin des Sciences Mathématiques; 1'auteur
n’avait pas remarqué que son procédé permet d’étudier non seulement le point M,
mais ausst chacun des neuf points My, et donne, pour chacun d’eux, non seulement
un triangle MNP ayant son sommet M confondu avec My, mais aussi un nou-
veau MN, P,, de méme sommet M, avec N, sur MP et P, sur MN; Uobjet de ce
travail sera de montrer comment ce procédé permet de développer toute cette
théorie. Je citerai encore une petite étude du Professeur Marchand [6] de
Lausanne, puis une étude puissante de H. Lebesgue [7] ou ce dernier étend
les résultats aux n-sectrices. Enfin en 1949 j’ai publié dans Mathesis une syn-
thése des résultats connus jusqu’alors, contenus tous dans les Mémoires de
Glanville Taylor et Marr; grace a un résultat inédit qu'un ancien polytechnicien,
H. Martiny (promotion 19o3), a bien voulu me communiquer, je pourrai pré-
senter la plupart des résultats complémentaires dus aux auteurs anglais sous
forme presque totalement géométrique.
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2. DIvISION OU MULTIPLICATION DES ANGLES. — Au lieu de partir d’un triangle ABC
donné et de diviser ses angles en trois, il est plus simple de donner les
points B, C, de choisir un point M du plan et de multiplier par trois les angles
(BC, BM), (CB, CM); les symétriques de BC par rapport 4 BM et CM se coupent
en M’; ensuite la symétrique de BM par rapport 4 BM', de CM par rapport & CM’
se coupent en A et le point Mest 'un des points My, du triangle ABC obtenu; la
figure 1 indique, suivant les régions, les valeurs de £, /; les courbes séparatrices

sont les cercles issus de B, C, lieux des points d’ou le segment BC est vu sous

%T, et les droites issues de B et C, inclinées sur BC a 73: ou 337—- ;s M

vient sur 'un des cercles, A est rejeté a I'infini; si M vient sur I'une de ces
quatre droites, A est confondu avec B ou C ou indéterminé sur BC. Nous avons
figuré BC horizontale, B 4 gauche de C; les 18 régions obtenues sont deux a
deux symétriques par rapport a BC, de sorte que I’on peutse borner aux régions
non hachurées ; dans chaque région conservée, nous avons indiqué les valeurs
de k, [, précédées du signe + (ou — ) suivant que M est sur la demi-droite 3, .
(ou l'opposée) et de méme pour v,, (le nombre £ est écrit au-dessus du
nombre /); nous avons aussi indiqué a part les trois secteurs balayés par les
demi-droites (3,.), (B.c)s Puc); quand M est dans I'une des neuf régions

I’angle = ou
57 3

. . . _> ’>
conservées, A est dans le demi-plan supérieur et le sens de circulation AB, BC,

>
CA est le sens direct trigonométrique habituel. Pour mémoire, si M est pris sur
le cercle de diameétre BC, M’ est rejeté & 'infini, mais A est lui aussi sur le
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méme cercie et cela ne géne en rien. Nous ferons encore remarquer que la

>
donnée de M, détermine M', puis A; le symétrique du vecteur BC par rapport a
la droite indéfinie BM donne la direction positive de 3, , et le symétrique du

—> . . . . . . ., .
vecteur BA par rapport a la droite indéfinie BM’' donne la direction positive
de (3, sans avoir besoin de recourir a la figure 1.

L’avantage de ce procédé est que, d’un seul coup, nous exposons le procédé de
M. Sasportes pour chacun des points M, sans avoir besoin, provisoirement,

A .

Fig. 2.

d’indiquerv la valeur précise des entiers £, / et, qu'au lieu de dessiner une
figure contenant les trois points A, B, C, les 27 poiuts M, N, P, les cotés du
triangle, les 18 trisectrices, les g droites de Morley et un certain nombre de
points et droites auxiliaires, nous avons une figure simple ne décourageant pas
le lecteur. La figure 2 est dessinée pour le cas ou M est M,,, mais le raison-
nement reste valable pour I’ensemble des g points My, grace au fait que nous
employons des droites orientées, donnant des angles définis (mod27), que nous
pourrons ensuite diviser par 2 de facon a obtenir des angles définis(mod ). Les
natations employées sont celles de Glanville Taylor.

Soit maintenant la remarque essentielle pour ce qui suit : la vraze bissectrice

‘%- ;, ) . .
des demi-droites BC, (f;,) est le support de (B3,.) considéré comme droite

—>
indéfinie; le cycle de centre My, et tangent a BC est tangent, non pas & (f,),
mats a la demi-droite opposée (résultat qui n’exige pas de savoir si M est sur la

demi-droite (3, ou 'opposée); le support de (v,,) est la vraie bissectrice de CB
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—>
et (Y.4), donc la fausse bissectrice de BC et (vy,,), de sorte que le cycle en jeu se
trouve tangent a (7, ) et a Uopposée de (83.,) : MM’ est la vraie bissectrice

de(Y,4), (Bra)- Nous écrivons (mod2)

s (Y/,A’ Eﬁ) -+ (Eé 5m> = %(BA‘+C1)7
(1) _ . _
l (vix, CB) + (CB, BC) + (BC, Bes) = (vin Bia) = 7 2 (Bet o).

En divisant par 2, nous obtenons une égalité (modr) relative @ droites non
orientées

(

M

r By+G
) (Yoas MM) = (MM, Bga) ==+ 222 (mod 7).

(Vest maintenant que nous faisons la construction indiquée par M. Sasportes
(en I'étendant aux deux couples N, P et N,, P, au lieu du seul N, P) : nous

menons par M les droites non orientées MNP, et MPN, définies par

(3) (MM, MNPi):—-g, (MM’,MPN,I):g (mod 7).

La droite MNP, rencontre CM’ en N et BM’ en P, ; de méme MPN, rencontre BM’
en P et CM’' en N, (la suite montre que N, P, N,, P, sont & distance finie). La
droite MM’ est axe de symétrie pour les droites indéfinies BM', CM' d’une part,
puis MNP, et MPN, de I’autre, pour chacun des couples (P, N) ou (P,, N,); le
triangle MNP est isocéle, et méme équilatéral, car on a

(4) (MN, MP ) = 2(MNP,, MM)=7  (modar).
Ce triangle MNP est de méme sens que ABC; MN, P, est, lui ausst, équilatéral, mais
de sens opposé a ABC.

Nous voulons prouver que AN, AP sont les supparts de (), (o) ott h est un
entier a déterminer; de méme AN,, AP, les supports de (%, ), (@, ), by €tant aussi
a déterminer.

Le symétrique p, de M par rapport a BM' est sur BA; les angles (., P, 1, P,),
(NyP, N, P,)sont égaux: le premier est symétrique de (MP, MP, ), égal a <f5—n>,
par rapport 2 BPM'P, et le second symétrique du méme angle par rapport a la
médiatrice de MN, ; w,, N, sont cocycliques avee P, P, ; le cercle circonserit au
trapéze isocéle PNP,N, contient 11, et aussi p, symétrique de M par rapport

a CM'; PN, w, 15, N, P, sont trois cordes paralléles de ce cercle. 1’égalité (2),
changée de signe, est ‘

(2) (BM/, MM') = — Z — %(Bk+ C)  (modn)
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ajoutant (MM’, MNP, ), égal & <—Tﬁ>, aux deux membres, on a

s (BM', MNP, ) = (P,P, P,N) =— QT’TY — %(B + C+ 2k + 2l7) (mod)
(5) A a(h+DOm
=3 ———3 (modm).

Les cordes consécutives p., P, PN, Ny, sont égales (u, P =PM par symétrie
autour de BM' Ny, ="NM par symétrie autour de CM’ et MNP est équilatéral);
les angles (P, u,, P,P), (P,P, P,N), (P,N, P,1,) sont égaux et leur somme
est égale a A, ou (A, Au,), toujours (mod =) : donc le point A lui-méme est sur
le cercle étudié, résultat essentiel. La valeur trouvée pour (P, P, P,N) est aussi la
valeur commune de (A ., AP) [ou (AB, AP)], (AP, AN), (AN, Ax,)[ou AN, AC],
de sorte que AP, AN sont deux trisectrices associées, respectivement adjacentes
a AB, AC, d’un certain angle que U'on peut représenter par A + A=, ot A est un
certain entier, indéterminé a un multiple présde 3; on peutdonc supposer A pair,
congru (mod1) & 0, 2, 4; nous posons A = 2/, et nous écrivons

(6) (AP, AN) = (P, P, P,N)=§~M_":§ﬂf:§+2h§ (mod),

d’ou résulte que 2(h + k+ 1), donc h~+ k1, est multiple de 3

(7) h+k+l=o0 (mod3). ‘

Si, au lieu d’ajouter (MM’, MNP, ) aux deux membres de (2'), nous ajoutons
(MM’, MPN, ) qui est égal a <7’(;>’ on obtient

. A nm ohk+Om
P _ — — —————
(8) (PP, PN = 5 + 7 5
Les cordes consécutives p., P,, P, Ny, N, (1, sont égales (méme raison que pré-
cédemment) et puisque A est sur le cercle étudié, on a

(A, AP,) = (AP,, AN,) = (AN,, Ap,)  (modn),

la valeur commune étant celle de (PP,, PN, )ou % -+ %T —a(k—+ l)g; la somme
de ces angles est égale a A (mod=), d’ou

A m o(h+Om A i
33T T3 3 2y

par suite, 2(/, + k1) —1 est multiple de 3, donc aussi 4(h,+ £+ 1) — 2,
ou encore (h,—+ k+ 1) — 2; on écrit, au lieu de (7),

(9)

h+k+1=> (mod3). ‘

On voit que l'on peut prendre /i, = A+ 2 (mod 3).
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3. Erupk pes proiTes bE MorLEY. — Le point M étant choisi, la figure 1 indique
la valeur des indices £, /; nous obtenons rationnellement d’abord Ny, Py, N,
P, puis A, puis I’ensemble des points M, N, P restants, puisqu’il suffit de

faire tourner chacune des trisectrices déja connues de == 7?: autour du sommet
correspondant.

Un fait, un peu impréou, est que h, k, | ne peucent prendre arbitrairement
chacun les valeurs o, 1, 2 et que nous ne trouvons que 18 triangles équilatéraux,
correspondant a h+k—+1l=o0, 3, 6 dune part, h+k+1=2,5 de lautre.
Faisons le tableau des neuf triangles de méme sens que ABC :

00 o|0o 1 2|0 2
(10) I 1 1|1 2 o1 o 2

Il est clair que la relation £+ k- { égale & un multiple de 3 est conservée
en augmentant chaque entier /4, k£, [ d’'une unité (puis le ramenant éventuel-
lement 4 I'une des valeurs o, 1, 2) et c’est ainsi que la seconde, puis la troi-
sieme ligne se déduisent de la premiere, chaque colonne contient une triade de
triangles que I’on devra toujours associer entre eux : la suite le prouvera.

On forme, de méme, les triangles de sens opposé & ABC

2 0 O o 2 O o o0 2

(11) o1 1|1 o 1|1 1 O
1 2 2|2 1 2|2 2 1

Les triangles de chaque triade verticale seront ausst a associer ensemble.
Le méme procédé réussit pour les triangles non équilatéraux qui seront
indispensables a étudier et & répartir entre trois triades de triangles associés :

1 o oo olo o 1
(12) 2 1 1|1 2 1|1 1
2 2| 2 2|2 2

Les 27 points My, Ny, P sont alignés six par sixz sur neuf droites, dont deuz
passent par chaque point. Cette proposition fondamentale s’obtient sans effort :
chacun des 27 points est sommet commun de deux triangles équilatéraux de
Morley, d’espéce différente, ayant en commun les supports des deux cotés issus
de ce point: MNP, MN, P, avec N, sur MP et P, sur MN, de sorte que I’on obtient
déja les alignements MNP, et MN, P. Nous formons le tableau suivant (on peut
permuter A, B, C, les lettres M, N, P ou forcer les indices tous d’une unité) :

0 NoPooMy | 3 NyPyM,; | 6 NopPoy M,
2 PooMpNy | 2 Py M gNo | 5 Pyy My Ny,
3 MpNy Py | 3 MNPy | 3 My Ny P
5 NyPoMy | 2 NppPyyMy | 2 N PyyM,,
3 PuMyNy | 3 PyyMg Ny, | 3 Py Mi;Ny
2 MyNyPor | 2 My N, Py | 5 MN,, Py

Noo Pgo Mo N, Py My, Ny Py My,

Ann. Ec. Norm., (3), LXXI. — Fasc. 2. 19
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Prenons la premiére colonne et la premiére ligne : le coté P,,N,, a donné le
triangle P, Noo My, et sur le coté Py, N, nous trouvons M,,, sommet du nouveau
triangle P,,M,,N,, de genre opposé a P,,My,Ny,; on a forcé de deux unités
I'indice de My,; le méme procédé permet de déduire de P,,M,,N,, le som-
met N,, aligné avec P,, et M,, : cette fois il faut non plus augmenter le second
indice du dernier sommet N,, de deux unités, mais le diminuer de deux unités,
ou si 'on veut, 'augmenter d’une unité, ce qui donne M,,N,,P,,, N,, étant
aligné avec les sommets déja inscrits dans les deux premiéres colonnes; on
continue de méme en augmentant ou diminuant de deux unités, alternativement
le second indice du dernier sommet marqué sur la ligne déja obtenue; on
obtient Ny, P,,M,,, puis P,, M., N,,, puis M;,N,,P,,, et, si nous continuons on
retrouve Ny, Py,M,,, de sorte que la suite se reproduirait périodiquement de
stz en siz : Uopération est terminée; la seconde colonne, puis la troisiéme
s’obtiennent en forgcant chaque indice d’une unité. Nous avons, dans la pre-
miére colonne, obtenu les sommets alignés Ny, P, M, N,, P,,M,, dans I'ordre
des permutations circulaires des lettres M, N, P, mais la figure montrera que
la disposition topologique est différente. Nous pouvons maintenant former le
tableau complet des droites de Morley en rangeant les lettres M, N, P par
couples :

do MyaMyNooNoy PooPrs 81(\ No2NooPoo Py Moo My,
A 0 iwloMmNnNo-anpzo A 6,1 NioNoi Py Poa My My,
d2 My MsNoy Ny Py Py 8,2 Ny N, Py Pyy My My,

‘ 6’[) Poz P?o Moo 1“21 Noo N1 2
A’ 811 Py Poi My Mg, Ny Ny,
I 0, ParPiaMay My Nys Nog

Nous passons de la colonne A, 4 A’, puis a A” en permutant circulairement M,
N, P sans toucher aux indices.

Les drottes d’'une méme colonne sont paralléles. — En effet Ny Py, NyyPiy,y
N,,P,, sont perpendiculaires & My M, , M, M|, M,,M,, qui sont les bissec-
“trices de couples de trisectrices associées, issues de B et C, adjacentes a4 BA
et CA; quand I'indice augmente d'une unité, ces trisectrices tournent autour
de B et C d’un méme angle, mais en sens inverse (il s’agit ici des trisectrices
ortentées), de sorte que la bissectrice conserve la méme direction. On remar-
quera que M;,, M, M, sont sur une méme hyperbole équilatere dont le centre
est le milieu de BC, contenant ces deux points B et C, dont les asymptotes soat
paralléles a M, M, et & la droite perpendiculaire; les points M,,, M,,, M, sont
sur une hyperbole analogue dont les directions asymptotiques sont paralléles
aux bissectrices de '’angle BM,,C.

En ajoutant aux deux membres de (2), (NP, MM) qui est égal a 7—;, on a

Bi+ C)

(NP, MM) -+ (MM, Bi) = (NP, ) = =

(mod ).



TRISECTRICES DES ANGLES D’UN TRIANGLE. 199

Ajoutant encore (B.,, BC) qui est égal a <— 33—") et changeant les signes,

B.— G

(13) (BC, NypPpi) = 3

- (modm).

Or, pour définir une direction moyenne ¢ de BC, CA, AB, on écrit
3(0x, 8) = (O, RC) + (O, CA) + (Oz, AB)
et, faisant coincider O avec BC, on a
(14) 3(BC, 8)= (BC, CA) + (BC, AB)=B — C  (modn).

Donc les directions A, A', A" sont les directions moyennes des cotés du
triangle ABC.

4. Erupe pes TriancLEs DE MorrLEy. — En lisant avec soin le tableau A, A/, A”
nous apercevons trots triangles équilatéraux formés avec les neuf points M.

MyoM My, 0 M, M, sur 8,, My, My, sur 05, Mg,M,, sur d};
(15) M, M,,My, 0 MyoMg, sur 9, My, M, sur d7, M, M,, sur d';
My, My My, 2 My, M,y sur ¢,, M, M,, sur ¢, M,,M,, sur d,.

(?était évident a priori; car on prend les intersections d’un faisceau de trois

. . ., . T . .
droites inclinées a 3 les unes sur les autres, issues de B, avec un faisceau ana-

logue issu de C; les sommets tels que Mo, M,., M, correspondent a des rayons
tournant respectivement autour de B.C, dans le méme sens, du méme angle et

chaque coté du triangle est vu de B, ou C sous le méme angle, 73T’ de sorte que
I'on a un triangle équilatéral; les trois cercles circonscrits se coupent aussi
en B, C sous un angle égal a g; deux quelconques de ces triangles admettent B
(ou C) comme pole d’homologie et aussi comme centre de similitude, I’angle
de similitude étant aussi égal a g, de sorte que les cotés des triangles sont

paralleles deux 4 deux et que les triangles sont aussi deux a deux homothe-
tiques (homologie particuliere dont I'axe est a l'infini). On a un exemple
curteux de trois triangles deux a deux homologiques de trois fagons différentes.

Nous devons chercher les axes des homologies. — Pour cela, prenons les deux
derniers triangles et écrivons les sommets les uns au-dessus des autres de la
facon suivante :

(16) {ManoMozy M MyoMo, My MyyMgs;
1

M,, Mo My, Moy MygMss, MMy My,

La premiére colonne correspond & 'homothétie; pour passer de la premiére
colonne a la seconde, on décale, d’un rang vers la gauche, la seconde ligne
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supposée reproduisant périodiquement M,, My, M, M,,, ..., de sorte que I'on
obtient My, M,,M,, ; de méme pour la troisicme colonne, le décalage étant fait
cette fois vers la droite. Le tableau A, A’, A”fournit alors I'indication des points
ou se coupent les cotés homologues; ainsi la seconde colonne donne :

P 8yt My M,s, & MMy, {6’1: M,, M,,,
12 11

N I)lo N N A
0yt MjyM,,; (0._,: M, M, 0,: My M,,.

On a donc I’homologie de pole C, car le second indice des lettres M est conservé;
Uaxe est la trisectrice a, 4, tssue de A, adjacente a AB, relative a ’angle A,,
* puisque le premier indice des P est le méme, égal a Uunité.

La derniére association donne :

N, S0t MaoM,s, N, & : MeuM,,, 3t M, M,

0y MyMgy; 0,: My M; 05 1 MoM,.

C’est I’homologie de pole B, d’axe o,  trisectrice relative a A,, mais adjacente
a AC.

Nous avons vu que U'on peut forcer tous les indices d’une unité; donc, les
triangles My, Mo Myo, MooMisMy, admettent B pour pole d’homologie, avec
axe ay ¢ et C pour pole, avec axe a,y; les triangles My M ,M,yq ez My M,y M,
ont B pour pole, avec axe a, ., et C pour pole, avec axe a, . On fera ensuite les
permutations circulaires sur A, B, C, M, N, P sans toucher aux indices.

Nous illustrons cette théorie par une figure d’ensemble (fig. 3) dont les
éléments ont été calculés par la trigonométrie; il suffit de donner les résultats
suivants se rapportant aux hypothéses : 8R =10 (R, rayon du cercle cir-
conscrit), A = 45", B=160°, C=75°. On trouve, avec une table de logarithmes
a cinq décimales, sans interpolation

M,, Py, =3,291 M,,Noi = 3,994 My, M,y=15,915
M, Py = 67937 M., N,y = 97476 M,,N; =4,020
M,,P,,= 47517-

J’ai donné ces résultats dans le Mémoire de Mathesis. Il estfacile de voir que
la disposition topologique des neuf droites de Morley et des 27 points corres-
pondants est toujours la méme, avec cette restriction que I'un des points M,
N ou P peut changer de coté par rapport a une trisectrice. On peut, en effet,
supposer B, C fixes et A variant dans le demi-plan limité par BC et tel que ABC
soit parcouru dans le sens direct; A ne doit pas venir sur BC, ne doit pas
s’éloigner 4 I'infini; chacun des points M, reste dans la région (4l) indiquée
par la figure 1, sans jamais venir sur 'une des courbes frontiéres; I’ensemble
des neuf points My, conserve la méme disposition topologique, ainsi que
I’ensemble des neuf droites de Morley, puisque par chaque point M, passent
deux de ces droites et que chaque droite contient deux points M; pour la méme
raison, I’ensemble des neuf points N (ou des neuf points P) conserve la méme






