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DEMI-GROUPES INVERSIFS

DEMI-GROUPES REUNIONS

DEMI-GROUPES SIMPLES

Par M. R. CROISOT.

Introduction.

Dans un Mémoire paru en 1941 [cf. note (*)], A. H. Clifford a étudié les
demi-groupes qui sont réunions de groupes. 1l a montré, en particulier, qu’un
tel demi-groupe D est réunion de demi-groupes complétement simples disjoints
qui sont ses sous-demi-groupes simples maximaux, la partition de D ainsi
déterminée étant telle que I’équivalence R correspondante soit réguliére et
que le demi-groupe quotient D/®R soit un demi-treillis. Une grande partie de
la démonstration peut étre faite sous une hypothése plus faible, imposant
seulement 2 tout idéal bilatere de D d’étre semi-premier (*). On voit alors,
d’une part, que cette hypothése entraine que D est réunion de demi-groupes
simples (cf. théoréme 4) et, d’autre part, qu'un demi-groupe réunion de demi-
groupes simples est réunion de demi-groupes simples disjoints qui sont ses
sous-demi-groupes simples maximaux, I'équivalence ® correspondante étant
encore réguliére et D/®R étant encore un demi-treillis (¢f. propriétés 8 et 9).
Ayant obtenu ce résultat, il était naturel d’étudier le cas intermédiaire ou I'on
impose aux idéaux a gauche (par exemple) de D d’étre semi-premiers. On voit

(1) Cetle hypothese est plus faible que la précédente car on voit qu’un demi-groupe est réunion de
groupes si et seulement si tous ses idéaux a gauche et & droite sont semi-premiers (cf. corollaire 1
du théoréme 1). . .
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que cette condition est équivalente au fait que D soit réunion de demi-groupes
simples a gauche (cf. théoréme 3). Mais, bien que D soit alors réunion de
demi-groupes simples & gauche disjoints, ses sous-demi-groupes simples a
gauche maximaux, I'équivalence R, correspondante n’est pas nécessairement
réguliére. )

Ce cas intermédiaire qui est, & ce point de vue, moins intéressant que les
deux autres, car il semble que les demi-groupes simples réunions de demi-
groupes simples i gauche puissent étre trés compliqués, se rattache & un autre
ordre de questions. Il est en effet a peu prés immédiat (¢f. propriété 5) que
tous les idéaux & gauche d’un demi-groupe D sont semi-premiers si et seule-
ment si la condition suivante est vérifiée : '

(0, 2) Pour tout x €D, il existe u€D tel que l'on ait x = uax?.
Cette condition est a rapprocher de la condition
(1, 1) Pour tout x €D, il existe u€D tel que Uon ait x= xux

introduite récemment par G. Thierrin-[¢f. note (*)| qui appelle demi-groupes
inversifs les demi-groupes qui la vérifient. Par analogie, jappelle demi-groupes
inversifs a gauche les demi-groupes qui vérifient la condition (o, 2) et demi-
groupes inversifs a droite les demi-groupes qui vérifient la condition symétrique
(2, 0). Ce rapprochement suggére I’étude plus générale des demi-groupes qui
satisfont & une condition du type suivant (avec 7 et n entiers positifs ou nuls):

(m, n) Pour tout x €D, il existe u€D tel que l'on ait x = x" ux".

Le paragraphe I de ce travail est consacré en grande partie a la classification
des demi-groupes vérifiant une ou plusieurs des conditions (m, n) avec m—n">1
et des conditions citées plus haut.

Les conditions (m, n) sont toutes vérifiées dans un demi-groupe qui est
réunion de groupes, en particulier dans un groupe et dans un demi-treillis.
Dans le paragraphe II, j'étudie certains renforcements de ces conditions. Je
précise d’abord quels sont les demi-groupes qui satisfont 2 'une de ces condi-
tions avec, de plus, l’unicité, pour chaque élément x, de I’élément u vérifiant
I’égalité x = 2™uax". Dans un autre ordre d’idées, si 'on se limite aux condi-
tions (1, 1), (0, 2) et (2, 0), on constate que, dans un groupe, les roles de
et u peuvent étre échangés, ces deux éléments étant inverses I'un de 'autre.
Je détermine quels sont les demi-groupes vérifiant une de ces conditions et, en
méme temps, cette propriété de réciprocité. Finalement, en considérant 'une
quelconque des conditions (m, ), on voit que les demi-treillis satisfont 4 une
propriété supplémentaire que I'on peut nommer anti-réciprocité : x = " ux"
et u = u™zu" entrainent x = u. Je détermine quels sont les demi-groupes qui
vérifient une des conditions (m, n) renforcée par cette propriété d’anti-récipro-
cité [sauf dans les cas (o, n) et (m, o) ou de tels demi-groupes peuvent étre
tres compliqués].
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[. — Classification des demi-groupes considérés : équivalences et implications
liant les conditions qui servent a les définir.

Nous considérons trois familles de conditions susceptibles d’étre vérifiées
dans un demi-groupe D.

a. La premiére famille se compose des conditions, représentées par les
symboles (m, n) ou,n et n sont des entiers positifs ou nuls et définies de la
facon suivante :

(m, n) Pour tout x €D, il existe u€D tel que l'on ait x = x"ux".

On convient que, dans le cas ou m (ou n) est nul, 2 (ou 2") doit &tre
supprimé au second membre de cette égalité. La condition (o, 0) est évidem-
ment triviale; la condition (o, 1) exprime que chaque élément de D posséde
un élément unité a gauche et la condition (1, 0) exprime que chaque élément
de D posséde un élément unité a droite; nous étudierons seulement les condi-
tions pour lesquelles on am —+ n>>1. Les demi-groupes vérifiant la condi-
tion (1,1) sont les demi-groupes inversifs (*); par analogie, nous poserons les
définitions suivantes : ‘

Définition 1. — Un demi-groupe tnversif a gauche est un demi-groupe vérifiant
la condition

(0, 2) Pour tout x €D, il existe u€D tel que U'on ait x = ux?.

Définition 2. — Un demi-groupe inversif a droite est un demi-groupe vérifiant
la condition ’

(2, 0) Pour tout x €D, il existe u€D tel que U'on ait x = x*u (*).

b. La seconde famille se compose des (uatre conditions suivantes :

(J) Tout idéal (a gauche, a droite ou bilatére) de D est semi-premier (*);
(IG) Tout idéal a gauche de D est semi-premier;

(ID) Tout idéal a droite de D est semi-premier

(1) Tout idéal bilatére de D est semi-premier.

(2) Ces demi-groupes ont élé introduits par G. THIERRIN, Comptes rendus, t. 232, 1951, p. 376.
(%) Naturellement, la classe des demi-groupes inversifs ne coincide pas avec celle des demi-groupes
qui sont a la fois inversifs & gauche et inversifs & droite. En fait, deux des trois conditions (1, 1),

(0, 2), (2, o) entrainent la troisiéme et il n’y a pas d’autre relation entre ces conditions (voir plus
loin le tableau de la figure 1).

(*) Un idéal I (& gauche, & droite ou bilatére) de D est dit semi-premier s’il vérifie la condition .

z2el=xel.

Il en résulle immédiatement que 'on a xel dés que 'on a z7el, quel que soit 2 entier positil.
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c. La troisieme famille comprend également quatre conditions :

(G) D est réunion de groupes (*);

(SG) D est réunion de demi-groupes simples a gauche

(SD) D est réunion de demi-groupes simples a droite

(S) D est réunion de demi-groupes simples.

Nous allons montrer, grace aux propriétés et théorémes suivants, que toutes
ces conditions se réduisent a cinq conditions logiquement distinctes.

Propritre 1. — Les conditions (o, n) pour n>x 2 sont équivalentes entre elles.
Il est trivial que (o, n) entraine (o, ¢) pour ¢ = n. D’autre part, avec n>> 2,
(o, n) entraine (o, 2n—1) car I'égalité 2 = uz" permet d’écrire
x=(uzx)z"'= (") 2" = W x>,

par suite, (o, n) avec n > 2 entraine (0, n+ 1), d’oit 'on déduit, par induction,
que (o, 2) entraine (o, n) pour tout n>> 2.

Proprikre 2. — Les conditions (1, n) pour n > 2 sont équivalentes entre elles.

La démonstration est analogue a celle de la propriété 1, I’égalité x = zux"
permettant d’écrire

= (zuz) 2" = (zuzua’) 2" = (zuxu) 2",

Proeriite 3. — Les conditions (m, n) pour m>>2 et n > 2 sont équivalentes
entre elles.

Evidemment, (2, n) entraine (p, ¢) pour p =~ m et ¢ = n.D’autre part, (im, n)
avec m >~ 2 et n>x 2 entraine (2m —1, 2n—1) car, de 'égalité x =a"ua",
on déduit

xr — xn1 (xuz) 1 — g1 (xm uxtux™ ux”) B i B x‘.’m—l ( uxtuax™m L(,) x2n—1 ;

donc (m, n) avec m>2 et n>>2 entraine (m -1, n) et (m, n+1), d'ou
résulte, par double induction, que (2, 2) entraine (m, n) pour tout m>> 2 et
tout n>x 2.

ProprikTe 4. — La condition (1, 2.) est équivalente a la conjonction des condi-
tions (1, 1) et (0, 2).

Il est évident que (1, 2) entraine (1, 1) et (0, 2). Réciproquement, si un
~demi-groupe D vérifie (1, 1) et (o, 2), pour tout €D, on peut trouver a€D
et b eD satisfaisant aux égalités x = zax et x = bx*; on en déduit

z=xa(bx?)=z(ab) x?,
donc D vérifie (1, 2).

(3) Les demi-groupes vérifiant la condition (G) ont été étudiés par A. H.'CLirForD, Ann. of Math.,
t. 41, 1941, p. 1037-1049.
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ProprittE 5. — La condition (o, 2) est équivalente a la condition (1G).

Si (o, 2) est vérifiée dans un demi-groupe D, et si un idéal & gauche de D
contient z*, il contient tout élément de Dx*, donc en particulier 2. Récipro-
quement, si un demi-groupe D vérifie (IG), quel que soit x€D, I'idéal a
gauche Dz*, qui contient x*, contient aussi , d'ou I'existence de u satisfaisant
a (o, 2).

CoroLLAIRE. — La conjonction des conditions (o0, 2) et (2, 0) est équivalente a
la condition ().

Ceci résulte de la propriété 5 et de la propriété symétrique et du fait que
la condition (J) équivaut a la conjonction des conditions (I1G) et (ID).
Par analogie avec la propriété 5, nous avons la propriété suivante :

ProprieTk 6. — La condition (1) peut se mettre sous la forme

(I') Pour tout x €D, il existe a€D et bED tels que U'on ait x = ax*b.

En effet, si un demi-groupe D vérifie (I), pour tout x €D, l'idéal D2* D qui
contient z* doit contenir x, d’ou I’existence de a et b satisfaisant a (I'). Réci-
proquement, si (I') est vérifiée dans un demi-groupe D, et si un idéal de D
contient z*, il contient tout élément de Dz D, donc en particulier x.

TutoreME 1. — Un demi-groupe a la fois inversif a gauche et inversif a droite
est réunion de groupes et réciproquement.

Si un demi-groupe D est réunion de groupes, il vérifie les conditions (o, 2)
et (2, o) : il suffit de prendre pour élément « I’élément inverse de I’élément x
dans un groupe auquel appartient x. Réciproquement, considérons un demi-
groupe D satisfaisant aux conditions (o, 2) et (2, 0) : & tout élément x €D,
nous pouvons faire correspondre a€D et b€D tels que I'on ait z =ax* et
x=x*bj; on peut écrire

(az)(xb)=a(xxb)=ax = (axx) b = xb,
d’ou résulte que I'élément ¢ = ax = b est idempotent. Les égalités
rx=(ax)x=ex et x=z(xb)==ze
montrent que cet idempotent est élément unité & gauche et a droite pour .
De plus, I’élément axb satisfait aux relations

(axb)x =a(xb)xr —a(ax)x=ax—=ce,
z(axb) =x(ax)b=x(zb)b —=xb =e

qui montrent qu’il constitue un inverse relatif pour 2. Par suite, le demi-
groupe D est réunion de groupes (°).

(%) Cf. A. H. Cureroro, loc. cit., théoréme 1.
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CoroLLAIRE 1. — Pour qu’'un demi-groupe soit réunion de groupes, il faut et il
suffit que tous ses idéaux (a gauche, a droite et bilatéres) sotent semi-premiers.

D’apreés le théoréme 1 et le corollaire de la propriété 5, ces deux conditions
sont, en effet, équivalentes a la conjonction des conditions (o, 2) et (2, o).

CorOLLAIRE 2. — La condition (2, 2) est équivalente a la conjonction des condi-
tions (0, 2) et (2, o) et a la condition (G).

En effet, la condition (2, 2) entraine les conditions (o, 2) et (2, 0). Récipro-
quement, si un demi-groupe vérifie la condition (G), il vérifie la condition (2, 2) :
il suffit de prendre pour u« le cube de I’élément inverse de x dans un groupe
auquel appartient z.

TutoriME 2. — Un demi-groupe a la fois inversif et inversif a gauche est
réunion de groupes et réciproquement.

Si un demi-groupe est réunion de groupes, il vérifie les conditions (1, 1)
et (o, 2) en prenant pour z I’élément inverse de « dans un groupe auquel appar-
tient 2. Pour établir la réciproque, nous pouvons considérer, d’aprés la pro-
priété 4, un demi-groupe D qui vérifie la condition (1, 2); quel que soit z €D,
nous pouvons trouver y €D satisfaisant a 'égalité

(1) r=2zyx®;

d’apres la propriété 2, le demi-groupe D vérifie la condition (1, 3) et, a I'élé-
ment y.r, nous pouvons associer un ¢lément z satisfaisant a I’égalité
(2) ye = (yz)z(yx);
d’aprés (1), nous pouvons écrire
(3) (rz)ye=(=z)y (zyz?) = (yz)*
d’ou résulte, en utilisant d’abord (1) et (2),
(4) r—=a(yx)x=a (yzz(yz)’)x = (xyzz) (yx ) x = (xyzz) ()yx)?;
d’apres la condition (1, 2), 4 ’élément (yz)*, correspond un élément ¢ vérifiant
I'égaliteé
(z)3=(z)t(yz)
dont on déduit d’apres (4)
z=(xyzs) (yx)= (zyaz) (yr)t(yz)=xt(rz);
de cette égalité, résulte, compte tenu de (3),
2 (yx) =z (xyz) =zt (yo) (zyz) =zt (yz) ((yz)z) (yo) = at(yz) =z,

ce qui montre que la condition (2, o) est vérifiée par le demi-groupe D qui est
donc une réunion de groupes d’apreés le théoréme 1.
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CoroLLARE 1. — Un demi-groupe inversif dans lequel tout idéal a gauche est
semi-premier est une réunion de groupes et réciproquement.

Ceci résulte immédiatement de la propriété 5 et du théoréme 2.

CoROLLAIRE 2.— La condition (1, 2) est équivalente a la condition (2,

(’est une conséquence du théoréme 2 et du corollaire 2 du théoréme 1.

LemMe 1. — Soit D un demi-groupe dans lequel tout idéal & gauche est semi-
premier. En désignant par R la relation d’équivalence définie par

x=y(Ry) = Dx =Dy,

chaque classe de la partition correspondant @ R, est un sous—demi—groupe sumple a

gauche de D.

Soita un élément quelconque de D; posons Da=1et considérons I’ensemble S
des éléments z€D tels que I'on ait Dx =1. Quel que soit z€S, onax*€S
car I'inclusion D2?*CDx est évidente et I'inclusion Dz CDx? résulte du fait
que I'idéal a gauche D2* est semi-premier. De la, on déduit I'égalité

la =Dax2=Dx =1

qui montre que S est un sous-demi-groupe de D car, quels que soient x €S
ety€S, ona
Dzy =1y =1

Montrons que S est un demi-groupe simple a gauche. Pour tout x€S et
tout y €S, de I'égalité lox =1 et du fait que y appartient a Dy =1, on déduit
I’existence de /€l tel que l'on ait ix =y; or, 'égalit¢ Dy =1 prouve que
I’élément ¢ peut se mettre sous la forme i = dy avec d€D. Le demi-groupe D
vérifiant la condition (o, 2) d’aprés la propriété 5, il existe €D tel que I’on
ait d = ud*. Nous pouvons donc écrire

y=iz=(dy)z=d(yx)=(ud*)( yx):(uri)(d'y.r):(ud)y::u(a’y):u[ |

d ou I’on déduit 'inclusion Dy €Dz ce qui, compte tenu de I'inclusion ev1dente
=DdyCDy, entraine Di =Dy, c’est-a-dire /€ S.

TuEOREME 3. — Pour qu’un demi-groupe soit réunion de demi-groupes simples a
gauche, il faut et il suffit que tous ses idéaux a gauche soient semi-premiers,
c’est-a-dire qu’il soit inversif a gauche.

La condition est suffisante d’apres le lemme 1 et elle est nécessaire car un
demi-groupe qui est réunion de demi-groupes simples i gauche vérifie la condi-.
tion (o0, 2). -

Ann. Ec. Norm., (3), LXX. — Fasc. 4. 47
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CorROLLAIRE. — Un demi-groupe inversif qui est en méme temps réunion de
demi-groupes simples a gauche est réunion de groupes et, par suite, réunion de
demi-groupes simples a gauche inversifs.

C’est une conséquence des théorémes 2 et 3.

Remarque. — Dans I’hypothése du lemme 1, deux éléments d’'un méme sous-
demi-groupe simple & gauche de D sont nécessairement équivalents modulo R,.
Il en résulte que tout sous-demi-groupe simple i gauche de D est inclus dans
un sous-demi-groupe simple a4 gauche maximal unique, son saturé par R, et
que deux-sous-demi-groupes simples & gauche maximaux distincts sont
disjoints. :

En fait, cette propriété est valable sans hypothése sur D :

PropriéTe 7. — Dans un demi-groupe D quelconque, tout sous-demi-groupe
simple a gauche, s'il en existe, est inclus dans un sous-demi-groupe simple a
-gauche maximal unique et deux sous-demi-groupes simples @ gauche maxi-
mauzx distincts sont disjoints.

La réunion des sous-demi-groupes simples & gauche d’une chaine croissante
(par rapport a la relation d’inclusion) de sous-demi-groupe simples a gauche
est un sous-demi-groupe simple & gauche. Par suite, d’aprés le théoreme de
Zorn, tout sous-demi-groupe simple a4 gauche est inclus dans un sous-demi-
groupe simple & gauche maximal. Le reste de la propriété 7 résulte du fait
que le sous-demi-groupe R engendré par la réunion de deux sous-demi-
groupes simples a gauche S et T ayant un ¢lément commun a est simple
4 gauche : en effet, on a Ra2Sa=S et RaDdTa=T, d’ou RaDR et par
suite Ra=R; on en déduit, pour tout s€S, Rs =R et, pour tout €T, Rt =R;
chaque élément r€R étant le produit d’'un nombre fini d’¢léments de 'S et
d’¢léments de T, ceci entraine Rr =R, c’est-a-dire que R est simple a gauche.

Lemme 2. — Soiz D un demi-groupe dans lequel tout idéal bilatére est semi-
premier. Quels que soient u€D, v€D, on a les relations :

(1) Duw2D=DuD,
(2) DuyD=DyouD,
(3) DuDD¢ D =DyvuD.

La relation (1) résulte immédiatement du fait que I'idéal Du*D est semi-
premier.

L’idéal Du¢D contient vueu = (vu)* donc aussi vu et, de méme, l'idéal DouD
contient u¢, d’ou la relation (2). '

L’idéal DuDDeD contient pucupu = (vu)*, donc aussi vu; d’autre part, pour
tout d€D, I'idéal DouD contient (ud)vu(dv) = (udv)?, donc aussi udy et par
suite tout élément de 2 DDy et de DuDD¢ D, ce qui établit la relation (3).
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Lemme 3. — Soit D un demi-groupe dans lequel tout idéal bilatére est semi-
premier. En désignant par R la relation d’équivalence définie par

z2=y(R)=DaxD=DyD,

chaque classe de la partition correspondant a R est un sous-demi-groupe simple

de D.

Sil'on az=y(R), les relations (3) et (1) du lemme 2 entrainent

Dzy D =Dy DDz D = Dx DDz D — Da* D = DzD, d’otr zy = z(R),

ce qui montre que chaque classe modulo R est un sous-demi-groupe de D.

Ce demi-groupe est simple : en effet, si I'on pose DeD==1, on a Ixzl=1 car
I'idéal semi-premier Ixl, évidemment inclus dans I, contient x; par suite, la
relation x = y(®) entraine I’existence de helet k€l tels quel’on ait hxk=y,
d’ou résulte y €DAD puisque cet idéal contient/; on en déduit DAD =1, c’est-
a-dire x = h(R) et I'on établit de méme x = k(R).

TatoriMe 4. — Pour qu’un demi-groupe soit réunion de demi-groupes simples,
il faut et ol sufffit que tous ses idéaux bilatéres soient semi-premaers.

La condition est suffisante d’aprés le lemme 3 et elle est nécessaire d’aprés
la propriété 6 car un demi-groupe qui est réunion de -demi-groupes simples
vérifie la condition (I').

La propriété suivante est conséquence immédiate du lemme 3 :

Propritti 8. — Dans un demi-groupe D qui est réunion de sous-demi-groupes
simples, tout sous-demi-groupe simple est inclus dans un sous-demi-groupe simple
maximal unique et deux sous-demi-groupes simples maximaux distincts sont
disjoints (7).

[l suffit, en effet, de remarquer que deux éléments d’'un méme sous-demi-
groupe simple sont nécessairement équivalents modulo R.

La propriété suivante précise, dans une certaine mesure, la structure des
demi-groupes qui sont réunion de sous-demi-groupes simples :

Proeriite 9. — D étant un demi-groupe-dans lequel tout idéal bilatére est semi-
premier, U'équivalence R définie dans le lemme 2 est réguliére et le demi-groupe-
quotient D|R est un demi-tredllis (*).

La régularité de R résulte de la relation (3) du lemme 2 et le demi-groupe-
quotient D/®R est un demi-treillis d’apreés les relations (1) et (2) de ce lemme.

(7) Yignore si la propriété 8 est valable (comme la propriété 7) sans hypothése sur D. )

(#) La démonstration des lemmes 2 et 3 et de la propriété 9 n’est qu'une adaptation de la démon-
stration que fait A. H. Cuifrorp, loc. cit., dans 1'étude de la structure des demi-groupes qui sont
réunions de groupes.






