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CORRESPONDANCE DE JACQUET-LANGLANDS
POUR LES CORPS LOCAUX
DE CARACTERISTIQUE NON NULLE

PAR ALEXANDRU |lOAN BADULESCU

RESUME. — Le but de cet article est la preuve de la correspondance de Jacquet-Langlands locale en
caractéristique non nulle. $i est un corps local de caractéristique non nullé’e¢st une forme intérieure
de GL,(F), on construit un paralléle entre la théorie des représentations’ de celle d’'une forme
intérieure deGL, (L) respectivement, ol est un corps local de caractéristique nulle, prochd'dau
sens de [17]. La correspondance de Jacquet-Langlands @hte¢ GL, (F) est prouvée en utilisant
cette construction et les idées développées déja par Deligne, Kazhdan et Vignéras [10] pour la preuve
en caractéristique nulle. Nous obtenons au passage les résultats suivants, connus jusgu’ici uniqguement
en caractéristique nulle : le théoréme d'orthogonalité des caractéres(outes relations entre le
conducteur et le niveau d’une représentatiot:teninsi qu’un théoreme de finitude pour les représentations
automorphes cuspidales d’une forme intérieur&ds, sur un corps global de caractéristique non nulle.
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ABSTRACT. — In this article we prove the Jacquet-Langlands local correspondence in non-zero
characteristic. Lef" be a local field of non-zero charactersitic afdl an inner form of GL,,(F); then,
following [17], we prove relations between the representation theory’ afnd the representation theory
of an inner form of GL, (L), whereL is a local field of zero characteristic close ko The proof of the
Jacquet-Langlands correspondence betw#eand G L, (F) is done using the above results and ideas from
the proof by Deligne, Kazhdan and Vignéras [10] of the zero characteristic case. We also get the following,
already known in zero characteristic: orthogonality relations@érinequality involving conductor and
level for representations ¢f’ and finiteness for automorphic cuspidal representations with fixed component
at almost every place for an inner form 6f,, over a global field of non-zero characteristic.
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1. Introduction

SoientF un corps local non archimédien dtune algebre centrale simple de dimension finie

surF. Soit A* le groupe des éléments inversibles4leOn sait qued* estisomorphe &L, (D),

ou D est une algebre a division s#r¥, et on l'identifiera avec ce groupe. La dimension/den

tant qu’espace vectoriel st est un carrél>. On posen = rd, G = GL,(F) etG’ = GL,(D).

Si Or (resp.Op) est 'anneau des entiers dé (resp.D), on fixe une mesure de Haar sdr
(resp.G’) telle que le volume de&5L,,(OF) (resp. GL-(Op)) soit égal al. Un élément de&~

ou G’ dont le polynéme caractéristique est séparable (i.e. sans racine multiple sur une cléture
algébrique d&) est ditsemi-simple régulierSi g est un élément dé&' et ¢’ un élément de7’

on écritg < ¢’ si g et g’ sont semi-simples réguliers et ont le méme polyndme caractéristique.
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On dit alors quey et g’ se correspondenSi 7 est une représentation lisse de longueur finie de
G ouG’, on notey,; le caractére de.

On note E?(G) I'ensemble des classes d'équivalence de représentations essentiellement
de carré intégrable d&' et E%(G’) I'ensemble des classes d’équivalence de représentations
essentiellement de carré intégrable@e La correspondance de Jacquet-Langlands s’énonce
de la fagcon suivante :

THEOREME 1.1. — |l existe une unique bijection
C:E*(G) — E*(@)
telle que pour toutr € E2(G) on ait

(11) Xﬂ'(g) = (_1)n_TXC(7T)(g/)a

a chaque fois que € G etg’ € G’ se correspondent.

Ce résultat a été prouvé pofirde caractéristique nulle dans [10] et le but de cet article est
de donner une démonstration en caractéristique non nulle. Comme nous le verrons plus bas, un
des principaux obstaclesn caractéristique non nullest le fait que les relations d’orthogonalité
des caractéres des représentations de carré intégrable ne sont pas prouvées a ce jour pour le
groupeG’. Bien entendu, si nous démontrons la correspondance de Jacquet-Langlands d'une
autre facon, ces relations d'orthogonalité pétiren découleront puisqu’on les a déja montrées
pourG [2]. C'est en effet ce qui va se passer. Attaquer la correspondance en essayant de prouver
I'orthogonalité pouiG’ en caractéristique non nulle semble depuis longtemps moins raisonnable
que de l'attaquer par la méthode des “corps proches” en suivant une idée de Kazhdan [17].
C’est ce chemin que nous allons suivre. Expliquons la démarche préconisée et les difficultés
rencontrées.

SoientF’ un corps local de caractéristique non nullel&t une algébre a division centrale
sur F' de dimensiond?. Soitr un entier strictement positif. On pose= rd. On noteG’. le
groupeGL,. (D). SoientOp I'anneau des entiers dé, Pr I'idéal maximal deOr et 7 une
uniformisante de&'. SoientOp,. I'anneau des entiers dBr et Pp,. I'idéal maximal deOp.,..
On fixe une uniformisantep, de Dr. On poseKr = GL,.(Op, ) et, pour tout entier positif
non null, K}, = Id + M,(P4 ). Si K est un sous-groupe ouvert compact@e, on note
H(G%; K) l'algébre de Hecke des fonctions localement constantes & support compé#t sur
qui sont bi-invariantes pat’. Si est une représentation lisse irréductible#g, alors leniveau
der (notationniv(w)) est par définitiord si = a un vecteur fixe non nul sousr et le plus petit
entier positifl tel quer ait un vecteur fixe non nul sous’. sinon. Il est alors connu qu'il y a une
correspondance bijective entre les représentations lisses irréductilifés die niveau inférieur
ou égal & et lesH (G, KL)-modules irréductibles. Pour étudiéf(G’., K%.), on part de la
décomposition de Bruhat

w= ] KrAKp,
AeAr

ouAr estl'ensemble des matricds= (a;;)1<;,j<- telles que pour tout, j on aita;; = 61-_,3-77%7},
aveca; < as < --- < a,. Sil est un entier strictement positif, aloiélF est un sous-groupe dis-
tingué deK r et on peut donc obtenir une décomposition du type

= H HK}:CAyK%.

A€Ar (2,y)
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Alors, 'ensemble des fonctions caractéristiques des ensemiijlesiy K. forme une base de
I'espace vectorieH (G, K%). Lensemble des coupl€s, y) s'identifie de fagon naturelle & un
sous-ensemble d&r/KL) x (Kr/K%). Or,on a

Kp/Kk = GL.(Op,/PE.).

L'idée de Kazhdan se traduit, dans notre situation, de la fagon suivanfeestiun corps local
non archimédien de caractéristique non nuller gtune uniformisante fixée dg, si m est un
entier strictement positif, on dit queé estm-proche deF’ (ou quelL et F' sontm-proches) s'il
existe un isomorphisme d’anneaux

App:Op/Pg — Or /PP

qui envoie la classe der sur la classe dey . Dans cette situation, on peut considérersume

algébre a division centrale de dimensi@inqui ait le méme invariant de Hasse glig,, et, si on

adopte toutes les notations plus haut aussi pour le darpbtenir que\; induit naturellement
un isomorphisme d&p,./P7'¢ surOp, /Pfe. Ensuite on utilise les décompositions

w= 11 1l KrerdryrKp

Ap€EAR (Ip,yp)
et

GIL: H H KznxLALyLKF.
ApL€eAL (IL,yL)

Lisomorphisme deOp,. / Pj¢ surOp, /Py induit un isomorphisme d&'L, (Op,. / P'?) x
GL.(Op, /PR sur GL.(Op, / PR%) x GL.(Op, /Pp®), et on peut espérer que cet isomor-
phisme réalise une bijection entre les sous-ensenfliles, yr)} et {(zr,yr)} de ces deux
groupes sur lesquels sont indéxées les partitions plus haut. Ceci est une premiére difficulté. On
montre (lemme 2.7) que, en choisissant comme il faut les uniformisanfes @Dy, on trouve

bien une telle bijection. On obtient alors, par les considérations plus haut, une application bijec-
tive d’'une base déf (G’, K%') sur une base d& (G, K7*), et donc un isomorphisme naturel
d’espaces vectoriebntre les deux algébres de Hecke. Dans une situation idéale cette application
serait en fait un isomorphismealgebres(conjecture de Kazhdan), et induirait ainsi une bijec-

tion naturelle entre I'ensemble des représentations lisses irréductibles de niveau inférieur ou égal
am deG’, etI'ensemble des représentations lisses irréductibles de niveau inférieur owmégal a

de G’,. Remarquons que, gi et F' sontm proches, et sin > [ > 0, alorsL et F sont triviale-
menti/-proches. Nous montrons dans la section 2 (th. 2.13) le résultat suivant, plus faible que la
conjecture de Kazhdan : pour tout entier strictement pdsitiexiste un entiern > [ tel que, si

L est un corpsn proche def, alors I'isomorphisme d’espaces vectoriels ernfres., K&.) et

H(G’,, KL) induit & partir de cette proximité est un isomorphisme d’algébres. Nous prouvons
aussi que la bijection induite entre I'ensemble des représentations lisses irréductibles de niveau
inférieur ou égal & de G et 'ensemble des représentations lisses irréductibles de niveau infé-
rieur ou égal d de G’; envoie les représentations de carré intégrable sur des représentations de
carré intégrable et les représentations cuspidales sur des représentations cuspidales (th. 2.17), ef
gu’elle préserve les facteuss (th. 2.19). Comme elle préserve également le niveau, il s’ensuit
que les résultats que nous avons prouvés dans [3] uniquement en caractéristique nulle (inéga-
lités concernant le niveau et le conducteur d’'une représentation), ainsi que leurs conséquences
(théoreme de finitude pour les représentations automorphes cuspidales d’une forme intérieure de
GL,), sont valables aussi en caractéristique non nulle (section 3, th. 3.1 et th. 3.2).
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Supposons maintenant que nous voulions prouver le théoréme 1.1 quand I&'cespsle
caractéristique non nulle. Nous voulons d’abord fixer une représentation essentiellement de carré
intégrabler de G et trouver une représentation essentiellement de carré intégrabie G’
telle qu'en posan€(7) = 7’ on ait la relation (1.1). Considérons un entier strictement pdsitif
On peut trouvern suffisamment grand pour que, Biest un corps local non archimédien de
caractéristique nullex-proche deF’, on ait un diagramme :

GL—=aG,

]
G G’
ou

—lafléchel est la correspondance déja établie en caractéristique nulle par [10],

—lafleche2, conséquence de la proximité des cofpst L, est une application qui réalise une
bijection entre I'ensemble de classes de représentations lisses irréductibles de niveau inférieur ou
égal & de G et I'ensemble de classes de représentations lisses irréductibles de niveau inférieur
ou égal d de Gy,

— la fleche2’ joue un réle similaire pou&’ etG’ ,

—les pointillés en bas représentent pour I'instant notre désir de construire une correspondance
(Jacquet-Langlands en caractéristique non nulle).

Fixons! > niv(7) (sans quoi la fleche n’est pas définie pour). On pense, naturellement,
monterr le long de2, transférer le long dé, redescendre le long d& et prouver ensuite
que le résultat ainsi obtenu est le bon candidat au posté.déici maintenant les principales
difficultés :

—nous pouvons déplaceie long de2 et ensuite le long dé, mais on n’est pas sdr de pouvoir
descendre le résultat le long #e en effet, il se peut gu’il soit de niveau supérieur &'est vrai
que la fleche préserve le niveau, maisne le préserve certainement pas dans le sens ou il est
défini ici (méme si on espére qu’il conserve le niveau normalisé tel qu'’il est défini dans la théorie
des types). Prendtk plus proche revient a changer complétement de diagramme, et les mémes
probléemes recommencent. La solution est de borner uniformément, a partir uniquemeld de
niveau de toutes les représentations susceptibles d’intervenir dans la démonstration,

—méme si on pouvait descendre le long2tke résultat ainsi obtenu, il est difficile de prouver
gue ce qu’on trouve convient pour définir une correspondance de Jacquet-Langlandseintre
G’'. Les fleche® et2’ sont de nature essentiellement linéaire alors que la correspondance est de
nature essentiellement harmonique.

Nous réglerons le premier probléme en montrant que le faetediune représentation (tel
que défini dans [12]) est conservé a la fois pat, et2’. Donc, le facteue’ de la représentation
obtenue en appliquagtet ensuitel ar est égal au facteur der. Mais on sait borner le niveau
d’'une représentation a partir du conducteur qui se lit sur son factéoir la section 3). Or,

a facteure’ fixé, ce conducteur est borné. Tout cela montre qu’en se donnégit méme en
se donnant uniquement le factetide 7), on se donne automatiquement un entigel que le
niveau de I'image par la flechede I'image par la fleche de r soit inférieur &’. En fixant donc
m, on choisit dés le dépant (et doncL) de fagon a ce qu'il fonctionne polir(a la place dé),
et on est assuré du fait qu’on puisse promensur le diagramme jusqu@’.

Pour résoudre le deuxiéme probléme, c’est plus difficile techniquement. Pour une relation
du type (1.1) il faut regarder des couples— ¢’ ol g € G et ¢’ € G’, mais les constructions
faites avec des corps proches ne voient que des ouverts assez gros, pas des points. Nous seron:
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donc forcés de raisonner sur des voisinages;d& ¢’ sur lesquels les caractéres fonction

des représentations qui nous intéressent sont constants. La difficulté, une fois de plus, sera un
probléme de borne uniforme (de la “taille” des ouverts). Ceci explique la machinerie calculatoire
développée a la section 4.

Dans la deuxiéme section on étudie les grou@és (D) définis sur des corps proches, en
suivant les indications de Kazhdan [17]. La construction est pénible; les résultats sont les
théorémes 2.17 et 2.19. Nous tirons dans la troisieme section des conséquences immédiates de
ces théoremes : la validité des résultats de [3] en caractéristique non nulle, ici les th. 3.1 et 3.2.
Ces résultats seront par ailleurs utilisés dans la preuve de la correspondance (section 5). Dans
la quatrieme section, nous donnons quelques résultats concernant I'analyse harmonique de deux
groupes du type&7L,.(D) définis sur des corps proches et qui se correspondent comme dans la
section 2. Dans la cinquiéme section nous démontrons enfin le théoréme 1.1 en caractéristique
non nulle. Nous nous inspirons fortement de [10]. Cet article a été rédigé en caractéristique nulle,
et les auteurs utilisent plusieurs techniques que nous ne pouvons pas nous permettre dans le cas
de caractéristique non nulle. Notamment, la correspondance est prouvée par une récurrence qui
fait intervenir en méme temps un transfert d'intégrales orbitales qu’'on ne peut pas obtenir ici.
Nous avons séparé la démonstration de la correspondance, en la rendant dépendante d'un seul
résultat a prouver : I'orthogonalité des caractéres (connu en caractéristique nulle mais non en
caractéristique non nulle). Ici nous utilisons la théorie des corps proches décrite aux sections 2
et 4 et nous pratiquons un va-et-vient entre le théoréme 1.1 et le théoreme d’orthogonalité des
caractéres sur les group€%.,. (D) en caractéristique non nulle (th. 5.3), en prouvant, au passage,
la validité de ce dernier résultat.

Ce travail a été mené dans le cadre d’'une theése de doctorat sous la direction de Guy Henniart;
je lui suis trés reconnaissant de m’avoir proposé un si beau sujet, et de m’avoir encouragé et
aidé tout au long de mes recherches, avec la gentillesse et la disponibilité qui le caractérisent.
Je considérerai toujours un honneur que d’avoir été accueilli ce temps durant par le Laboratoire
d’Arithmétique et Géométrie Algébrique de I'Université Paris-Sud, Orsay, ou j'ai pu cotoyer
des chercheurs exceptionnels, merveilleux exemples pour tout jeune mathématicien. Je remercie
Bertrand Lemaire qui m'a beaucoup aidé par ses conseils et tous ceux avec lesquels j'ai eu des
discussions mathématiques, et qui m’ont souvent donné des réponses a des questions vitales
pour mon travail : Marie-France Vignéras, Frangois Courtes, Anne-Marie Aubert, et les autres
membres du séminaire Groupes Réductifs et Formes Automorphes. Je remercie ceux qui ont lu
le manuscrit avec attention, et qui m’ont fait des commentaires trés utiles : Guy Henniart, Hervé
Jacquet, Colette Maeglin et Bertrand Lemaire.

2. Corps locaux proches et formes intérieures du groupe linéaire

SoientF' un corps local de caractéristique non nullgz une algebre a division centrale de
dimensiond? sur F et G le groupeGL, (D). Soientm € N et L un corps localn-proche
de F' au sens de [17]. On voudrait définir un grougf sur L tel gu'il y ait une ressemblance
entre la théorie des représentations(ég et celle deG;, a la maniére dont Kazhdan I'a fait
pour les groupes de Chevalley dans [17] et Lemaire ggly, dans [18]. Lidée est simple :
choisir une algébre a divisioP;, centrale surL. de dimensiom? qui ait le méme invariant
de Hasse qudp, et poserG; = GL.(Dy). Dans ce qui suit nous montrons que ce groupe
est effectivement solution de notre probléme; on cons@jtde facon & pouvoir vérifier les
théoremes que Kazhdan a montrés pour les groupes de Chevalley, et montrer aussi quelques
autres résultats utiles pour la suite. Les résultats de 2.3 et 2.4 sont démontrés dans un cadre
général dans [9]. On les a redémontrés ici d’une fagon concréte dans ce cas particulier pour fixer
les notations qu’on utilise par la suite.
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2.1. Préliminaires sur les algébres a division

Soient I’ un corps local non archimédieng la valuation normalisée dé', Or I'anneau
des entiers dé", Pr I'idéal maximal deOr formé des éléments d€ de valuation strictement
positive,kr = O/ Pr le corps résiduel dé’ (de cardinal finig) et mp une uniformisante dé'.
Soit D une algébre a division centrale skir On identifieF' au sous-corp$p F' de D. On sait
quedim (D) est un carrei?. On sait également qu'il existe une valuatiesm sur D a valeurs
dansZ surjective qui prolongévg ; on noteOp I'ensemble des éléments d& de valuation
positive ou nulle e’ I'ensemble des éléments dede valuation strictement positivé),p est
un anneau local non commutatif B, est I'idéal (bilatére) maximal d@p.

On dispose d’une classification des algébres a division centralésdeidimensioni® : si D
est une telle algébre, il existe un sous-corps commmutatif maxihd@ D qui soit une extension
non ramifiée de degré de F'; il existe également un élémenp de D et un générateur du
groupe de Galois de I'extensidny/ F tels que :

—nh =,

~D=@i L,

— pour toute € E on arp'erp = o(e). Lélémento est uniquement déterminé et permet de
calculer I'invariant de Hasse de.

Réciproquement, en se donnant un génératedm groupe de Galois dE/F ou E est une
extension non ramifiée de degfée F' (unique a isomorphisme pres), on peut construire une
algébre a division centrale silit de dimensioni? en lui imposant les trois conditions plus haut.
SionfixeF, deux telles algébres sontisomorphes si et seulemerd skal(E/ F) estle méme.
Ce sont les résultats de la Proposition a, p. 277, et du Corollaire b, p. 335 de [19].

Nous commencons par la relation entre les extensions non ramifiées de méme degré sur deux
corps locaux proches.

2.2. Préliminaires sur les extensions non ramifiées d'un corps local

SoientF,vp,Op, Pr,wp, kr,q = card(kr) comme plus haut. Soif € N*. Si on fixe une
cléture algébriqué” de F, alors il existe une unique extensiéhnon ramifiée de degréde I/
incluse dang”. On a les propriétés suivantes :

— la valuation normalisée dB prolonge celle dé" et 7 est une uniformisante d&;

—sil=q% et P est le polynébmeP(X) = X'~! — 1 € F[X], alors E est un corps de
décomposition dé” ; en particulier, pour toute racine primitive d'ordre- 1 de l'unitéy dans
F,onayg € EetE= Flyg];

— le cardinal du corps résidukk = Og/Pr de E est égal &? et on a un isomorphisme de
groupesyp,r de Gal(E/F) sur Gal(kg/kr); cet isomorphisme est donné par I'application
suivante : s € Gal(E/F) alorso induit un automorphisme’ de Oy qui envoiePy sur Py et
qui agit comme l'identité su® ; ¢’ induit par conséquent un isomorphiseiéde kg surkg
dont la restriction & est 'identité et on posgg, (o) = o”.

C’est la Proposition 17.8, p. 334, [19].

Soit m € N*. On poseOp,, = Or/Pj et Og,, = Og/Pg. Dans ce qui suit, une barre
au-dessus d’'un symbole rappelle que ce symbole est rattaché (d’'une fagcon ou d’'une autre) a
kr ou kg, et un chapeau au-dessus d’un symbole rappelle qu'il est rattach€,a0u Og, .
SoientP le polynémeX'~! —1 € F[X], P le polynémeX'~! —1 € Op,,[X] et P le polynéme
X!=1 —1 € kp[X]. SoitP = P, P, ... P} une décomposition en produit de polynémes unitaires
irréductibles deP danskr[X]. Supposons (sans restreindre la généralité)fueit une racine
primitive d’ordrel — 1 de 'unitéy dans I'extensiorky de kx. On sait qu'alors le degré de,
est égal al.
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PrROPOSITION 2.1. — (a)ll existe un unique polyndme unitaifd € Opm|[X] tel que
(A) 2 d|V|seP et R
(B) limage deP; dansk [X] soit P; (en particulier P, est irréductiblg.
(b) Soity I'unique racine deP dansF telle que I'image de; danskg soit . Notonsg
'image dey dansOg,,. Il existe un isomorphisme der,,-algebres

induit par le morphismé,,, : Oy, [X] — Og, donné parQ — Q().

Démonstration. 4a) On montre I'existence et 'unicité.

Existence Dans la démonstration de la Proposition a, p. 277, de Pierce on montre que la
décomposition dé en produit de polyndémes unitaires irréductibles estdu iype P, P . . . Py
ol pour touti € {1,2,...,k}, 'image facteur de; danskr[X] estP; (en outre, lesP; sont
tous distincts parce gB est sans racine multiple dans une cléture algébrique-geOn vérifie
aussitdt que I'image facteur d& dansOp,,[X] satisfait & (A) et (B).

Unicité: Soit A/ un polynéme unitaire d@ r,,,[ X] qui satisfait a (A) et (B). Il suffit de montrer
queJ/\/[\aun représentadt/ dansOr[X| quidiviseP = P P, ... Py (voir I’ Existencg; on aurait
alors queM estun prodwtdeﬂ, et, par (B), queM Py.

Ecrivons P = MV ou, M et P étant umtawesV est unitaire. SoienfV un représentant
unitaire deM et un représentant unitaire dédansOF[ ]. On applique le théoréme 1 de [4]
IV, 3, plus précisément la remarque qui suit la démonstration. Cette variante plus fine du lemme
de Hensel assure queSiet U sont deux polynémes unitaires tels que

P =NU mod(7}),

et par ailleurs le résultant des polynéniést U estde valuation nullealors la décomposition
“se reléve” au sens ou il existe une décompositiva: MV dansOr[X] ou M etV sont tels
que

M = N mod(7)
et
V =U mod (7).

Or, le résultgmﬁ de M etV est de valuation nulle parce que, les polyndmes étant unitaires, la
réduction dek modulor - est égale au résultant des réductidngt” modulor, et ce dernier
est non nul dankr, parce queP = M V est sans facteurs multiples, séit etV sont forcément
premiers entre eux. (Le lecteur remarquera que la difficulté de cet exercice réside dans le fait que
O,,r N'est pas principal. En utilisant qu2r etkr le sont on coince le probléme entre les deux.)

(b) L'application f,,, est visiblement un morphisme d&r,,,-algébres. Montrons qu’elle est
surjective. L'algébrég,,, est unOg,,-module libre de rang dont une base est

B:{iagagQw'-aAd_l};

en effet,3 est une famille génératrice cét;y;y>...y% '} était une famille génératrice dey
surOr ([23], prop. 5, p. 20) eB est une famille libre caf, étantirréductible, c’est le polynéme
minimal dey. Or, la base&5 se trouve dans 'image dg, donc f,, est bien surjective. Comme
le noyau def,,, est clairement I'idéal principal engendré 3y, le résultat en découle.o
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PROPOSITION 2.2. — On noteG,,, 'ensemble de® r,,,-automorphismes de l'algeb@g,, .
Alors le morphisme naturet,, g,/ r: Gal(E/F) — G, est un isomorphisme de groupes.

Démonstration. -On rappelle qu'on a notg,/ » 'isomorphisme canonique
Gal(E/F) ~ Gal(kg/kF).

S'il existaito eto’ distincts dansial(E/F') tels queg,, g/r(0) = gm,r/r(0’) alors on aurait
égalemenyg,r(0) = gg/p(0’) ce qui est impossible cayz,r est un isomorphisme. Donc
9m,r,/r €St injective. D’autre part, d’aprés la proposition 2.1(b),@s,,-automorphisme de
l'algebre O, est uniquement déterminé par 'imagegleet par ailleurs cette image doit étre
une racine de”;. Comme le degré d&; estd, le cardinal de,,, est inférieur ou égal & qui
est le cardinal d&-al(E/F'). Mais alors, I'applicationy,, z,» étant injective elle est forcément
surjective et finalement bijective.c

2.3. Corps locaux proches et extensions non ramifiées

Soit F' un corps local de caractéristique non nulle LSést un corps local de caractéristique
nulle etm est un entier supérieur ou égallaon dit queF et L sontm-prochessi Op,, et
Or sont isomorphes en tant qu’anneaux. On appelle alotsplat de m-proximitéun triplet
(mp;mr; /_\’}?L) ol est une uniformisante dg, 7;, est une uniformisante dg, etX;’EL estun
isomorphisme d®r,,, surOr,, qui envoie la classe der sur la classe de. SoientF et L
deux corps locaus-prochesfn > 1) et(rr; mr,; A%, ) un triplet dem-proximité correspondant.
Soientd > 1, F une extension non ramifiée de dimensituhe F' et K une extension non ramifiée
de dimensiordl de L.

THEOREME 2.3. — Les corpsE et K sontm-proches.

Démonstration.{’isomorphisme;\}lL:Opm — Or, S'étend de facon naturelle en un
isomorphisme\; : Oy, [X] — Opm[X]. SoientP . € kr[X] et Pr € O,,[X] choisis comme
P, et P, dans la proposition 2.1. Posons

Pp=\2, (Pp)eky[X] et Pp=Xp (Pr)e€OpnlX].
Alors on a un isomorphisme
(2.1) Nptp: Opm[X]/(Pp) ~ Opm/(Pr).
Maintenant on sait par le point (b) de la proposition 2.1 que
(2.2) Orm[X)/(Pr) ~ Opm,
isomorphisme qui dépend du choix d’'une racineRRle D’autre partI3L est un polynéme qui
vérifie les conditions (A) et (B) de la proposition (avec corps de base cette fois lelcprpar
unicité et par le point (b) de la proposition 2.1 (appliquée cette foi€$0n a un isomorphisme

(2.3) Orm[X]/(PL) ~ Ogm

qui dépend du choix d’une racine primitive @& . Des isomorphismes (2.1), (2.2) et (2.3) on
déduit un isomorphisme
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Le triplet (7r; 7; A2 ) €st un triplet den-proximité pour les corp& et K. O
2.4. Corps locaux proches et algébres a division

SoientF et L deux corps locauxi-prochesq{u > 1) et soitDr une algébre a division centrale
de dimensiond? sur F. On choisit un sous-corps non ramifié maxinfalde D et notons
or le générateur du groupe de Galois de I'extendigt¥' qui correspond & comme dans
l'introduction. Soit K une extension non ramifiée de degrée L. Il existe un isomorphisme
canoniqueyg, p k1, : Gal(E/F) ~ Gal(K /L), image de lisomorphisme

g: Gal(kE/kF) ~ Gal(kK/kL)

qui envoie le Frobenius sur le Frobenius. A son tour, l'isomorphig@e: x /1, induit (par la
proposition 2.2) un isomorphismg, z/r.x/r: Gm,e/r =~ Gm k/1- Par transport de structure
onapous € Gy, p/r €t € Opm :

(2.4) I, P L(0) (NEk (8) = Nk (6(2)).

On noteD;, I'algébre a division centrale sur de dimensioni? qui correspond a I'extension
K/L et a I'elémentoyx = gg/p k/(cr) du groupe de Galoisial(K/L). On fixe une
uniformisanterp, de Dy, avec les propriétés de 2.1 (relatives ).

En reprenant les notations de 2.1 on a

d—1

(2.5) Dr =5, E,
1=1
d—1 .

(2.6) Op, =@ 75, O,
1=0
d—1 )

(2.7) PRt =P, P,
=0

d'ou
d—1 .

(2.8) Op. /Ppe =P, On/ Py
1=0

On a donc un isomorphisme de groupes addit@m :ODF/ng ~ ODL/PB”L”I qui envoie
S mpe i sur S0 p, A (Ai) pour toutd-uplet {Ag; Ay ... Aq_1} € O%, . Montrons
gue cet isomorphisme est compatible avec la multiplication (raison pour laquelle on asghoisi
correspondantag). En effet, il suffit de vérifier la compatibilité avec la multiplication sur deux
éléments du type},Fcﬁ et w-}:,ch’ ou0<i,7<n—1etz,2 € Og,,. Soitég 'image deog
dansG,, g/r- Ona

'3 ~

(29) WDFi'TF%)F.T/:Fg_;ng/FK/L(a'JE)(j)iI S|z+]<n
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et

(2.10) Topdmh, &' =75 " Hpgm ek (67%) (@) sii+j>n.

Finalement, en utilisant la relation (2.4) plus haut on a obtenu le :

THEOREME 2.4.— La flecheA} , :Op,./Pp? — Op, /Py définie plus haut est un
isomorphisme d’anneaux.

2.5. Bijections formelles

Prenons le cas le plus simple du groupe linéaire sur deux corps locaux proehésCe cas a
déja été traité par Lemaire qui a montré comment on peut “transférer” certaines parties ouvertes
et compactes d&'L,,(F) & GL,(L) et les implications qu’a ce transfert pour les théories des
représentations des deux groupes. Supposons maintenant qu’on se soit donné un élément d’'un
de ces sous-ensembles @&,,(F) et un élément du sous-ensemble@g,, (L) correspondant
et gu’on veuille comparer leurs polyndbmes caractéristiques qui sont, certes, a coefficients dans
des corps différents, mais proches. C’est un probleéme trés concret si on se représente les deux
éléments comme des matrices dont on sait comparer les éléments. Seulement, la fagon abstraite
dont on définit les bijections entre des objets attach@8,4 F') et GL,,(L) respectivement ne le
permet pas. On va alors définir ici daigections formellegformelles parce qu’elles ne respectent
pas les opérations) qui nous permettront de traiter ce genre de situation concrete. Ce probleme
peut étre vu aussi comme celui d’'un chpipécisde représentant dans une classe d’équivalence.

2.5.1. Les corps locaux proches

Soit F' un corps local de caractéristique non nulle. On choisit un systéme de représéntants
deOF/PF dansOF.

Soitm € N*, L un corpsm-proche deF’ et (7p;71; A, ) le triplet dem-proximité associé.
Pour toutr € S on choisit un représentagtz) dansO;, de image pan\z, (dansO,/P/*) de
la classe de: dansOp/Pj. LensembleS,, = {y(z): z € S} est un systéme de représentants
deO/P;* dansOy . Pour simplifier les calculs, on impose la condition suivarite et 1 font
partie deSr, eton ay(0r) =0z, ety(1p) = 1.

On note\%; la bijection deSr surSy, qui envoiez sury(z). Si on se représente les éléments
de F' et deL par des séries a I'aide des uniformisanteset 7, et des systémes de représentants
Sr et Sp respectivement, on obtient une bijection HedansL qui prolonge)’; — et pour
laguelle on utilisera donc la méme notation — donnée par :

oo oo

m L J . m NoJ

AFL E ST —E e (85)7,-
Jj=Jo J=jo

La bijection A}, induit une bijection (bien définie) d&r /Py surOp /P et cette bijection
n'est autre que l'isomorphisma7,. On appelleA7}; une bijection formelle Notons les
propriétés suivantes qui sont immédiates :

(2.11) VieN, Ve e F, M\gp (ﬂ'}x) =T\ (),
(2.12) Vo eF, v (MNpp(x)) =vr(z).
2.5.2. Les extensions non ramifiées
SoientF' et L comme plus hautF une extension non ramifiée dé de degrél et K une

extension non ramifiée de de degréi. Nous reprenons les notations de 2.2. Les cdrpt K
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étantm-proches par le théoréme 2.3, on peut bien entendu définir une bijection formelle entre
E et K comme plus haut en oubliant complétement les cdipet L. Mais, pour définir une
bijection formelle entre deux algébres a division $uet L respectivement, bijection qui ait

une certaine propriété utile par la suite (voir 2.5.3), on définit une bijection formelle Entre

et K de la facon suivante, plus précise : au lieu de partir comme dans la sous-section 2.5.1
avec un systéme de représentdijisquelconquele O / Pp dansOg, on fixe un isomorphisme

ANpk kg ~ ki compatible aveQ :kp ~ ket onimpose que

— SE soit formé de 0 et de toutes les racines du polynétpe= X'~! — 1 € F[X],

— Sx soit formé de 0 et de toutes les racines du polyndtge= X'~ — 1 € L[X],

— la bijection\,- entreSg et Sk soit donnée par 'application suivante :3sest une racine
de Py, ety est 'image dey danskg, alorsA2 . (y) = z ou z est l'unique racine dé&x qui se
trouve au-dessus de?,. () € k.

C’est a partir de ce choix (qui est, remarquons-le), compatible avec la conglitien = 0,
ety(lp) =1y, qu'on étend l'application\’; en une bijectiom\’%,. : E ~ K comme dans la
sous-section 2.5.1.

On obtient ainsi une bijection qui a la propriété d’'étre compatible avec I'action des éléments
du groupe de Galoi&al(E/F). En effet, quel que soit € Gal(E/F) on vérifie facilement
que, pour toutr € F,

(2.13) NEK (U(I)) = gE/F,K/L(U)(/\gK(I))-

L'application A7, est une bijection formelle entre les corps localixet K. Elle induit un
isomorphisme\Z : Ogm =~ Oxmy.

2.5.3. Les algébres a division

SoientF, E, Dr et L, K, D, comme dans la sous-section 2.4. On suppose qu’on a construit
des bijections formelled}, : F'~ L et A2, : E ~ K comme au 2.5.1 et 2.5.2. On construit une
bijection formelle entreDr et Dy, de la fagon (naturelle) suivante : on pose, pour tbuplet
(ap;aq...aq 1) € B9,

d—1 d—1
(2.14) n oD, (Z”BF‘%) = mh, N ().
1=0 1=0

La bijection X3, induit une bijection (bien définie) d&p,. /Pf¢ surOp, /Pp¢ et cette
bijection est I |somorph|smaD p, - La bijection\7; , aaussiles propriétés suivantes :

(2.15) Ve € Dp, wp, (/\}?L(x)) =vp,(z),
(2.16) VieN,Vre Dr, Ap.p, (WEF:E) :w})L BFDL(ZC),
(2.17) VieN, Ve € Dp, A, p, (27D, ) =B, p, (@)7h, -

Les propriétés (2.15) et (2.16) sont évidentes, seule la propriété (2.17) pose un petit probléme.
Il suffit bien str de la montrer pour € E. On sait que sic € E alorszry, =7 o (z). Il
suffit donc de démontrer que pour tate E on a\% (0% (z)) = ol (NP (z)). Mais c'est
la relation (2.13) (et c’était justement pour avoir cette propriété (2.17) qu’on avait ctipjsi
comme dans 2.5.2).
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2.5.4. Les matrices, les polyndmes

Si F,Dr et L, Dy sont comme au 2.5.3, la bijection formelle enifeet I s’étend de fagon
naturelle en une bijection entié™ et L". Si U est unF'-espace vectoriel de dimension finie
n muni d’'une base e¥ un L-espace vectoriel de dimensieanmuni d’une base, une bijection
formelle entreF et L s’étend “composante par composante” en une bijection éheg/. C'est
pareil pour des espaces vectoriels a droite ou a gauch® swat Dy,. En particulier cela vaut
pour les espaces de matricks,(F), M, (L) et M,.(Dr), M, (Dy,), et aussi pour des espaces
de polynémes. En général, on notevd, la bijection formelle donnée enti€ et L, et} la
bijection induite entré\,,(F') et M,,(L). Pareillement, la bijection formelle entid,.(Dr) et
M,.(Dy,) induite par\};_,, seranotégp p .

2.6. La construction

SoientF, E, Dr, L, K, D;, comme plus haut et soit € N*. On se propose d’'étudier les
ressemblances entre les grouggs = GL,.(Dr) et G = GL.(Dg). On va suivre le chemin
indiqué par Kazhdan dans [17]. On pokg: = GL,(Op,.), K. = GL.(Op,) et, pour tout
I € N*, on noteK}, le noyau de la projectiodr — GL,(Op, /P ) et K. le noyau de
la projectionK;, — GL,(Op, /P ). Pour toutl, K% est un sous-groupe distingué é&-.
C’est aussi le groupé&d + MT(Pllde). Si K est un sous-groupe ouvert compact(lg on note
H(G%; K) I'algébre des fonctions complexes localement constantes a support comp@ét sur
et bi-invariantes paf’. On fait de méme pout’, .

Notation — Sig = (¢;;) € M, (Dp) alors on notevr(g) le minimum des valuations en tant
qu’éléments dé des coefficientg;; deg. De méme suL.

Maintenant, pour toute N*, si F' et L sontl/-proches, on construit un isomorphisme d’espaces
vectoriels

(bep, H(GF; Kp) ~ H(GL; K1)
Cetisomorphisme sera dépendant du tripletgeoximité (A} ;7p,;7p, ) déduit du triplet

del-proximité fixé pourF’ et L comme nous I'avons expliqué au 2.4.
Posons

Ap ={A=(ai;)i; € GL,(Dp): aij =07}, a1 <az <-- < ap}

oud;; estle symbole de Kroneker.
LEMME 2.5.-Ona
o
w=11,.  KrAKr.
Démonstration. Moir [21], p. 43. O

Soitl e N* et A € Ar. Commerp est un sous-groupe d€r, il existe un sous-ensemhlé
de Kr x K tel que

KpAKp=]] KLY BACT'KL.

(B;C)eX
Posons

Try = GL.(Op,/Pp.) x GL.(Op,/Pf.).
Si(B;C) € Kp x K, alorskL, BAC™' K, ne dépend que de la classe; C') de (B; C) dans
Tr,. On peut donc définir sans ambiguit&, BAC ! K. pour tout(B;C) € TF,. Notons
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maintenanHg; 4 I'ensemble des couple{i?; 5‘) € T, tels qu'il existe un représentaBtde

B dansGL,(Op,) et un représentartt de C' dansGL,(Op, ) tels qu'on aitBA = AC. En
écrivant cette relatio® AC~! = A on vérifie queHr; 4 est un sous-groupe dEr,;. Posons
enfin

Tria=Tri/Hp 4.

LEMME 2.6.— (a)Pour tout(B;C) € T, I'ensemblek, BAC~' K, ne dépend que de la
classe(B;C) de(B;C) dansTr, 4 ; onle noteK . BAC~'KL..
(b)Ona

KpAKp =[] KLBAC™'K..

(5‘5)€$F 1A

Démonstration. {a) Soient (B C) € TFlA et (B C) € TFl, (f?’;@’) € Tp,; deux
représentants deB; C). Il existe donc(U; V) € Hp; 4 tel queB’ = BU etC’ = CV. Soit
(B;C) un représentant de3; C ) dansGL,(Op, ) x GL,(Op,.) etU etV des représentants de
U etdeV dansGL,.(Op,) qui vérifientU A = AV. On a donc

KLB'AC' 'K = KLBUAV'C 'K = KLBUAV'C KL,
=KLBAC'KL = KLBAC'KL.
(b) On a

KpAKp = U KLBACT'KY,
(B;C)EGLT(ODF)X GLT(ODF)

et pour tout B; C) € GL,(Op,.) x GL.(Op,) ona
KLBAC'K', = KLBACT'KL.

Donc,
KpAKp= |J  KLBACT'Kp.

(B;C)ETF,1,A

Il suffit de montrer que la réunion est bien disjointe. SoightC) et (B’; C') deux éléments de
Tr 4. Alors KLBAC1KL et K. B’ AC’~1 K, sont ou disjointes ou égales. Supposons que

KLBAC'KL, = KLB' AC''KL.
CommerF est distingué danKr on a
KLBACT'KL = BKLAKLC™!

et
KLB'AC''KL = BKLAKLC' .

EnposantX = B'~!B etY = C’~1C et en réutilisant le fait qué&’L. est distingué dank -, on
obtient

KLXAY 'Kl = KLAKL.
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Il suffit donc de montrer que dans ce cas on a forcerdént Y =1. Cest pareil que de
montrer que, siX;Y) est dansTy, et vérifie KL X AY 1 KL = KL AKL, alors(X;Y) a

un représentan(tX; V) dansGL,.(Op,) x GL, (ODF) tel gqueX A = AY. Montrons que cette
assertion est vraiek', X AY ~' K, = KL, AK'. implique qu'il existe un représentafiX’; Y”)
de (X;Y) dansGL,(Op,) x GL.(Op,) et deux éléments; et k, de K tels qu'on ait
X' AY 1 =k, Ak,. Mais alors il suffit de prendrﬁ’ ki LX"etY =kyY’, car 'appartenance

dek; etky aKL =1d + Mr(ng) nous garanutX = X’ etY =Y’ et avec ce choix on a bien
XA=AY. O

Maintenant on va traiter les corgs et L a la fois. Les objets définis plus haut skirse
définissent de méme siiret c’est I'indiceF’ ou L qui indique a tout moment de quel corps il
s’agit. Les résultats plus haut sont évidemment valables auski sur

On se rappelle I'isomorphismé¥, ,, :Op,/Ph. ~Op, /P4 . Il induit un isomorphisme

Chop, Tri~Tr,.
On se rappelle également la bijection formeﬂjﬁFDL :M,(Dp) ~ M,.(Dp). Elle induit une
bleCtIOI”I{D p, Ar=AL.

LEMME 2.7.— Pour tout A € A, lisomorphismeC}, , :Tp; ~ Ty, induit un isomor-
phisme

- ' N
Cpppp BrRia~Hp o0 ()
et par conséquent une bijection

S A A
Cpppr  Tria=Tric | (a)

Démonstration. -Supposons qud soit la matricediag (7}, _, 755, ;- .., 75 ). Soit (E; @) €
Hpr,; 4. Il existe donc un représenta(is; C') de(ﬁ; @) dansGL,.(Op,) x GL.(Op,) tel que

(2.18) BA=AC.

EcrivonsB = (b;;) etC = (c;;). La relation (2.18) se traduit par :

(2.19) Visdy by, = TG

Par les propriétés (2.16) et (2.17) de la bijection form@ﬂgDL onaalors:
(2.20) Vi.j,  Copp, (0i))T5, =75, Cbep, (¢if)

et cette relation impliquel, , (B)Ch, . (A) =¢h p, (A)Ch, p, (C) et par conséquent

(Chpp, (B);Ch,p, (C)) € HL,z-,gngDL. (A)- Do-nc Chpp, Hpa) C HL117CZDF.DL (4)- Comme .

les roles def” et L sont symetriques il est évident que ce resultat est suffisant pour en déduire

querFDL ‘Hpia— HLJVCZD . (4) €stun isomorphisme, par exemple parce qu’on peut lui
F~L —

construire une application réciproque en partar(tgtﬁgDL)—l Tri~Tpr;. O

D’aprés les lemmes 2.6 et 2.7, si pour tout enserfiblen notely, la fonction caractéristique
deW, alors 'ensemble :

{IKLFEEA&IK;: A€ Ap,(B;C)€Tpya}

4€ SERIE— TOME 35 — 2002 -N° 5



CORRESPONDANCE DE JACQUET-LANGLANDS EN CARACTERISTIQUE NON NULLE 709
est une base de I'espace vectofi|G".; K.). Soit
~l . /gl /gl
CDFDL H( F»KF) _’H( L7KL)

I'application linéaire déterminée par
- - _ ) N ) N
Dros (Ui Bad1ae) =10 @, B)Ch, o, ()E,, @)1

THEOREME 2.8. —L’applicationg_})FDL est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
Démonstration. -€ela découle des lemmes 2.6 et 2.T3

REMARQUE 2.9.— Soit/ un entier strictement positif. La surjection canonique
ODF/Pg:l)d - ODF/Pé)dF

induit une surjection canonique
Trir1— Try

dont la restriction induit une surjection
Hri+1,4a—Hpy 4.

Finalement, on obtient une surjection canonique
TF,1+1,A - TF,l,A-

Supposons qué’ et L sont(l 4+ 1)-proches. De la méme facon, on a une surjection canonique

T — T .
Li+1.05 0 p, (A) FlCH p, (A)

Il est tres facile de vérifier que le diagramme

TL,1+1,<Z+1 (A)*)TF,l,Cl“ (A)

DpDp DpDp
Fl41 <1
DpDy, <DFDL
Trit1,4 Tria

ol on aura tenu g:om_pte du fait_ ayg +F1DL (A) = ngFDL (A) (par I_es définitions mémes) est
commutatif. Cela implique que I'isomorphisme d’espaces vectoriels

Cpppy, H(Gps Kip) = H(Gp: K )
est induit par la restriction de l'isomorphisme
iy, H (G K = H (G K.

DgpDy, *
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LEMME 2.10.-SoitA = diag(ny, ;755, - 75,.) € Ar. Alors

vol(KhAKY) = "2 ™% ol (KL
Démonstration. -On a
vol (KR AKY) = card (K / (AKR A~ N KE) ) vol (AKY,)
= card (K4 /(AKLA™ N K} )vol (KL).

I suffit donc de montrer que

(2.21) card (K /(AKLAT N KL)) = quKj aj—ai

PosonsX, = AM,(P{ YA~ n M,(Pg ) (en particulier,X; = M, (P )). Lensemble
X, est formé des matrice¥ = (x;)1<ij<r € M. (P ) qui vérifientop,, (7 zim ") > dl
pour touti < 7, soit des matriceX qui vérifientX € MT(PglF) et pour touti < j,

UDp (,Tij) >dl + a; — ;.

Par conséquent, le cardinal du groupe additif X'4 estqdzw %7 Ce que nous voulons
montrer (eq. (2.21)) se traduit par

card(1+ X1 )1+ Xa) = quKi YT = card (X ) Xa).

Disons qued € A estpetitesi on amax;«;(a; — a;) < ld. Des calculs simples montrent que,
si A est petite, alors

— X - X4 C X4, doncl + X4 est un sous-groupe distingué tle- X; multiplicatif,

— X - X1 C Xy, donc l'applicationl + z +— z de1 + X dansX; induit un isomorphisme de
groupes

(L+X1/1+ Xas-) = (X1 /Xas +).

Nous avons ainsi le résultat voulu (eq. (2.21))4skest petite. Comme tout élémedte Ap
s’écrit comme produit de matrices petites.de, pour avoir le résultat en général il suffit de
remarquer que, pour toutke Ay et touted’ € Ap petite on a
— XA Xaa CXgar,doncl + X440 €st un sous-groupe distingué de- X4 multiplicatif,
—Xa-XA C Xaar, donc l'applicationl + z — z del + X4 dansX’4 induit un isomorphisme
de groupesgl + Xy /14 Xaar;-) = (Xa/Xaa;+). O

Pour toutg € G on poseh(g) = (vol(K)) "' 141 41 . Onale:

LEmMME 2.11.— (a)PourtoutA, A’ € Ap onah(A) « h(A") =h(AA").
(b) Pour toutB,C € GL-(Op,.) x GL-(Op,.) onah(B) x h(A) x h(C) = h(BAC).

Démonstration. {a) Par la proposition 2.2, chapitre 3 de [15], il suffit de démontrer qu’on a
vol (K AK ) vol (K& A'K ) = vol (K ) vol (K AA' K.

Ceci est une conséquence directe du lemme 2.10.
(b) Par la méme proposition 2.2 de [15], il suffit de montrer qu’'on a :

vol (K& BK ) vol (K ACKY,) = vol (K ) vol (K BACKY,)
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et
vol(KéﬂAKéw) vol (K}CK};) = vol (Kéﬂ) vol (K}AC’K%) .

C’est une relation facile & obtenir parce giié. est distingué dan& r (donc on peut “sortirB
et C) et les volumes sont pris par rapport a une mesure de Haar a droite et a gauche (donc
finalement on peut effacé? et C partout ou ils apparaissent) O

REMARQUE 2.12. — SilWp est un ensemble ouvert et compact@lg invariant & gauche
et a droite park'. et L est un corpg-proche deF’, la construction de I’isomorphisnf%FDL
implique que l'image de la fonction caractéristiqueldig: est la fonction caractéristique d’'un
ensemble ouvert compaidt;, de G’; qui est invariant & gauche et a droite (&} . Le calcul de
volumes qu’on fait dans la démonstration du lemme 2.11 plus haut montre qu’on a alors :

vol(Wg) = vol(WL).

Onposel},, p, (Wr)=Wrg.

THEOREME 2.13. - Soit/ € N*. Il existe un entierm tel que, si les corpg” et L sont
m-proches, alors I'isomorphisme d’espaces vectorigls ,, : H(G; KL) ~ H(G; K}) est
un isomorphisme d’algebres.

Démonstration. -On utilise la démarche de Kazhdan en précisant certains détails :
LEMME 2.14. — SoitC un sous-ensemble fini dér et soit

Gr(C)=|J KrAKF.
AeC

(@) Il existern > [ qui dépend d€ tel qu’on ait, pour toutly € G’ (C), gKmg~* C K.
(b) Supposons qué soit m-proche deF. Alors pour toutf;, f» € H(G; K%) a support
dansG’(C) on a

ngFDL (fixf2)= d)FDL (f1) = ngFDL (f2)-
Démonstration. (a) Il faut trouver unm tel qu'on ait K €
prendre

9eG, (©) g 1KLg. Il suffit de

m=l+ sup wvp(g~')+ sup wr(g)
9EG(C) 9€GH(C)

1
m > +I£2§UF(A ) +I£2éwF(A).

(b) Il suffit de montrer ce résultat poyf = 1 gkt €t fo=1gt grge, avecg, g’ € G (C).
En revenant a la définition du produit de convolution on trouve :

Lgt it * g gt () = vol (KhgKh N Khg' Kha).

Par le point (a), cette intersection est bi-invariante/ggr et on a :

l l l L DAY
Liport *Lipgng, = D D, vol(KpgKp N King' KpBAC)L 5 ey
A€AR (g;a)efF,z,A
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Les corpst' et L étantm-prochesngDL est bien définie. D’apres la formule plus haut qui vaut
aussi bien suf, que surF, et la remarque 2.12 sur les volumes,

(B, (f1# f2) =CBup, (f1) * (Brp, (f2).

Le résultat de (b) est alors une conséquence du fait que >si, alorsd)FDL est induite par la
restriction def’gFDL (remarque 2.9 plus haut).

LEMME 2.15. —Pour tout entieri, 0 < i < r, on posed; = diag(r3,, , 755, - .- 775, ) OU pour
1<j<i,a;=0etpouri+1<j<r, a;=1.0nposeaussi_; = diag(rp ;7L ...750).
Soitsp un systéme de représentants@g, (Op,. / Ps. ) dansGL,(Op, ). Alors

{h(x): xespU{A_1;A40; 4. --Ar}}

est une famille génératrice dé(G’,; K.) commeC-algébre.

Démonstration. -On a déja vu quéh(BAC): A€ Ap,B € sp,C € sp} était une famille
généra?rice dél (G'; K}) commeC-espace vectoriel. Sl € Ap, A = diag(rp ;75 ... 75.)
alors, sia; > 0, A s’écrit

A=Ay I AF a4,

1<i<r—1

etsia; <0, A s'écrit

A=A"¢ I Ar

1<ig<r—1
Le lemme 2.11 implique alors le lemme 2.153
LEMME 2.16. - L'algébre H (G’; KL) est de présentation finie.

Démonstration. -D’aprés la remarque qui suit le corollaire 3.4. de [B](G; KL) est un
module de type fini sur son centB&G’,; K.), qui, & son tour, est une algébre de type finiGur
Il existe donc unZ(G%; Kt.)-module libreM de rang finip et un sous-moduléV de M tels
que H(G’-; KL) ~ M/N en tant queZ(G’p; KL)-modules. Soi Y1, Ys,...,Y,} une base de
M sur Z(G; Kt). Lalgébre commutaitiveZ (G’; Kt), étant de type fini, est isomorphe a
C[X1;X2...X,]/I ou [ est un idéal donné par un nombre fini de relati®sRs . .. R, entre
les X;. Elle est en particulier noethérienne et donc le moduilest de type fini. LeZ (G%.; K*.)-
module)M /N est donc le module engendré par la fam{l}§, Y5 ... Y, } avec un nombre fini de
relationsR’, R ... R, linéaires entre le¥;. En écrivant encore pour tousj € {1,2,...,p} le
produitY;Y; sur la basgY1,Y>...Y,} de M on obtient encore une famille finie (de cardinal
au plusp?) de relations{ R}, Ry ... Rl!}. Alors H(G’-; KL.) est isomorphe a I'algébre non
commutative engendrée s par lesn + p variablesX;, X,...X,,,Y1,Y>...Y,, avec les
relationsRy, Ry ... R, Ry, RS ... R, R!,RY,... Rl etlesn(n — 1)/2 relations qui traduisent
le fait que les variableX, X5 ... X,, commutent entre elles. Le lemme est démonti@.

Fin de la démonstration du théoreme 2.13eus explicitons la démonstration dont le
principe est di a Kazhdan :

Par le lemme 2.16H (G-; K%.) est de présentation finie; c’est donc I'algébre non commu-
tative engendrée s par un nombre fini de générateuss g . .. g, avec un nombre fini de
relationsRy, Rs ... R, qu’on va regarder comme des polyndmes non commutatifs ea-
riables qui s’annulent efys;g2...g,). Par ailleurs, le lemme 2.15 nous fournit une famille

4€ SERIE— TOME 35 — 2002 -N° 5



CORRESPONDANCE DE JACQUET-LANGLANDS EN CARACTERISTIQUE NON NULLE 713

finie {h1,hs...h,} de générateurs dif (G'; KL.). Soient alors3; (1 < i < n) des polynémes
enp variables qui appliqués@i; h2 ... h,) donnentleg, gs . .. gn, €tF;(1 <4 < p) des poly-

némes em variables qui appliqués@;; gz . . . g») donnentles, ks ... hy. Soits le plus grand
nombre parmi les degrés (totaux) des polyndémes

R/l :Rl((Gl;GQ...Gn)), R/QZRQ((Gl;GQ...Gn)), ceey R;:Ru((Gl,GQGn))
et

F{ZFl((Gl,GQGn)), FQ/:FQ((Gl,GQGn)), ey FIZFP((Gl,GQGn))

p

et un compaci suffisamment grand darG’: pour gu'il contienne tous les produits de
éléments qui se trouvent dans la réunion des supports de tohs 18sitC € Ar de cardinal
fini tel que K C G’%=(C) (voir le lemme 2.14). Prenons I'entier associé & comme dans
le lemme 2.14. Noton/, h5,...h/ les images dé, hy...h, par (. Définissons un

morphisme d’algébreis C(g1, g2 ... g,) — H(G’; K%) défini par :
t(g:) = Gi((hy;hy...hy))

Ce morphisme vérifig(R;((g1,92---9-))) = 0 pour toutl < ¢ < u par le choix dem
relativement aux polyndémeB}, R, ... R, et par le lemme 2.14. Il induit donc un morphisme
d’algebres

t:H(Gp; Kp) — H(GL; K1),
car H(G"; K'.) est laC-algébre non commutative engendrée pays . . . g,, avec les relations
traduites par I'annulation des polyndmé&s, Rs... R, en (g1;92...gn). Or, ce morphisme
d’'algébres vérifie
(2.22) t(h;) =h
pour toutl < i < p par le choix den relatif aux polynémes?, F; ... F} et par le lemme 2.14.

Comme c’est un morphisme d’algebres, (2.22) et les lemmes 2.11 et 2.15 impliquent que pour
tout A € Ap, pour tout(B;C) € Tp; 4 On a

M Bac-x) =Lk, 0, B)Chy oy ()G, @GN0

Comme c’est un morphisme d’espaces vectoriels qui coincide (}s}yggL sur une base de
H(G: KL),onat =(P, p, , doncCp, ,, estunisomorphisme d'algébresn

Nous rappelons que le niveau d’une représentation lisse irréduetitdas’. (resp.G7) est
le plus petit entierl tel quer ait un vecteur fixe non nul souk, (resp. Kl) Soit 7 une
représentation lisse irréductible de niveau inférieur ou édall@G”. ; notonsV,. I'espace de

la représentation. Alors H (G'; KL.) agit surV,,KlF, espace des vecteurs fixes sdds, par
f)==(f)v

pour toutf € H(G'; KL) et toutv € V,,KLF L’espaceVﬁKiv est ainsi muni d’'une structure de
(G’F,KF) -module. On not&/, x le H(G'y; KL)- -module V;* " pour le différencier duC-

espaceV,, v avec lequel il coincide ensemblistement. On sait Ylg; est unH (Gr; KL)-
module non nul irréductible et que— V. g induit une bijection entre 'ensemble des classes
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d’équivalence de représentations irréductibles®je de niveau inférieur ou égal et I'en-
semble des classes d'isomorphieiéG".; Kt.)-modules irréductibles ([5] ou [7]). Maintenant,
sim est comme dans le th. 2.13, l'isomorphis@g, ,, : H(G; K%) ~ H(G',; K1) induit une
bijection (notée toujours}, , ) entre 'ensemble des classes d'isomorphiefig; K1,)-
modules irréductibles et 'ensemble des classes d'isomorphié(d¥ ; K )-modules irréduc-
tibles. Donc I'image paf},FDL de la classe d'isomorphie dé. ; est une classe d'isomorphie
de H(G" ; K )-modules irréductibles et elle correspond & une classe d’équivalgnde repré-
sentations irréductibles de niveau inférieur ou égatla G’ . Si Cr est la classe d’équivalence
de la représentation, on posefj:,FDL (Cr)=0CL.

THEOREME 2.17.— (a)'application Z},FDL réalise une bijection de I'ensemble des classes
d’équivalence des représentations lisses irréductibles7fede niveau inférieur ou égal &
(resp. égal &) sur I'ensemble des classes d’équivalence des représentations lisses irréductibles
de G’ de niveau inférieur ou égal &(resp. égal ).

(b) Soitm une représentation lisse irréductible d&. de niveau inférieur ou égal & Alors
est de carré intégrable si et seuIemenfgiFDL (m) est une représentation de carré intégrable
deG’.

(c) Soitw une représentation lisse irréductible d&, de niveau inférieur ou égal & Alors
est cuspidale si et seuIemenfgiFDL (7) est une représentation cuspidale@é.

. - 5 , e
REMARQUE 2.18,. —On parle abuswemer_lt qg_FDL (m) alqrs quelh,. p, n'est defl_nle que

pour les classes d’équivalence. C’est ce qui arrivera parfois aussi par la suite, puisque toutes les

propriétés des représentations sont en fait des propriétés des classes d’'équivalence.

Démonstration. 4a) Le fait que E},FDL soit une bijection de I'ensemble des classes
d’équivalence des représentations lisses irréductibles’dele niveau inférieur ou égallasur
'ensemble des classes d'équivalence des représentations lisses irréductifesddeniveau
inférieur ou égal & résulte de la discussion faite avant I'’énoncé du théoréme.

Soit maintenanflI(G’,1) (resp.II(G%,! — 1)) I'ensemble des classes d'équivalence de
représentations lisses irréductibles de niveau inférieur ou édegsp. & — 1) de G%. Adoptons
les mémes notations poG, . Alors ¢}, ,, réalise une bijection dB(G%,1) surll(G/,1), et
aussi (mettré — 1 a la place dé), ggFlDL réalise une bijection dB(G’,1 — 1) surll(G7,1—1).

Par la remarque 2.9 et ce qu’on vient de voir, la restriction/de,, aII(G’,l — 1) induit
_EFlDL. Nous obtenons alors qug,, ,,, réalise une bijection d&l(G’,[)\II(G,l — 1) sur
II(G}, D\II(GY,, 1 — 1), qui est la variante “niveau exactement égél de I'énoncé.

(b) Supposons maintenant qaesoit de carré intégrable. Saitune représentation (irréduc-
tible et de niveau inférieur ou égal ase trouvant dans I'image péf—,FDL de la classe d’équi-
valence der. Comme nous I'avons dit plus haut, on a un isomorphisme d’espaces vectoriels

Kt Kt
[ Ve PVt

induit parc_f:,FDL . L'isomorphismef induit un isomorphisme, dans les espaces duaux munis des
actions contragrédientes :

127! 1872
[N /AN A
] 7 gl
Soientv € Vi°F etv € V,"F tels quev’ (v) # 0. Considérons le coefficient non nul de
hy:Gp—C
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défini par
g (m(9)(v)).
Pour toutg € G%, h, est constant suk'L.g K. égal ah.(g). On a aussi

(2.23) h(9) = vol (Klg K1) ™10/ (1(1 et 11 ) (v).

La représentatiomr étant de carré intégrablé|* est trivial surZ et intégrable su./Z.
Exprimons cette propriété a partir de la décomposition

=11 Il KrBACT'K}
A€AR (§§5)E$F,L,A

(lemme 2.6(b)) en étudiant I'action par multiplication dela-dessus. Notons!%. le sous-
ensemble dedr formé des matrices\ = diag(ny,) ;75,5 -..75, ) telles quea; € {0;1...
d — 1}. Pour toute matriced € A% notonsAr(A) 'ensemble des matrices obtenues a partir
de A par multiplication avec une puissancerie = wdDF. C’est un sous-ensemble di-. On a

Ar= [] Ar(4).

A€ AS,

0 p o L D Al—1 701
Montrons que, pour toutl € Ay, I'ensemble[] /¢ 4,.(4) ]_[(B;C)ETF’Z,A KpBA'C™ K} est
stable sous I'action d& par multiplication et étudions cette action. Identifiaisavec F™*.
Alors, siz est un élément d&, » s’écrit de fagon unique = 7%« ou z est un élément d&..
D’autre part, on a un isomorphisme

O%/(1r + Pp) ~ (Or/Pp)".
On peut ainsi décomposer l'action d& sur [[c4, )11 KLBA'C-'KL,
puisque : L L
—siz=7¢, alorszKLBA'C KL s'écrit KLBA"C 1Kl o0 A” = 2A’ € Ar(A), etune
simple vérification montre qu’'on a auéEp,l,A// = ’f‘F_,lyA/,
—siz e Oy, alors :
—sizelp+ Ph,onazKLBA'C-'Kl = KL, BA'C~' KL, tandis que
—siz¢ 1y + PL, 2KLBA'C'Kl, = KLB'A'C' 1K, ot (B';C") est un élément de
’T‘F,Z,A différent de(E; 5’) et qui ne dépend que de la classe:daodulol p + P}w.
Finalement, dire qug|? est intégrable sui’./Z revient a dire que la somme

Z< S (card((Op/Ph)") "

A€AL (§§5)€%F,Z,A

(§§5)€$F,l,4

(2.24) x vol (KL BAC™" K dg) (vol (1 + Pl;dz)) ™" ]h,r(f?A@‘l)]Q)

est convergente.
L 7 gl
Maintenant,f(v) est un élément dez, f'(v") estun élément de, % et l'application

hy:G} —C
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définie par
g (") (a(9)(f(v)))

est un coefficient non nul de. Pour touty € G, h,, est constant suk' g K! égal ah,(g). On
a aussi

(2.25) ho(g) = vol(KLgKL) ™ £(0') (0(Lt g ) (f (0))).

La fonctionh,, est de carré intégrable modulo le centreS{rsi et seulement si la somme

> ( > (card((01/PL)") "

A€AL " (B:C)eT
(B;C) LISy p,

(2.26) x vol (K% BCh, p, (A)C KL dg) (vol(11 + PL;dz)) ™ Ao (BCh, b, (A)é—l)f)

est convergente, oli on a tenu compte du fait ¢ye,,, réalise une bijection det?, sur.A9J.
Mais cette somme correspond terme pour terme a la somme (2.24) puisque

— les volumes des sous-ensemblesig et G, qui se correspondent sont égaux pour les
mesures fixées sy, etG7,

— les volumes des sous-ensembles des centré.det G, qui se correspondent sont égaux
pour les mesures fixées sur les cenfrésle G/, et L* de G/,

— card((Op/PL)*) = card((Or/PL)*) parce que les anneau®r/PL et Or /P! sont
isomorphes,

— par construction de I'isomorphisnféon a

v' (W(lK;gK;)(U)) = f/(U/)(U(lKngKlL)(f(U))),

et alors (2.23) et (2.25) impliquent que

ho (BAC™) = he (Ch,op, (B)Sb, b, (A)Cp,.p, (C71))-

On vient de montrer qu’un coefficient non nul deest de carré intégrable sGY, /Z. Donco
est de carré intégrable. La réciproque se montre exactement de la méme fagon.

(c) Une représentation est cuspidale si et seulement si elle admet un coefficient non nul a
support compact modulo le centre. La démonstration est la méme que celle du point (b), en
plus facile : il faut remplacer “somme convergente” par “somme a nombre fini de termes non
nuls”. O

Soit ¢ un caractére additif non trivial d€'. On dit quek est le conducteur d¢ si k est
le plus petit entier tel qué’k soit inclus danser . On fixe une fois pour toutes un caractére
1 non trivial de F' de conducteur nulSi 7 est une représentation lisse irréductible(dg, on
note L(s; ), e(s;m;¢) ete'(s;m; 1) les fonctions de Godement—Jacquet [12]. On sait que la
fonction (s; 7;¢) est égale &~ "°, a multiplication par un scalaire non nul prés, @est,
comme avant, le cardinal du corps résiduelldest m est un entier ([12], th. 3.3, (4)). D’aprés
[12], équation (3.3.5), p. 33, I'entien ne dépend pas du choix deplus haut (une fois que son
conducteur est nul) ; il ne dépend donc querdeon le note par la suitex(7) et on I'appelle le
conducteur der. En suivant [12], nous allons utiliser une formule particuliere pour la fonction
¢'(s;m;1p), trées commode pour les calculs. Supposons que le niveau sigt [. Soit f un
coefficient der tel que f est constant non nul suk'l. (choisi comme dans la démonstration
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du th. 2.17(b)). Prenons le cas particulie= 1K% dans le th. 3.3 de [12]. Nous posons donc

Z(s:f) = / F@)|N(g)[ dg = £(1)vol (I})

1
KF

ou N est la norme réduite. On sait par le dit théoréme qu’il existdansR tel que, sis est un
nombre complexe de partie réelle supérieure ou égajealors

Z(s; fy=q ™ / Y (trar, oy r9) f (g7 |N(9)| dg

75! M, (Opp)NGL(DF)

converge etZ(s; f) est une fraction rationnelle en la quantité¢®. Par les points (2) et (4) du
méme théoréme; (s; ;1) est une fraction rationnelle en la quantté qui vérifie :

2.27)  (simy) = (=) VZ(1—s+(n—1)/2f)Z(s+ (n—1)/2; f) .

Nous adoptons les mémes conventions pour le cor& L estm-proche deF, le triplet de
m-proximité (rp; 71,; A\, ) associé induit naturellement un isomorphisme de groupes additifs
A Tp "Op/Op ~ 7, ™01, /Or. Alors, sivr, est un caractére additif dg on dit quey;, est
m-prochede ¢ si ¢;, est de conducteur nul et le caractére induitpasur 7" Or/OF et le
caractére induit papy, surm; " Oy, /Oy, se correspondent via_,, (i.e.1 =1 o A_,,).

Le théoreme suivant est d’'une importance capitale pour la démonstration de la correspon-
dance:

THEOREME 2.19. — Sim est comme dans le théore@d.3 si L est un corpsn-proche de
F, siyy, est un caractére additif d& m-proche deyp, alors on a:

(a) si w est une représentation lisse irréductible de niveau de G, alors les fonctions
e'(s;myp) ete! (s;Ch, p, (m); L) sont égales,

(b) si 7 est une représentation cuspidale de nivealde G/, alors les fonctions(s; 7; ¢) et
e(s;Ch, p, (r);41) sont égalesen particulierm(r) = m(Ch, p, ()).

Démonstration. -On peut supposer que le niveaurdest!.

(a) Posonsry, = C_},FDL (). Soientf un coefficient der et f;, un coefficient der;, choisis
comme dans la démonstration de la proposition 2.17. Nofénda norme réduite su; .
Montrons qu’on a alors :

() Z(s; f)=Z(s; fr) et . ) ) )

(i) pour less pour lesquels (s; f) convergeZ(s; f,) converge eton & (s; f) = Z(s; f1.)-

Le point (i) est évident. Pour montrer (ii) on prouve que

/ U1 (trar.p0)0(9)) fu(97") [NL(9)|” dg

7'M, (Op, )NGL(DL)

(2.28) = / (trar,peyr(9) (g | N(g)|” dg,

73! M, (Opp)NGL(DF)
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en montrant que les intégrales prennent la forme de deux sommes identiques. On a une
décomposition

M.(Op,)N GL(DF) = [] [I kiBAC'K|
AeAL (B-C)GTZ,A,F

ou Aj est I'ensemble des matrices dant- dans lesquelles toutes les puissances de
l'uniformisante 7, qui apparaissent sont supérieures ou égalesi@ (rappelons que
w%F = 7r). On a une décomposition analogue pogf M,.(Op, )N GL,(D1) qu’on peut écrire

MT(ODL) n GLT(DL)
=11 11 Kb, (B)Brp, (A)Ch,p, (CT K],
A€A+ (E‘G)Gﬁ AF
tenant compte du fait qug?, ,, réalise une bijection del - sur. A} et que, pour toutl € Af,

(DFDL réalise une bijection d& AF surTl KBy (A), L0

On a vu a la proposition 2.17 que, par la constructlonu‘gea partir def, on a : pour tout
A € Ap, pour tout(B; C’) € Ty.ar, | est constant sur lensembl§L. BAC~1K!, et f est

constant suk, ¢, (B)CE. p, (A)Ch, p, (C1) KL ; en outre les valeurs dg et f;, sont
égales. C'est pareil pour les fonctiod$| et | Nz | qui y sont constantes égalesM(A)|. On a
aussi

vol (KLBACT'KL) = vol (K} Ch 1, (B)CH.p, (A)Ch, p, (CTHEL).
Par ailleurs, si on not¥ la matr|ce(uu)1<l7j<r € GL,(Dp) définie pam;; = 4, ., alors pour
toutA € Ar et pourtout(B C) € Tl A.r, lafonctionf(g~!) est constante sur 'ensemble

KLCAT'B KL
égale af(BAC '), etona
KLCAT'BTIKL = KL(CU)(UATU) (UCTY) K

oUUA™'U € Ar et (CU;UB™") € T; y a1y~ Le méme phénomeéne se produit aussiGhr

et toutes les applications des objets suwers les objets correspondants ducommutent a

I'action par multiplication dé/, qui est une simple permutation de lignes ou colonnes.
Montrons encore que, si € A}, si (B C) €Ty a,r, alors

—otra, (py)/F €St constante suc’, BAC- 1K},

—1r o tryy, (p,)/1 €St constante suk; ¢, (B )CBFDL (A)Ch, b, (C-HKL, et
-ona

1/1 ° tTIMT(DF)/F (EAé_l) = wL © trA'{r(DL)/L (ElDFDL (E)CBIFDL (A)ElDFDL (5_1))

PosonsA = diag(x};, , 775, ... 75, ) OUa; < ag < --- < a,. nrappelle qu'on & € A7 et

donca; > —Id. Par conséquent, la différence de deux éléments de I'enseiffpieAC 1 K,
est un élément d&/,.(Op,.), donc la différence de leurs traces réduites est un élémenidet

1 est trivial surO . Doncy o tryy, (p,.y/r €St constante SJ(%EACV’*K}. De la méme fagon
on montre queby, o tras, (p, ),z est constante sut L (B)CH, p, (A)Ch, p, (CTHKY.
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Maintenant, montrer qu’on a

Yo tr]\fT(DF)/F(EAail) =YL o tra, o)/ (Coppy (E)CEFDL (A)Ypypp, (571)),
revient a montrer que
W(rp'tras, (py/r (B(rpA)C7H)
=1 (7. trar, (0172 (Cop oy, (B)) (71,CH e, (A)) by, (C71)
et, vu queyy, ety sontm-proches, etn > [, il suffit de montrer que I'image (bien définie) de

trat, (g (B A)C)

dansOr/PL et l'image (bien définie) de

tr 31,02/ (o py, (B) (718 b, (A)Cbyp, (C71))

dansOy,/PL se correspondent par I'applicatiof., (induite par\, ).
Maintenant, si on choisit des représentafitst C~! de B et deC 1, puisqueXlDFDL (induit
par A}, ) est unisomorphisme d’anneaux@s,. /P, surOp, /Pf ,ona

CgLFDL (BW%AC*l) _CgFDL( )CDFDL (7TF )CDFDL (Cil) EMT(PgiL)

et par conséquent I'image dafs / P! det'f’AIT(DL)/L (B p, (BT AC™1)) est égale & limage
dansOy /P de tT]\,fT(DL)/L(CngL( ) p, (TR A 5 (C71). 1l nous suffit donc de
montrer que I'image dan@F/PF de tras, () r(B(rkA)C!) et limage dan,/ P} de

trag, (o) (Ch p, (Bm AC™1)) se correspondent par I'applicatiaf., . Mais la trace réduite

d'un élément deM,.(Dp) est la somme des traces réduites des éléments diagonaux de cette
matrice et de méme pouvr, donc, pour avoir (enfin) le résultat voulu il nous suffit du lemme
suivant :

LEMME 2.20.-Soitz € Op,.. Alors l'image detrp, /r(z) dansOp /Pl et limage de
trp, ;L (AB, p, () dansOy/ P} se correspondent par 'isomorphismé. .

Démonstration. -Reprenons les notations de la section 2.5. Ecrivons

d—1
Tr = T‘—Dpei
=0

ou tous les:; sont dang”, et méme dan® g puisquer € Op,.. Alors, par définition,

DFDL ZTFDF EK 81

L'algebre D agit sur leE-espace vectoridD » de dimensionl par multiplication a gauche et la
trace réduite de sur F’ est la trace de I'endomorphisme qui correspomj an peut la calculer
facilement en choisissant dansHeespaceDr la baser), 7, ... ”DF On trouve

U

-1

tTDF/F(:c) = cr%(eo).

Il
=)
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Pareillement, on a

d—1 d—1
trpL/L (ATBFDL (55)) = Z 02 (/\gK(eO)) = Z AEK (0}(60)).
i=0 i=0

Pour toutl <i < d — 1, l'image deo%,(eg) dansOg /Py, et limage deX, (0% (eg)) dans
Ok / P}; se correspondent par 'isomorphisiig, , et donc l'image dérp,. /- (z) dansOg / Py,

et l'image detrp, (A5, p, (x)) dansOx /Pj. se correspondent aussi par l'isomorphisme
Agg- Commetrp, /p(z) € OF ettrp, (B, p, (2)) € Or et queAg : Op/Pp ~ Ok /P
induit A2, : Op/PL ~Op/Pt, le lemme est démontré.0

On peut donc décomposer les intégrales dans I'égalité (2.28) en des sommes qui se
correspondent terme a terme et en déduire que

/ Y (traspy)/e(9)) frlg™")|NL(9)|" dg

7'M, (Op, )NGL-(DL)

= / UL (tra, ey p(9)) F (g7 1) [N (9)] dg.
75! M, (Opp)NGL,(DF)

On conclut maintenant par la relation (2.27) et par I'égalité des foncfofmour un nombre
infini de valeurs dg—*) montrée.
(b) Les facteurs ete’ sont reliés par la relation-définition :

(2.29) e'(s;mip) = e(s;m ) L(1 = ;%) L(s;m) !

ou 7 est la représentation contragrédienterde

Si G= n'est pas le groupe des éléments inversibles d’'une algébre & division, alors la
fonction L associée a une représentation cuspidale est triviale. Comme la contragrédiente d'une
représentation cuspidale est une représentation cuspidale on conclut par le point (a) ci-dessus et
le théoreme 2.17(c).

Si G- est le groupe des éléments inversibles d’'une algébre a division, alors on saitque si
est une représentation d&. ou G, on am(m) = niv(m) +n — 1. Comme(p , conserve le
niveau, nous savons donc déja qu’elle conserve le conducteur. Autrement dit, le rapport

(2.30) e(smrs)/e(symosL) =c

ol ¢ est une constante. Reste a montrer guel.
Sim est une représentation @&, ouG’;, on a

L(1 = s;7)L(s;m) ™ = Un (q7°)

<

ou
X(1—aX)

X-p
avec o« et 3 deux nombres complexes (facile a obtenir a partir de [12], th. 5.11). Les
égalités (2.29), (2.30) et le point (a) impliquent alors :

(2.31) Uz(X)=1 oulU(X)=

Ur, Uz, =c.

4€ SERIE— TOME 35 — 2002 -N° 5



CORRESPONDANCE DE JACQUET-LANGLANDS EN CARACTERISTIQUE NON NULLE 721

Des calculs simples montrent que, quelle que soit la form&,deet U, (voir (2.31)), on doit
avoirc=1. O

3. Conséquences immédiates

Dans cette section nous donnons une preuve du fait que les résultats de [3], a priori valables en
caractéristique nulle, sont vrais indépendamment de la caractéristique. Ce sont les théorémes 3.1
et 3.2 plus bas. Ce n’est pas la preuve la plus simple, ni la plus naturelle qui soit, étant basée sur la
construction faite a la section précédente. D'autre part, ces résultats sont un corollaire immédiat
de la dite construction et sont, aussi, indispensables pour la preuve de la correspondance de
Jacquet-Langlands en caractéristique non nulle. lls étaient donc incontournables.

Soit F' un corps local non archimédien, sdit une algébre a division centrale de dimension
finie d sur F, soitr un entier strictement positif ; posors= M,.(D). On posen = rd.

THEOREME 3.1. - (a)Siw est une représentation cuspidale dg, alors on a

m(r)

niv(m) < —d+2.

r

(b) Si est une représentation lisse irréductible quelconqueltgalors on a
niv(m) <m(mw) —n+ 2r.

Soit maintenanf’ un corps global et soitl une algébre centrale simple de dimension finie
sur F. SoientF*(A) et A*(A) les groupes des adéles Hé et A* respectivement. On identifie
F* au centre ded* et F*(A) au centre ded*(A). Pour toute place de F' on noteF, et 4, les
localisés deF” et deA enw.

THEOREME 3.2. — SoitV un ensemble fini de places finies fleSi pour toute place ¢ V
on fixe une représentation lisse irréductiblg de A%, alors il existe au plus un nombre fini de
classes d'équivalence de représentations automorphes cuspiddies*(A), telles que, pour
toutv ¢ V, la composante locale dea la placev soit équivalente &,.

La preuve des deux théorémes est trés concise : Dans [3], nous avons montré que le
th. 3.1(a) implique le th. 3.1(b) qui a son tour implique le th. 3.2, et ce indépendamment de
la caractéristique. Dés lors, le seul probléme reste le point 3.1(a). Il a été prouvé dans [3] en
caractéristique nulle. Pour boucler la démonstration nous indiquons ici la preuve dans le cas
ol F' est de caractéristique non nulle. Si, dans ce gasst une représentation cuspidale de
A* = GL,(D) de niveau, alors en se plagant dans la situation des théorémes 2.17 et 2.19 et
avec les mémes notations, nous pouvons appliquer le th. 3.1(a) a la représentaspimiale
(par 2.17(c))<_§:,FDL (m), puisque le corpd est de caractéristique nulle. On obtient ensuite la
méme relation pour, car I’applicationfj:,FDL conserve toutes les quantités qui apparaissent
dans l'inégalité (par construction powret n, par th. 2.17(a) pour le niveau et 2.19(b) pour le
conducteur).

Le théoréme 3.2 appliqué a une situation particuliére (la prop. 5.6) jouera un réle important
dans la démonstration de la correspondance.

4. Quelques résultats d’analyse harmonique sur des structures proches

Soit F' un corps local non archimédiate caractéristique non nullet Dr une algébre a
division centrale su#’ de dimensiond?. Soitr € N*. On posen = dr et Gr = GL,(F) et
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'== GL,(Dr). Comme en caractéristique nulle, on veut trouver une correspondance entre les
représentations essentiellement de carré intégrabldezdet les représentations essentiellement
de carré intégrable d&’.. Le fait essentiel pour lequel la démonstration ne marche pas comme
en caractéristique nulle est qu'on n'a pas I'orthogonalité des caractérggzsufe ne pense
pas qu’on puisse I'obtenir directement comme &r, méme si on a construit dans la section
précédente une situation proche en caractéristique nulle, parce qu’on ne sait pas “relever” les
intégrales orbitales, et surtout parce qu'on n'a pas l'intégrabilité locale des caractéres pour
les représentations d&’;. C’est pourquoi on va étudier plutdt et G en paralléle. Plus
précisément on aura a tout instant en mémoire le carré :

G, ——=G,

i

Gr e

ou L est un corps proche d€ qui est de caractéristique nulle. La fleche 1 est la correspondance
(gqu’on va noterC ) déja établie en caractéristique nulle, les fleches2’ sont les applications
du type(r, et ZgFDL, et on voudrait définir une correspondance a la place ou on a mis sur
le dessin des pointillés. Les ennuis viennent du fait que les correspondances horizontales et
verticales sont de natures tres différentes : pour pouvoir usérete2’ on doit étre sdr que
les objets qu’on veut transférer sont constants sur des ouverts assez “gros”, alors que pour la
flechel on ne sait pas en quelle mesure elle conserve la propriété “étre constant sur un ouvert
assez gros” (que ce soit pour des fonctions, pour leurs intégrales orbitales ou pour les caractéres
de représentations). C'est a I'étude de ce probleme que la présente section est dédiée. Un autre
probléme découle du fait que les correspondances vertigaeg’ sont partielles et envoient
certainesreprésentations des groupes d’en bascgutainesreprésentations des groupes d’'en
haut, et pour obtenir des renseignements sur une autre représentation on est obligé de changer
de corpsL. Pour régler ce probléme il faut se placer dans une situation ou le niveau de toutes
les représentations qui apparaissent est borné uniformément, et c’est ce qu’on va faire dans la
section 5 (suivante) au cours de la démonstration proprement dite.

Dans les sous-sections 1, 2 et 3 nous nous intéressons seuleién{ &). C'est dans la
section 4 qu’on démontre le seul résultat sur les formes intérieuré4.deF") dont nous avons
besoin par la suite.

4.1. Eléments proches

SoientF et L deux corps locaux non archimédiensproches. On reprend toutes les notations
de la section 2, notammeA§; .. On notevy etvy, les valuations suf’ et L respectivement.

Sia€ F*,be Letd <1< mon dit quea etb sonti-proches si (b— A7, (a)) € PLTr (),
On note alors: ~; b. On remarquera quigest alors non nul, car il a la méme valuation que
On considére que les éléments nulsidet I sonti-proches pour tout

Soienta € F* eth e L*. Sia = 72" “a’ avecd’ € O} etb = r2* "y avect € 03, alors
a ~ b si et seulement si on a 'égalité-(a) = v, (b) et que I''mage pan’z; de la classe de’
dansOr /Py et la classe d& dansOy, /Py sont égales modul®; .

Propriétés:

(1) Pour toutr € F, x et A}, (z) sontm-proches.

(2) Pour tous: € F etb € L qui sonti-proches, pour toute Z, rt.a et b sonti-proches.

(3) Sia; etas sontdand” etb; etb, sontdand., siay ~; by etas ~; by, alorsaias ~; bybs.
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(4) SoientA un ensembile fini et pour toute A, a; un élément d&’ et b; un élément dd.
tels qued , a; #0.On posd’ =1+ vr (D 4 a;) —ming(vr(a;)). Sim > 1" et pour tout € A,

a; ~p b, alorsonad”  a;~ Y 4 b
Les trois premiéeres propriétés sont triviales. Pour démontrer la quatrieme on écrit

AFL (Z ai) = b= (Z ai) = XPp(a) + > AR (a) = Y b
A A A A A A
3 (L) - Epu(a) + X (s a) - ).
A A A
Or, pour touti on aa; ~ b; et donc
NI () — by € P22

d’ou

Z()\?L(az) _ bi) c P}l;er(ZA ai)'

A
Reste a montrer que

m m I+vp( a;)
AFL (Z%) _Z)‘FL(ai) €Pp 2 '
A A

ming vr(ai) s s

En écrivant, pour tout, a; = 7 a;,a; € Op,0na
m __minagvr(a;)ym ’
FL <Z ai) =TL AFL (Z ai>
A A

et, pour tout,
App(ai) = WaninA or(e) ?L(a;)'

II suffit donc de vérifier que_ , a; — > 4 A¥; (a7) € P Mais comme les:, sont dansO
et les corps sonin-proches, alors par le fait quey, est induit par\}}, (sous-section 2.5.1),
g (O aal) =>4 A (ah) € P, commem > I’ le résultat est prouvé.

Sur le F-espace vectorigh™ on considére la valuation

Vpn ((al;ag; .. .an)) = 1r<niiilnvF(ai).
AN

On rappelle que, sF' et L sontm-proches on étend I'isomorphisméy; de fagcon naturelle,
composante par composante, en un isomorphisnig'dgur L™. Sia = (a1;as;...a,) € F™ et

b= (b1;bs;...b,) € L™ etsi0 << monditques etb sonti-proches siu etb sont nuls tous les

deux ou siz est non nul et que pour toubn ab; — A\, (a;) € P£+”F”(“). SiU est unF-espace
vectoriel de dimension finie muni d’'une base, &t un L-espace vectoriel de méme dimension

n muni d’'une base, alors on peutidentifié@ F" etV a L™ et parler d'élémentsproches dé/

et V. Cette extension de la définition des éléments proches s’applique en particulier aux espaces
de matricesV/,,(F') et M., (L).
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4.2. Eléments proches et polynémes

Si P est un polyndme en? variables commutativeX 1, X19, ..., X, a coefficients dang,
Si M = (myj) € M,(F) (ou M, (L)), on poseP(M) = P(m;;) € F (ou L). Enongons quatre
propositions qui nous seront utiles par la suite :

PROPOSITION 4.1. - SiM, M’ € M, (F) alors

O, (5 (MM') = v, () (M) + v, () (M),

PROPOSITION 4.2. — SoitM € GL,(F). Pour toutk >0 on a:

T o VM
M""Mn(P}],i M (1) (M )) c KEMKE CM+Mn(PI§+ an)(M))'
PROPOSITION 4.3. — Sik > 0 est fixé, si € GL,,(F), en posant
m=k— v, (7 (M) = var, (7 (M)

ona:si I et L sontm-proches, alorg, (M) € (% (KEMKE).

PROPOSITION 4.4. — Supposons qué’ est de caractéristique non nullg. Soit P €
Z[X11,X12, ..., Xnn]. Soientc > 0 et M € M, (F) fixés.

(a) On suppose que tous les coefficientdtge trouvent dans I'ensembfé, 2,...,p — 1} et
queP (M) # 0. On poseS = {s tel ques est un monéme dB} et

m = k+UF(P(M)) - rsnelg ’UF(S(M)) - ’U]\,{n(F)(M) — UM, (F) (Mfl).
Alors, siF' et L sontm-proches, pour toulV € (7, (K MK ™) onaP(M) ~y, P(N).

(b) On ne fait aucune supposition sur les coefficientsjenais on suppose toujours que
P(M) # 0. EcrivonsP = Q + pR oU Q, R € Z[X11, X12,..., X €t tous les coefficients
de @ se trouvent dans I'ensembl€l,2,...,p — 1}. Soit 4 le degré total deR, S =
{s tel ques est un monéme d@} et

m =max{k +vp(P(M)) - rsnelgvp(s(M)) —var, (py (M) = var, (my (M1);
k+ovp (P(M)) + Inax{(); —;an(F)(M)}}.
Alors, siF et L sontm-proches, pour toulV € (7, (KM K®™) onaP(M) ~; P(N).

(c) Supposons que (M) = 0. Alors il existem tel que, siF" et L sontm-proches, pour tout
N e P (Kp MK onaitvg (P(N)) > k.

Démonstration de la proposition 4.1 Reur toutl <i<nettoutl <j<nona

n
! . . i
’UF< E mikmkj> >lr<r}eln Up(mik)—i—lrr}clg vE(my;)
k=1

d’ou le résultat. O
—v -1
Démonstration de la proposition 4.2t A= M + BoUB € Mn(Pf’f M () (M )) alors
A=M(Id+ M~ 'B) € MK},
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par la prop. 4.1, d’ou la premiére inclusion.
SiA=(Id+ B)M(Id + C) avecB,C € M,(Pk), alors

A=M+BMC+ BM +MC

oUBMC,BM et MC se trouvent danMn(P}’iﬂM"(”(M)) par la prop. 4.1, d’oll la deuxiéme

inclusion. O

Démonstration de la proposition 4.3.SeitM = BAC,ouB € GL,(OF),C € GL,(Or) et
Ae€ Ap.Onavuqu'alors

@«PL (KzlfﬂMKf«“) = KEC?L(B)C?L (A)C?L (C)Kf-
Pour montrer que, (M) € ¢, (K kM KE) il suffit, par la prop. 4.2, de montrer que

Crr(BAC) — (i (B)CEr (A) (G (C) € My, (Pf)

<

ou

u=k— UM, (L) ((CFL(B)CFL (A)CFL(C))A) =k— UM, (F) (Mfl) =m—+ UM, (F) (M)

On a utilisé pour la deuxieme égalité le fait que

—(Fr(B) € GL,(Or),

= (L (C) € GLy(Or) et

— v (P (AT)) =vp(A™Y) = v(C*M B~ = vp(M~1). Pour les mémes raisons,
v, (ry (M) = var, (7 (A) et si on écrit

. a a an
A= dzag(wFl;wF2 ST ),
alorsvyy, (7)(A) = a1. Donc la relation a montrer est

Crr(BAC) — (i (B)Cr (A)(r (C) € My, (P£n+al) ;
ou encore .

CrrL (BW}:GIAC) — CpL(B)Crr, (WJ;GIAXFL(C) €M, (Pﬁn)a

qui est évidente, caB, C,7"* A € M,,(Or) et on peut appliquer le fait que I'applicatigty,
est induite par la restriction dg,. O

Démonstration de la proposition 4.4l-e partage du premier résultat de ce théoréme
(hypothéseP (M) # 0) en point (a) et point (b) vient du fait que, Bi et L sontm-proches
la somme d termesl + 1+ --- + 1 dans les corpg” et L respectivement donne des éléments
m-proches poul < p (voir la propriété (4)), mais pas polr= p. Le point (c) traite du cas
P(M) =0 ou le résultat est de nature différente.

(a) Par la proposition 4.3, (M) € (%, (K MK ). Par la proposition 4.2y — (7%, (M) €

-1

M, (P M M0y ot done et¢l, (M) sontm — vy, (g (M) —var, () (M)]-proches.
Mais

m — v, (py (MY = ong, () (M) =k +vp (P(M)) — min vp (s(M)).
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Donc les coefficients de mémes indices des deux matrices respectivemehtisopt P(M)) —
min,es vp(s(M))]-proches. Par la propriété (3), pour chaque S, s(M) et s(N) sont
[k+vp(P(M))—min,es vp(s(M))]-proches. Les coefficients devant ces monémes se trouvent
dans I'ensemblg1,2,...,p — 1}. Les élémentd r et 1;, sontm-proches par la condition
imposée dans la définition de I'applicatiof?, . Alors, par la propriété (4), pour toute
{1,2,...,p — 1}, les sommes & termesl + 1 + --- + 1 dansF et L respectivement sont
m-proches. AinsiP(M) et P(N) sont des sommes non nulles d'élémeits- vp(P(M)) —
min,es vp(s(M))]-proches deux a deux. Donc, par la propriété @8}M) et P(N) sont
k-proches.

(b) Par le point (a) et le choix de, Q(M) et Q(NN) sontk-proches. Remarquons que la
caractéristique dé’ étantp, Q(M) = P(M). Il suffit de montrer donc qu@(N) + pR(N) et
Q(N) sontk-proches. Or, sL est un corps de caractéristique nuiteproche de, alors 'image
de la somme & termesl + 1+ --- + 1 dansO/ P/ est la classe de, donc la valuation de
'élémentl + 1+ ---+ 1 (p fois 1) est supérieure a. Par le choix den dans I'hypothése,
pR(N) € Pf*”L(Q(N)) etdoncQ(N) + pR(N) etQ(N) sontk-proches.

(c) Considérons le polyndm@(X) = P(X) + 1. On aQ(M) # 0 et on peut appliquer le
point (b) aQ. Or, siQ (M) etQ(N) sontk-proches, alor§)(N) — (7, (Q(M)) € PF. Mais

Q(N) = CFr(Q(M)) = (P(N) +1) — 1= P(N)
d’ou le résultat. O

4.3. Eléments proches et polynémes caractéristiques, cas 6¢,

SoientF un corps local de caractéristique non nylleéSoientP,; un polyndme unitaire de
degrén a coefficients dang’ et séparable (sans racine multiple) Adétla matrice compagnon
de P, . Soitl > 0.

PROPOSITION 4.5. — |l existe deux entiersn > [ et s, qui ne dépendent que d&,, et de
I, tels que, siL est un corps local de caractéristique nulie-proche deF’, on ait: si g est un
élément d&7;, (resp. deGGr) dont le polyndme caractéristique esproche deP),, alors g est
conjugué a un élément dg;, (K%M K%.) (resp. deKL. M KL).

Démonstration. -On pose
s =1 =va, () (M) = var, ) (M)

et
m=Ss.

Par la proposition 4.3 et le choix de, (7, (M) € (% (KLMKL) et donc
i (KpMKp) = K (i (M)KL.
D’autre part, sSKpMKr = KpAKp, A € A, alors
UM, (F) (M) = UM, (F) (A)

et

a7y (M) = v, ) (A7),
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Comme on &, (KLMKL) = KL ¢ (M)KL, on en déduit que

(L (M) € K (P (A)KS,

et que
uar, (L) (CFL (M) = var, () (CFr(4))
et
vt ) (CFL (M) ™Y) = ong,, () (CFL(A) 7).
Bref,
UM, (F) (M) = UM, (L) (C?L(M))
et

ont, () (M7Y) = oag, ) (G (M) 7).
On peut donc écrire :

s =1 —onr, ) (CFL (M) = var, 1) (CFL (M) 7).

On remarque par ailleurs qu4g’, (M) est la matrice compagnon d&, (Pa). Donc, siP est
un polynémes-proche deP,,, alors P est un polynédme-proche du polyndme caractéristique
Pem (ar) de (7 (M) aussi. Donc la matrice compagna@fomp(P) de P seras-proche de
CFp (M). Par conséquent

m o v m Ay —1
Comp(P) _ CFL(M) c Mn (Pz+an(L)(<FL(AI))) :Mn (Pé Mn(L)(CFL(]u) ))

Par la proposition 4.2 on a alors

Comp(P) € K (i (MK, = (' (Kp MKT,).

On conclut par le fait que gi € GL,, (F) ale méme polyndme caractéristigRegue Comp (P),
alorsg et Comp(P) sont conjugués (caP est sans racine multiple).0

PROPOSITION 4.6. — Soitr une représentation de carré intégrablede . SoitM un élément
elliptique régulier deG r. Soit Py, le polynéme caractéristique d¥ . Il existe alorsm et s qui
ne dépendent que deet de Py, tels que, siL est un corps local de caractéristique nuie
proche deF, on ait: pour tout élémeny de G, dont le polynéme caractéristique esproche
de Py, 0ona

Xeg, (w)(9) = X (M).

Démonstration. -On peut supposer qukl est la matrice compagnon d&,;, puisque les
caractéres sont constants sur une classe de conjugaison. Dans [2] nous montrons a la p. 65, au
cours de la démonstration du th. 4.3, qu'il existeel que y,. soit constant suikL. MK, et
m tel que, siL est un corpsn-proche def’, alorsxgm () SOIt constant sucy, (KLMKL),
et ces deux constantes sont égales. Les enttietsn ne dépendent que di/ et dex. (Ce
relevement local des caractéres ne se fait que pour des représentations de carré intégrable et
pour unM elliptique régulier, car il passe par un relevement local de I'intégrale orbitale d’'un
pseudocoefficient.) Nous appliquons ensuite la prop. 4.5 poleguitte a augmenten, nous
avons le résultat. Les entiens et s obtenus ne dépendent queldé/ etr, maisi ne dépend a
son tour que dé/ etw, et M ne dépend que dB,,, étant sa matrice compagnond

ANNALES SCIENTIFIQUES DE LECOLE NORMALE SUPERIEURE



728 A.l. BADULESCU

4.4. Eléments proches et polyndmes caractéristiques, cas des formes intérieuresile,

Dans cette sous-section on démontre un résultat sur les formes intérieu€ds, () (la
proposition 4.10). SoiD une algébre a division centrale de dimensiBrsur F. Soit E une
extension non ramifiée de dimensidrsur F' incluse dangDr. On supppose qu’on a fixé une
uniformisanterr de F' (et deE aussi), ainsi qu’une uniformisantg,,. de Dy et un générateur
or de Gal(E/F) qui correspondent 7 comme dans la sous-section 2.4. Soitn entier
strictement positif eG. = GL,(Dr). On poser = rd. Chaque fois qu'on se dondeun corps
local m-proche deF, on considére que le triplet correspondant est choisi de fagon a ce que
l'uniformisante deF' qui y apparait soitrr. On reprend alors toutes les notations de la section
précédente pouk, Dy, et tous les objets qui leur sont associés, avec une seule exception : la
dimension deDr sur F' est notée icil alors que dans la section précédente elle était not€m
rappelle que la base de voisinaddst. },cn de l'identité avec laquelle on a travaillé stf. est
associée a la base de voisinag®y, },cy de0 et non pas a la base de voisinagé¥, }icw.

PROPOSITION 4.7.— SiM, M’ € M, (Dr) alors

UM, (Dp) (MM') Z vpr, (D) (M) + var, (D) (M)
PROPOSITION 4.8. — SoitM € GL,(Dp). Pour toutk > 0 on a:

v -1 ,
M"'Mr(Pg(If My (Dp) (M ))) CK]];‘MK?CM—FMT(P;ZCJF MT(DF)(M)))'

PROPOSITION 4.9. — Sik > 0 est fixé, siM € GL,.(Dr), en posant
m=k—vr, (pp) (M) = var, (ppy (M)

on a: si F et L sontm-proches, alorgp; ,, (M) e (P, (KEMEKE).

Démonstrations. £es démonstrations des propositions 4.1 et 4.2 s'appliquent aux proposi-
tions 4.7 et 4.8 sans changement. Pour la proposition 4.9 il y a un petit probléme car I'uni-
formisante deDr ne commute pas avec tous les élémentsige donc il faut vérifier que

m m m m d(m—a . .
(Ppop, (BAC) = (B, p, (B)CP,. p, (A)CH,.p, (C) € Mn(PL( 1)) est toujours vrai. On mul-
tiplie parm, ' comme dans la démonstration de la proposition 4.3 et on écrit :

Ty Chppy (BAC) = (B, p, (71} BAC) = (5, p, (0 (B) (7, A)C)

car nous avons défigiy_,, de sorte qu’elle commute a la multiplication par les uniformisantes

(propriété (2)).
Maintenant

Trl_)Z1 CBnFDL (B)CEFDL (A)CSFDL (C) = U?(l (CSFDL (B))WL_)IZ] CSFDL (A)CEFDL (C)
= O—lfl(l (CBFDL (B))CBFDL (WE)ZIA)<EFDL (C)
On a aussi

CDrDy (U%l (B)) =0y (<EFDL (B))
par la relation (2.13). Il faut donc montrer que

<EFDL (U%l (B)(WE)ZI A)C) - CSF Dr (U%l (B)) <EFDL (Wl;aFl A) CSF Dy, (C) € M, (PBF) :
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On conclut comme dans la démonstration de la proposition 4.3 £&453), 7, A et C' sont
dansM, (Op,.).

PROPOSITION 4.10. — SoientM’ € G’ etk € N. Il existe un entierm tel que, siF" et L sont
m-proches, alors pour touf’ € (75, p, (K7, M'KT ) les polyndmes caractéristiques 3£ et
g’ sontk-proches.

Démonstration. -On rappelle la proposition de la p. 295, [19] :

Soit A une algébre centrale simple stide dimensiom?. Soit E une extension de dimension
n de F. Alors, si on a un morphisme d’'algébres unitaifesA — M,,(E), pour tout élément
g de A, le polyndme caractéristique d&(g) (qui a priori a des coefficients dai#$) a tous ses
coefficients dang’ et c’est le polynéme caractéristique gle

Dans notre casd = M, (D). Elle agit surD%.. En écrivantDp = EBO@@ w},FE onaun
isomorphismeD}, ~ E™ et par conséquent une action#g (D) surE™. On a obtenu donc un
morphisme d'algebreg : M,.(Dr) — M, (E). Le polyndme caractéristique dé’ est alors égal
au polynéme caractéristique deg(M’). On va calculer ce dernier en fonction des coefficients
de M’. Supposons qué/’ s'écrit M’ = (m;j)lgiyj@ et que U (M') s'écrit (nst)igs,t<n-
Supposons maintenant que pour toes j, m;; s'écrit sur la base,wDF,w%,F e wdD;l deDp
SUrk':

mp; = Z Theer, e €E.
0<k<d—1
Pour tout) < I < d — 1, pour tout telef; posonsef! = o, (ef;). On peut fabriquer une matrice
U(M') = (uww)1<0,w<n @n lignes etn colonnes et a coefficients dafisen posant pour tout
1<v,w<<n: Uy = ef} ou i, j, k etl sont définis comme suit/:est le quotient de la division
euclidienne de parr, i — 1 est le reste de la division euclidiennewdparr, k est le quotient de
la division euclidienne de parr etj — 1 est le reste de la division euclidiennedearr.

Notation — Si P est un polyndme dar[X11, X12, ..., Xun][t], Si A = (as)1<i,j<n €St UNE
matrice dand/,,(F), siz € F,I'élémentP(a11;a12;. . .; ann; ) deF seranoté abrégé(A4; x).

LEMME 4.11.— Pour toutl < s,t < n il existe un polyndme indépendant dé¢’, P,,
Z[X11, X192, ..., Xnn|[t], dont le degré total en les variablés;;, X1, ..., X,, estl, tel qu’on
ait ng = Py (U(M');7p).

Démonstration. H suffit de vérifier cette propriété pour des matrices du tyrré;;go =
(mi;)1<i,j<r OUMY; = 8i4i05,;7F, € OUig, jo SONt des entiers entieetr, k est un entier entré
etd, ete € E, car I'ensemble formé par ces matrices engeidréDr) surZ et les polyndmes
considérés sont de degtéen lesn? premiéres variables. Saft, ds, . . ., d, la base canonique
de D7. L’éIémentMi’f;‘j-0 agit surD7. en envoyantl; sur(0 pour touti # ip et en envoyand;,
surr}, ed;,. Si on se représente la matride{Mi’f)‘}o) par blocs de taillel x d, alors tous ces
blocs sont nuls a I'exception de celui qui se trouve dans la posigifon et ce dernier est égal a
X = (%ij)1<i,j<a OU lesz;; sont donnés par :

—sil <i <k, alorszi; =6 j_arrmrot =471 (e),

—sik+1<i<n,alorsz;; =8 j1ro"1(e).

Le lemme est vérifié. O

LEMME 4.12. -l existe des polyndmeB, P, ... P,_1 € Z[X11, X12,..., Xnn][t] tels que
pour toute matriceM’ dansM.,.(Dr), le coefficient deX?, 1 <i < n — 1, dans le polyndme
caractéristique dé\!’ soit égal aP;(U(M');F).

Démonstration. -€’est évident par le lemme 4.11 plus haut.
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LEMME 4.13.- Les points(a), (b) et (c) de la proposition4.4 sont vérifiés si on rem-
placeZ[X11, X12,. .., Xnn] par Z[X11, X12,. .., Xpnl[t], P(M) par P(M;7g) et P(N) par
P(N;mp).

Démonstration. +a démonstration marche identiquement en tenant compte quregsil
sontm-proches, alorgr ety sontm-proches. Une autre fagcon de démontrer ce lemme est de
le voir comme un cas particulier de la proposition 4.4 : on applique la proposition(4.4-a)?
variables. O

Démontrons maintenantla proposition 4.10. On remarque g€ i)’ sontdans\/,.(Dr),
etsiM — M’ e M, (P ), alors pour tout, j, si on écrit

_ 2 : kE_k r_ 2 : ko rk
0<k<<d—1 0<k<d—1

on a pour toutk : efj — e’fj € PL. Par conséquent, pour tout entier fixé, il existe un
entier k» tel que, siF et L sontky-proches, pour toudl € (2, (K2 M'K}2 ) on ait :
UM) e (k2 (KBUM')KE) (on a utilisé les propositions 4.2, 4.8, 4.3, 4.9 et le fait que si
e,e’ € E sontk-proches alors, pour toute Gal(E/F'), o(e) eto(e’) sontk-proches).

Soit maintenanfi/’ comme dans I'hypothése de la proposition 4.10. On pose

N = min UMn(E)(Pi(U(]V[I)))

0<i<n—1

qui a un sens parce qu'au moifs((U(M’))) est non nul (car égal det(M’)). L'entier N
n'est autre que la valuation du polyndme caractéristiqué/devu comme élément dé™. En
appliquant la proposition 4(b) a la matrie€M’) € M,,(E) on trouve qu'il existe urk, tel
que, siL estko-proche deF, pour toute matrice\l” € (5 (K U(M')K %), pour touti
entre0 etn — 1 tel queP;(U(M')) #0, P,(U(M")) et P,(M") soientk-proches. En appliquant
le lemme 4.13(c) aux polyndmes qui vérifient P;(U(M’)) = 0 on trouve qu’il existe un
k; tel que, siL estkj-proche deF, pour toute matricel/” € ZEE}((KE‘,}{L{(M’)KE‘}{) on a
Uar, (k) (Pi(M")) = k + N. En posank; = max{ko; ky} I'entier m = k2 (voir quelques lignes
plus haut pouk.) vérifie les propriétés requises par la proposition 4.10.

5. Preuve de la correspondance

SoientF un corps local non archimédien &t une algébre a division centrale sHret de
dimensiond?. On posen = rd, G = GL,(F) etG’' = GL.(D). Si Or (resp.Op) est 'anneau
des entiers dé" (resp.D), on fixe des mesures de Haar stiret G’ telles que le volume de
GL,(OF) (respGL.(Op)) soit égal al. Rappelons qu'un élémeptde G ou G’ est ditsemi-
simple régulier(resp.elliptique régulie) si le polyndme caractéristique geest séparable (resp.
irréductible séparable) et que, giest un élément dé&' et ¢’ un élément de&’ on dit queg
correspond @’ et on écritg < ¢’ si g etg’ sont semisimples réguliers et ont le méme polynéme
caractéristique. St est une représentation lisse de longueur fini&dsu G’, alors on notey,.
le caractére der vu comme fonction localement constante sur I'ensemble des éléments semi-
simples réguliers du groupe en question.

On note E?(G) I'ensemble des classes d’équivalence de représentations essentiellement de
carré intégrable d&'L,,(F) et E*(G’) 'ensemble des classes d’équivalence de représentations
essentiellement de carré intégrable(de On fixe une fois pour toutes un caractére additif non
trivial 1 de F, trivial sur 'anneau des entiers dé. Tous les facteurs’ des représentations
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de G ou G’ seront calculés a partir d¢r. Nous voulons montrer le théoreme suivant, dit
correspondance de Jacquet-Langlands.

THEOREME 5.1. — |l existe une unique applicatian
C:E*(G) — E*(@)
telle que pour toutr € E2(G) on ait

(5.1) Xr(9) = (=1)"""xc@)(9)

pour tousg « g'.
L'application C est bijective. Les représentationet C(w) ont le méme facteur .

Nous voudrions montrer ce théoréme en partant du fait qu’il a déja été montré en
caractéristique nulle (dans [10]) et en utilisant la construction de situations proches de la
section 2. Lidéal serait de prouver que pour les deux grougest G’ on peut relever
localement les caractéres des représentations au voisinage des éléments réguliers. En pratique
cela est difficile a envisager, et tout ce dont on dispose est un relévement local des caractéres
seulement pouty et seulement au voisinage des éléments elliptiques, et seulement pour les
représentations de carré intégrable (cette derniére condition n’est pas vraiment une contrainte
dans le cadre présent). Ce résultat, qui est une conséquence immédiate des résultats dans [2],
permet néanmoins de prouver le théoréme plus faible ci-dessous, par comparaison avec la
caractéristique nulle et a I'aide des résultats prouvés dans la section 4 :

THEOREME 5.2 (Correspondance faible). H-existe une bijection
C':E*(G)— F*(@)
telle que pour toutr € E?(G) on ait

Xr(9) = (=1)"""xc@)(9)

pour tousg « ¢’ elliptiques réguliers

Attirons I'attention sur le fait que cette variante faible n’est pas satisfaisante parce qu’elle
ne permet pas d'étendre la correspondance de Jacquet-Langlands aux représepiations
sont pas essentiellement de carré intégrapiair pour l'instant [1], ch. 4). Nous ne pouvions
donc pas nous arréter la. Pour montrer le th. 5.1 (variante forte) en caractéristique non nulle,
nous remarquons que le th. 5.2 permet de montrer les relations d’orthogonalité des caractéeres
des représentations de carré intégrable@ugvoir I'annexe), par transfert, une fois qu’on a ce
résultat suiG. Nous énoncgons donc un troisieme théoréme :

THEOREME 5.3. — Les relations d’orthogonalité des caractéres sont valablesset G'.

On sait pour I'instant qu'il est vrai si la caractéristique du corps de base est nulle [8] et qu'il
est vrai poulGG si la caractéristique du corps de base est non nulle [2]. Nous suivons ensuite le
schéma suivant :

On montre que, sur un corps de base fixé (toute caractéristique),

(1) le th. 5.3 implique le th. 5.1,

(2) le th. 5.1 implique le th. 5.2,

(3) le th. 5.2 implique le th. 5.3.
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La preuve de (1) est une récriture de [10] telle qu’il soit clair que la caractéristique n’intervient
pas, en particulier en supprimant toute référence aux résultats de I'appendice 1 dans [10],
indisponibles en caractéristique non nulle. Le (2) est trivial. Comme le th. 5.3 est prouvé pour
G en toute caracéristique, le (3) est immédiat par transfer(GBuiLa partie originale de la
démonstration est la preuve (qui utilise la théorie des corps proches développée aux sections 2
et 4, ainsi que les résultats de la section 3), de I'implication

(4) si le th. 5.1 est vrai sur tout corps de caractéristique nulle, alors le th. 5.2 est vrai sur tout
corps de caractéristique non nulle.

C’est pour pouvoir démontrer cette implication qu’'on a dd intégrer la relation sur les facteurs
¢’ al'énoncé duth. 5.1.

Dans cette situation, comme le th. 5.3 est connu en caractéristique nulle, (1), (2), (3) et (4)
impliquent que les trois théorémes sont vrais en toute caractéristique.

Montrons qude th.5.3implique le th5.1

Démonstration. -On fixe D et on raisonne par récurrence sui’hypothése de récurrence
est:

(Hx) Lethéoréme 5.1 est vrai poGf= GLai(F) etG' = GLx(D).

Le premier pasi = 1), connu en caractéristique nulle [20] a été traité dans [2] pour le cas
de la caractéristique non nulle. Nous supposons que le théoréme plus haut est vérifié pour tout
entierk del ar — 1. On poseG = GLg4,(F) etG' = GL,.(D), pour vérifier 'hypothésél,..

Soit 7y une représentation de carré intégrable @ede caractére central (unitaire).
Considérons un corps gloh&let une algébre a divisiah surF tels que :

— il existe une placey deF telle queF,, ~ F etD,, ~ M, (D) ;

— aux places infinieB est scindée;

— a toute place différente devy ouD est ramifiée]D,, estisomorphe a une algebre a division
surlf¥,.

Soientwg,v1,...,v, les places d&F ou D est ramifiée. On fixe une fois pour toutes un
isomorphisméd,,, ~ M,.(D) et des isomorphismés, ~ M, (F,) pour toutes les placesouD
est scindée. Pour toute placeleF on noteGL,, (F,) parG, etD? parG,.

On note indistinctement,, = Zq;,, (r,) ~ Zp:. Les adeles des groupésl,, et D* surF
seront notées7L,, (A(F)) et D*(A(IF)).

Soit v, 41 uUne place finie d& ou D n’est pas scindée. On pose= {vo,...,vm+1}. Pour
toutv € S nous définissons, etw, de la fagcon suivante :

—Wyy =W, Tyy = T0 ,

—wy, 21 pourtouti € {1,2,...,m+1};

— Ty € E*(GL,(F,,);wy,) la représentation de Steinberg d€L,(F,,) pour tout
1€{1,2,...,m};

—Tm41 UNe représentation cuspidale de caractere central trivialldgF.,,,. . , ).

Notons7 une représentation automorphe cuspidale qui véfifie- 7, pour toutv € S et
@ son caractére central. L'existence d'un feh’est pas évident. Dans un appendice de [14],
Henniart montre ce résultat pour un groupe réductif quelconque, mais a condition que les
soient cuspidales pour toute S. Dans le cas particulier du groupe linéaire, sa démonstration
marche aveceprésentations de carré intégrabdela place deeprésentations cuspidaleEn
effet, il suffit de :

— rajouter a une autre place une composante cuspidale,

—remplacer tout au long de la prews@efficienpar pseudo-coefficienpour montrer que les
pseudo-coefficients jouent ici exactement le méme réle que les coefficients dans la démonstration
d’Henniart, il faut utiliser les deux arguments suivants :
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—un pseudocoefficient d’'une représentation de carré intégraddeune fonction sur laquelle
la trace de toute représentation générique non équivalents’annule (car ou bien de carré
intégrable, ou bien non elliptique),

— toute composante locale d’'une représentation automorphe cuspid@lg,dest générique
([22], p. 190).

Siw, est un caractere d&,, on noteH (G,;w,) I'espace des fonctiong surG,, localement
constantes a support compact moddlptelles quef(zg) = w, *(z) f(g) pour toutg € G,, et
tout z € Z,,. Pareil pourG’,. Pour toute place on poseK, = GL,(O,) et K, = GL,.(Op,).
Sif e H(Gy;w,) et f' € H(G.;w,) sont a support dans I'ensemble des éléments semi-simples
réguliers, on dit quef et f’ se correspondent si leurs intégrales orbitales sont égales sur des
éléments qui se corresponde¥itd «— ¢’, (f;g) = ®(f';4’)) et 'intégrale orbitale def est
nulle sur tout élémeng qui ne correspond a aucyn € G'. Ici le choix de mesures pour ces
intégrales orbitales se fait de la fagon suivante : Gyr= GL, (F,) la mesure est telle que
vol(K,) =1, surG,, = GL,(D,) lamesure esttelle quel(K) = 1, surZ, on fixe une mesure
dz arbitraire, sur tout tore elliptique maximalde G, ou G/, on fixe la mesurdt telle que pour
la mesure quotientt/dz on aitvol(T'/Z,) = 1, sur tous les tores maximaux @&, on fixe des
mesures arbitraires avec la seule condition que si deux tores sont conjugués les mesures choisies
se correspondent via cet isomorphisme (c’est indépendant de la conjugaison envisagée), et sur
les tores maximaux dé&’, on fixe des mesures provenant des tores maximaux,deomme
dans I’Annexe. Remarquons que les fonctions qui apparaitront sont a support dans les éléments
semi-simples réguliers, et ne “voient” pas les autres points. En particulier, bien que I'on n’ait pas
posé de condition sur la caractéristique du corps de base, pour toute fofictidid (G, ; w, ),
il existe une fonctionf € H(G,;w,) qui lui correspond et réciproquement, par le théoréme de
submersion de Harish-Chandra [13].

Soit @ un caractére unitaire dé*. On posew, = w, et on définitH (GL, (F);o) comme
'ensemble des fonctions: GL,, (A(F)) — C invariantes a gauche pé&tL,, (IF), qui sont produits
sur 'ensemble des placegle fonctions localeg, € H(G,;w,) telles que, pour presque tout
le support def, est inclus dansZ, K, et f,(k) =1 pour toutk € K,. On définit de fagon
analogued (D*(F); @).

Soientf € H(GL,(F);&) et f' € H(D*; ). On dit quef et f’ se correspondent et on écrit
f < f’ sipourtouti € {0,1,2,...,m} onaf,, — JF’W et pour toute place ou D est scindée
onaf, = f', (viales isomorphismes a ces places fixés au début).

On notep, (resp.pp) les représentations d&L,,(A(F)) (resp.D*(A(F))) dans I'espace des
formes automorphes cuspidales de caractére central

_ PROPOSITION 5.4. — Si f € H(GL,(F);®) et f/ € H(D*;&) sont telles quef < f/, et si

fomi: €Stun coefficient d’une représentation cuspidal&dg _ , , alors on a:

trpo(f) = trop(f").
PROPOSITION 5.5. — On pose
V ={vo,v1,...,0m}.
PosonsGy = I,ev Gy, Gy, = lyev G, et wy = I,cyw,. Notons7y la représentation

de Gy induite par 7 par restriction aux places dan¥. Si fy € [\, H(G,,;wy,) €t
fi ellito H(G,,;wy,), On €crit fy < f{, si pour touti € {1,2,...,m} f,, et f, sonta

Vi

support dans les éléments elliptiques réguliers et pourd@uf0,1,2,...,m} onaf,, < f, .
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On a alors:

triv(fv) = m@)ir iz (fi)
71U
ou U’ est 'ensemble des représentations automorphes cuspifiatésD* telles que pour tout
v ¢ Vonaitw, =7, m(7') est la multiplicité detr’ danspj, et I'indice V' veut dire “restriction
aux places dang™.

PROPOSITION 5.6. — L'ensembld/’ est fini.

PROPOSITION 5.7. — PosonsV = {vg,v1,...,vn} comme plus haut. Il existe alors un
nombre finik d’entiers strictement positifs;, 1 < j < k, et des représentations irréductibles
Ty, de Gy, tels que, pour toufy € [[;2, H(Gy,;w,,) €t pour toutfy, € [[2 H(G,;wo,)
telles quef, < f, pour toutv € V, on ait:

tray(fv) Zaj tray ;i (fi)-

Jj=1

La prop. 5.4 est une application classique de la formule des traces, qui remonte a [16].
Le résultat tel qu'énonceé ici est une conséquence de la formule des traces simple, valable en
toute caractéristique. Pour la preuve de 5.5 voir par exemple [11] — c’est indépendant de la
caractéristique du corps de base. La prop. 5.6 est prouvée dans [3] en caractéristique nulle et
dans la section 3, th. 3.2 du présent article, en caractéristique non nulle. La prop. 5.7 découle
immédiatement de 5.5 et 5.6.

PrROPOSITION 5.8. — Il existe un nombre fink’ d’entiers strictement positifg,, 1 < p < ¥/,
et de représentations irréductibleg de G’ tels qu’on ait:

(5.2) X (9) = (=1)"7" D apxmy (9') Vg g

Démonstration. -Si g, est un élément dé€, et gy est un élément dé'y, qui lui correspond
composante par composante (en particulier les composantgs dent des éléments semi-
simples réguliers de&', ), alors on écritgy — g1,. Comme dans I'égalité de la prop. 5.7 il
apparait un nombre fini de représentations, et que les caractéres de ces représentations sont
constants au voisinage dg et degy respectivement, en choisissant des fonctions a petit support
au voisinage de ces éléments (on peut les choisir telles qu’elles se correspondent, par le principe
de submersion de Harish-Chandra) on peut passer a une égalité des caractéres fonctions. En
mettant alors tout du c6té gauche de I'égalité on obtient

k

Xav (9v) = Y aixx, (9) =0 Vgv < gy
i=1

Les composantes locales flg aux placesn, vs,. .., v, sont des représentations de Steinberg.

Le caractére de la représentation de Steinberg'decorrespond par la correspondance avec
une algébre a division au caractére de la représentation trivial&’,de On utilise alors
'indépendance linéaire des caractéres sur I'ensemble des éléments regu[@fkldé* qui

est compact modulo le centre. La nullité du coefficient du caractéere de la représentation triviale
de ce groupe donne la relation voulue sur les caractéres fonction a laplaee(—1)"~" vient

4€ SERIE— TOME 35 — 2002 -N° 5



CORRESPONDANCE DE JACQUET-LANGLANDS EN CARACTERISTIQUE NON NULLE 735

aprés un simple calcul de la loi de réciprocité et du fait que le caractére de la représentation
de Steinberg d& L, (F,,) (pouri de1 am) est égal —1)"~! sur 'ensemble des éléments
elliptiques réguliers. O

PROPOSITION 5.9. — Les représentations, qui apparaissent dans I'égalité de la proposi-
tion 5.8sont de carré intégrable.

Avant de prouver cette proposition, ouvrons une parenthése ou nous montrons deux propo-
sitions, A et B. La prop. B s’applique d’'une part pour prouver la proposition 5.9 plus haut et
d’autre part dans I'étude de la compatibilité de la correspondance de Jacquet—Langlands avec
les foncteurs de Jacquet. L'idée de la démonstration de la prop. B et les arguments sont de [10],
B.2.e. Nous évitons ici l'utilisation du transfert des intégrales orbitales posé par récurrence dans
[10], et qui est délicat en caractéristique non nulle. La prop. A n’est qu’un résultat intermédiaire,
plus faible que la prop. B, et qui ne sert qu’a démontrer cette derniére.

Soient ;, i € {1,2,...,k}, des représentations lisses irréductibles (&deet «’;, j €

J
{1,2,...,k'}, des représentations lisses irréductibles:tleet supposons qu’on ait la relation :

k K
(Ec) (Zaixm) (g)=(=1)"" (Z%—m;) (¢') pourtoutg € G g' €
i=1 j=1

ou lesa; et lesa’; sont des nombres complexes. $uresp.G’) on fixe la paire parabolique
minimale standardA; P) (resp.(A4’; P')) ou A (resp.A’) est le tore diagonal &P (resp.P’)

est le groupe des matrices triangulaires supérieures inversibles. Ddnessiun sous-groupe

de Levi standard d€-, L est le groupe des matrices inversibles diagonales par blocs d’une
taille donnée. Il correspond de fagon biunivoque a une suite finie d’entiers strictement positifs
(n1;n2;...1mp) OU

n=ni+ne+---+ny

et lesn; représentent les tailles des dits blocs dans 'ordre, en lisant du haut a gauche vers le bas a
droite. Pareillement, a un sous-groupe de Levi stanflad® G’ correspond de fagon biunivoque
une suite finie d’entiers strictement positffs; ; n5; . .. n;,) ol

/ / /
r=n;+ng+---+n,

On dit alors quelL se transferesi, pour touti € {1,2,...,p}, d divise n;. Soit L’ le sous-
groupe de Levi standard d&' qui correspond a la suit@};n5;...n;,) telle que, pour tout
i€{1,2,...,p}, n} =n;/d. On dit alors quel’ correspond & ou queL correspond &’ ou
queL et L’ se correspondent. &l est un sous-groupe parabolique standar@d¢ P = LU est
une décomposition de Levi standard@gon dit queP se transferesi L se transfere. Alors, di’
est le sous-groupe de Levi standard@dequi correspond &, et P’ le sous-groupe parabolique
standard d&7’ qui a pour sous-groupe de Levi standérdon dit queP et P’ se correspondent.
Si L et L’ sont deux sous-groupes de Levi standarddet G’ respectivement, on utilise la
notationL < L’ pour dire queL et L’ se correspondent. On adopte la méme notation pour des
sous-groupes paraboliques standard qui se correspondent.

Soit P = LU un sous-groupe parabolique propre standardzdqui se transfére et soit
P’ = L'U’ le sous-groupe parabolique standard@equi lui correspond. On se demande si
on a alors la relation :

k K
(Ep) ( E ainesgm> ()= (—1)””( E a}xmg/ﬂ) (I') pourtoutl e L—1"e L’
) Fa]
i=1 j=1
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(res$ est la restriction parabolique, ou “foncteur de Jacquet”). La réponse est oui, sous certaines
conditions (voir prop. B), et non en général.

SoientZ;, et Z;. les centres dé. et de L’ respectivement. On not&¥ (Z;,) 'ensemble des
caracteres lisses (pas forcément unitairesygeet pareil pourZy.. Il y a un isomorphisme
naturel entreZ; et Z;, et on identifiera tacitement par la suite, via cet isomorphisfe,
et Z;, ainsi queX (Z;,) et X(Z;). Soit Ap I'ensemble desv € X(Z}) tels quew soit un
exposant central de I'un des relatif & P (c’est-a-dire quev est le caractére central d’'un des
sous-quotients irréductibles de la restriction parabolique;d& P). Soit A’,, 'ensemble des
w € X(Z1) = X(Z1) tels quew soit un exposant central de I'un desrelatif a P’

PrRoOPOSITION A. - Si (Eg) est vérifiée et si les conditiond), (2) et (3) plus bas sont
satisfaites

(1) tous lesa; sont des nombres réels non nuls de méme signe et tou’s $emt des nombres
réels non nuls de méme signe,

(2)pourtouti € {1,2,...,k}, ou bienres%m; est nulle, ou bien tout sous-quotient irréductible
deresG; est une représentation essentiellement de carré intégrable,

(3) pour tout j € {1,2,...,k'}, ou bien resIGJ;W;- est nulle, ou bien tout sous-quotient

irréductible deresgfw;- est une représentation essentiellement de carré intégrable,
alors on a:

O Ar=Ap

(i) (Ep) est vérifiée.

Démonstration. i) Tout d’abord on a que pour tout’ le caractére d’'une représentation
essentiellement de carré intégrable@k, (F) est constant, réel, non nul et de sigrel )™ —!
sur les éléments elliptiques réguliers d’'un voisinage de l'unité dahs (F'). Cela est une
conséquence immédiate de la correspondance €étireet une algeébre a division ([20] et [2]),
pour ne pas citer d'autres résultats plus généraux sur les germes, mais qui ne sont écrits qu’en
caractéristique nulle. Mais alors on a, par I'hypothése de récuri@pceue, pour tout’ < r, le
caractére d’une représentation essentiellement de carré intégrable.d®) est constant, réel,
non nul et de signé—1)""~* sur les éléments elliptiques réguliers d’un voisinage de I'unité dans
GL, (D). Cela s'applique en particulieret L’ qui sont des produits de tels groupes. Faisons
la remarque que’est le seul endroit ou nous avons besoin de I'nypothése de récuribegiste
donc un voisinag®” de 'unité dangl tel que le caractere de tout sous-quotient irréductible de
resGm; soit constant réel de sigrie-1)"~* sur 'ensemblé/, des éléments elliptiques réguliers
deV pourtouti € {1,2,...,k} etil existe un voisinage de 'unifé’ dansL’ tel que le caractére
de tout sous-quotient irréductible desgfw;- soit constant réel de sigrfe-1)"~! sur 'ensemble
V! des éléments elliptiques réguliersdépour toutj € {1,2,...,k'}.

Soit ¢’ € V tel qu'il existeg € V avec la propriétgy < ¢’. On a évidemmeng € V.. Si
L correspond & la partition ordonnée; ; ns;...n,) den, alorsg se représente par ynuple
(91;92;...9p), OUg; € GL,,(F'). Posons

|det(gi)|F

C = .
@) 1<i<p—1 |det(gi+1)|r

Soit maintenant € Z;, = Z,. On représente par unp-uple(z1; z2;...; 2p), 0l z; € F*. On
pose

N(z)= sup 2l

1<i<p—1 |Zip1|privs
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Alors, si N(z) < c(g)~*, on ac(zg) < 1 et, par le th. 5.2 de [6], pour toute représentation
admissibler deG (ouG’)

Xresgn(29) = Xn(29)  (OUX, 50 (29") = X (29"))-

Ecrivons maintenant dans le groupe de Grothendieck des représentations lisses de longueur
finie deG et respectivemer®’ :

ki

resgm = Zasﬂ'f, ag>0
s=1
et
K
7’65%;7‘1’; = Za;w;t, a; >0,
t=1
ou lesr; et |eS7T;-t sont des représentations irréductibles.
On a alors, en passant aux caracteres, et en utilisant la re{@ipnpourg et = comme plus
haut :

ki K’

k
Zaz aSX?T ( Z Zatx 't Zg

i=1  s=1 j=1 t=1

. < N ’
Siw; sont les caracteres centraux deset w’ sont les caractéres centraux de$ alors on a
I'égalité :

ki K

k
Y awt (@xns(9) = (1) Y df Zatw Xerel9).

i=1 s=1 j=1 t=1
On obtient, en regroupant, une relation :

(5.3) Z new(z) = Z N’ (2)
weAPp w'eA,

ou, chose trés importante, les et lesn,,» sont tous non nuls comme somme de nombres réels
non nuls et de méme signe (par exemplg= > aiasxx:(g), oula somme porte sur les couples

(i, 5) tels quew; = w). Or, cette relation est vraie pour toutel queN (z) < ¢(g) . Pour avoir
Ap = Al le lemme suivant suffit :

LEMME 5.10. - Siw;,ws,...,w, sont des caractéeres distincts dg, etay,as,...,a, sont
des nombres complexes tels qu’on:ait

Vz € Zy, tel queN(z Zazwz =0,

alors on aa; = 0 pour touts.

Démonstration du lemme 5.10Raisonnons par I'absurde et supposomsinimal tel que

v
(5.4) Z a;w;(z)=0
i=1
pour toutz € Z;, tel queN (z) < c et il existe au moins ua; non nul.
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Evidemmentv > 2 et tous lesa; sont non nuls. Soity € Z;, tel que N(zp) < 1. Alors
pour tout z tel que N(z) < ¢ on a N(zpz) < ¢ donc 3}_,a;w;(202) = 0 ce qui donne
¥Y_jawi(z0)wi(z) = 0. En multipliant (5.4) parw(z9) et en faisant la différence avec la
derniéere relation obtenue on trouve une relation du type (5.4) avecatrictement inférieur
donc une relation dans laquelle tous les coefficients sont nuls. Ceci implique que pour tout
i€{1,2,...,v} onaw;(z0) = wi(z0). Mais alors on a en particulier :

w1 (20) = wg(ZO) Vzo tel queN(zo) <1

et aussi, lesy; étant des caracteres,

w1 (20_1) =wsy (zo_l) Vzo tel queN (zg) < 1.

Comme tout élémerit € Z;, s’écrith =2y~ oUN(x) < 1 et N(y) < 1 (prendrey tel qu’on
ait simultanémen¥ (y) < 1 et N(hy) < 1, et poser: = hy) on aboutit av; = w, ce qui contredit
nos hypothéses.

Ainsi le point (i) de la proposition est démontré.

(i) Prenons maintenant € L' quelconque ef < ¢’. On peut raisonner de la méme facon,
et il est toujours vrai que pour toute Z;, qui vérifie N(z) < ¢ on a une relation du type (5.3)
avec la seule différence qu’on ne puisse plus garantir le fait que les coefficients qui apparaissent
soient tous positifs. On écrit cette relation :

Z new(z) = Z n,w(z).

w€EAP weA’,

Par le point (i) on adp = A5, et par le lemme plus haut on en déduit gue= n/, pour tout

w € Ap = A’,. En particulier)_ n, = > _n/, et cette relation, si on regarde qui étaient les
coefficientsn,, etn/,, n'est autre que la relatiofEp) appliquée & < ¢'. Le point (ii) est
démontré. O

PROPOSITION B. — Si(Eqg) est vérifiée et si

— tous lesa; sont des nombres réels non nuls de méme signe et tou§ smt des nombres
réels non nuls de méme signe et

— pour touti € {1,2,...,k}, m; est une représentation essentiellement de carré intégrable,
alors:

(i) Ap = A%, pour toutP « P’.

(i) (Ep) est vérifiée pour touP qui se transfére.

(iii) Tous lest’; sont des représentations essentiellement de carré intégrable.

Démonstration. +a démonstration utilise plusieurs fois le critére de Casselman ([7] 4.4.6 et
6.5.1) et la prop. A plus haut. Pour un sous-groupe de Levi standdedG comme plus haut,
le centreZ;, de L s’identifie &(F*)P et tout caractére de Z;, correspond a une suite ordonnée
(a1 (w); az(w);. .. ap(w)) de nombre complexes, par la formule :

w((z1; 225 ... 2p)) = H |zi|?(w) V(215225 ..2p) € Z1,.
1<i<p

Soit = une représentation lisse irréductible @e Le critere de Casselman dit queest une
représentation essentiellement de carré intégrable si et seulement si elle a la propriété :
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(Cas) pour tout sous-groupe parabolique standgrdu bienres&r est nulle, ou bien, pour
tout sous-quotient irréductibtede res &, le caractére central der a la propriété :

Vi, 1<i<p—1, Re(a;(w)) < Re(aip1(w)).

Ce critére implique déja :

(***) la restriction d’une représentation essentiellement de carré intégrable a un sous-groupe
parabolique standard est ou bien nulle, ou bien tous ses sous-quotients irréductibles sont des
représentations essentiellement de carré intégrable.

Le critere de Casselman admet aussi une varianst une représentation essentiellement de
carré intégrable d€&' si et seulement si elle a la propriété :

(Cas 0) siP est le sous-groupe parabolique standard'del queresGr soit cuspidale, alors
pour tout sous-quotient irréductibtede res&, le caractére central de a la propriété :

Vi, 1<i<p—1, Re(a;(w))<Re(aip1(w)).

Ces mémes résultats valent patiraussi.

Maintenant, pour chaque représentatignil existe un sous-groupe parabolique standafd
de G’ tel que la restriction der; a P/ soit cuspidale. Soif3, I'ensemble des sous-groupes
paraboliques standar®’ de G’ tels que pour au moins uj la restriction der’. a P’ soit
cuspidale. Définissons une relation d’ordre partielleByien posanf”’ < Q' si et seulement si
P’ C Q. Pour toutP’ € By, on notell p- 'ensemble des représentatiorgsdont la restriction a
P’ est cuspidale.

Soit P} un élément minimal deB,. Soit P, < Pj. Comme P} est minimal, pour tout
j€{1,2,...,k'}, larestriction der; a F est nulle sir’; ¢ Ip,, et cuspidale sit; € p,. Par
conséquent, pour toyit ou bien la restriction de’ a F; est nulle, ou bien tous ses sous-quotients
irréductibles sont des représentations essentiellement de carré intégrable. Il en est de méme pour
les restrictions des; a Py par (***). On peut donc appliquer le point (i) de la proposition A
pour en déduire quél p, = ’0 Mais alors, (Cas) appliqué aup implique (Cas 0) pour les
7r € Ilp;. Donc tous les éléments dép’ sont des représentations essentiellement de carré
mtegrable

On montre alors le point (iii) de notre proposition par récurrence : posans Bo\{F}}.
Prenons un élément minim&l de B;. Soit P, < P{. Soitj € {1,2,...,k’'}. Alors on a trois
possibilités :

— ou bien la restriction de’; a P; est nulle,

—ou bienr’ € lpy,

—ou bienr’ € Hp,.

Dans le deUX|eme cas, les sous-quotients wreducﬂble&sgw sont des représentations
essentiellement de carré intégrable parce que cuspidales, et dans le troisiéme cas par (***) et par
le pas de récurrence précédent. En conclusion, si la restrictior) deP; est non nulle, alors
tous les sous-quotients irréductibleside ,w a P/ sont des représentations essentiellement de
carré intégrable. Comme du coté@e’est parell (par (***)) on applique encore une fois le point
(i) de la proposition précédente pour avoir gdig, = AP{’ et en déduire que tous les éléments
dellp, sont des représentations essentiellement de carré intégrable. Ainsi de suite ; a chaque
pas, les restrictions non nulles du c6té @esont constituées uniqguement de représentations
essentiellement de carré intégrable par (***), et du cot&ddes restrictions non nulles sont
constituées uniquement de représentations cuspidales et de représentations essentiellement de
carré intégrable (par (***) et les pas précédents). Apres (By) pas, on est sir de trouver que
toutes les représentatiomssont essentiellement de carré intégrable et le point (iii) est démontré.
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Le point (iii) implique directementles points (i) et (ii) par application de la prop. A et par (***).
La proposition B est démontrée

Démonstration de la proposition 5.9 Gtest immédiat par la prop. B(iii). O

Soitw le caractére central de). Dans I'annexe nous définissons I'espdggG.;w) (resp.
Lo(GL;w)) comme espace des fonctions localement constantes sur I'ensemble des éléments
elliptiques réguliers dé& (resp.G’), invariantes par conjugaison par des élément& deesp.
G'") et de caractére central A partir de la bijection entre I'ensemble des classes de conjugaison
des éléments elliptiques réguliers sur les deux groupes nous y définissons une bijegtion
Lo(Ge;w) sur Lo(GL;w). Il est bien connu qu’on peut définir des sous-espaces préhilbertiens
L?(Ge;w) et L*(GL;w) de Lo(Ge;w) et respectivementy(G%;w) et que la restriction de
induit une isométrie entre ces deux espaces. Tous ces faits sont rappelés dans I'annexe. Les
représentations du cété droit de I'égalité (5.2) sont forcément de caractére ceetrah peut
donc écrire une égalité datis (GL;w) :

N
(5.5) i(Xmo) = (1)) apXm -
p=1

Supposons maintenant que le th. 5.3 est vidors les objets intervenant dans I'égalité (5.5)
sont des éléments d& (G,; w) ; commei(x., ) est de norme et lesx~, sont orthogonaux deux
a deux et de normg, on obtient

k/
_ 2
1= Z a,.
p=1
Comme lesy, sont des entiers positifs, on en déduit dtie- 1 eta; = 1 dans la prop. 5.8. On a

donc

Vg g Xno(9)=(=1)"""xx;(9")
De plus, 7} est la seule représentation essentiellement de carré intégraldié aeec cette
propriété. En effet, sir), en était une autre, il y aurait une contradiction évidente avec
I'orthogonalité des caractéres sulf (on a supposé que le th. 5.3 était vrai). On pose

C(mg) = m7.

Ainsi, pour touter € E?(G) unitaire (pour l'instant) il existe une unique’ € E(G’) telle
gu’on ait

Vg g xxlg)=(-1)""xx(g).
On pose alors
C(m)=n".
Sim € E?(G) n'est pas unitaire, alors on écrit :

= |det(.)‘2 Q7"
our* est unitaire e: est un nombre réel, et on pose :
xr
C(ﬂ') = ‘TLT’dG//F* ()‘FC(TF“)
olunrd estla norme réduite. Ainsi nous avons défini une applicaflayui vérifie I'égalité (5.1).
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Unicité. Si on suppose qu’il n'y a pas unicité d'une telle applicati@non trouve deux
représentations essentiellement de carré intégrablé’dgui ont des caracteres égaux, bien
gu’elles soient non équivalentes. En particulier, elles ont des caractéres centraux égaux et donc,
en tordant par un caractére @& on peut les rendre unitaires toutes les deux et obtenir deux
représentations de carré intégrable non équivalentes, mais dont les caracteres sont égaux. Cela
contredit I'orthogonalité des caracteres &lir

Injectivité. Si C(w) = C(r) alors les caractéres deet r sont égaux sur I'ensemble des
éléments semi-simples réguliers @equi ont un correspondant su&’. En particulier il y a
égalité sur 'ensemble des éléments elliptiques réguliels,dgr ils ont tous un correspondant
surG’. Par orthogonalité des caractéres&uon doit avoirr = .

Les facteurse’. Si on suit la démonstration depuis le début, on voit qu'on a obtenu au
passage le résultat suivant : en se placant dans la situation globale déja définastsine
représentation de carré intégrable@gil existe une représentation automorphe cuspidade
GL,(Ar) et une représentation automorphe cuspidélde D(Ar)* telles que

— aux places o) est scindée les composantes locales @é7’ sont égales,

— aux places ramifiées différentesw@ees composantes locales fiesont des représentations
de Steinberg et les composantes locales’d®nt des représentations triviales,

—la composante locale dea la placevy estr et la composante locale dé a la placev est
C(n).

Donc, pour toute place dB différente devg, les composantes locales deet 7/ ont des
fonctionsL, ¢ ete’ égales, aux places diin’est pas scindée parce que ces composantes locales
sont égales, et aux autres par les calculs de [12] sur les représentations de Steinberg. Donc, si on
applique I'équation fonctionnelle de [12], th. 13.8, on trouve que les factédesr et C () sont
aussi égaux. Pour les autres représentations (représentations essentiellement de carré intégrable
mais non unitaires) le résultat s'obtient en tordant par un caractére non ramifié, de fagon a les
rendre unitaires, et en tenant compte du fait que le factesubit le méme décalage par ce
changement.

Surjectivité. Supposons gu'il existe une représentation de carré intégrabiee G’ de
caractere centrab qui ne se trouve pas dans I'image €@k Par le th. 5.3, avec les notations
de I'annexe, la restriction du caractére dea G, est dans I'espacé?(G.;w) et de plus
il est orthogonal a toute restriction @, d'un caractére d'une autre représentation de carré
intégrable de caractére centralde G’. En particulier, il est orthogonal aux caractéres des
représentations qui se trouvent dans I'imagetidonc en identifianf.?(G.;w) et L?(G;w)
par I'isomorphisme (voir annexe) et en utilisant la correspondance, la restriction du caractere
der’ est orthogonale a la restriction de tout caractére d’'une représentation de carré intégrable de
G de méme caractere central. D’apreés le corollaire 5.2 dans [2], les restrictions des caracteres des
représentations de carré intégrablezide caractére central forment un systéme orthonormal
completde I'espace préhilbertieh?(G.;w); le caractére de’ serait alors nul su6’,. C'est
impossible car,- est de normé dansL?(G.;w). O

Nous avons prouvé qu'indépendamment de la caractéristique du corps de base, le th. 5.3
implique le th. 5.1.

Montrons maintenant qua validité du résultats.1 pour tout corps de caractéristique nulle
implique le th5.2 pour tout corps de caractéristique non nulle

Démonstration. -Supposons donc que la caractéristique du corps defdasénon nulle. On
procede par contradiction, en transférant a la caractéristique nulle. Du coup, nous travaillerons
avec plusieurs corps de base, et les objets porteront parfois des indices indiquant sur quel corps
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nous les considérons. Nous prouverons une correspondance faible (th. 5.2) entre les@foupes
etG en appliquantle th. 5.1 &, et G, ou L est un corps de caractéristique nulle bien choisi
(voir la section 2, notamment la sous-section 2.6).

Soit 7 une représentation de carré intégrableie et soitw le caractére central (unitaire)
der.

PrROPOSITION 5.11. — Soit7’ une représentation de carré intégrable @&, de caractére
central w. Supposons qu'il existd! € Gr et M’ € G’ elliptiques réguliers tel qu’on ait
M «— M’ et:

Xar (M) # (=1)" " X (M)
Alors il existe un entiern > 1 tel que, siL est un corps local de caractéristique nulle-proche

deF etCy, estla correspondance surentre GL,, (L) et GL,.(Dy,), alorsw etn’ se relévent et
ona

Cr (¢ (m) #CBup, (7).
Démonstration. —
Principe On veut trouver un voisinage ouvert compattde M, un voisinagel’ ouvert
compact deV/’ et un entiem tels qu’on ait :
(1) x~ est constant (égal @, (M)) surV;
(2) x« est constant (égalg. (M')) surV’;
(3) Pour tout corp<. qui estm-proche de, ¢, (V) et E)’:’}FDL (V') sont bien définis, eton a
(8) Xz, () €St COnstant égalg, (M) surl (V) et
(b) Pour tout élément’ € E}’}FD_L (V') il existe un élémeny € (7%, (V) tel qu'on aitg < ¢'.
Si on suppose qué;’ (m) et (p, p, (7') se correspondent par la correspondance en
caractéristique nulle, on obtient alors par (3)(a) et (b) que le caragg%rpeDL(,r,) est constant

égal a(—1)""x. (M) surEBFDL(V’). Mais, par (2),x.- est constant su¥” et en utilisant la
fonction caractéristiquéy - de V' qui se reléve, on aurait

trr’ (Ly) = tr¢, p, (W) (CBp, (1))
ou encore

X (M) ool (V') = (=1)" "X (M)vol ({5 p, (V).
C’est une contradiction, C&fI'EFDL préserve le volume (remarque 2.12) et

Xar (M) # (=1)"""Xx (M).

On va donc constuir®, V’ etm qui vérifient ces conditions. Quitte a conjugudron peut
supposer qu'il est la matrice compagnon de son polyndme caractéristique./3@eacomme
dans la proposition 4.6. Par cette proposition, le carac@g,FnLe(,,) de(, (m) est constant égal a
X~ (M) surl'ensemble des éléments@g qui ont un polyndme caractéristiqugproche de celui
de M. Donc le caractére d€, (%, ()) est constant égal@-1)" " (M) sur 'ensemble des
éléments dé&;, qui ont un polyndme caractéristiqueproche de celui dé@/. Mais le polynéme
caractéristique d@/ est aussi celui d@/’. Posonss = k dans la proposition 4.10 et notons
I'entier (qui dans la proposition 4.10 est not@ associé a cké. En posantn” = max{m;m'}, Si
L etF sontm”-proches, alors ongy , (K#. M'K) C X5 00X est'ensemble des
éléments de=’; qui ont un polynéme caractéristiqueproche de celui dé/. Quitte & changer
de voisinage (et a augmenter’) on peut supposer que,- est constant squlgM’Kf}; (car
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M’ est semi-simple régulier). On pose= K MK®, V' = K M'Kp. et alors le triplet
(V;V’;m'") vérifie les conditions (1), (2) et (3). On peut donc conclure comme nous 'avons
expliqué plus haut. O

Démontrons maintenant le théoréme. Définissons d’'abi(d). On noteX 7, = (resp. X’T/ )

'ensemble des classes d’équivalence de représentations de carré intégrablédep.G7) de
caractere central et qui ont un facteut’ égal a celui der (calculé pour le caractére additif fixé
en début de section).

LEMME 5.12.-Les ensemble¥ ¢, et X7, sontfinis.

Démonstration. -Nous savons que le factetlrden s’écrit

' (s;mpp) =

ol @ et R sont des polyndmes @test le cardinal du corps résiduel d& On fixe une telle
écriture. Soitr un élément deX;, . On rappelle la formule (2.29) :

' (s;7;0p) =e(s;730p)L(1 — s;7)L(s; 7).

On sait que
1
L(s;1)=
(557) S(g=)
et
1 1
L(l—s7)=——"=¢qg %7
( ) T(q*1) T'(q~*)

ouS, T etT’ sont des polyndmesdeg T = deg T'. Alors, si on pose
e(s;m9r) = Kq ™,
ou K est une constante complexe (non nulle), on a que
Kq—m(‘r)sq—s degTS(q—s)R(q—s) _ Q( —s)T/( —s)

La comparaison des degrés des polyndmes qui interviennent montre que le condietede
toute classer € X(;, est borné paieg Q. Le méme raisonnement marche aussi pﬁgr, ,

bien entendu. Alors le th. 3.1(b) implique que le niveau des eléments e et X’T, est

uniformément borné, et comme ce sont des classes de représentations de carré intégrable de
caractere central fixé, il n’y en a qu’un nombre finiz

Supposons par I'absurde gu'il n’existe pas de représentation de carré intégrdblé’, de
caractere centrab telle quex(g) = (=1)" "x.(¢') pour tousg « ¢’ elliptiques réguliers.
Alors, en particulier, il n’en existe pas daAs., . Comme cet ensemble est fini, on peut trouver

F

unm suffisamment grand pour que prop. 5.11 s’applique am&sX”%. Soit alorsL un corps
m-proche deF'. Soitv;, un caractere additif d& m-proche dey. Notons X7~ (resp. X”, )

'ensemble des classes d’équivalence de représentations de carré intégi@pléesp.G' ) de
caractére centrgl”, (w) et qui ont un facteus’ égal & celui der. Par le th. 2.17(b) et th. 2.19(a),
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E}’}FDL réalise une bijection entr&,, et X7, . Donc, en appliquant la prop. 5.11, on obtient
— F L
Cr((p(m)) ¢ X7, . Ceci contredit le fait déja prouvé que la correspondance en caractéristique
L

nulle conserve le facteur. Ainsi, il existe une représentation de carré intégratilele G
telle quex-(g) = (—1)""x (g') pour tousg < ¢’ elliptiques réguliers. A ce stade faisons la
remarque que

—ZQ}FDL réalise une bijection ng,F surX”,L (par th. 2.17(b) et th. 2.19(a), on I'a dit plus
haut),

— (. réalise une bijection d& 7% surX7 (parle méme argument),

— Cy, réalise une bijection dKG surX”, par le th. 5.1 en caractéristique nulle.

Donc, le cardinal deX[, = est égal a celui dé(”, . D’autre part, en appliquant le méme
raisonnement que plus haut aux autres eIemenIé@leon peut trouver pour chacun (au moins)
un correspondant dan&”’, . Mais deux éléments d&7, qui ont des caracteres égaux sur
les éléments elliptiques regullers sont égaux, par orthogonalité des caractérés gurai
en caractéristique non nulle, [2]). Ceci, rajouté a I'égalité des cardinaux, prouve que pour
tout élément deX 7, on peut trouver exactement un élémentXig,F qui lui correspond et
réciproguement. Ainsi, on peut définir une correspondance pour les représentations de carré
intégrable. On étend la correspondance aux représentations essentiellement de carré intégrable
non unitaires en tordant par des caractéres, comme en caractéristique nulle. Le fait que pour
tout 7 comme plus haut la correspondance realise une bijectioX &le sur X’T,F implique

gu’elle est injective et qu’elle conserve le facteirMontrons qu’elle est surjective. Cela revient
a montrer que les ensembles du tyfig, réalisent une partition d&?(G%), ou encore que,
F

si ' € E*(G.), on peut toujours trouver € E?(Gr) avec le méme facteur quer’. Or, &

facteure’ fixé, on a vu que le niveau est borné par une constanfgue ce soit su& y ou G%).

Il suffit alors de partir avea’ et de faire le tour a I'enversy, — G, — G — Gp, pour un

corpsL suffisamment proche pour que toutes les représentations de niveau inférieur ou égal a
K se relévent; nous savons que le fact€uest conservé sur le parcours. Prouvons maintenant
I'unicité d’'une telle correspondance. Comme la correspondance qu’on a déBarjestive s'il

existait une autre correspondance, alors deux classes distinctes de représentations essentiellemen
de carré intégrable d€ r auraient des caractéres égaux sur I'ensemble des éléments elliptiques
réguliers. Or, ceci contredit I'orthogonalité des caractéregsur O

Maintenant on veut prouver gue th.5.2 en caractéristique non nulle implique le th.3en
caractéristiqgue non nulleCeci est évident en transférant les relations d’orthogonalit@ dé&”’
par I'isomorphisme (voir 'annexe) et la correspondan€®.

Récapitulons : nous avons montré que le th. 5.3 en caractéristique nulle (resp. non nulle)
implique le th. 5.1 en caractéristique nulle (resp. non nulle). Nous avons montré que le th. 5.1
en caractéristique nulle implique le th. 5.2 en caractéristique non nulle et aussi que le th. 5.2 en
caractéristique non nulle implique le th. 5.3 en caractéristique non nulle. Comme le th. 5.3 est
vrai en caractéristique nulle [8], tous ces théorémes sont prouvés en toute caractéristique.

COROLLAIRE 5.13. — La restriction des caractéres des classes de représentations de carré
intégrable de&&’ de caractére central fixé a 'ensemble des éléments elliptiques réguliers forme
un systéme orthonormabmpletpour I'espace de Hilber.?(G/;w).

Démonstration. -On avait obtenu ce résultat poGtL,, (F') (corollaire 5.2, [2]) par transfert
a partir d’'un groupe compact modulo le centre. Grace a lisomorphisemtre L?(G.;w) et
L?(G;w) défini dans I'annexe, on le transfére sans probléme®upar la correspondance
(th.5.1).

4€ SERIE— TOME 35 — 2002 -N° 5



CORRESPONDANCE DE JACQUET-LANGLANDS EN CARACTERISTIQUE NON NULLE 745
6. Annexe

Soit G un groupe réductif connexe sur un corps local non archimébliele caractéristique
guelconque. Soient le centre de& et dz une mesure de Haar sgr. On noteG. I'ensemble
des éléments elliptiques réguliers @e(i.e. dont le polynéme caractéristique est irréductible
séparable); sur tout tore elliptique maxinfalde G on considéere une mesure de Hdartelle
que le volume d€"/Z pour la mesure quotiewtt = dt/dz soit égal a 1 ; pour tout tore maximal
T deG on notel'*9 'ensemble des éléments réguliersidéV le groupe de Weyl d& et|Wr|
le cardinal de ce groupe. Pour tout élément semi-simple régutierG de centralisateuf’, on
noteD(g) la valeur absolue normalisée du déterminant de I'opératé(y—') — Id agissant sur
Lie(G)/Lie(T). Pour tout caractére unitaite de Z on noteLq(G.;w) I'espace des fonctions
f définies suiG, a valeurs dan§ qui sont localement constantes, invariantes par conjugaison
par des éléments d&, et vérifientf(zg) = w(z)f(g) pour toutg € G, et toutz € Z. Soit 7,
un ensemble de représentants des classes de conjugaison de tores elliptiques maximaux. On note
L?(Ge;w) le sous-espace dey(G.;w) formé des fonctiong pour lesquelles

> il [ p@)se) a

TeT, TTSQ/Z

converge. On définit un produit scalaire ddif$G.;w) en posant :

(hif)e= Y IWal ™t [ DOAEORE b,
T

Tres /7

qui munit L2(G.;w) une structure d’espace préhilbertien.

Clozel a montré dans [8] que, si la caractéristique ideest nulle, alors, pour toute
représentatiorr de G de carré intégrable et de caractére centrdh restriction du caractére de
7 aG, setrouve dang?(G.;w) etles éléments dB?(G.; w) ainsi obtenus forment une famille
orthonormale pouk;).. Cette propriété qu’ont tous les groupes réductifs en caractéristique
nulle est appelée usuellemerrthogonalité des caracteéreBans [2] nous avons prouvé cette
propriété dans le cas d&L,, en caractéristique non nulle, et une conséquence du présent article
est la validité de I'orthogonalité des caractéres pour toutes les formes intérieutes,den
caractéristique non nulle.

Dans le cas particulier o#/Z est compact, alors indépendamment de la caractéristique de
F, les caractéres de toutes les représentations lisses irréductilfledelearactére central se
trouvent dand.?(G.;w) et forment une base hilbertienne de cet espace (cela se montre comme
pour les groupes compacts). C'est le cas du groupe des éléments inversibles d’'une algébre a
division surF'.

Si G et G’ sont les groupes des éléments inversibles de deux algébres centrales simples de
méme dimensiom? sur F, on peut identifier leurs centres qu’on note avec la méme I&ttre
On fixe une fois pour toutes une mesure ut application qui a un élément d& associe son
polynéme caractéristique silirréalise une bijection entre les classes de conjugaison d’éléments
elliptiques réguliers d€7 et I'ensemble des polyndmes unitaires irréductibles séparables de
degrén a coefficients dang’. De méme pouts’. On obtient ainsi une bijection de I'ensemble
des classes de conjugaison d'éléments elliptiques réguliers der 'ensemble des classes
de conjugaison d’éléments elliptiques réguliersce On écritg < ¢’ si g € G est elliptique
régulier,g’ € G’ est elliptique régulier eg etg’ ont le méme polynéme caractéristique. Il y a un
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isomorphisme d’espaces vectoriels :

i:Lo(Ge;w) =~ Lo(GL;w)
défini par

i(f)g)=1flg) sigeyg
Maintenant, sig < ¢/, alors il y a un unigue isomorphisme déalgébres (qui dans ce cas
précis sont des corp$)[g] ~ F[¢'], qui envoieg surg’. On a donc un isomorphisme de groupes
multiplicatifs F[g]* ~ F[¢']*. Mais F'[g]* n’est autre que le tore maximal elliptiqu&g) qui
contientg et F[¢']* n'est autre que le tore maximal elliptiqgu&(¢’) qui contientg’. Toutes
ces considérations impliquent que, si on choisit un ensemble de représdntdassclasses de

conjugaison de tores elliptiques maximaux@et un ensemble de représentaffsles classes
de conjugaison de tores elliptiques maximaux®eil y a une bijection

T T

qui est caractérisée par~ j(T).

Soit T € 7... Notons;j I'isomorphisme del” sur j(7'). Etant un morphisme de groupgs,
transforme la mesure de T en une mesure de Hag(’Hg donc en un multiple de la mesure
gu’on avait choisi sug(T"). Mais la restriction de I'applicatiofir & Z est l'identité, donc, vu
le choix des mesures siitet:(T), on en déduit qug; préserve la mesure. Alors la restriction
de 'isomorphismeé a L?(G.;w) induit un isomorphisme d’espaces préhilbertiend£deG .. ; w)
surL?(GZ;w). D'une fagon plus explicite, on a:

(i(f)si(h)) = (fih) Vf heL*(Gew).

Si maintenanty’ est le groupe des éléments inversibles d’'une algébre centrale simple de de-
grén? surF, sig’ est un élément semi-simple régularelconquele G’ (i.e. dont le polyndme
caractéristique®,, est séparable), alors 'ensemble des éléments’diont le polyndme carac-
téristique estP,, est la classe de conjugaison gleL'ensemble des éléments d&.,,(F) dont
le polyndme caractéristique B}, est non vide, constitué d’éléments semi-simples réguliers, et
forme une classe de conjugaison d&#s, (F'). On obtient ainsi une injection de I'ensemble des
classes de conjugaison d’éléments semi-simples réguligi8 dans I'ensemble des classes de
conjugaison d’éléments semi-simples régulierstg, (F'). On noteg « ¢’ si g € G est semi-
simple régulierg’ € G’ est semi-simple régulier gtet¢’ ontle méme polynéme caractéristique.
SoitT’ un tore maximafuelconquele G’ etg’ € T"¢9. Sig « ¢', alors il y a un unigue isomor-
phisme def'-algébresF'[g] ~ F'[¢’] qui envoieg surg’. On a donc un isomorphisme de groupes
multiplicatifs F[g]* ~ F[¢']*. Mais F'[¢’]* n’est autre que le torE’ et F'[¢g]* est un tore maximal
de GL,(F), le tore maximal qui contierg. On obtient finalement une injection de I'ensemble
des classes de conjugaison de tores maximauX dans I'ensemble des classes de conjugaison
de tores maximaux dé&/L,, (F') qui prolonge la bijectiory définie plus haut entre I'ensemble
des classes de conjugaison de tores maximaux elliptiqué® @ I'ensemble des classes de
conjugaison de tores maximaux elliptiques@g, (F'). On note cette application toujours par la
lettre j. Le raisonnement qu’on vient de faire implique aussi que pour toufltbde G’ il existe
un isomorphisme d&” sur tout élément’ de la classe de conjugaison correspondant a la classe
de conjugaison d&”. Si on fixe maintenant des mesures de Haar sur tous les tores maximaux de
GL,(F), avec la propriété que sur deux tels tores conjugués les mesures se correspondent via la
conjugaison, on peut obtenir par les isomorphismes plus haut des mesures de Haar sur tous les
tores maximaux non elliptiques de toutes les formes intérieurésger).
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