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Dans cette note, on construit un ensemble S de suites primitives telles que, pour tout 
nombre réel x ≥ 81, on ait∑

a∈A

1

a(log a + x)
>

∑
p∈P

1

p(log p + x)
, A S

où P désigne l’ensemble des nombres premiers.
© 2019 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

a b s t r a c t

In this note, we construct a set S of primitive sequences such that, for any real number 
x ≥ 81, we get∑

a∈A

1

a(log a + x)
>

∑
p∈P

1

p(log p + x)
, A S

where P denotes the set of prime numbers.
© 2019 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Une suite A de nombres entiers strictement positifs est dite primitive si et seulement si aucun de ses éléments ne 
divise les autres. Il est clair que la suite des nombres premiers P = (pn)n≥1 est une suite primitive. À partir de P , on peut 
construire une infinité de suites primitives. En effet, toute suite de la forme

Ak
d = {

pα1
1 pα2

2 ...pαk
k |α1, ...,αk ∈N, α1 + ... + αk = d, les αi non tous nuls

}
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est primitive. D’après le théorème des nombres premiers, le n-iéme nombre premier pn équivaut à n log n ; ceci assure la 
convergence de la série

S(P) =
∑
p∈P

1

p log p

Un calcul sur ordinateur donne S(P) � 1  Dans [1] et [2], les auteurs démontrent la convergence de la série S(A) =∑
a∈A

1
a log a et établissent la majoration S(A) ≤ 1 84 pour toute suite primitive A. Dans [2], Erdös a conjecturé que S(A) ≤

S(P) pour toute suite primitive. Dans cet article, nous nous sommes intéressés à des sommes translatées de la forme ([3])

,63.
,

S(A, x) =
∑
a∈A

1

a(log a + x)
, x ∈R+

sur des suites primitives A, et nous avons construit des suites primitives pour lesquelles l’analogue de la conjecture d’Erdös 
n’est pas satisfait pour x plus grand qu’une valeur donnée x0, c’est-à-dire que S( , x) > S( , x) pour x ≥ x0. Les résultats 
obtenus sont résumés dans le théorème suivant.

Théorème 1.1. Soit k0 = 27 775 592 et x0 = 81. Pour toute suite primitive

Bk
2 = {

pα1
1 pα2

2 ...pαk
k , α1, ...,αk ∈N, α1 + ... + αk = 2, k ≥ k0

} ∪ {pn ∈ P | n > k}
on a

S(Bk
2, x) > S(P, x) pour x ≥ x0

Dans la suite, Ak (resp. Bk
d) désigne les suites primitives de la forme {pn ∈P, n > k} (resp. la réunion Ak

d ∪Ak).
Pour démontrer ce théorème, on a besoin des lemmes ci-après.

2. Lemmes

Lemme 2.1. [5] Pour tout nombre réel x > 1, on a∑
p∈P, p≤x

1

p
> log log x

Lemme 2.2. Pour tout entier n > 1, on a

nn−1 ≥ n! > 2 nn e−n√n

Preuve. Pour n = 2, l’inégalité est vérifiée. Pour n > 2, elle découle de l’inégalité ([4])

nn e−n
√

2πn e
1

12n > n! > nn e−n
√

2πn e
1

12n+1 �
Lemme 2.3. Soit ε un nombre réel > 1 et n un entier > 1, on a

inf
n>1, ε>1

(
nn!eεn

εn−1nn−1 − n!
)

= 4e3

Preuve. Soit (tn (ε))n≥2 la suite définie par

tn (ε) = nn!eεn

εn−1nn−1 − n! , pour ε > 1

d’après le Lemme 2.2

εn−1nn−1 − n!
nn! <

εn−1 en − 2 n
√

n

2 n2
√

n
, pour n ≥ 2, ε > 1

la dernière inégalité équivaut à

tn (ε) >
2.5n2√n eεn

n−1 n
√ , pour n ≥ 2, ε > 1

,5

A P

,5

,5
ε e − 2.5n n
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Sachant que la fonction réelle

x → fε (x) = 2 x2√xeεx

ex+(x−1) log ε − 2 x
√

x
, pour ε > 1

est strictement croissante pour x réel ≥ 4, alors

tn (ε) > fε (x) ≥ fε (4) pour n ≥ 4

et comme t3 (ε) < fε (4), pour ε > 1, on a

inf
n>1, ε>1

(
nn!eεn

εn−1nn−1 − n!
)

= inf
n>1, ε>1

{t3 (ε) , t2 (ε)} = t2 (3/2) = 4e .3

Lemme 2.4. Pour tout entier k ≥ 1 et tout entier d ≥ 2, on a la réunion (disjointe)

Ak+1
d = Ak

d ∪
{

apk+1|a ∈ Ak+1
d−1

}

Preuve. Soit y ∈Ak+1
d tel que pk+1|y. Alors, y = apk+1 où a ∈Ak+1

d−1, d’où

Ak+1
d =

{
y ∈ Ak+1

d | pk+1 � y
}

∪
{

y ∈ Ak+1
d | pk+1|y

}
donc Ak+1

d =Ak
d ∪

{
apk+1|a ∈Ak+1

d−1

}
. �

Lemme 2.5. Soit k0 = 27775592. Pour tout nombre réel x > 0, la suite 
(
S(Bk

2, x)
)

k≥k0
est strictement croissante.

Preuve. Pour tout entier k ≥ 1 et tout entier d ≥ 2, la formule multinomiale assure que

∑
a∈Ak

d

1

a
=

∑
α1+...+αk=d

1

pα1
1 pα2

2 ...pαk
k

≥
∑

α1+...+αk=d

(1/p1)
α1

(α1)! ...
(1/pk)

αk

(αk)! = 1

d!

(
k∑

n=1

1

pn

)d

donc

∑
a∈Ak

d

1

a
≥ 1

d!

(
k∑

n=1

1

pn

)d

(1)

D’après le Lemme 2.4, on a

Bk+1
2 = Ak+1

2 ∪Ak+1 = Ak
2 ∪

{
apk+1|a ∈ Ak+1

1

}
∪Ak+1

alors

S
(

Bk+1
2 , x

)
= S

(
Bk

2, x
)

+ E

où

E = 1

pk+1

(
S
(
Ak+1

1 , log pk+1 + x
)

− 1

log pk+1 + x

)

Sachant que pk+1 est le plus grand élément de Ak+1
1 , on a

S
(
Ak+1

1 , log pk+1 + x
)

=
∑

a∈Ak+1
1

1

a(log a + log pk+1 + x)
≥ 1

2 log pk+1 + x

∑
a∈Ak+1

1

1

a

et d’après (1) et le Lemme 2.1, on obtient

∑
a∈Ak+1

1

a
≥

k+1∑
n=1

1

pn
≥ log log pk+1 > 2, pour k ≥ k0

,5

,5

.

1
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alors

S
(
Ak+1

1 , log pk+1 + x
)

− 1

log pk+1 + x
>

2

2 log pk+1 + x
− 1

log pk+1 + x

= x(
2 log pk+1 + x

) (
log pk+1 + x

) > 0

donc S
(

Bk+1
2 , x

)
− S

(
Bk

2, x
)
> 0. �

3. Démonstration du théorème

Pour tout entier k ≥ 1 et tout entier d ≥ 2, le nombre pd
k est le plus grand élément de la suite primitive Ak

d , donc 
log a ≤ d log pk pour tout a ∈Ak

d . Alors, pour tout x > 0, on a

∑
a∈Bk

d

1

a(log a + x)
=

∑
a∈Ak

d∪Ak

1

a(log a + x)
=

∑
a∈Ak

d

1

a(log a + x)
+

∑
a∈Ak

1

a(log a + x)

≥ 1

d log pk + x

∑
a∈Ak

d

1

a
+

∑
n>k

1

pn(log pn + x)

et d’après (1) et le Lemme 2.1, il vient

∑
a∈Ak

d

1

a
>

(log log pk)
d−1

d!
k∑

n=1

1

pn

donc

∑
a∈Bk

d

1

a(log a + x)
≥ x (log log pk)

d−1

d!(d log pk + x)

k∑
n=1

1

xpn
+

∑
n>k

1

pn(log pn + x)

>
x (log log pk)

d−1

d!(d log pk + x)

k∑
n=1

1

pn(log pn + x)
+

∑
n>k

1

pn(log pn + x)

Pour obtenir l’inégalité requise dans le Théorème 1.1, il faut choisir d, k et x de sorte que

x (log log pk)
d−1

d!(d log pk + x)
> 1

Il est clair que la fonction réelle

x → hk,d (x) = x (log log pk)
d−1

d!(d log pk + x)
, pour d ≥ 2, k > 1

est strictement croissante pour x réel > 0. Soit x0 la valeur minimale pour laquelle l’inégalité ci-dessus est vérifiée. Alors,

(log log pk)
d−1 − d!

dd! log pk
>

1

x0
(2)

Puisque x0 > 0, il faut qu’on choisisse k tel que (log log pk)
d−1 − d! > 0, donc, d’après le Lemme 2.2, il faut que

log log pk > d

donc il existe ε > 1 tel que

log log pk = εd

alors (2) est équivalente à

dd!eεd

d−1 d−1
< x0

.

ε d − d!



I. Laib et al. / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 357 (2019) 413–417 417
donc il faut choisir d et ε de manière à ce que le nombre dd! eεd

εd−1dd−1−d! soit le plus petit possible. D’après le Lemme 2.3, on 
obtient d = 2, ε = 3

2 et x0 > 4 e3, donc on doit rechercher un entier k0 tel que log log pk0 soit assez voisin de 3. Un calcul 
sur ordinateur donne 

(
pk0,k0

) = (528 491 303, 27 775 592) ou 
(

pk0,k0
) = (528 491 329, 27 775 593). Donc, si on prend k0 =

27 775 592 et d = 2, on obtient A= Bk0
2 et approximativement x0 = 81. Alors, S(Bk0

2 , x) > S(P, x) ; pour x ≥ x0, d’après le 
Lemme 2.5, on a

S(Bk
2, x) > S(Bk0

2 , x) > S(P, x) pour k ≥ k0, x ≥ x0

ce qui achève la démonstration.

Remarque 1. D’après le Lemme 2.5, le choix de x0 peut être amélioré.
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