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ABSTRACT

In this note, we construct a set S of primitive sequences such that, for any real number
x > 81, we get

> 1 >y ! , AES
a(loga + x) p(logp + x)

acA peP

where P denotes the set of prime numbers.
© 2019 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Une suite .4 de nombres entiers strictement positifs est dite primitive si et seulement si aucun de ses éléments ne
divise les autres. Il est clair que la suite des nombres premiers P = (pp),>; est une suite primitive. A partir de P, on peut
construire une infinité de suites primitives. En effet, toute suite de la forme

Ak = P70 a1, ...k €N, o + ... + o = d, les ovj non tous nuls}
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est primitive. D’aprés le théoréme des nombres premiers, le n-iéme nombre premier p, équivaut a nlogn; ceci assure la
convergence de la série

SPy=)_

peP

plogp

Un calcul sur ordinateur donne S(P) >~ 1,63. Dans [1] et [2], les auteurs démontrent la convergence de la série S(A) =

> @ et établissent la majoration S(A) < 1,84 pour toute suite primitive A. Dans [2], Erdos a conjecturé que S(A) <
A

ac
S(P) pour toute suite primitive. Dans cet article, nous nous sommes intéressés a des sommes translatées de la forme ([3])

1
SAN=) ———— xcRy
= a(loga + x)

sur des suites primitives A, et nous avons construit des suites primitives pour lesquelles 'analogue de la conjecture d’Erdos
n'est pas satisfait pour x plus grand qu'une valeur donnée xg, c'est-a-dire que S(A, x) > S(PP, x) pour X > xo. Les résultats
obtenus sont résumés dans le théoréme suivant.

Théoréme 1.1. Soit kg = 27 775 592 et xo = 81. Pour toute suite primitive

BY = {p{'p52..00%, a1, oo €N, g + ..+ =2, k>ko} U{pp € P |n >k}

ona

S(Bg,x) > S(P, x) pour x > Xo

Dans la suite, A (resp. BY) désigne les suites primitives de la forme {p, € P, n > k} (resp. la réunion Ak U A¥).
Pour démontrer ce théoréme, on a besoin des lemmes ci-apres.

2. Lemmes

Lemme 2.1. [5] Pour tout nombre réel x > 1, on a

1
Z — > loglogx
pPEP, p<x

Lemme 2.2. Pour tout entiern > 1, on a
n"1'>nl> 250 " /n
Preuve. Pour n = 2, I'inégalité est vérifiée. Pour n > 2, elle découle de I'inégalité ([4])

1 1
n"e "V2mne™ >n!>n"e "/2nne™H QO

Lemme 2.3. Soit € un nombre réel > 1 et n un entier > 1, ona

. nn!e€"
inf | —— =43
n>1,e>1\ e In"=1 —n!

Preuve. Soit (t; (€))p>; la suite définie par

nn!e€"
th (€)= ———, poure > 1
n (€) en—1pn—1 _ p

d’apres le Lemme 2.2

e Ipn=1_nt " le" —25nn

< ,pourn>2, € >1
nn! 2,5n2./n P -
la derniére inégalité équivaut a
2.5n%/ne€"
th (€) > Vi ,pourn=>2, €>1

en=len —2.5n./n
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Sachant que la fonction réelle
2,5x2/xeX
ex+(x—1)loge _ 2,5X\/§

est strictement croissante pour x réel > 4, alors

X—> fe(®) = , poure > 1

tn (€) > fe (X) > fe (4) pourn >4

et comme t3 (€) < fe (4), pour € > 1, on a

inf (ﬁ) = inf {3(6). () =12(3/2) = 4¢?

n>1,e>1\ en~1pn1=1 _p! n>1, >
Lemme 2.4. Pour tout entier k > 1 et tout entier d > 2, on a la réunion (disjointe)
k+1 k k+1
At = AU fapiiala e A

Preuve. Soit y € A" tel que pyi1]y. Alors, y = apyy1 ot a e AXT!, dor

AR = [y € A Py Ty} u [y e Ak pz<+1|y]

k !
donc AXT! = Ak U {apkﬂ la e ANt } |
Lemme 2.5. Soit kg = 27775592. Pour tout nombre réel x > 0, la suite (8(8’2‘, x)) est strictement croissante.

ka()

Preuve. Pour tout entier k > 1 et tout entier d > 2, la formule multinomiale assure que

d
k

1 1 1/p)*  (A/p™ 1 1
ZE: Z P p%2 pakZ Z @) 7 (o) - ZE
aeA’; aj+..4a=d 1 £2 Pk aq+...toy=d n=1

donc
d
k

1 1 1

- > —_ ). 1
> () »

k
ac Ay

D’aprés le Lemme 2.4, on a

B§+1 — A§+] U Ak+1 — .Alé U {apk+1 lae Al]€+l} U Ak+1

alors
s (B5".x) =5 (BS.x) + E
oll
1 , 1
E= S (AT log pryq +x ——)
Pk+1 ( ( ! i ) log pyy1 +x

Sachant que py.q est le plus grand élément de A’{“, on a

1 1 1
S _Ak+1,10 X) = = q
( 1 8 Ple+1 + ) 2 , a(loga +log pii1 +x) — 2logprir +x 2 a

ac Akt ac Akt
et d'aprés (1) et le Lemme 2.1, on obtient

1 k+1
- > — > loglog px+1 > 2, pourk > ko
DD D +

aeAkH! n=1
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alors
1 2 1

> —
log g1 +%  2logpe+1 +x  logpiyr +X

X
= > 0
(210g pi+1 + x) (log py41 + %)

S (A’{“, log pri1 + X) -

donc S (B’;*l,x) -S(B%x)>0. O
3. Démonstration du théoréme

Pour tout entier k > 1 et tout entier d > 2, le nombre pﬁ est le plus grand élément de la suite primitive A¥, donc
loga < dlog py pour tout a € A’é. Alors, pour tout x > 0, on a

1 1 1 1
Z a(loga + x) - ZAka(loga—i—x) - Z a(loga + x) + Z a(loga + x)
a

aeB’d< aeA’éu eA§ ac Ak
1 1 1
e — -+ _——
dlog pi +x Zka an(logpn+x)
acAX n>k

et d'aprés (1) et le Lemme 2.1, il vient

d! Pn

k n=1
ae Ay

—1
3 1 _ (oglogpy®™! <~ 1
a

donc

1 x (loglo -1 k 1
) T D D
< aloga+x) — d!(dlog pr+X) “— Xpn pn(log pn + %)
eBk n=1 n>k
k

x (loglog py)*~! 1 1
> + .
d!(dlog px +X) Z pn(log pn +X) Z pn(log py +X)

n=1 n>k
Pour obtenir I'inégalité requise dans le Théoréme 1.1, il faut choisir d, k et x de sorte que
x (loglog p)*!
d!(dlog pi +x)

Il est clair que la fonction réelle

loglog p)? ™"
X— hgg(x) = M, pourd>2,k>1
' d!(dlogpi +x)

est strictement croissante pour x réel > 0. Soit xo la valeur minimale pour laquelle I'inégalité ci-dessus est vérifiée. Alors,
-1 _ 4
(loglogpp)*~ —d!' 1

— 2
dd!log py - X0 2)

Puisque xg > 0, il faut qu'on choisisse k tel que (loglog pk)d’] —d! > 0, donc, d’apreés le Lemme 2.2, il faut que

loglog py > d

donc il existe € > 1 tel que

loglog py = €d
alors (2) est équivalente a

dd!ecd

— < Xp
€d-1gd-1 _ !
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ddte<?
ed=Tgd=T_q1
obtient d =2, € = % et xo > 4e3, donc on doit rechercher un entier kg tel que loglog Pk, Soit assez voisin de 3. Un calcul
sur ordinateur donne (pi, ko) = (528491303, 27775592) ou (p, ko) = (528491329, 27775593). Donc, si on prend ko =
27775592 et d =2, on obtient A= BSO et approximativement xo = 81. Alors, S(Bko, X) > S(P,x); pour x > xg, d’aprés le
Lemme 2.5, on a

donc il faut choisir d et € de maniére a ce que le nombre soit le plus petit possible. D’aprés le Lemme 2.3, on

S(BX, x) > S(B’;O,x) > S(P, x) pour k > ko, X > xg

ce qui achéve la démonstration.
Remarque 1. D’aprés le Lemme 2.5, le choix de xo peut étre amélioré.
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