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ABSTRACT
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1. Préliminaires

Les indices latins varient dans I'ensemble {1, 2, 3} et les indices grecs dans I'ensemble {1, 2}, et ils vérifient la convention
habituelle de sommation des indices répétés. La notation E3 désigne I'espace euclidien tridimensionnel. Les notations -, A, ||
désignent le produit scalaire, le produit vectoriel et la norme euclidienne dans E3.

Un domaine de R" est un ouvert borné et connexe de R", dont la frontiére 32 est lipschitzienne, I'ouvert Q étant
localement d’'un méme c6té de 9. Les notations D(2) et D'(2) désignent respectivement I'espace des fonctions de classe
C® a support compact dans Q et I'espace des distributions dans 2.
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Soit @ un domaine de R?, de point générique y = (V). On note 3y :=3/dyq et dup := 3%/dyadyp. Soit 8 € C!(@; E>)
une immersion. Alors 8 (@) est une surface de E3, munie des coordonnées curvilignes y; et y,. Etant donné y € @, les deux
vecteurs

ay(y) :=03a0(y)
forment une base du plan tangent a 6 (w) au point 6(y), et les trois vecteurs a;(y), ol
ai(y) Aax(y)
lai (y) A ax(y)|’
forment la base covariante au point 8(y), la base contravariante au méme point étant formée par les trois vecteurs a’(y)
définis par les relations
@ (y)-ai(y) =4].

La premiére forme fondamentale de la surface 6 (w) est définie par ses composantes covariantes

as(y) =

Aup =0y -G = dgy € CO(@),
ou contravariantes
a*f :=a”-a# =a’* e " ().
L’élément d’aire le long de @ (w) est défini en chaque point 8(y), y € @, par /a(y)dy, ol
a:= det(aep) € C*(@).

Soit # € C*>(@,E*) une immersion. La seconde forme fondamentale de la surface 6(@) est définie par ses composantes
covariantes

bag = duap - Q3 = —ag - 3,03 = by € CO(@),
ou par ses composantes mixtes
bE = aP9byy € CO (@),
et les symboles de Christoffel associés a I'immersion 6 sont définis par
I :=0qa5-a° =T, €C'@).
Enfin, la courbure de Gauss en chaque point 6(y), y € o, de la surface () est définie par

. detas(y)
© det(agp(y))

Etant donné une immersion 8 € C2(w; E?) et un champ de vecteurs § = (1;) € C!(@; R?), le champ de vecteurs

K(¥) = det (bg (y)) .

0= nia
peut étre interprété comme un champ de déplacements de la surface 0 (). Si (6 + niai) € Cl(w, E?) est aussi une immersion,
les composantes covariantes de la premiére forme fondamentale de la surface déformée (6 + 1) () sont données par

aup () := @y + 1) - (@g + 9g7)
= Agp + Ao - A1) + o] - @p + Do 1] - D51 € CO(@).
- 1
Alors, la partie linéaire par rapport a 3 de la différence E(a”ﬂ (m) — aqp) est appelée le tenseur linéarisé des déformations,
ou de changement de métrique, associé au champ 1), et ses composantes covariantes sont données par
1 - - 1 _
Yap () := 3 (ag - 0p7) + O] - ap) = 5 @p1a + danp) = Tggno —bapis = Vpa () € (@).
Etant donné une immersion @ € C2(w; E3), on dit que la surface 8(@) est elliptique s'il existe une constante kg telle que

0 < ko <k (y) pourtouty e w.

Le résultat suivant (dii a [5] et [8]; voir aussi [1, Th. 2.7-3]) constitue un exemple d’inégalité de Korn sur une surface ; elle
joue un réle fondamental dans I'analyse asymptotique qui suivra.
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Théoréme 1.1. Soit @ un domaine de R? et § € C> (w; E3) une immersion telle que la surface 6 (@) soit elliptique. On définit I'espace

V() = H)(w) x H) (@) x [*(w).

Alors, il existe une constante c telle que

1/2 1/2
[ Wl + 31 ) <ol 2o Ies o, )
o o, B

pourtoutn = ;) e Vy(w). O
2. Un probléme tridimensionnel de confinement pour une coque

Soit @ un domaine de R?. On pose y := dw et on note o un sous-ensemble non vide de y, relativement ouvert dans .
Pour chaque ¢ > 0, on définit les ensembles

Q=wx|]-¢eel etT'y:=yp x |—¢,¢[,

on note x* = (x{) un point générique de Q, et on pose 97 := 3/3x¢ ; on a donc x = yq et 95 = dq.
Etant donné une immersion @ € C3(@; E3) et & > 0, on considére une coque de surface moyenne 6(@) et d'épaisseur
constante 2¢ > 0. La configuration de référence de la coque est donc I'ensemble ®(Q¢), ol

Ox%) :=0(y) +x§a3(y) a chaque point x* = (y, x5) € Q&.

On montre (cf. [1, Th. 3.1-1]) que, si & > 0 est suffisamment petit, I'application ® e C?(Q¢; E3) ainsi définie est une
immersion. Alors, les trois vecteurs

g () =9 O ()

forment la base covariante au point @(x¢), x° € Q¢, la base contravariante au méme point étant formée des trois vecteurs
g/-¢(x%) définis par les relations

gt gl () =4
Le tenseur métrique associé a I'immersion @ est défini par ses composantes covariantes
P
g =8 8j€C(Q),
ou par ses composantes contravariantes
gl =gt . glt e C1(Q¥).
L’élément de volume en chaque point ©(x®) est /g€ (x¥)dx®, ol
g :=det(g) € cl(QF).
Les symboles de Christoffel associés a I'immersion © sont définis par
, , (reva
rie=o,g5 - ght =rh" e COQF).
Etant donné un champ de vecteurs v¢ = (v¢) € C' (Q%; R?), le champ de vecteurs
SE . € glhE
v=vig
peut &tre interprété comme un champ de déplacements de la configuration de référence @(Qf). Si (O + v°) € C1(QF; E3) est
aussi une immersion, les composantes covariantes du tenseur métrique de la configuration déformée (® + v°)(Q¢) sont
données par
85 (vF) 1= (g + 07 7°) - (g5 + 95 ¥°)
=g+g -V v gf+af v 95V e CO(Q).

- oes 1 . L P .
Alors, la partie linéaire par rapport @ v° de la différence E(gfj(vs) - gfj) est appelée le tenseur linéarisé des déformations,

ou de changement de métrique, associé au champ v°, et ses composantes covariantes sont données par
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1 1 —
e (v8) = — (gf.0%v® gt . of) = —(9¢vE Eyey _TPEyE — o (y€ Uted
(V) =3 (gl 95" + 07V gj) = S @V + 0 v) —THEvh = €5, (v*) e C°@).

Dans toute la suite de la Note, on suppose que, pour chaque & > 0, la configuration de référence ®(Q¥f) est un état
naturel et que le matériau constituant la coque est linéairement élastique, homogéne et isotrope, et donc caractérisé par ses
deux constantes de Lamé A >0 et p > 0. On suppose aussi que, pour chaque ¢ > 0, la coque est soumise a des forces de
volume de densité f-*g?, ol (f") € L2(Qf; R3), et assujettie 3 une condition aux limites de placement le long de la partie rg
de sa face latérale. On suppose enfin que, pour chaque & > 0, la coque est soumise a une condition de confinement, exprimant
que les champs de déplacements admissibles v{ g"-¢ doivent étre tels que les configurations déformées correspondantes restent
dans le demi-espace

H:={xeE>; ox-p=>0},
oll p € E3 est un vecteur non nul donné une fois pour toutes. Autrement dit, tout champ de déplacements admissibles
€ ol € : Ari
vigh® doit vérifier
& € (e ghr€ (€
(0 +vi(x)g ) - p =0

pour tout x¥ € Q¢, ou pour presque tout x* € Q¢ si les fonctions v{ appartiennent seulement a I'espace H'(Qf). Naturelle-
ment, on supposera que

0O(Qf) CH.

Cette condition de confinement est donc trés différente, et plus satisfaisante physiquement que celle-ci, de la condition
de Signorini considérée d’habitude, ol seuls les points de la « face inférieure » de la configuration déformée sont assujettis a
une condition unilatérale (cf., par exemple, [11], [12], [13]). En revanche, une telle condition de confinement rend I'analyse
asymptotique plus difficile.

Soit

Alikt.e . kgij,sgl<€,s i <gik,£gj€,£ + gie,sgjk,s> — plikte _ aktije o1 ()

les composantes contravariantes du tenseur d’élasticité associé au matériau considéré. L'inconnue du probléme est le champ
de vecteurs u® = (uf), ot les fonctions uf : Q¢ — R sont les composantes covariantes du champ de déplacements de la
configuration de référence. Alors, ce champ inconnu doit minimiser I'énergie J¢ : H'(Q¢) := H1(Q¢; R®) — R définie par

1 . )
JE(v®) = 5/A'J"Z’Se,fuz(vs)ef”j(vg)\/deS —/f”gvf\/des
QS QS
pour tout champ de déplacements admissible v{ g'¢, c’est-a-dire dont les coefficients v = (v¥) appartient a I'ensemble
UQ°) = {v’ = (v{) e H'(Q); v =00on T,
(O(K°) + vf(xg)g"'g(xg)) . p > 0 pour presque tout x° € Q°}.

L'existence et l'unicité de la solution de ce probléme de minimisation sont faciles a établir.

Théoreme 2.1. Il existe un et un seul champ de vecteurs u® € U(Q°) tel que
& & H &€ &
u®)= inf ve).
Fw= it )

Ce champ u? est aussi la solution unique du probléme P (Q2¢) suivant : trouver u® € U(Q°) qui vérifie les inéquations variationnelles

/Aij"e’ge,fw(ug) (ef”j(vs) - efuj(ug)) JVegtdxt > / fi’s(vf — uf)\/deg
Q¢ Qf

pour tout v¢ = (v{) € U(Q®).

Démonstration. L'ensemble U(Qf) est non vide (par hypothése), convexe, et fermé dans H'(Qf). La définie positivité
uniforme du tenseur d'élasticité (AUkC-€) et I'inégalité de Korn en coordonnées curvilignes (cf. [2, Th. 3.8-3 et Th. 3.9-1])
montrent alors que 'on peut utiliser le théoréme classique de minimisation d’une fonctionnelle quadratique coercive sur un
ensemble convexe fermé non vide et sa caractérisation au moyen d'inéquations variationnelles (cf., par exemple, [3], [9] ou
[10]). O
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3. Le probléme tridimensionnel mis a I’échelle pour une famille de coques membranaires linéairement élastiques de type
elliptique

Une coque linéairement élastique est dite membranaire de type elliptique si yp = y et si la surface moyenne 6 (@) est
elliptique, au sens défini dans la Sect. 1.

On considére le probléme de confinement défini comme dans la Sect. 2 pour une famille de telles coques, ayant toutes
la méme surface moyenne 6 (w) et dont I'épaisseur 2¢ > 0 est considérée comme un parameétre approchant zéro. Comme il
est classique depuis [4], on met & I'échelle chaque probléme P (), & > 0. A cette fin, on commence par définir I'ouvert fixe

Q=wx]-1,1],

on note x = (x;) un point générique de I'ensemble ©, on pose d; := d/dx;, et & chaque point x = (x;) € &, on associe le point
x* = (x{) € Q¢ défini par

. E .
X5 1=Xq = Yo €L X5 1= £X3.

A l'inconnue u¢ = (uis) et aux champs admissibles v¢ = (vf), on associe ensuite I'inconnue mise a I'échelle u(e) = (uj(e))
et les champs admissibles mis a I'échelle, en posant

ui(e)(x) == uf (x°) et vi(x) := v{ (x°)
en chaque point x € Q; finalement, on suppose qu'il existe des fonctions fi e L2(Q) indépendantes de s telles que
f8(x®) = fi(x) pour presque tout x € 2.

Le point de départ de notre analyse asymptotique est le probléme P(g; 2) décrit ci-dessous.

Théoréme 3.1. Pour chaque ¢ > 0, on définit I'ensemble
Ue; Q) :={v=(v;)) e H(Q); v=0sury x |-1,1],
(0(y) + exzaz(y) + vi(x)gi(s)(x)) - p > 0 pour presque tout x = (y, x3) € 2},
ol
gi(e)(x) := g"¢(x°) a chaque x € .

Alors, I'inconnue mise a I'échelle u(e) est la solution unique du probléme P(e; Q) suivant : trouver u(e) € U(e, Q) qui vérifie les
inéquations variationnelles

/A”’“ (&)erje(e; u(e)) (eq)j(e; v) — eqj(e; u(e))) g (e)dx

Q

> / fi(v,- —u;(e))/g(e)dx pour tout v e U(e; 2),
Q

ol
2(&)(x) 1= g°(x°) et AUk (£)(x) := AUKE (X8 G chaque x € Q,
1
ealp(85 V) = 5 IV +daVp) — Loy (e)Vie=Cpja(e; V),
1/1 .
eq|3(&;v) = 3 533\/0[ +0xv3 | — Ty3(&)ve =e3)a(E; v),
1
e33(&;v) = 533\/3,
ol

Ff}(s)(x) = Fg.’a(xg) a chaque x € Q.

Démonstration. Il suffit de mettre a I'échelle le probleme P(R2¢) (Théoréme 2.1). O
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On pose également

gi(e)(x) := g5 (x*) a chaque x € Q.

Le théoréme qui suit décrit le comportement asymptotique lorsque & — 0 des diverses fonctions apparaissant dans la
formulation du probléme P(g; ). Les symboles O(g) et O(g?) sont 3 comprendre au sens de la norme de I'espace C°(Q).

Théoréme 3.2. Les fonctions AUk () = ATKE (&) = AR (¢) vérifient
Aijkf (8) — Aijkf (0) + 0(8), AC(,BO'3 (8) — AO[333(8) — 0’
oll
Aaﬁnr(o) — Aaaﬁanr + M(aanaﬂt + aaraﬁa%
A()t,333(0) — )\aaﬂ’ A(¥303(0) — lLaOtO', A3333 (O) =A + 2/1“
Les fonctions 1“5.(8) et g(e) veérifient
TG5(e) =Tq, — ex3(0b§ + T by — Tgzb7) + 0(e?),
Top(6) =bap — ex3bbop, 33Tk 4(e)=0(e),
[7.(¢) = —bg — ex3blb? + 0(e?), Tas(e) =Thy(e) =0,
ge)=a+ 0().

Il existe donc des constantes €9 > 0, Co, g0, et g1, telles que

0<go<g@®=<giet Y |t|* < oA (&) ®)tueti;
ij

pour tout 0 < & < &g et x € , et pour toute matrice symétrique (tij).
Les champs de vecteurs g;(¢) et g’ (¢) vérifient

84(€) =ay — ex3bJa,, g3(¢) =as,

g%@e) =a” + ex3b%a’ + 0(?), g (e)=d>.
Démonstration. Voir les preuves des Théorémes 3.3-1 et 3.3-2 de [1]. O

Le résultat suivant (dd a [6, Th. 4.1]; voir aussi [1, Th. 4.3-1]) constitue un exemple d’'inégalité de Korn pour une famille
de coques du type consideré ici; elle joue un role fondamental dans I'analyse asymptotique qui suit.

Théoréme 3.3. On considére une famille de coques membranaires linéairement élastiques de type elliptique, ayant toutes la méme
surface moyenne 0 (w) et d’épaisseur 2¢ > 0. On définit I'espace

V(Q) :={v=(v) e Hl(Q); v=0sury x ]-1,1[}.

Alors, il existe des constantes &1 > 0 et C1 > 0 telles que

1/2 1
Y Walg + sl | =] ense: vl |
o ij

pour tout 0 < & <& etpout toutve V(). O

/2

4. Analyse asymptotique de la solution u(e) du probléeme P (e; ) lorsque &€ — 0

Le résultat qui suit constitue le résultat essentiel de cette Note.

Théoréme 4.1. Soit w un domaine de R?, soit 8 € C3(w; E3) une immersion telle que la surface 6 (w) soit elliptique, et soit p € E3 un
vecteur non nul. On définit I'espace et les deux ensembles suivants :
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V(o) := H}(w) x H)(w) x L*(w),
Unm(w) := (= () € Hy(w) x Hy(@) x L*(®);
(0(y) + nf(y)ai (y)) - p > 0 pour presque tout y € w},
Up(w) := (1= () € Hy(w) x Hy(@) x Hp(®);
(6(y) +ni(y)a'(y)) - p = 0 pour presque tout y € w}.
On suppose que l'immersion @ est telle que

d:= inf (0(y) - p) >0,
yew

et quelle vérifie «'hypothése de densité» suivante : I'ensemble Uy (w) est dense dans I'ensemble Uy (w) muni de la norme

I 1 (@) x HT () x L2 (@)
On considére une famille de coques membranaires linéairement élastiques de type elliptique, ayant toutes la méme surface moyenne
0 (w) et d’épaisseur 2& > 0. Pour chaque & > 0, soit

uEe)=(uj(e)) el(e; Q) ={v=(vy e H](Q); v=0sury x |-1,1],
(6(y) + ex3a3(y) + vi(x)g' (€)(x)) - p > O pour presque tout x = (y,x3) € 2}

la solution unique du probléme P(g; 2) (cf. Theorem 3.1).
Alors, il existe des fonctions uy, € H'(2) et us € L2(S2) indépendantes de la variable x3 telles que

ug =0sury x|-1,1[,
Ug (8) — Uy dans HY(Q) et us(e) — us dans L*(Q).

De plus, la moyenne

N[ =

1
u= ;) := /udx3 eVy(w)
-1
vérifie

u=g,

ott ¢ est la solution unique du probléme bidimensionnel Py (w) : trouver £ = (&) € Uy (w) qui vérifie les inéquations variationnelles

/G“ﬂ”yaz(C)Vaﬂ(ﬂ —¢)Wady = / p'(ni — &i)~/ady pour tout n = (1;) € U (),

w w
ol
1
a®Pa’" +2u (a“”aﬁf +a‘”aﬁ") etp = / fidxs.
1

iy
A420

aaﬁar —

Esquisse de la preuve (on trouvera la démonstration compléte dans [7]). Si le principe de la preuve est analogue a celui
de la preuve du Théoréme 4.4-1 de [1] (adapté du Théoréme 5.1 de [6]) qui s’applique a des coques non assujetties a une
condition de confinement, la prise en compte d’une telle condition rend en revanche la preuve de la convergence beaucoup
plus longue et délicate ; pour cette raison, celle-ci n’est que trés briévement décrite ici.

Comme dans [1], on commence par établir I'existence d'une suite extraite, encore notée (u(¢€))¢~g, et de fonctions uy €
HY(Q), u3 € L2(Q) et ej||j € L2(2) telles que (on note — la convergence forte et — la convergence faible lorsque & — 0)

ug =0dans y x |—-1,1],
U (8) — ug dans H'(Q) et uy (8) — ug dans L2(Q), uz(e) — u3 dans L*(R),
ei|j(&) :=ejj(e; u(e)) — ey dans L3(Q2).

A cette fin, on fait v =0 dans les inégalités variationnelles du probléme P(e; €2) et on utilise la définie positivité uniforme
du tenseur (AU!(g)) (Théoréme 3.2) et I'inégalité de Korn du Théoréme 3.3. On montre aussi,  'aide de raisonnements
analogues a ceux de [1], que
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&g = 0 dans L?(Q) et d3u3 = 0 dans D' (2),
e Uy (@) :={n= ) € Hy() x Hy(®) x L*(»);
(0(y) + ni(y)ai(y)) - p > 0 pour presque tout y € w}.

Une nouveauté essentielle par rapport a [1], et techniquement quelque peu délicate, consiste ensuite a établir I'existence
d’'une constante &g > 0 telle que, pour tout champ de vecteurs ¢ = (¢;) € D(2) := D(2; R?), il existe une constante C(¢)
et un champ de vecteurs v(¢; @) = (v;(¢; @)) vérifiant

v(e; @) eU(g; Q) et d3vi(e; @) = ¢; in Q pour tout 0 < ¢ < &,

et

v (5 @)l g1y < C(@) pour tout 0 < & < &o.

Utilisant de tels champs de vecteurs v(¢; @) dans les inéquations variationnelles du probléme P(e; £2), on montre alors,
grice au comportement asymptotique des fonctions AUk (g) et g(¢) lorsque & — 0 (Théoréme 3.2), que

/ ((2110“0@0\\3)% + (ra%Tegyr + (A + 2#)€3|\3)§03>\/5dx >0
Q
pour tout champ de vecteurs (¢;) € D(2), d’ou 'on déduit que

es3 =0et Aa‘”eg”r + (A +2u)e3 3 =0dans LZ(Q).

Par ailleurs, les convergences faibles ug (€) — uy dans H!(Q) et u3(g) — us dans L?(S2) établies plus haut combinées au
comportement asymptotique des fonctions Ff; ﬂ(s) (Théoréme 3.2) montrent que

1
eap(8) = 5 (datip (&) + dpua(e)) Top(e)up(e) =
1
eqlp = 5(ao,u,g + 0plia) — TggUs — bapus dans L*(Q),

et donc que les limites faibles ey et e33 sont elles aussi indépendantes de la variable x3.
Le tenseur (a*f°7), oil

aaﬂar — 4)‘M
)

est uniformément défini positif dans @ (cf. [1, Théoréme 3.3-2]). L'inégalité de Korn sur une surface elliptique (Théoréme 1.1)
montre alors que le probléme bidimensionnel Py (w) : trouver

aaﬁaor + ZPL (aaaaﬂr + aaraﬁa)

¢ eUp(w) :={n= ) € Hy(w) x Hj(®) x L*();
(6 +ni()a')) - p = 0 pour presque tout y € o)
qui vérifie les inéquations variationnelles
/a"‘ﬂ‘”ym(i)yaﬂ(n —¢{)Wady > / p'(ni — ¢)~/ady pour tout = (n;) € Uy (@),

w w

a une et une seule solution.
Définissons I'ensemble

Unm() := (= () € Hy(w) x Hy(w) x Hy(@);
(6(y) + ni(y)a'()) - p = 0 pour presque tout y € w)}.

Alors, utilisant «I’hypothése de densité» satisfaite par I'immersion #, on montre que, si un champ de vecteurs u = (u;) :
@ — R3 satisfait

ueUy(w)et /a"‘ﬁ”ym(ﬁmﬂm —u)+/ady > [ p'(ni — u;)v/ady pour tout 7 = (1;) € Uy (w),
w w

alors
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u=c.

Utilisant I'autre hypothése satisfaite par #, a savoir
d:= inf(0(y)-p) >0,
yew

on établit en outre I'existence de constantes &1(d) et C(d) > 0 telles que, pour tout 0 < & < & et pour tout champ de
vecteurs 3 € Uy (), il existe un champ de vecteurs v(g; 3) : @ — R> tel que (la notation Yap() dans la deuxiéme relation
ci-dessous désigne I'extension a Q indépendante de x3 de la fonction yug(n) € L?(w) définie plus haut)

v(e;n) € U(e; Q) pourtout 0 < & < &1(d) et v(e; §) — 5 dans H'(Q) lorsque € — 0,
eq|p(&; V(€; 1)) — Yup(n) dans L2() lorsque & — 0,
leays(e; V(e m)| 5, < C(d) pour tout 0 < & < 1(d),
e3|3(e; v(e; p)) — 0dans L*(Q) lorsque € — 0.
A cette fin, on remarque qu'un choix possible est
V(e M) = (Vile; ) avec ¥i(e; ) = ((1 — VEIa7) - (&)

On sait déja que
1
— - — 1
u=(uj), ot := 3 u;dxs,
-1

vérifie
e Uy(w) == eH)(w) x H)(w) x L*(w);
0 + ni(y)ai(y)) . p > 0 pour presque tout y € w}.

Posons, pour 0 < &€ <min{1, &g, €1(d)},

Ae) = / Aijkz(S)(ekuz(E) —ege) e (&) —eq v/ g(e)dx,
Q

de sorte que I'on a déja (Théoréme 3.2)

2 Co
0< eini(e) —ejpi < —A(¢).
sz: ” illj il ”LZ(Q) J20
Par ailleurs, étant donné un champ de vecteurs quelconque 5 = (1;) € Uy (w), utilisons le champ de vecteurs v(g; ) €
U (e; ) défini plus haut dans les inéquations variationnelles du probléme P(e; ). Ceci donne

0<A(e) = f AT (e)ey e (e)eiyj(8)y/ g (e)dx

Q

—2/A”"‘(S)ek”e(S)euwg(e)dx+/A”’“(s)ekuzei\Wg(S)dx

Q Q

< f AR (&)eryo(e)ei (3 T(e: 1))y 2 (@) dx
Q

—2/A“"‘(S)eknz(S)eiwg(e)dx+/AW(S)ekueeuu\/g(S)dx

Q

Q
- f FH(@ies m) — ui(e)) Vg (e)dx.
Q

Passant a la limite lorsque &€ — 0 dans les divers termes de cette relation, en utilisant le comportement asymptotique
des fonctions AU (g) et g(e), les convergences faibles e;jj(¢) — e;; dans L2(2), I'indépendence en x3 des limites faibles
u; et e;;j et le comportement asymptotique des fonctions e;j(e; v(e; 1)), on obtient
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/AUM(8)€k||l(€)ei\|j(8; \7(8; 7’))\/ g(S)dX
Q
N / (A7 @1 Vap () + AP ©e3137p () ) Vadx
Q

= / ao‘ﬂaf)/gr(ﬁ))/aﬂ (”)\/adyv

w

2 / AR (g)ep o (e)eiyj/g(e)dx — f ATKE (e)ep ei) jv/g(€)dx

Q Q

- /Aijk[(o)ekuzeiuj«/adx:/ao‘ﬂ”ym(ﬁ)yaﬂ(ﬁ)x/ady,
Q

w

w

/fi(f/i(f?; ) —ui(e))y/g(e)dx — / flmi— ui)«/EdX=/p"(m —uj)v/ady.
Q Q
Comme A(g) > 0 pour tout & > 0, le champ de vecteurs u € Uy (w) satisfait donc les inéquations variationnelles

[ @ o @papn ~wady = [ o~ ) ady
w w

pour tout champ de vecteurs n € Uy (w), et donc
u=¢,

puisque la solution du probléme Py (w) est unique (cette propriété a été établie plus haut). Ceci montre aussi que
Ug (8) — uy dans H1 () et us(e) — us dans Lz(Q)

pour toute la famille (u(€))¢-0, i.e. pas seulement pour une suite extraite. De méme, la convergence faible
ejj(e) — ejj dans LZ(Q)

a lieu pour toute la famille (ej;(€))e>o0.
On établit ensuite assez facilement, en utilisant « 'hypothése de densité», que
limsup A(e) =0,
e—0

et donc que A(g) — 0 puisque A(g) >0 pour tout & > 0. L'inégalité

Co
0= > Jlej(e) —eij |2 < —=A®)
ij P® = /g0

montre alors que

ei|j(&) — ejyj dans L*(2).
On termine la démonstration comme dans [1], en montrant que
1
Uy (8) == % /ua(e)dx;; — 1y dans H! (w),

-1
1

u3(e) = %/m(s)d& — u3 dans L%(w)
5

et que, en fait,

U (8) = Uug dans H'(Q) et u3(e) — u3 dans L*(Q). O
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Il reste évidemment a faire I'opération inverse de la mise a I'échelle, c’est-a-dire a «revenir a I'ouvert Q¢ », ce qui n’offre
aucune difficulté particuliére. C'est ainsi que I'on établit que

&€
1
% / ué g**dxi — ¢ea® dans H' (w),
—&

&
1
% / usg>fdx§ — 3a° dans L (w).
—&

5. Une condition suffisante pour que «’hypothése de densité » soit satisfaite

On notera, d'une part, que la condition suffisante donnée dans le résultat qui suit ne suppose pas la surface () elliptique,
et, d’autre part, qu'en fait, un ensemble «beaucoup plus petit que Uy (w)», a savoir Uy (w) N D(w), est déja dense dans
Uy (w).

Théoréme 5.1. Soit § € C?(w; E>) une immersion telle qu'il existe un vecteur p € E3 non nul tel que
inf (8(y) - p) > 0et inf(as(y)-p)>0.
yew yew

On définit les ensembles

Unm(®) := {1 = (1) € Hy(®) x Hy(@) x L*(@);
0 + ni(y)ai(y)) . p > 0 pour presque tout y € w},
Un(@) ND(w) :={n = 1) € D(w) x D(w) x D(w);
(6(y) +ni(y)a'(y)) - p > 0 pour tout y € w}.

Alors, I'ensemble Uy (w) N D(w) est dense dans I'ensemble U v (w) muni de la norme ||l g1 ) x H1 () x L2 ()

Démonstration. On se reportera a [7] pour la preuve, assez longue et technique. On se contentera de dire ici qu’elle consiste
a établir «I’hypothése de densité» successivement pour des sous-ensembles «de plus en plus petits» de I'ensemble U y(w),
a savoir les ensembles

Uy(@) N (L°°(w) x L% (w) X Lz(a))> ,
Uy ()N (L®() x L®(w) x L®(w)),
(N € Up(w) N (L®(w) x L®(w) x L®(w)); il existe
8ﬁ(n) >0telquep =0in {y € w; dist(y; y) < (Sﬁ(n)}
et (H(y) + ni(y)ai(y)) p= dSﬁ(n) pour presque tout y € w},
Uy(w)ND(w). O
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