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Dans cet article, nous établissons une identité pour des polynômes d’Appell généralisant 
des formules explicites pour les nombres et polynômes de Bernoulli généralisés.
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a b s t r a c t

In this paper, we establish an identity for some Appell polynomials generalizing explicit 
formulas for generalized Bernoulli numbers and polynomials.
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1. Introduction

Les polynômes de Bernoulli généralisés B(α)
n (x) ([11], p. 93) sont définis, pour α ∈ C, par :

(
z

ez − 1

)α

exz =
∞∑

n=0

B(α)
n (x)

zn

n! . (1)

Les nombres de Bernoulli généralisés B(α)
n , les polynômes de Bernoulli Bn(x) et les nombres de Bernoulli Bn sont respecti-

vement définis pour n ≥ 0 par :

B(α)
n = B(α)

n (0), Bn(x) = B(1)
n (x) et Bn = Bn(0).

Les formules explicites connues pour ces nombres et polynômes que nous généralisons dans cet article font intervenir les 
nombres de Stirling de deuxième espèce généralisés S(n, k, x) ([3], p. 152 (3.9)) définis pour x donné et pour tous entiers 
naturels n et k par :

∞∑
n=0

S(n,k, x)
zn

n! = 1

k!exz(ez − 1)k. (2)
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On déduit aisément de (2) et (1) les relations suivantes :

S(n,k, x) = 1

k!
k∑

j=0

(−1)k− j
(

k

j

)
(x + j)n

et

S(n + k,k, x) =
(

n + k

k

)
B(−k)

n (x). (3)

Les nombres de Stirling de deuxième espèce classiques S(n, k) vérifient alors la relation (voir [4], p. 204) :

S(n,k) = S(n,k,0) = 1

k!
k∑

j=0

(−1)k− j
(

k

j

)
jn.

Dans cet article, nous généralisons les trois relations suivantes vérifiées pour tout entier n ≥ 0 et pour tout α ∈ C :

Bn =
n∑

k=0

(−1)k
(

n + 1

k + 1

)(
n + k

k

)−1

S(n + k,k), (4)

B(α)
n =

n∑
k=0

(−1)k
(
α + n

n − k

)(
α + k − 1

k

)(
n + k

k

)−1

S(n + k,k), (5)

B(α)
n (x) =

n∑
k=0

(−1)k
(

n + k

k

)−1(n + α

n − k

)(
α + k − 1

k

)
S(n + k,k, x). (6)

La relation (4) est bien connue (voir [9], p. 219, [5], p. 48, formule (11) et p. 49, formule (17)). Elle a été aussi prouvée 
par Shirai et Sato en 2001 ([12], p. 140), par Jeong, Kim et Son en 2005 ([8], p. 59), par Guo et Qi en 2015 ([7], (6)) et par 
Qi et Chapman en 2016 ([10], (1.3)).

La relation (5) est une formule explicite pour les nombres de Bernoulli généralisés qui a été découverte en 1985 par 
Todorov [14].

Enfin, la relation (6) est une récente formule explicite prouvée en 2017 par Boutiche, Rahmani et Srivastava ([2], Theo-
rème 2.1). Comme le signalent ces auteurs, leur preuve exploite la démonstration d’une autre formule explicite pour B(α)

n (x)
établie par Strivastava et Todorov en 1988 ([13], p. 510 (3)).

Notre principal résultat est une identité pour des polynômes d’Appell. Précisons la définition de ces polynômes. Soient 
(An(x))n≥0 une suite de polynômes de C [x], (an)n≥0 la suite de nombres complexes définie par an = An(0), pour tout 
n ∈ N et S(z) la série formelle de C [[z]] définie par S(z) = ∑∞

n=0 an
zn

n! . On dit que (An(x))n≥0 est une suite de polynômes 
d’Appell [1] si A0(x) est un polynôme constant non nul et si, de plus, on a A′

n(x) = nAn−1(x) pour n ≥ 1. Ces conditions 
sont équivalentes à :

a0 �= 0 et
∞∑

n=0

An(x)
zn

n! = S(z)exz . (7)

Les conditions (7) équivalent à

a0 �= 0 et An(x) =
n∑

k=0

(
n

k

)
an−kxk , (n ≥ 0).

On constate ainsi que l’on a alors deg An(x) = n, pour tout n ∈ N. Par suite, toute suite de polynômes d’Appell (An(x))n∈N
est une base du C-espace vectoriel C [x]. Le théorème suivant est notre principal résultat.

Théorème 1.1. Soient S(z) une série formelle de C [[z]] de terme constant égal à 1, α un nombre complexe et 
(

A(α)
n (x)

)
n≥0

la suite 
de polynômes d’Appell de C [x] de série génératrice exponentielle

∞∑
n=0

A(α)
n (x)

zn

n! = Sα(z)exz.

Alors pour tous entiers naturels m et n tels que m ≥ n, on a :

A(α)
n (x) =

m∑
k=0

(−1)k
(
α + m

m − k

)(
α + k − 1

k

)
A(−k)

n (x). (8)
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Les polynômes de Bernoulli généralisés B(α)
n (x) sont des polynômes d’Appell. En exploitant la relation (3), on déduit du 

théorème 1.1 le corollaire suivant.

Corollaire 1.2. Pour tout α ∈C et pour tous entiers naturels m et n tels que m ≥ n, on a

B(α)
n (x) =

m∑
k=0

(−1)k
(
α + m

m − k

)(
α + k − 1

k

)(
n + k

k

)−1

S(n + k,k, x).

Pour α = 1, m = n et x = 0, le corollaire 1.2 fournit la formule (4).
Pour m = n et x = 0, le corollaire 1.2 fournit la formule (5).
Pour m = n, le corollaire 1.2 fournit (6).

2. Lemmes préparatoires

Lemme 2.1. Pour tous entiers naturels m et q, on a :

1 =
m∑

k=0

(−1)k
(

q + m

m − k

)(
q + k − 1

k

)
xq+k − (−1)m

(
q + m

q

) q∑
k=1

k

m + k

(
q

k

)
(x − 1)m+k. (9)

Preuve. On montre facilement que la dérivée du second membre de (9) est nulle. En effet, en remarquant que pour 0 ≤ k ≤
m, on a 

(q+m
m−k

)(q+k−1
k

)
(q + k) = q

(q+m
q

)(m
k

)
, le second membre de (9) peut s’écrire comme la différence de deux polynômes 

ayant chacun pour dérivée q
(q+m

q

)
xq−1(1 − x)m . Le second membre est donc un polynôme constant, qui, de plus, vaut 1 pour 

x = 0, en vertu de l’identité (5.41) p. 202 de [6]. La relation (9) en résulte. �
Lemme 2.2. Soit L l’automorphisme du C-espace vectoriel C [x] défini par

L
(

A(1)
n (x)

)
= A(0)

n (x) = xn, n ≥ 0.

(i) Pour tous entiers r et s, on a

Lr(A(s)
n (x)) = A(s−r)

n (x). (10)

(ii) Pour tous entiers naturels m et n tels que m ≥ n + 1 et pour tout polynôme de C [x] de degré inférieur ou égal à n, on a

(L − I)m (P (x)) = 0. (11)

Preuve. (i) Posons

Sα(z) =
∞∑

n=0

a(α)
n

zn

n! .

On a alors, pour tout entier s,

A(s)
n (x) =

n∑
j=0

(
n

j

)
a(s−1)

n− j A(1)
j (x). (12)

En appliquant L à chacun des deux membres de l’égalité (12), on prouve que la relation (10) est vérifiée pour r = 1. 
Un simple raisonnement par récurrence sur r permet alors de prouver (10) pour r ≥ 0. Le fait que, de plus, L est un 
automorphisme permet de montrer que cette relation est aussi vérifiée pour r ≤ 0.

(ii) Pour tout entier n, L 
(
xn

) = A(−1)
n (x) est un polynôme unitaire de degré n, on en déduit que

deg (L − I)
(
xn) ≤ n − 1 pour n ≥ 1 et (L − I)

(
x0

)
= 0,

la relation (11) en résulte. �
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3. Démonstration du théorème

Soient m, n et q des entiers naturels tels que m ≥ n. Le lemme 2.1 nous permet d’écrire la relation suivante :

L−q =
m∑

k=0

(−1)k
(

q + m

m − k

)(
q + k − 1

k

)
Lk − (−1)m

(
q + m

q

) q∑
k=1

k

m + k

(
q

k

)
L−q(L − I)m+k . (13)

On sait, d’après le lemme 2.2, que pour tout entier r, on a Lr(xn) = A(−r)
n (x). On déduit de (13) que, pour tout entier naturel 

q, on a :

A(q)
n (x) =

m∑
k=0

(−1)k
(

q + m

m − k

)(
q + k − 1

k

)
A(−k)(xn).

La relation (8) est ainsi établie pour tout α = q où q est un entier naturel quelconque. Remarquons alors que A(α)
n (x) est 

un polynôme de degré n en x aussi bien qu’un polynôme de degré n en α. Il en résulte que pour m, n et x fixés, la relation 
(8) est une égalité vérifiée pour une infinité de valeurs (entières) de α, entre les valeurs prises par deux polynômes en α
dont le degré ne dépasse pas m. On en déduit que ces deux polynômes sont égaux. La relation (8) est, par conséquent, aussi 
vérifiée pour tout α ∈ C.
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