C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 354 (2016) 1205-1208

Contents lists available at ScienceDirect

C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. |

www.sciencedirect.com

Analyse fonctionnelle

Interpolation : B? = By pour un @ entraine B? = By pour @Cwssmk
tout 6

Interpolation: B? = By for some beta implies B® = By for all 6

Daher Mohammad

16, Square Albert Schweitzer-77350 Le Mée-sur-Seine, France

INFO ARTICLE RESUME

Historique de l'article : Soit (Bo, B1) un couple d’interpolation. On montre que, si les interpolés complexes Bf et
Requ le 14 juin 2016 By coincident pour un g € 10, 1[, alors on a I'égalité B = By pour tout 6 € 10, 1[.

Accepté apres révision le 27 octobre 2016 © 2016 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.
Disponible sur Internet le 10 novembre

2016

Présenté par Gilles Pisier
ABSTRACT

Let (Bg, B1) be an interpolation couple. We show that, if the complex interpolation spaces
BP and By coincide for some $ €10, 1[, then B? = By holds for every 6 €10, 1[.
© 2016 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction, notations, rappels

Soit B = (Bo, B1) un couple d'interpolation complexe au sens de [2, Chap. II]. Les espaces d’interpolation Bg, BY, 6 € [0, 1[
obtenus par les deux méthodes d'interpolation complexe [2, Chap. IV] ne coincident pas en général : By est toujours un
sous-espace isométrique de B? [1], et il existe un couple (Bg, B1) tel que By g BY pour tout 6 €10, 1[ [3, p. 125]. Est-il
possible que By = B? pour certains 6, mais pas pour tous? Nous donnons au théoréme 2.3 la réponse négative attendue :
si Bg = B? pour un g €10, 1[, alors By = B? pour tout 6 € 10, 1[. Dans [4, Prop.16], nous le montrions sous I'hypothése
supplémentaire (plus faible que la séparabilité) que By est un espace faiblement de Lindel6f. Nous utilisons ici des résultats
de [4].

Soient S = {zeC; 0<Re(z) <1} et So son intérieur. On note F(B) l'espace des fonctions f : S — Bg + By, conti-
nues bornées sur S, holomorphes sur So, telles que I'application T — f(j 4 ir) soit continue sur R a valeurs dans B; et

I f(j+it)ls; = 0 quand |z| — oo, pour j € {0, 1}. Si f € F(B), on pose :

I 1l 5, = max{sup || f GT) I, Sulg If(1+iT)lB,}-
TEe

TE
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Soit 6 € ]0, 1[. L'espace d'interpolation (Bg, B1)g = By est I'espace {f(@); fe .F(E)}, de Banach [2, th. 4.1.2] pour la norme
quotient

lallg, = inf{l| £ | 75: f(©) =a}.

On note G(B) I'espace des fonctions g a valeurs dans Bg + B, continues sur S, holomorphes sur Sy et telles que

(€) sup lg(2) 1 Bo+B,
zes  1+1z|
(C") on a g(j+it) — g(j+it’) € Bj, pour tous 7,7’ € R, j€{0,1} et la quantité suivante (qui définit une norme sur le

quotient de G(B) par les constantes a valeurs dans Bg + B1) est finie :

< 400,

lglit)—glt)lB
SUPrsrrer (2
I(g(1+it)—g(1+it)llp, )

||g||g(E) = max
Sth;ér’eR( 7

L'espace (Bo, B1)’ =B? ={g'(6); g€ G(B)} est de Banach [2, th. 4.1.4] pour la norme

lallge = inf{l1gllg5: &'®)=al.

Rappelons que (B, B1) est un couple régulier si By N By est dense dans By et B1.0n utilisera les faits suivants :
rappel 1 : pour tout couple (Bg, B1) et tout 6 € ]0, 1[, Bo N By est dense dans By [2, Th.4.2.2];

rappel 2 : si (Bo, B1) est un couple régulier, le dual de Bo N By est Bj + B} [2, Th. 2.7.1];

rappel 3 : si (Bg, B1) est un couple régulier, le dual de By est (B, BT)(’. 0 €10,1[ [2, Th.4.5.1];

rappel 4 : By est toujours un sous-espace isométrique de B? [1].

Pour un Banach X, on note (x, x*) I'accouplement entre un élément de X et un élément de son dual X*.

2. Résultats

La preuve du résultat principal (théoréeme 2.3 ci-dessous) nécessite les deux lemmes suivants.

Lemme 2.1. Soient (Bo, B1) un couple régulier, 8 € 10,1, a € Bg et ¥ € G(B, BY). Alors l'application T € R — (a, ¥ (B + ir)) est
continue.

Démonstration. D’aprés le rappel 1, il existe une suite (an)n>0 dans Bg N By convergeant vers a dans Bg. D'aprés le rap-
pel 2 et la continuité de v’ : So — Bj + B, les applicatons 7 — (an, ¥ (B +ir)> sont continues sur R. Elles convergent
uniformément sur R vers T — (a, Y (B + i7:)) car, d’apres le rappel 3,

[{an — a9/ (B + )| < llan —allg, [/ (B +i0)] 5, poys
< llan —allg, 1V llgsy,B1) -

Donc I'application T — (a, ¥ (B + ir)) est continue. O

Lemme 2.2. Soient (Bo, B1), B, a, ¥ comme dans le lemme 2.1. Notons, pourn>1,z€ S,
.2 .
¥n(z) = —ine” [y (z+i/n) — ¥ (2)].
2
Alors (@, Y (B)) ~>n—-oo (a. ¢ ¥/ (B)).
Démonstration. Comme v, est dans F (B, BY), avec
l¥nll 7B5,81) < €V llgesy, By »
Yn(6) est dans (Bj, B)e et, pour tout 6 €]0, 1,

1Bl 83,100 < ell¥ gy Br) - (21)

En particulier (a, ¥,(8)) a bien un sens d’aprés les rappels 3 et 4.
Comme dans la preuve du lemme 2.1, soit (ay)k>o une suite dans Bg N By telle que ay —k—, 4 a dans Bg. Etant donné
e >0, il existe ko € N tel que
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s

ellvlgams b 3

Par le rappel 2, comme v est holomorphe : So — Bf + B, (ako, 1//"(/3)) —n—+too <ak0, ef? 1//’(/3)); il existe donc np € N tel
que, pour n > no,
B2 7 &
(ako v0(B) =" v )| < 5.
Pour n > ng nous avons donc, en utilisant (2.1) et le rappel 4,
B>y
(a. va(®) = v/ )|
By By
< [{ary- ¥ (B) — e ' (B))| + |(a — axy. %' ()| + |{a — aiy. Y (B))]

&
=3 +law —al, @ |v'®) l 55520 + 1V (Bl 55.55),) <&

Ceci prouve le lemme. O
Théoréme 2.3. Soit (B, B1) un couple d’interpolation. Si Bg = B” pourun g €10, 1], alors B¢ = BY pour tout 6 € ]0, 1].

Démonstration. a) On peut supposer que (Bg, B1) est un couple régulier. En effet, soit B} I'adhérence de Bo N By dans Bj,
j€{0,1}. D’apres [1, Lemme, p. 776], pour tout 6 € ]0, 1],

Bo = (By, By)s et B =(Bp,B))’.

Dapres [4, Lemme 4 c) = a) et théoréme 5], il suffit de montrer que, pour toute g € G(Bo, B1), I'application ¢g : T €
R — g'(B +it) est a valeurs dans un sous-espace fermé séparable de Bg.

Soient V le sous-espace fermé engendré par I'image de ¢ dans Bg = BP et V' le sous-espace fermé (séparable) engendré
par les ¢g(7), olt (Tp)k>1 est une suite dense dans R. Si V' ¢ V, il existe, d’'aprés le théoréme de Hahn-Banach, a* € (Bg)*
et un 7o € R tels que (¢g(1'k), a*) =0 pour tout k> 1 et <¢>g(1'0), a*) #0; en particulier, T — (d)g(r), a*) n’est pas continue.
La continuité des applications : T € R — (g’(ﬂ +1i1), a*) pour tout a* € (Bg)* impliquera donc le théoreme.

Soient g € G(Bo, B1) et a* € (Bg)*. D'aprés le rappel 3, il existe ¥ € G(B{, B) telle que y'(B8) = a*. D'aprés ce qui
précéde, il suffit de montrer la continuité sur R de I'application

T H(B+i1) = (g (B +i0).e” y/(B),

qui est bien définie puisque Bg = B#. Quitte a translater g, il suffit d’en montrer la continuité i I'origine.
Notons, pour T € R, z € Sp et ¥, associée a ¥ comme dans le lemme 2.2,
Hn < (2) =(g'(z+i7), yn(2)), n > 1.
Le lemme 2.2 implique, pour tout T € R,
H(B+it)= lim Hp (). (2.2)
n—+o00
b) Montrons que les fonctions H, ; sont bien définies, uniformément bornées et holomorphes sur Sp.

Soit z € So. On a vu que Y, (2) € (B}, B})re(z) €t que, par définition, g'(z + it) € BR@. D'aprés [4, Lemme 6] et [4, (9),
(8)], BR€®@ g'injecte continfiment dans [(Bg, BT)Re(Z)]*. Donc Hp . est bien définie et, d’apreés (2.1),

[Hnt @) < &' +1D) | greo 1¥n @)l (83,8 e
=ellgligmo,y) 1V lges B =C- (2.3)

Plus généralement, si F € (B, B}), la fonction

Kr:z—(g'(z+i1), F(2))

satisfait |[Kr(2)| < 1gllg(s,.B1) ”F”}'(B@BT) sur Sg. Soit Fo(B§, B}) défini dans [2, Lemme 4.2.3]. Les éléments de Fo(B§, BY)
sont en particulier des combinaisons linéaires finies d’atomes f ® b*, olt b* € B{ N B} et f : C — C est holomorphe. Si
F € Fo(B§, B}), la fonction K est holomorphe sur Sg. Comme Fo(Bj, B]) est dense dans F(Bj, B) [2, Lemme 4.2.3],
la fonction K est holomorphe sur Sg, comme limite uniforme sur So d'une suite de fonctions holomorphes. Comme
Y € F(BG, BY), Hn,r = Ky, est holomorphe sur So.

¢) L'application u — (g’(u), Y (u — i‘r)), translatée de Hy ¢, est holomorphe sur So d’aprés b). Soit § > 0 tel que le disque
fermé B(B,8) est dans S et soit " son bord. Soit u = 8 + it € B(8, §). D’apreés la formule de Cauchy,




1208 M. Daher / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. 1 354 (2016) 1205-1208

g' (), ym (& — i)

1
Hnx(B) =(g' W), yn(u —i1)) = 211:/( F— (G +iD) ds.
r

D’aprés (2.3) et (2.4), si B+ it € B(8,9),

|Hn,z (B) — Hno(B)|

1 /<g ©. € —in) ) / (g®). wn(s) "
T 2n J £ —(B+ir)
<l /(g’(é),lﬁn(é—if))( ! _ ! )dé
—2nF E—(B+it) &£-p
1 ('), Y (€ —iT) — Y (®))
Tom / £ P a

r

/‘S B+it) &-— ﬁ‘h (&' B). Y (B —iT) — Y (B))|.

(2.4)

(2.5)

d) Montrons la continuité a I'origine de H(B + i.). Passant a la limite en n dans (2.5) grace a (2.2), on obtient, grace au

lemme 2.2, si 8 +it € B(8,9),

[H(B +it) — H(ﬂ)l

_ZE/'E (B+it) &- ﬂ‘

Lorsque T — 0, le lemme 2.1 et le théoréme de convergence dominée impliquent alors que H(B +it) —

achéve la démonstration d’aprés a). O
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