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Présenté par Claire Voisin

Soit (X, q) une courbe lisse marquée, de genre g > 0 et définie sur un corps algébriquement
fermé de caractéristique p > 0. On considére tous les revétements w: [ — X,
génériquement étales, marqués en un sous-ensemble D C w~1(q) de cardinal d > 0
et satisfaisant une condition de tangence dans JacI'. On caractérise ces revétements,
appélés d-tangentiels, comme diviseurs de zéros de certains polyndmes. Nous montrons
enfin quelques pathologies en caractéristique positive, notamment des tours infinies de
revétements 1-tangentiels, étales au-dessus de X \ {g}, mais sauvagement ramifiées au-
dessus de q. Elles existent si et seulement si g € X est un point de Cartier.

© 2016 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

ABSTRACT

Let (X,q) be a smooth marked curve of genus g > 0, defined over an algebraic closed
field of characteristic p > 0. We consider all generically étale covers m:I" — X, marked
at a subset D C t~1(q) of cardinality d > 0, satisfying a natural tangency condition inside
JacT'. We characterize the latter, so-called d-tangential covers, as zero-divisors of certain
polynomials. We focus at last on some funny behaviour in positive characteristic. Namely,
infinite towers of 1-tangential covers, étale over X \ {q}, but wildly ramified over q. The
latter exist if and only if g € X is a Cartier point.

© 2016 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Revétements tangentiels et tours infinies d’Artin-Schreier

On fixe dorénavant une courbe marquée, lisse et projective (X, q), de genre g > 0 et définie sur un corps algébriquement
fermé K de caractéristique p > 0. On note K(X) son corps de fonctions. A tout revétement génériquement étale ©: I — X
on associe son dual ©* : JacX — JacT'. De plus, étant donné un point lisse r, de I", on note Abr : " — JacT" le plongement
d’Abel qui associe a tout point lisse r € I la classe d’équivalence de Or(r —r,). On identifie alors I'espace tangent a I' au
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point r, noté Tr.,, avec son image dans H' (", Or), I'espace tangent a l'origine de Jacl. Cette identification ne dépend pas
du point lisse r, choisi préalablement. On dira désormais que q € X est de Weierstrass si h° (X, Ox(gq)) > 1.

Les revétements d-tangentiels de (X, q), définis ci-dessous, répondent a un probléme géométrique motivé par la formule
de Its-Matveev dans le cadre de I'équation KP. Ils ont été étudiés pour toute courbe elliptique complexe X (ie. g=1 et
p = 0) dans [2,3] et [4], suivant les travaux de I. Krichever, reliant les solutions doublement périodiques de KP avec le
systéme intégrable de Calogero-Moser. Nous montrons que la plupart des résultats se généralisent au cas g >1et p> 0, au
prix de quelques hypothéses, e.g., ¢ n’est pas un point de Weierstrass de X. Par ailleurs, de nouvelles propriétés propres a
la caractéristique positive voient le jour (cf. Corollaire 1.16).

Définition 1.1. Soit @ : ' — X un revétement marqué en un sous-ensemble D C n~!(q). Admettons en plus que, soit
d(m*)(Tx,q) = {0} et D =4, soit d(w*)(Tx q) # {0} et D est minimal pour la propriété :

d(*)(Txq) € Y _Tror.

reD

Dans ce cas, si d est le cardinal de D, on dira que m est d-tangentiel. On I'appelera en plus décomposable s’il existe un
revétement d-tangentiel n: (I, D) — X, avecd <d, et ¢ : ' = T, tels que t=mo ¢ et D = ¢*(D). Dans le cas contraire, on
dira que 1 est d-tangentiel indécomposable.

Théoréme 1.2 (Critére de d-tangence ([3]-1.8)). Soient 1t : (I, D) — X comme ci-dessus et z une coordonnée locale en q € X. Alors,
T est d-tangentiel si et seulement si hO(T, Or(Q_pr)=1etilexistex : I' — P!, appelée fonction d-tangentielle associée d =, telle
que :

« est holomorphe en dehors de t=1(q) ;
dans un voisinage de m~1(q), le diviseur de péles de k + n*(%) estégaldd .

Définition 1.3. Un polyndéme unitaire P(T) = T" + Z?Zl ajT”‘j € K(X)[T] sera appelé d-tangentiel si et seulement si il
satisfait les propriétés suivantes :

e pour tout j=1,---,n, le coefficient «; appartient a H(X, Ox(jg)) ;
o tous les coefficients de z!P(T — 1) =: 227" + }"}_, a;T"~/ sont holomorphes en q;
o d est le plus petit naturel satisfaisant la propriété ci-dessus, i.e. : zP(T — %)|z:0 #0.

On notera 6y (X, z) le sous-ensemble des polyndmes d-tangentiels de degré n. Le sous-espace affine défini par les deux
premiéres conditions est 'union Oy ,(X,z) := u?zoei,n(x, 2).

Proposition 1.4. Soit 7 : (', D) — X un revétement d-tangentiel de degré n, muni d'une fonction d-tangentielle xc : T — P!, et notons
Pe(T)=T"+ 2?21 aj . T"~1 son polynéme caractéristique par rapport a l'extension algébrique K(I") /K (X). Alors P,. appartient a
04.n(X, 2), et il est irréductible dans K (X)[T] si m est indécomposable, ou puissance d’un autre polyndme si 1 est décomposable.

Démonstration. Au signe prés, o est la j-iéme fonction symétrique de « par rapport a m. Rappelons aussi que « est
holomorphe en dehors de ©=1(q) et a, en tout point r € t~'(q), un pdle d’ordre majoré par indy(r), I'indice de ramification
de m en r. Il s'ensuit que o, € HO (X, (’)X(jq)). D'ol P, satisfait la premiére propriété. Vérifions les deux restantes.

La j-ieme fonction symmetrique de « +TC*(%) par rapport a 1 est égale, au signe pres, a aj,,(z*d. Celle-ci a un pole
simple en tout point r € D et est holomorphe en tout autre point de ©~!(g). Donc, aj,,(z*d doit avoir un pdle en g, d’ordre
majoré par min{d, j}. De plus, on peut vérifier que aj,,(z_d a un pole d'ordre égal a d (au moins) pour I =", _p indg(r).
D'olt Py €64,(X,z). Finalement, P, est irréductible si et seulement si le morphisme («,m): T — P! x X a degré 1 sur son
image {P,(T) = 0}. Dans le cas contraire, il est une puissance d’'un autre polynéme. Par exemple, si ® est décomposable,
il existe un revétement d-tangentiel ©: (I, D) — X et un morphisme ¢ : ' — T, de degré m > 1, tels que m:=mo ¢ et
D = ¢~ (D). 1l sensuit que kK =k o @, oll K est une fonction tangentielle pour x, et P, (T) = P=(T)™. O

Lemme 1.5 (Critére d'irréductibilité). Le polyndme P € 64 ,(X, z) n'est pas irréductible dans K (X)[T] si et seulement si il existe
Q€byw(X,2)et R€Og_q nn(X,2),000=<d <det0<n'<n,telsque P=QR.

Démonstration. Soit P € 6, ,(X,z) tel que P = QR avec 1 <n’:=degQ < n. Alors, pour t € K générique, le produit P(t) =
Q (t)R(t) est holomorphe en dehors de q. Il s’ensuit que les coefficients de Q (T) et R(T) le sont aussi. On montre alors,
par un calcul simple, qu’ils doivent satisfaire la propriété 1.3.1 ci-dessus, de méme que 1.3.2 pour d’,d” € N. En particulier,
zd/+d”P(T — %) = zd/Q(T — %)zd”R(T - %) doit avoir tous ses coefficients holomorphes en g et sa restriction en z=0 ne
peut pas s'annuler. Donc d’ +d” =d. En d’autres termes, Q € 6y (X, z) et R€Og_g n—p(X,2). O
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Lemme 1.6. Soit P(T) = T"+>"7_, a;T"J € K(X)[T] et notons ' P(T — 1) =: 2T+ 3}_; a;T"~J. Alors, pour tout j =1, --- ,n,
le coefficient a; satisfait, au voisinage de q, I'égalité :

DI () | iy,
GO = ((1) 2 (1 - i)(_,@ “i)'

i=1

Si en plus q € X n'est pas de Weierstrass, g <d <netaj e HO(X, Ox(jq)) pour tout j=1,---,n, alors pour tout j <d le

coefficient a;(z) est égal d a;j(z) = z24~Ib(z), avec :

et

b j(z)holomorphe telle que b;(0) = (’;) (—l)j sij<g

b;j(0) = G)(—l)j + Z (r;:;)(—l)j_"z"ai(z)\z:o pourtoutg < j <d.
g<i<j

Enfin, demander que les coefficients restants (éventuels) {a;,d < j < n} soient holomorphes en q revient a résoudre un sys-

téme triangulaire en les développements polaires des coefficients {oj, d < j < n}, oul a chaque pas la solution est unique modulo
HO(X, Ox(dg)).

Le lemme ci-dessus se demontre par calcul direct et implique que ®g4 (X, z) est vide dans tous les cas cités ci-apres.

Proposition 1.7.

1. ®on(X,2)=0sip=0,ousip>0etn¢ pN*.

2. ©1.2(X, z) # @ si et seulement si X est hyperelliptique et q de Weierstrass.

3. Soit n > 2 et g > 1, alors ©1,,(X,z) = ¥ chaque fois que, soit p =0, soit p > 5 et n(n — 1)(n — 2) ¢ pN, soit p =3 et
(n+ 1)(n+ 4) € 9N, ou finalement, p=2etn — 3 € 4N.

4. Supposons hO(X, Ox(gq)) =1 etd < min{g,n}. Alors Og,(X,z) =0 sid<n<gousip=0.Siau contraire p>0etd <
g <, 50it Og n (X, 2) =9, soit dim (Og (X, 2)) < n.

Démonstration.

1. Quandd=0o0naa; = fg + a1, lequel devrait étre holomorphe en z =0, forcant vy a avoir un pole simple. Contradic-
tion !

2.Quandd=1onaa; = % — a1 + zay, lequel devrait étre holomorphe en z = 0. Donc, &, doit avoir un pole double en g,
ie. X est hyperelliptique et g un point de Weierstrass.

3. Soitn>2 et P(T)=T"+}_; &;T" "/ € ©1 (X, 2). Alors les coefficients a et as sont égaux a a; = G) I+ —nyar +
Zop et a3 = —(g)zl2 + (";1)%011 + (2 — n)ay + zas. 1l s'ensuit, sous les conditions annoncées, que o et a3 ont un pole
double et triple en g, respectivement. Donc, X est une courbe elliptique (i.e. g =1).

4. Supposons h%(X, Ox(gq)) =1 et soit P(T) =T" + Z’}zl ;T € K(X)[T], avec chaque oj € HO(X, Ox(jq)), et notons

22P(T — %) =Z4T" + Z'}:] a;T"J. Rappelons que

DI\ S m—i\ (—1)" o
aj= Zid <(j>+2(j—i)(_z) oz,-) et ap(2) = nd (H—;(—z) oe,-).

i=1

Sid<n<g,le coefficient a,(z) = (z’,,l)dn (1 + Z?:l(—z)iozi) a un pole d’'ordre n—d en q. D'ou ®y4 (X, z) = . Supposons
dorénavant d < g <n. Si j <d, la fonction a; est holomorphe en g, quelles que soient les constantes {aq,---, a;}. Pour
tout autre j > d, une fois choisis {oq,---,aj_1}, il existe au plus un élément «; € HO(X, Ox(jq)) tel que le coefficient
a;j correspondant soit holomorphe en q. Pour cela, il faut que p > 0 et ('}) € pN. Il s'ensuit que O4,(X,2) =0 si p=0

ou s'il existe j > d tel que (’]1) ¢ pN. Dans le cas contraire, on en déduit tout d’abord que dim (®g,(X,2)) <n. Par
ailleurs, du fait que (—1)"z"9a,(z) = 1 +>0 (—2)'e; a un zéro d’ordre >n—d > 2, la constante o satisfait I'équation
T—a1z+ Y, (=2 @ =0mod(z%). D'oll dim (Og (X, 2)) <n. O

Théoréme 1.8. Soient g < d < n, mais g < n et supposons en plus que q € X ne soit pas de Weierstrass. Alors, 04 ,(X, z) est un
ouvert dense de ®g (X, z), de dimension n(d — g+ 1) — %(d — g)(d + g — 1), et son élément générique est irréductible. De plus,
Ogn(X,2) = Ogn(X, 2) et tout P € 0 5 (X, z) est irréductible, si (Z) ¢ pN.
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Démonstration. D'aprés le lemme ci-dessus, les d premiers coefficients (i.e. : {aq,---,aq}) peuvent étre choisis arbitraire-
ment. On vérifie également que les n — d restants s’obtiennent, modulo un élément arbitraire de H®(X, Ox(dq)) chacun, en
résolvant un systéme triangulaire en les coefficients précédents. Donc

d
dim©gn(X,2) =Y _h(X, Ox(jg)) + (n — )h°(X, Ox (dg)).
j=1

Or, le point q € X n’étant pas de Weierstrass, on a h®(X, Ox(jq)) =1 pour tout j < g et h%(X, Ox(jq)) =d — g + 1 pour
tout j > g. En remplacant dans la formule ci-dessus, on obtient la dimension annoncée. Il en résulte aussi (avec 1.7.4),
que dim (¢ (X, 2)) + dim (O4_g n—n (X, 2)) < dim (Og,n(X, 2)), pour tous d’ <d et n’ < n. Donc, d'aprés le Critére 1.5, les
éléments irréductibles dans ®g ,(X, z) forment un ouvert dense.

Il reste a prouver que 6g,(X,2z) = Oyn(X,2) \ Og_1,(X,2) est un ouvert dense de ®yn,(X,z). Si d > g, on a
dim (©¢,(X, 2)) — dim (Og_1,a(X,2)) =n+1—d > 0, d'ou le résultat. Pour d = g enfin, si p=0 ou (g) ¢ pN, on sait
que Og_1 (X, z) =0. Cela implique que 0y (X, z) = Og 5 (X, 2) et que tout élément est forcément irréductible. Dans le cas
contraire, c’est-a-dire p > 0 et (g) € pN, on a dim (Ogn(X,2)) — dim (Og_1,n(X,2)) =n — dim (Og_1,n(X,2)) > 0, d’aprés
1.7.4. Donc, 05 n (X, z) est un ouvert dense de O ,(X,2). O

Définition 1.9.

1. Fixons z: X — P!, fonction méromorphe avec un zéro simple en q et | autres notés {c;} (I > 1). On considére les ouverts
affines U := X\ {q} et U := X\ {@;}. On note nts : S — X la surface réglée obtenue par recollement des fibres au-dessus
de ¢ eUNT, entre P! x U et P! x U, au moyen de la translation ci-dessous :

quel que soit g € U NU, on identifie (T,q') € P! x U avec (T — %q,) q)eP! xU.

2. Les sections a linfini, ¢ € U — (00,q") e P! x U et ¢ € U — (00,q’) € P! x U, coincident et définissent une section
particuliére not ée C, C S.

3. On note S la fibre ngl(q), ps:=Co NSy et Ks le diviseur canonique de S. Ce dernier est numériquement équivalent
a celui de la 2-forme dT A dz (donc a —2C, + (28 — 2)Sy).

4. Etant donné P(T) € K(X)[T], vu comme morphisme rationnel P! x U c S — P!, les diviseurs de zéros {P(T) =0} C
P! x U et {P(T — 1) =0} P! x U se recollent au-dessus de U N U et définissent un diviseur effectif de S noté Yp.

Proposition 1.10. Soit © : (I', D) — X un revétement d-tangentiel indécomposable de degré n. Alors, son genre arithmétique est
majoré parn(d+g—1)+1— %d(d +1).

Démonstration. Soit x : ' — P! une fonction d-tangentielle associée 3 m et P(T) son polynéme caractéristique. Alors T se
factorise via la projection naturelle Yp € S — X du diviseur irréductible associé a P dans 1.9.4. Par ailleurs, du fait que
P €641(X,2), on en déduit que Yp est linéairement équivalent a nC, + Sy et n'intersecte C, qu’au point pgs, ol il a une
singularité de multiplicité d. Donc, son genre arithmétique vaut p,(Yp) =n(d+g— 1)+ 1 —d et celui de I" est majoré par
paM) <nd+g-1D+1-d—3dd-1D=nd+g-1D+1-1dd+1). O

Remarque 1.11. Fixons P € 6; ,(X, z) tel que Yp C S soit une courbe irréductible, ayant une singularité ordinaire de multipli-
cité d en ps. En éclatant ps € Yp C S, on lui associe naturellement un revétement mp : (Cp, D) — X de genre arithmétique
pa(Cp)=nd+g—-1)+1— %d(d+ 1), marqué en d points de la fibre n;l (g). Si, en plus, celui-ci vérifie hO(I‘p, Or,,(D)) =1,
on peut affirmer qu'il est d-tangentiel. Nous énoncons ci-dessous, mais sans preuve car trop longue, des conditions assurant
que cela est vrai pour P € 6;,(X,z) suffisamment générique. Nous construisons enfin des tours infinies de revétements
1-tangentiels, qui n’existent qu'en caractéristique positive.

Proposition 1.12. Soient g <d <net g <n, mais (n — g)(;) ¢ pN si g = d. Supposons en plus que q € X ne soit pas de Weiers-

trass. Pour tout P € 04 ,(X,z), onnotee:I'p C S — Yp C S le transformeé strict de Yp par I'éclatement de ps € S. Alors, pour P
suffisement générique :

o Yp estirréductible et a une singularité ordinaire de multiplicitéden ps ;
e T:=Tgoe:'p— X estétale aux d pré-images e~ (ps) C n~1(q);
e I'p aun genre arithmétique égalan(d+g—1) — %d(d + 1)+ 1, etestlissesi p=0.

Corollaire 1.13. Soient g <d <net g <n, mais (n — g)(g) ¢ pNsi g =d, et supposons que q € X ne soit pas de Weierstrass. Alors,
il existe une famille de revétements d-tangentiels de X, lisses si p = 0, de degré n, dimensionn(d — g+ 1) — %(d —gd+g—1)et
genre arithmétique n(d + g — 1) — 3d(d + 1) + 1.
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Définition 1.14 ([1/-2.1). Le point q € X est dit de Cartier si p > 0 et il existe f € HO(X,Ox(pq)) avec développement

de Laurent f = Zip — £+ 0(2), pour un certain ¢ € K. Quel que soit a € K*, on note alors I'; C S le diviseur associé a

Pq(T) :=TP —aT + f, muni de la projection ny :=msr,, dite d’Artin-Schreier, et x4 : g — P!, la restriction du morphisme
naturel P! x X ¢ S — P! défini par T (1.9.4.).

Théoréme 1.15. Pour tout a € K*, la courbe T’y ci-dessus est lisse et irréductible. De plus, 1tq est cyclique et étale au-dessus de X \ {q}.
Au casoita=c #0, le genre de I'c vaut p(g — 1) + 1 et 7. est étale et O-tangentiel. En particulier, P.(T) € 69 p(X, z). En revanche,
sia¢{c,0},ona:

e le genrede I'y vaut pg et ps est un point de Cartier de 'y ;
o le revétement m, est (uniquement et) sauvagement ramifiéen ps;
o 7y : (g, ps) — X est 1-tangentiel et k4 est une fonction tangentielle associée a .

Démonstration. Le diviseur I'; C S est défini, dans I'ouvert S\ S; et au voisinage de la fibre Sy, par les équations
Po(T)=TP —aT + s — £+ 0(2) =0 et Po(T — 1) =TP —aT + £ + 0(z) = 0, respectivement. En particulier, 1, et
P, sont O-tangentiels si a = ¢ et 1-tangentiels si a # c. Par ailleurs, du fait que ®gm(X,z) =9 pour tout 0 <m<p
(cf. Proposition 1.7.1), le Critére d’irréductibilité nous assure que P, l'est. On voit également que I'automorphisme
(T,2) e S+ (T +b,2) € S laisse T'y invariante, si b? = a. Cela implique que Iy est irréductible et que m, est cyclique
et étale au-dessus de X \ {g}. Regardons a présent 7, le long de la fibre 'y N S;.

1. Sia=c#0 alors ps ¢ I'y et M, est partout étale. De plus, 'y est lisse, linéairement equivalent a pC,, et donc de genre
p(g —1)+1 dapreés la formule d’adjonction.

2. Siaé¢{c,0} alors ps € Ty, ot elle est lisse d’équation z—azT' P + (a —c)T P+ 0(z>) TP =0.
Il en résulte que z a un zéro d’'ordre p en pg, donc 1y y est complétement ramifiée. De plus 'y est de genre pg, car
linéairement équivalente a pC, + Sy, et kg satisfait I'équation (kq + %)p —a(kq + %) + % + 0(z) =0. 1l en résulte
que kg est la fonction tangentielle associée a m, et que «q +% a un pole simple en ps. Son inverse, noté Ag, est

alors une coordonnée locale en pgs telle que % = é - ;’—ﬂ 4+ O(Aq). Du fait que % =Kq+ % on obtient finalement
ne

@—0ka= 33

— ﬁ + 0()g), i.e. ps est un point de Cartier de I'y;. O

Corollaire 1.16 (Tours infinies de revétements 1-tangentiels). Supposons p > 0 et g € X de Cartier. Soit f € H° (X, (’)x(pq)) avec

développement de Laurent f = zi,, — £+ 0(2) et (aj)n- une suite dans K \ {0, c}. En itérant le procédé ci-dessus a partir de

z
(To, 10, 20) := (X, q, 2), on obtient une tour {r; : (I';,rj) = (I'j_1,7j—1), j € N*} de revétements 1-tangentiels, munis pour tout
j = 1d'une fonction tangentiellexj : T'j — PP1. Il en résulte que le revétement abélien 1ty o - - - omj: (I'j,rj) = (X, q) est 1-tangentiel,

de genre gp’ et marqué en un point de Cartier (¥j > 2), avec fonction tangentielle Kj+ n}f (Kj—1) 4+ (M 0---omj)*(Kk1).

Remarque 1.17. Le résultat précédent est a 'opposé de la situation en caractéristique zéro. En effet, si p=0 et g > 1,
I'existence d’un revétement 1-tangentiel : (I',r) — X ne peut avoir lieu que si deg(nm) =2, I' et X sont hyperelliptiques
et g =mn(r) € X est un point de Weierstrass. Dans ce cas, r € I' n’en est pas un. En particulier, s’il existe une tour de
revétements 1-tangentiels au-dessus de (X, q), elle ne comporte qu'un seul étage, lequel doit avoir degré 2 ([2]-2.5).
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