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Soient d(n) et d∗(n) le nombre de diviseurs et le nombre de diviseurs unitaires de l’entier n, 
et posons S(x) =

∑
n≤x

D(n) =
∑
n≤x

d(n)

d∗(n)
(x ≥ 1). Un diviseur d d’un entier n est dit unitaire 

s’il est premier avec n
d . Dans cet article, nous montrons que S(x) ∼ Ax (x → +∞), où 

A = π2
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= 1,4276565 · · · , et que pour tout x ≥ 1, S(x) = Ax + R (x), 

tel que
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a b s t r a c t

Let d(n) and d∗(n) be the numbers of divisors and the numbers of unitary divisors of the 
integer n, and let S(x) =

∑
n≤x

D(n) =
∑
n≤x

d(n)

d∗(n)
(x ≥ 1). A divisor d of a integer n is called 

unitary if it is prime with n
d . In this paper, we prove that S(x) ∼ Ax (x → +∞), where 

A = π2
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1. Introduction

Il est connu que les grandes valeurs de la fonction D(n) oscillent indéfiniment autour de la fonction x �→ exp
(

ln 2
3

ln x
ln ln x

)
(x > e) [2] ; en revanche, la fonction D(n) prend la valeur 1 sur tout nombre premier p. Ce comportement erratique de D(n)

incite à l’étudier en moyenne, ce qui revient à l’étude de la fonction sommatoire réelle S (x) =
∑
n≤x

D(n) (x ≥ 1). Dans une 

première étape, on a fait un test numérique sur la suite S(n)
n , à partir duquel, on a constaté qu’elle se stabilisait autour du 

nombre 1,4270 · · · pour n = 9 ×105, . . . , 106, ce qui suggère que la limite du rapport S(x)
x quand x → +∞ est une constante 

A proche de la valeur 1,4270 · · · et que la fonction S (x) est asymptotiquement très proche de la fonction linéaire Ax. Il 
s’agit donc de montrer que S(x) ∼ Ax (x → +∞) où, A est une constante proche de 1,427, et d’étudier ensuite le reste 
R(x) = S(x) − Ax.

Le point de départ est l’évaluation de la série génératrice de la fonction D(n).
Dans cette direction, nous avons obtenu, pour 	(s) > 1, la relation suivante :

L(s) =
∑
n≥1

D(n)

ns
= ζ(s)G(s), où G(s) = ζ (2s)

∏
p

(
1 − 1

2p2s
+ 1

2p3s

)
. (1)

Ici et dans toute la suite, ζ(s) désigne la fonction zêta de Riemann. On se propose ici d’établir le résultat suivant.

Théorème. Pour tout x ≥ 1, on a :

∑
n≤x

D (n) = Ax + R (x) avec A = π2
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et
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2. Lemmes préparatifs

Lemme 1. La série de Dirichlet génératrice de la fonction arithmétique D(n) est donnée par

L(s) =
∑
n≥1

D(n)

ns
= ζ (s) G(s), où G(s) = ζ (2s)

∏
p

(
1 − 1

2p2s
+ 1

2p3s

) (
	(s) >

1

2

)
.

Démonstration. La fonction D(n) étant multiplicative, la série L(s) est un produit eulérien donné par la formule :

∏
p

+∞∑
n=0

D(pn)

pns
=

∏
p

(
1 +

+∞∑
n=1

n + 1

2pns

)
.

Remarquons que, pour 	(s) > 1, on a(
1 +

+∞∑
n=1

n + 1

2pns

)(
1 − 1

ps

)2

= 1 − 1

ps
+ 1

2p2s

alors, en multipliant et divisant L(s) par 
(

1 − 1
ps

)2
, on obtient

L(s) =
∏

p

(
1 − 1

ps
+ 1

2p2s

)
(ζ(s))2 (	(s) > 1) .

Comme on a(
1 − 1

ps
+ 1

2p2s

)(
1 + 1

ps

)
=

(
1 − 1

2p2s
+ 1

2p3s

)

alors pour 	(s) > 1, on a

L(s) =
∏(

1 − 1

2p2s
+ 1

2p3s

)∏(
1 + 1

ps

)−1

(ζ(s))2 .
p p
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Le résultat annoncé découle alors de la relation suivante

∏
p

(
1 + 1

ps

)−1

= ζ(2s)

ζ(s)
([1] page 231) .

Définition. On dit que l’entier n est quadratiquement saturé (en anglais squarefull) si n = 1, ou si, pour tout p premier, la 
valuation p-adique v p(n) satisfait v p(n) ≥ 2.

Proposition. Un entier n est quadratiquement saturé si est seulement si n s’écrit de manière unique sous la forme n = a2b3 avec a, b
des entiers strictements positifs et b sans facteurs carrés.

Lemme 2. La fonction multiplicative g(n) définie par

+∞∑
n=1

g (n)

ns
= G (s) =

∏
p

(
1 + 1

2p2s
+ 1

2p3s
+ 1

2p4s
+ . . .

)
,	(s) >

1

2

est strictement positive si et seulement si n est quadratiquement saturé.

Démonstration. Remarquons que pour tout nombre premier p on a

g(pα) =
{

0 si α = 1
1
2 si α ≥ 2.

Alors, 0 ≤ g(n) ≤ 1
2 pour tout n ≥ 2 et g (n) > 0 si seulement si n est quadratiquement saturé.

Lemme 3. Pour tout x ≥ 1, on a
∑

n2m3≤x

1 = ζ

(
3

2

)
x

1
2 + ζ

(
2

3

)
x

1
3 + O

(
x

1
5

)
.

Démonstration. Ce lemme résulte des Théorèmes 5.1 et 5.2 de [4].

Démonstration du théorème. La relation (1) fournit un prolongement analytique de L(s) dans le demi-plan 	(s) > 1
2 , dont 

la seule singularité est un pôle simple, de résidu G(1), en s = 1. Ceci implique que la fonction h (s) = ζ(s)G(s) − G(1)
s−1

est analytique dans le demi-plan 	 (s) > 1
2 ; le théorème d’Ikehara ([3], page 332, et [5], page 10) entraîne S (x) ∼ G (1) x

(x → +∞).
On a donc S (x) ∼ Ax (x → +∞), où

A = G (1) = ζ(2)
∏

p

(
1 − 1

2p2
+ 1

2p3

)
= 1,4276565 · · · .

Posons S (x) = Ax + R (x), où R (x) est le terme d’erreur.
La méthode élémentaire d’estimation de S(x) =

∑
n≤x

D (n) donne

S(x) =
∑
n≤x

∑
d|n

g (d) =
∑
d≤x

g (d)
[ x

d

]
≤ x

∑
d≥1

g (d)

d
= xG (1) = Ax,

d’où 0 ≤ −R (x) = Ax − S (x).

Pour T (x) =
∑
n≤x

g (n) et U (x) =
∑
n>x

g (n)

n
; en appliquant le lemme 2, on obtient

T (x) =
∑
n≤x

g (n) =
∑

n2m3≤x

g
(

n2m3
)

≤ 1

2

∑
n2m3≤x

1

et par le lemme 3, on a

T (x) ≤ 1
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On a ainsi, par l’intégrale de Stieltjes :

U (x) =
∑
n>x

g (n)

n
=

+∞∫
x

d [T (u)]

u
du = − T (x)

x
+

+∞∫
x

T (u)

u2
du

≤
+∞∫
x

T (u)

u2
du ≤

+∞∫
x

1
2

(
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3
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u2

du

≤ ζ
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3
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)
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2 + 3

4
ζ

(
2

3

)
x− 2

3 + O
(

x− 4
5

)
.

On observe que

−R (x) =
∑
d≤x

g (d)
{ x

d

}
+ x

∑
d>x

g (d)

d
≤ T (x) + xU (x),

d’où il résulte

−R (x) ≤ 3
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