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Soient, pour un nombre entier n = ∏
pa‖n pa � 2, les fonctions f (n) = ∑

pa‖n

∑a
m=1

1
m

(fonction additive) ( f (1) = 0) et Λ(n) = f (n) ln ln n
ln n . Il est démontré que lim supn→∞ Λ(n) =

1 et maxn�2 Λ(n) = Λ(232 792 560) = 1,471561 . . . Ces résultats nécessitent l’introduction, 
l’étude et le calcul effectif des nombres 1-hautement composés supérieurs. Ces nombres 
sont similaires aux nombres hautement composés supérieurs de Ramanujan.

© 2014 Publié par Elsevier Masson SAS pour l’Académie des sciences.

a b s t r a c t

For an integer n = ∏
pa‖n pa � 2, let us define the following functions f (n) = ∑

pa‖n

∑a
m=1

1
m

(additive function) ( f (1) = 0) and Λ(n) = f (n) ln ln n
ln n . It is proved that lim supn→∞ Λ(n) = 1

and maxn�2 Λ(n) = Λ(232 792 560) = 1.471561 . . . For these results, we have introduced, 
studied and effectively computed the so-called 1-superior highly composite numbers. These 
numbers are similar to the superior highly composite numbers of Ramanujan.

© 2014 Publié par Elsevier Masson SAS pour l’Académie des sciences.

1. Introduction

Pour k ∈ R (k > 0, k �= 1), on considère la fonction arithmétique Λ(k, n) = ln(dk(n)) ln ln n
(ln k)(ln n)

(n � 2), où dk(n) est le nombre des 
diviseurs généralisés définie par l’égalité (ζ(s))k = ∑∞

n=1
dk(n)

ns (�(s) > 1) et ζ(s) est la fonction de Riemann. Le produit 

eulérien sur la fonction ζ(s) permet d’obtenir l’égalité ln(dk(n))
ln k = ∑

pa‖n(
ln( k+α−1

α )

ln k ) pour k > 0, k �= 1 et n = ∏
pa‖n pa � 2

(
ln(dk(1))

ln k = 0). Il est élémentaire de voir que limk→0+ (
ln( k+α−1

α )

ln k ) =
{

1 si α=1
0 si α>1

et limk→1(
ln( k+α−1

α )

ln k ) = 1
α (α � 1). Il s’en-

suit que limk→0+ Λ(k, n) = ω(n) ln ln n
ln n = Λ(0, n) où ω(n) = ∑

p|n 1 et limk→1 Λ(k, n) = f (n) ln ln n
ln n = Λ(1, n) = Λ(n), où 

f (n) = ∑
pa‖n

∑a
m=1

1
m ( f (1) = 0). Nous prolongeons ainsi la fonction k �→ Λ(k, n) (n � 2) par continuité à tout R+ . Pour 
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k � 0, on note par λ(k) le maximum absolu de la fonction n �→ Λ(k, n) (n � 2) et Mk un nombre en lequel ce maximum 
est atteint. On sait que (M0, λ(0)) = (223 092 870, 1,3840 . . .) (cf. [7, théorème 11] ou [6, p. 81]) et, pour k > 0 et k �= 1, 
il est connu que lim supn→∞ Λ(k, n) = 1 (cf. [3]), donc la fonction n �→ Λ(k, n) (n � 2) est majorée. On sait aussi (cf. [4]) 
que (M2, λ(2)) = (6 983 776 800, 1,5379 . . .). On note que Λ(2, n) = ln(d(n)) ln ln n

(ln 2)(ln n)
, où d(n) = d2(n) est le nombre de diviseurs 

de n. On souligne que, pour tout k > 1 fixé, les techniques de [3] et [4] sont applicables à la fonction n �→ Λ(k, n) (n � 2) et 
permettent de déterminer Mk et λ(k). À titre d’exemple, on a (M3, λ(3)) = (43 243 200, 1,448 . . .) (cf. [6, p. 51]).

Le but de cet article est la détermination de M1 et λ(1). Pour cela, on a introduit et étudié une suite de nombres 
entiers > 0 liés à la fonction f (n) que l’on a appelé les nombres 1-hautement composés supérieurs (1-hcs). Ces nombres 
sont similaires aux nombres k-hautement composés supérieurs de Ramanujan (cf. [5, §57] ou [1, p. 359]) ou aux nombres 
colossalement abondants étudiés dans [2] (cf. aussi [5, §59] ou [1, p. 361]).

Pour la fonction n �→ Λ(k, n) (k � 0), il est intéressant de démontrer l’existence d’une suite de nombres réels (kn)n∈N ⊂
[0, +∞) telle que Mk soit constant dans tout intervalle (kn, kn+1) (n � 1). Cette question, non encore résolue, a fait l’objet 
de travaux de recherche continus de notre part. Les résultats obtenus sur la fonction Λ(n) sont résumés dans le Théorème 
ci-dessous.

Théorème 1.1. 1. lim supn→∞ Λ(n) = 1 et il existe une infinité de N tels que Λ(N) > 1.
2. Le maximum absolu de Λ(n) est atteint au nombre 1-hcs N = 232 792 560 et vaut 1,471561 . . .

Notations. Nous désignons par P = {2, 3, 5, 7, . . .} l’ensemble des nombres premiers et par P ′ = {2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 11, . . .}
l’ensemble des puissances de nombres premiers. La lettre p désigne un nombre premier. On définit π(x) = ∑

p�x 1, Π(x) =∑
pa�x

1
a = π(x) +O(

√
x) et les fonctions de Chebichev θ(x) = ∑

p�x ln p et ψ(x) = ∑
pa�x ln p = θ(x) +O(

√
x).

Dans cet article, on utilise le théorème des nombres premiers sous les formes suivantes :

π(x) = x

ln x
+ x

ln2 x
+O

(
x

ln3 x

)
et ψ(x) = x +O

(
x

ln2 x

)
. (1)

2. Les nombres 1-hautement composés supérieurs (1-hcs)

Définition 2.1. Un nombre entier N � 1 est dit 1-hcs s’il existe un nombre réel x > 1 tel que

f (n) − lnn

ln x
� f (N) − ln N

ln x
pour 1 � n � N et f (n) − ln n

ln x
< f (N) − ln N

ln x
pour n > N.

On dit alors que N est un nombre 1-hcs de paramètre x.

Proposition 2.2. Pour tout nombre réel x > 1, il existe un unique nombre 1-hcs noté N(x) de paramètre x. N(x) est le ppcm des 
nombres � x ; autrement dit, on a N(x) = ∏

p�x p� ln x
ln p  , ln N(x) = ψ(x) et f (N(x)) = Π(x).

Remarque. Ramanujan signale cette proposition : voir la fin du §57 de [5] ou [1, p. 360].

Démonstration. Posons g(n) = f (n) − ln n
ln x ; la fonction g est additive et l’on a g(pa) = (

∑a
m=1

1
m ) −a ln p

ln x et g(pa) − g(pa−1) =
1
a − ln p

ln x . Cette quantité est � 0 pour 1 � a � a0(p) avec a0(p) = � ln x
ln p  et, pour p fixé, g(pa) est maximal pour 1 � a = a0(p). 

Si x = pb ∈P ′ , le maximum de g(pa) est atteint en deux points a = b et a = b − 1.
En écrivant n = ∏

p∈P pap et en remarquant que, lorsque p > x, on a a0(p) = 0, on voit que le maximum de g(n) =∑
p∈P g(pap ) est égal à 

∑
p∈P, p�x g(pa0(p)) = g(N(x)).

Lorsque x /∈ P ′ , on a g(n) < g(N(x)) pour n � 1 et n �= N(x) tandis que, si x = pa ∈ P ′ , le maximum de g(n) est atteint 
en deux nombres N(x) et N(x)/p = N(x − 1). Dans les deux cas, N(x) est le seul nombre 1-hcs de paramètre x.

Lemme 2.3. Soit N0 = N(x0) � 2 un nombre 1-hcs. Soit N1 un nombre entier tel que N1 > N0 et x1 > 1 un nombre réel. On suppose 
que :

∀n � N0, f (n) − ln n

ln x1
� f (N1) − ln N1

ln x1
et ∀n > N1, f (n) − lnn

ln x1
< f (N1) − ln N1

ln x1
. (2)

Alors on a x1 > x0 , N1 est 1-hcs et N1 = N(x1).

Démonstration. Puisque N0 = N(x0) et N1 > N0, on a f (N1) − ln N1
ln x0

< f (N0) − ln N0
ln x0

, et la relation (2) avec n = N0 donne :

f (N0) − ln N0 � f (N1) − ln N1
. (3)
ln x1 ln x1
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x N(x) = N f (N) Λ(N)

1 < x < 2 1 0 indéfinie

2 � x < 3 2 1 −0,528766 . . .

3 � x < 4 6 = 2 · 3 2 0,650978 . . .

4 � x < 5 12 = 22 · 3 5/2 0,915763 . . .

5 � x < 7 60 = 22 · 3 · 5 7/2 1,204984

7 � x < 8 420 = 22 · 3 · 5 · 7 9/2 1,339845 . . .

8 � x < 9 840 = 23 · 3 · 5 · 7 29/6 1,368929 . . .

9 � x < 11 2520 = 23 · 32 · 5 · 7 16/3 1,401577 . . .

11 � x < 13 27 720 = 23 · 32 · 5 · 7 · 11 19/3 1,439602 . . .

13 � x < 16 360 360 = 23 · 32 · 5 · 7 · 11 · 13 22/3 1,460976 . . .

16 � x < 17 720 720 = 24 · 32 · 5 · 7 · 11 · 13 91/12 1,462805 . . .

17 � x < 19 12 252 240 = 24 · 32 · 5 · 7 · 11 · 13 · 17 103/12 1,468558 . . .

19 � x < 23 232 792 560 = 24 · 32 · 5 · 7 · 11 · 13 · 17 · 19 115/12 1,471561 . . .

23 � x < 25 5 354 228 880 = 24 · 32 · 5 · 7 · 11 · 13 · 17 · 19 · 23 127/12 1,468887 . . .

Fig. 1. Table des 14 premiers nombres 1-hcs.

Cela entraîne ln(N1/N0)
ln x1

� f (N1) − f (N0) < ln(N1/N0)
ln x0

et x1 > x0.

Soit n < N0. Puisque N0 = N(x0), on a f (n) − ln n
ln x0

� f (N0) − ln N0
ln x0

et comme 1
x0

> 1
x1

, il vient :

f (n) − ln n

ln x1
= f (n) − ln n

ln x0
+ ln n

(
1

ln x0
− 1

ln x1

)
� f (N0) − ln N0

ln x0
+ ln N0

(
1

ln x0
− 1

ln x1

)

= f (N0) − ln N0

ln x1
� f (N1) − ln N1

ln x1
(par (3)),

ce qui, avec l’hypothèse (2) prouve que N1 est 1-hcs de paramètre x1.

3. Démonstration du théorème

Lemme 3.1. Soit n vérifiant 2 � n � 2520. On a Λ(n) � Λ(2520).

Démonstration. On peut s’en assurer par le calcul. On peut aussi observer que 2520 = N(9) est 1-hcs et donc f (n) � ln n
ln(9)

+
f (2520) − ln(2520)

ln(9)
= 1

ln(9)
(ln n +b) avec b = f (2520) ln(9) − ln(2520) = 3,8865 . . . On en déduit Λ(n) � 1

ln(9)
(ln ln n +b ln ln n

ln n ). 
Puisque b < e2, la fonction t �→ t + bte−t est croissante sur R et l’on a Λ(n) � 1

ln(9)
(ln ln(2520) + b ln ln(2520)

ln(2520)
) = Λ(2520). �

Démonstration du point 1 du théorème. Soit n assez grand et N ′ et N les deux nombre 1-hcs consécutifs tels que N ′ <

n � N . Soit x = pa ∈ P ′ tel que N = N(x) et N ′ = N(x)/p � N(x)/x. On a f (n) � ln n
ln x + f (N) − ln N

ln x � f (N) et Λ(n) �
f (N) ln ln N ′

ln N ′ � Π(x) ln(ψ(x)−ln x)
ψ(x)−ln x , ce qui, par (1), entraîne : lim supn→∞ Λ(n) � limx→∞ Π(x) ln(ψ(x)−ln x)

ψ(x)−ln x = 1.

Ensuite, par (1), on a Λ(N(x)) = Π(x) ln(ψ(x))
ψ(x) = 1 + 1/ ln(x) +O( 1

ln2(x)
) > 1 pour x assez grand.

Démonstration du point 2 du théorème. Il résulte du point 1 que Λ(n) est majoré. Soit λ = maxn�2 Λ(n) et M un nombre 
tel que Λ(M) = λ. Par la table de la figure 1, on voit que λ > 1,47 et, par le lemme 3.1, que M > 2520. Nous allons prouver 
que

M = N(x) avec x = exp

(
(ln ln M)2

λ(ln ln M − 1)

)
. (4)

Soit n > 2520 et posons L = ln ln M > 2. On écrit :

f (n) − lnn

ln x
=

(
f (n) − λ

ln n

ln ln n

)
+ λ

(
lnn

ln ln n
− L − 1

L2
ln n

)
.

Par définition de λ, la première parenthèse est � 0 et s’annule pour n = M . La seconde parenthèse est égale à y(ln ln n) en 
posant y(t) = et − L−1

2 et . On a y′(t) = − et (L−1)
2 2 (t − L)(t − L ). Puisque L > 2, on a 1 < L/(L − 1) < 2. On en déduit que 
t L t L L−1



550 A. Derbal / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 352 (2014) 547–550
y′(t) < 0 pour 2 < t < L, y′(t) > 0 pour t > L et y′(L) = 0. Il en résulte que l’on a f (n) − ln n
ln x � λ y(ln ln M) = f (M) − ln M

ln x
avec égalité si et seulement si n = M , ce qui, avec le lemme 2.3, prouve M = N(x).

Supposons maintenant M � N(25) et x � 25. Par (4), on aurait λ = L2

(ln x)(L−1)
. Or on a ln M = ψ(x) � 1.04 x (par [8, 

(3.35)]) et L � ln x + 0,04, ce qui, puisque L > 2, impliquerait

λ� (ln x + 0,04)2

(ln x)(ln x − 0,96)
=

(
1 + 0,04

ln x

)(
1 + 1

ln x − 0,96

)
�

(
1 + 0,04

ln(25)

)(
1 + 1

ln(25) − 0,96

)
< 1,47.

Donc M � N(25) est impossible et M est l’un des nombres 1-hcs de la table de la figure 1.

Une deuxième démonstration de lim sup Λ(n) = 1. Sans faire usage des nombres 1-hcs, on utilise les assertions suivantes :

(a)
∑a

m=1
1
m � 1 + ln a, ln a � (a − 1) ln 2 (a ∈N, a � 1),

(b) ω(n) = ∑
p|n 1 � ln n

ln ln n + 1,46 ln n
(ln ln n)2 pour n � 3 (cf. [7, théorème 12] ou [6, p. 77]),

(c) pour tout pa divisant exactement n (avec a � 1), on a ln a � ln( ln n
ln 2 ),

(d) pour toute fonction g = g(n) > 1, on a 
∑

pa‖n, p�g a � ln n
ln g .

On écrit :

f (n) =
∑
pa‖n

a∑
m=1

1

m
�

∑
pa‖n

(1 + ln a) �
∑
pa‖n

1 +
∑

pa‖n, p�g

ln

(
lnn

ln 2

)
+

∑
pa‖n, p>g

(a − 1) ln 2

=
∑
pa‖n

(1 − ln 2) +
∑

pa‖n, p�g

(
ln

(
ln n

ln 2

)
+ ln 2

)
+ (ln 2)

∑
pa‖n, p>g

a

� (1 − ln 2)ω(n) + π(g)

(
ln

(
lnn

ln 2

)
+ ln 2

)
+ (ln 2)

lnn

ln g
.

En posant g = ln n
(ln ln n)2 et en majorant ω(n) par (b), on obtient f (n) � (1 + o(1)) ln n

ln ln n et lim supn→∞ Λ(n) � 1.

Soit T p = exp(θ(p)) le produit des nombres premiers � p. Par (1), on a Λ(T p) = π(p)
ln(θ(p))

θ(p)
= 1 + 1/ ln(p) +

O( 1
ln2(p)

) > 1 pour p assez grand.
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