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Soient (Ω,F ,μ) un espace de probabilité et X un espace de Banach. On montre que les
espaces X et Lp(μ, X) sont complémentés dans X∗∗ et VBp(μ, X), respectivement, si et
seulement si Lp(μ, X) est complémenté dans son bidual, 1 � p < ∞. Si p = ∞, il faut
considérer L∞(μ) ̂̂⊗ X au lieu de L∞(μ, X).
Dans la suite, on suppose que X contient une copie de c0. En construisant une copie
convenable de �∞ dans VBp(μ, X) lorsque μ est sans atome, on montre que Lp(μ, X)

n’est pas complémenté dans VBp(μ, X), 1 � p � ∞.
Soit E le sous espace fermé de L∞(μ, X) définissant des opérateurs : L1(μ)/Z → X , où Z
est un sous espace fermé de L1(μ). On construit une copie de �∞ dans E lorsque Z⊥ n’est
pas isomorphe à un espace de Hilbert. On en déduit que, si de plus Z⊥ ne contient pas de
copie de c0, l’espace Z⊥ ̂̂⊗ X n’est pas complémenté dans E .
Les deux premiers résultats sont connus pour p = 1, en remplaçant VB1(μ, X) par sa copie
isométrique cabv(μ, X).

© 2013 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

a b s t r a c t

Let (Ω,F ,μ) be a probability space and X a Banach space. We first show that X and
Lp(μ, X) are complemented in X∗∗ and VBp(μ, X), respectively, if and only if Lp(μ, X) is
complemented in its bidual, 1 � p < ∞. If p = ∞, one considers L∞(μ) ̂̂⊗ X instead of
L∞(μ, X).
We now assume that X contains a copy of c0. By constructing a suitable copy of �∞ in
VBp(μ, X) if μ is atomless, we show that Lp(μ, X) is not complemented in VBp(μ, X),
1 � p � ∞.
Let E be the closed subspace of L∞(μ, X) defining operators: L1(μ)/Z → X , where Z is
a closed subspace of L1(μ). We construct a copy of �∞ in E when Z⊥ is not isomorphic
to a Hilbert space. We deduce that, if moreover Z⊥ contains no copy of c0, the subspace
Z⊥ ̂̂⊗ X is not complemented in E .
The first two results are known for p = 1, replacing VB1(μ, X) by its isometric copy
cabv(μ, X).

© 2013 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.
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1. Introduction

Soient (Ω,F ,μ) un espace de probabilité et X un espace de Banach. Lp(μ, X) est l’espace des classes de fonctions :
Ω → X (pour l’égalité μ-presque partout), fortement mesurables et de puissance pe intégrable si 1 � p < +∞, fortement
mesurables bornées si p = ∞.

Si 1 � p � ∞, l’exposant conjugué q est défini par 1/p + 1/q = 1.
VBp(μ, X), 1 � p � ∞, désigne l’espace des opérateurs T : Lq(μ) → X , tels qu’il existe gT � 0 dans Lp(μ), vérifiant, pour

toute f ∈ Lq(μ),

‖T f ‖X �
∫
Ω

∣∣ f (ω)
∣∣gT (ω)dμ(w),

muni de la norme

‖T ‖VBp(μ,X) = inf
{∥∥gT

∥∥
L p(μ)

}
.

En particulier, VB∞(μ, X) coïncide avec l’espace des opérateurs bornés : L1(μ) → X . Il est clair que les espaces VBp(μ, X)

sont emboîtés.
Notons que si T ∈ VBp(μ, X), 1 � p � ∞, il existe gT telle que ‖T ‖VBp(μ,X) = ‖gT ‖Lp(μ) : si 1 < p � ∞, ceci est dû à la

w∗-compacité des boules de Lp(μ) ; on le vérifie un peu plus loin si p = 1.
Signalons que VBp(μ, X∗) est le dual de Lq(μ, X), 1 < p �∞ [5, chap. II-13-3, cor. 1]. On a noté X∗ le dual de X .
Lorsque m est la mesure de Lebesgue sur le tore T, la définition de VB1(m, X) considérée ici est différente de celle

considérée dans [1]. On notera indifféremment Lp(m) ou Lp(T).
À toute fonction ψ ∈ Lp(μ, X), on associe l’opérateur Tψ : Lq(μ) → X , défini par :

Tψ( f ) =
∫
Ω

f (ω)ψ(ω)dμ(ω).

L’application : ψ → Tψ est une isométrie : Lp(μ, X) → VBp(μ, X), identifiant donc Lp(μ, X) à un sous-espace fermé de
VBp(μ, X) [4, lemme 2], [3, p. 98].

Les éléments de VB1(μ, X) sont des opérateurs dominés (au sens de [13]), si on identifie L∞(μ) à C(S), où S , compact,
est le spectre de L∞(μ).

On note L∞(μ) ̂̂⊗ X la fermeture dans L∞(μ, X) des fonctions étagées ; ce produit tensoriel injectif s’identifie à C(S, X)

ainsi qu’à l’espace des opérateurs compacts : L∞(μ) → X . D’après [13], l’espace VB1(μ, X) est en dualité normante avec
L∞(μ) ̂̂⊗ X∗ .

On note M(F , X) l’espace des mesures σ -additives à variation bornée définies sur (Ω,F) à valeurs dans X et cabv(μ, X)

le sous-espace formé des mesures M dont la variation |M| est dans L1(μ).
Il est facile de voir (cf. [5, III-19-3, th. 2]) que cabv(μ, X) coincide avec VB1(μ, X), en posant M(F ) = T (1F ), F ∈ F . En

effet, si M ∈ cabv(μ, X), T est défini par linéarité sur les fonctions étagées, puis par densité sur L∞(μ), et |M| fournit un
gT dμ. Inversement, si T ∈ VB1(μ, X), M est une fonction additive sur F par la linéarité de T , on voit que |M| � gT dμ, et
M est σ -additive car, si les Fn ∈F , n ∈ N, sont deux à deux disjoints, par le théorème de convergence monotone, on a :∥∥∥∥∥M

( ⋃
n�0

Fn

)
− M

(
N⋃

n=0

Fn

)∥∥∥∥∥
X

= ∥∥T (1⋃
n>N Fn )

∥∥
X �

∫
1⋃

n>N Fn gT dμ →N→∞ 0.

Les principaux résultats de l’article sont les théorèmes 2.1 et 3.1, 3.8.
D’après [7, th. 4], les espaces X et L1(μ, X) sont complémentés dans X∗∗ et cabv(μ, X) respectivement, si et seulement

si L1(μ, X) est complémenté dans son bidual. Le théorème 2.1 généralise ce résultat à Lp(μ, X), 1 < p < ∞, en remplaçant
cabv(μ, X) par VBp(μ, X).

D’après [6, th. 3.1], L1(μ, X) ne peut être complémenté dans cabv(μ, X) si X contient c0 et μ est sans atome. De même,
le théorème 3.1 généralise ce résultat à Lp(μ, X), 1 < p � ∞, en remplaçant cabv(μ, X) par VBp(μ, X).

Nous présentons aussi les preuves dans le cas p = 1 pour la commodité du lecteur.
Nous considérons enfin le sous espace fermé E de L∞(μ, X) définissant des opérateurs : L1(μ)/Z → X , où Z est un

sous-espace fermé de L1(μ). Le théorème 3.8 montre que l’espace Z⊥ ̂̂⊗ X n’est pas complémenté dans E , sous les hypo-
thèses : Z⊥ n’est pas isomorphe à un espace de Hilbert, X ne contient pas de copie de c0, et L1(μ)/Z est séparable.

2. Une condition nécessaire et suffisante pour que L p(μ, X) soit complémenté dans VBp(μ, X)

Théorème 2.1. Soient (Ω,F ,μ) un espace de probabilité, X un espace de Banach et 1 � p < ∞. Les espaces X et L p(μ, X) sont
complémentés dans X∗∗ et VBp(μ, X), respectivement, si et seulement si L p(μ, X) est complémenté dans son bidual. Lorsque p = ∞,
on a un résultat analogue en remplaçant Lp(μ, X) par L∞(μ)̂̂⊗X.
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Notre preuve utilise essentiellement les mêmes idées que celle de [7, th. 4] pour le cas p = 1 ; le cas 1 < p � ∞ est un
peu plus simple. Un cas particulier du lemme 2.2 (qui remplace [7, lemme 2]) est montré dans [1, preuve du théorème 3.1].

Lemme 2.2. Il existe une isométrie U : VBp(μ, X) → Lp(μ, X)∗∗ , 1 � p < ∞, qui coincide avec l’identité sur Lp(μ, X). Lorsque
p = ∞, on a un résultat analogue en remplaçant L∞(μ, X) par L∞(μ)̂̂⊗X.

Démonstration. Si F ′ est une sous-tribu de F , on note E
F ′
q : Lq(μ) → Lq(F ′,μ) l’espérance conditionnelle.

L’ensemble I = {F ′; F ′ sous-tribu finie de F} est ordonné par inclusion. Soit U un ultrafiltre plus fin que le filtre des
sections de I .

(a) Pour toute fonction étagée f , il existe F ′ ∈ I telle que E
F ′
q f = f . Par définition, EF ′

q f
U→ f dans L∞(μ). Comme les

fonctions étagées sont denses dans Lq(μ), 1 � q � ∞, on a E
F ′
q f

U→ f dans Lq(μ), pour toute f ∈ Lq(μ).
Si T ∈ VBp(μ, X), 1 � p � ∞, on a donc :∥∥T ◦EF ′

q f − T f
∥∥

X →U 0.

(b) Soit T ∈ VBp(μ, X), 1 � p � ∞. L’opérateur T ◦EF ′
q , F ′ ∈ I , agit en fait sur l’espace de dimension finie Lq(F ′,μ), vu

comme quotient de Lq(F ,μ) ; il existe donc une fonction (étagée) ψ T
F ′ ∈ Lp(F ′,μ, X) telle que, pour toute f ∈ Lq(μ),

T ◦EF ′
q ( f ) =

∫
Ω

f (ω)ψ T
F ′(ω)dμ(ω).

Montrons d’abord que ‖ψ T
F ′ ‖Lp(μ,X) � ‖T ‖VBp(μ,X) .

Soit gT associée à T . Pour f ∈ Lq(μ), on a :∥∥∥∥∫
Ω

f ψ T
F ′ dμ

∥∥∥∥
X

= ∥∥T ◦EF ′
q f

∥∥
X �

∫
Ω

∣∣EF ′
q f

∣∣gT dμ

�
∫
Ω

(
E
F ′
q | f |)gT dμ =

∫
Ω

| f |[(EF ′
q

)∗(
gT )]

dμ,

d’où ∥∥ψ T
F ′

∥∥
L p(μ,X)

= ∥∥ψ T
F ′

∥∥
VBp(μ,X)

�
∥∥(
E
F ′
q

)∗
gT

∥∥
L p(μ)

�
∥∥gT

∥∥
L p(μ)

= ‖T ‖VBp(μ,X). (1)

On peut donc définir une contraction U : VBp(μ, X) → Lp(μ, X)∗∗ , 1 � p < ∞, par :

U (T ) = lim
U

(
ψ T
F ′

)
,

où la limite est au sens de σ [Lp(μ, X)∗∗, Lp(μ, X)∗]. Si p = ∞, on remplace L∞(μ, X) par son sous-espace fermé
L∞(μ) ̂̂⊗ X , qui contient les ψ T

F ′ .

(c) Vérifions que U est l’identité sur Lp(μ, X), 1 � p < ∞, respectivement L∞(μ) ̂̂⊗ X . Soient ψ dans cet espace et
Tψ ∈ VBp(μ, X) l’opérateur associé. Alors :

Tψ ◦EF ′
q ( f ) =

∫
Ω

E
F ′
q ( f )ψ dμ =

∫
Ω

f EF ′
p ψ dμ,

donc ψ
Tψ

F ′ = E
F ′
p ψ . Comme E

F ′
p ψ →U ψ dans Lp(μ, X), respectivement L∞(μ) ̂̂⊗ X , on en déduit : limU (ψ

Tψ

F ′ ) = ψ .
(d) Vérifions que U est une isométrie. Soit T ∈ VBp(μ, X).
Donnons d’abord une preuve naturelle si 1 < p � ∞. L’espace L p(μ) étant le dual de Lq(μ), il existe ϕT telle que

‖ψ T
F ′ ‖X →U ϕT pour σ [Lp(μ), Lq(μ)].
Pour f ∈ Lq(μ), comme T ◦EF ′

q ( f ) →U T f dans X ,

‖T f ‖X � lim
U

∫
Ω

∣∣ f (ω)
∣∣∥∥ψ T

F ′(ω)
∥∥

X dμ(ω) =
∫
Ω

| f |ϕT dμ.

Donc ‖T ‖VBp(μ,X) � ‖ϕT ‖Lp(μ) � limU ‖ψ T ′ ‖Lp(μ,X) et on applique (1).
F
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La preuve suivante, que nous écrivons pour p = 1, est aussi valable pour 1 < p � ∞. Soient f ∈ L∞(μ), x∗ ∈ X∗ . Alors,
d’après (a), (b),〈

U (T ), f ⊗ x∗〉 = lim
U

〈∫
Ω

f ψ T
F ′ dμ, x∗

〉
= lim

U

〈
T ◦EF ′

q ( f ), x∗〉 = 〈
T ( f ), x∗〉.

Par linéarité et densité, on en déduit que la restriction de U (T ) à L∞(μ) ̂̂⊗ X∗ (sous-espace fermé de L1(μ, X)∗) coincide
avec celle de T , d’où l’inégalité :∥∥U (T )

∥∥
L1(μ,X)∗∗ � ‖T ‖

(L∞(μ)̂̂⊗X∗)∗ = ‖T ‖VB1(μ,X);
l’égalité vient du fait (voir l’introduction) que VB1(μ, X) est en dualité normante avec L∞(μ)̂̂⊗X∗ . �
Démonstration du théorème 2.1. Preuve de la condition suffisante :

Supposons d’abord 1 < p �∞. Comme Lq(μ, X∗) est un sous-espace fermé de Lp(μ, X)∗ , l’application quotient Π , qui à
f ∗∗ ∈ Lp(μ, X)∗∗ associe sa restriction à Lq(μ, X∗), est surjective : Lp(μ, X)∗∗ → Lq(μ, X∗)∗ .

L’espace Lq(μ, X∗)∗ s’identifie isométriquement à VBp(μ, X∗∗) [5, chap. II-13-3, cor. 1]. Supposons l’existence de projec-
tions continues P1 : X∗∗ → X et P2 : VBp(μ, X) → Lp(μ, X). Par définition, l’application P̃1 : T → P1 ◦ T est une projection
continue : VBp(μ, X∗∗) → VBp(μ, X). L’application Q = P2 ◦ P̃1 ◦ Π est bien une projection continue : Lp(μ, X)∗∗ →
Lp(μ, X).

Passons au cas p = 1. L’espace L∞(μ) ̂̂⊗ X∗ est fermé dans L1(μ, X)∗ . Soit Π : L1(μ, X)∗∗ → (L∞(μ)̂̂⊗X∗)∗ l’application
quotient.

L’espace L∞(μ) ̂̂⊗ X∗ s’identifie à C(S, X∗) où S , compact, est le spectre de L∞(μ). Son dual est M(S, X∗∗) ; μ s’iden-
tifie à une mesure μ̃ sur S . Le théorème de décomposition de Lebesgue [3, th. I, 5.9] donne une projection continue R :
M(S, X∗∗) → cabv(μ̃, X∗∗) = VB1(μ, X∗∗), et on termine comme ci-dessus, avec Q = P2 ◦ P̃1 ◦ R ◦ Π .

Preuve de la condition nécessaire :
Supposons l’existence d’une projection continue Q : Lp(μ, X)∗∗ → Lp(μ, X), 1 � p < ∞. En particulier, Q est une projec-

tion continue : Lp(μ, X∗∗) → Lp(μ, X). Comme X∗∗ s’identifie à un sous espace de Lp(μ, X∗∗), comme X est complémenté
dans Lp(μ, X), on en déduit que X∗∗ est complémenté dans X .

D’autre part, d’après le lemme 2.2, P = Q ◦ U : VBp(μ, X) → Lp(μ, X) est une projection continue.
Lorsque p = ∞, le raisonnement est analogue en remplaçant Lp(μ, X) par L∞(μ) ̂̂⊗ X , à cause du lemme 2.2. �

3. Le cas où X contient une copie de c0

Théorème 3.1. Soient (Ω,F ,μ) un espace de probabilité où μ est sans atome et X un espace de Banach qui contient c0 isomorphi-
quement. Alors, il n’existe aucune projection continue : VBp(μ, X) → Lp(μ, X), 1 � p � ∞.

Le lemme suivant permet de se ramener au cas de la mesure de Lebesgue normalisée m sur le tore T.

Lemme 3.2. Soit (Ω,F ,μ) un espace de probabilité où μ est sans atome. Alors, VBp(m, X) s’identifie isométriquement à un sous-
espace de VBp(μ, X), et cette isométrie identifie Lp(m, X) à un sous-espace complémenté de Lp(μ, X), 1 � p �∞.

Démonstration. Soit F0 une sous-tribu de F telle que L1(F0,μ, X) soit séparable, de dimension infinie. Comme μ est
sans atome, d’après [12, chap. 15, p. 399], l’algèbre mesurée (F0,μ) est isomorphe à (B,m) (où B est la tribu des boréliens
de T), c’est-à-dire qu’il existe une bijection Φ : F0 → B/N (N désigne les ensembles m-négligeables) conservant l’union
et la complémentation, telle que m(Φ(E)) = μ(E), E ∈ F0. Alors Lp(T, X) est isométrique à Lp(F0,μ, X), 1 � p < ∞, et
de même pour L∞(T, X) et L∞(F0,μ, X). Par définition, VBp(m, X) est alors isométrique à VBp(F0,μ, X), son sous-espace
Lp(T, X) s’envoyant sur Lp(F0,μ, X).

L’espérance conditionnelle E
F0 envoie Lp(F ,μ, X) sur Lp(F0,μ, X), 1 � p � ∞. L’application T → T ◦ E

F0 définit une
projection : VBp(F ,μ, X) → VBp(F0,μ, X), qui coïncide avec E

F0 sur Lp(F ,μ, X), 1 � p �∞. �
Un ingrédient essentiel de la preuve du théorème 3.1 est la proposition suivante, qui généralise [6, th. 2.2] (correspondant

au cas p = 1 et à cabv(μ, X), sans la propriété de complémentation), les démonstrations ayant des points communs. Cette
proposition renforce [8] dans le cas 1 � p < ∞ et [2, cor. 1] dans le cas p = ∞, situations qui montrent, sous les mêmes
hypothèses, que Lp(μ, X) contient une copie complémentée de c0.

Proposition 3.3. Soient (Ω,F ,μ) un espace de probabilité tel que μ est sans atome et X un espace de Banach qui contient c0
isomorphiquement. Alors, il existe un isomorphisme J : �∞(Z) → J (�∞(Z)) ⊂ VB∞(μ, X), tel que J (�∞(Z)) est fermé dans tous les
espaces VBp(μ, X) et J (c0(Z)) est fermé et complémenté dans tous les espaces L p(μ, X), 1 � p �∞.



M. Daher / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 352 (2014) 43–49 47
Démonstration. D’après le lemme 3.2, il suffit de montrer le résultat pour VBp(m, X).
On note (en)n∈Z la base canonique de c0(Z) et (e∗

n)n∈Z celle de l1(Z). Soit Y un sous-espace fermé de X isomorphe à
c0(Z), soit U un tel isomorphisme.

(a) On définit formellement l’opérateur J sur �∞(Z) par :

J (α) =
∑
n∈Z

αneinθ ⊗ Uen, α = (αn)n∈Z ∈ �∞(Z).

Vérifions que J (α) est dans VB∞(m, Y ) =L(L1(T), Y ), avec une norme � ‖U‖‖α‖�∞(Z) . Si f ∈ L1(T),
∑

n∈Z f̂ (n)en est dans
c0(Z) d’après le lemme de Riemann–Lebesgue, et

∥∥ J (α)( f )
∥∥

Y =
∥∥∥∥∑

n∈Z
f̂ (n)αnUen

∥∥∥∥
Y
� ‖U‖‖α‖�∞(Z) sup

n

∣∣ f̂ (n)
∣∣

� ‖U‖‖α‖�∞(Z)‖ f ‖L1(T).

(b) Montrons que sur J (l∞), les normes induites par VB∞(m, Y ) et VB1(m, Y ) sont équivalentes à celle de l∞(Z).
Soit α ∈ l∞(Z). Comme VB∞(m, Y ) s’injecte dans VB1(m, Y ), soit g J (α)

1 associé à l’opérateur J (α) vu dans VB1(m, Y ).
Pour tout n ∈ Z, on a J (α)(einθ ) = αnU en , d’où :∥∥U−1

∥∥−1|αn| � |αn|‖Uen‖Y = ∥∥ J (α)
(
einθ

)∥∥
Y �

∥∥g J (α)
1

∥∥
L1(T)

= ∥∥ J (α)
∥∥

VB1(m,Y )
�

∥∥ J (α)
∥∥

VB∞(m,Y )
� ‖U‖‖α‖�∞(Z).

Ceci montre la première partie de la proposition pour VBp(m, X), 1 � p � ∞.
(c) Soit α ∈ c0(Z). Alors J (α) est dans l’espace (complet) C(T, Y ), car :∥∥∥∥ ∑

m�|n|�r

αneinθ ⊗ Uen

∥∥∥∥
C(T,Y )

= sup
θ

∥∥∥∥ ∑
m�|n|�r

αne−inθ Uen

∥∥∥∥
Y
� ‖U‖ sup

m�|n|
|αn| →m→∞ 0

(si α ∈ c0(Z) J (α)( f ) = ∫
T

f (−t) J (α)(t)dm(t)).
(d) Pour n ∈ Z on pose y∗

n = (U∗)−1(e∗
n) ∈ Y ∗ . D’après le théorème de Hahn–Banach, il existe x∗

n ∈ X∗ prolongeant y∗
n et

avec la même norme.
Si f = ∑

n∈Zein(.) f̂ (n) ∈ L1(T, X), on a ‖ f̂ (n)‖X →|n|→∞ 0 d’après le lemme de Riemann–Lebesgue, en particulier∑
n∈Z〈 f̂ (n), x∗

n〉en est dans c0(Z), avec une norme � ‖U−1‖‖ f ‖L1(T,X) . On a noté 〈x, x∗〉 = x∗(x), x ∈ X , x∗ ∈ X∗ .
L’opérateur défini sur L1(T, X) par :

R f =
∑
n∈Z

〈̂
f (n), x∗

n

〉
ein(.) ⊗ Uen = J

(∑
n∈Z

〈̂
f (−n), x∗

n

〉
en

)
est borné : L1(T, X) → J (c0(Z)) ⊂ C(T, Y ) d’après (c) et :

‖R f ‖C(T ,Y ) � ‖U‖∥∥U−1
∥∥‖ f ‖L1(T,X).

Lorsque f = J (α), où α ∈ c0(Z), on a :〈̂
f (n), x∗

n

〉 = 〈
αnU (en),

(
U∗)−1(

e∗
n

)〉 = αn,

c’est-à-dire que R coincide avec l’identité sur J (c0(Z)). Comme l’espace J (c0(Z)) est fermé dans L1(m, X) d’après (b) et (c),
R est une projection continue : L1(m, X) → J (c0(Z)).

Alors, d’après (b) et (c), la restriction de R à chaque Lp(m, X), 1 < p � ∞, reste une projection continue sur J (c0(Z)),
sous-espace fermé de Lp(m, X). �

La dernière partie de la proposition 3.3, dans le cas p = ∞, ou le résultat de [2] cité ci-dessus, impliquent le corollaire 3.4
qui suit.

Rappelons qu’un espace de Banach X est un espace de Grothendieck si, pour tout espace de Banach Y séparable et
tout opérateur T : X → Y , T est faiblement compact. Il est bien connu que, pour toute mesure μ, L∞(μ) est un espace de
Grothendieck.

Corollaire 3.4. Soit X un espace de Banach qui contient une copie de c0 . Alors L∞(T, X) n’est pas un espace de Grothendieck.
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Démonstration. D’après la proposition 3.3, la projection continue R : L∞(T, X) → J (c0) ⊂ L∞(T, X), à valeurs dans l’espace
séparable J (c0), n’est pas faiblement compacte, puisque J (c0), isomorphe à c0, n’est pas réflexif. �

En particulier, L∞(T, L∞(T)) n’est pas un espace de Grothendieck, alors qu’il est fermé dans L∞(T2), qui en est un.

Démonstration du théorème 3.1.
Étape 1. Montrons le résultat pour VBp(m, X), 1 � p � ∞. On garde les notations de la proposition 3.3 et de sa preuve. S’il
existait une telle projection Q p , l’opérateur

J−1 ◦ R ◦ Q p ◦ J : �∞(Z) → c0(Z),

serait, d’après la proposition 3.3, une projection continue de �∞(Z) sur c0(Z). Or, une telle projection n’existe pas [11, vol. I,
th. 2.a.7].

Étape 2. Supposons maintenant qu’il existe une projection continue Q̃ p : VBp(μ, X) → Lp(μ, X). En gardant les notations de
la preuve du lemme 3.2, la restriction à VBp(F0,μ, X) de E

F0◦Q̃ p serait une projection continue sur Lp(F0,μ, X). D’après
le lemme 3.2, Lp(T, X) serait complémenté dans VBp(m, X), ce qui est impossible d’après l’étape 1. �
Remarque 3.5. Soit (Ω,F ,μ) un espace de probabilité tel que μ est sans atome. D’après les théorèmes 2.1 et 3.1, si
Lp(μ, X), 1 � p < ∞, est complémenté dans son bidual, alors X est complémenté dans son bidual et ne contient pas c0
isomorphiquement. La réciproque est fausse en général [1, cor. 2.3, cor. 2.6]. Elle est vraie si X est un treillis de Banach,
d’après [1, th. 3.1] et le lemme 3.2 ; le cas p = 1 avec cabv(μ, X) au lieu de VB1(μ, X) est dans [9].

Rappelons qu’un espace de Banach X est injectif s’il est complémenté dans tout espace de Banach Y qui le contient
(comme un sous-espace fermé) [11, vol. 1, def. 2, f.1] et que L∞(μ) est injectif, pour toute mesure μ. En particulier, L∞(T2)

est injectif, alors que son sous-espace fermé L∞(T, L∞(T)) ne l’est pas, comme il résulte du corollaire suivant.

Corollaire 3.6. Soit X un espace de Banach qui contient c0 isomorphiquement. Si μ est une mesure de probabilité sans atome,
L∞(μ, X) n’est pas injectif.

Démonstration. D’après le théorème 3.1, L∞(μ, X), fermé dans VB∞(μ, X) =L(L1(μ), X), n’est pas complémenté dans cet
espace. �
Proposition 3.7. Soit W un sous-espace fermé de L∞(μ), non isomorphe à un espace de Hilbert. Il existe un isomorphisme J : �∞ →
J (�∞) ⊂ L∞(μ, c0), tel que J (�∞) est fermé dans L∞(μ, c0) et J (c0) est fermé dans W ̂̂⊗ c0 . De plus, J (�∞) ⊂L(L1(μ)/W ⊥, c0).

Démonstration. On note (en)n∈N la base canonique de c0.
(a) Par hypothèse, W n’est pas fermé dans L2(μ), donc il existe une suite dans la sphère unité de W qui converge vers

0 dans L2(μ) et a fortiori dans L1(μ). Il existe une sous-suite, notée ( fn)n∈N , qui converge vers 0 μ-p.s. Si α ∈ l∞ , μ-p.s.,
la série

∑
n∈N αn fn(ω)en converge donc dans c0. On note :

J (α) =
∑
n∈N

αn fn ⊗ en,

fonction qui vérifie, μ-p.s., ‖ J (α)(ω)‖c0 � ‖α‖�∞ . Alors, si h ∈ L1(μ), par le théorème de convergence dominée,∥∥∥∥∫
Ω

J (α)h dμ −
∑
n�N

αn

∫
Ω

fnh dμ ⊗ en

∥∥∥∥
c0

→N→∞ 0,

donc J (α) définit un opérateur : L1(μ)/W ⊥ → c0. Par ailleurs, la fonction J (α) est dans L∞(μ, c0) d’après le théorème de
Pettis [3, II-1-th. 2] : en effet, c0 est un espace séparable, et, pour β = (βn)n∈N ∈ l1, la série

∑
n∈N αnβn fn converge μ-p.s.,

donc définit une fonction mesurable 〈 J (α)(.), β〉.
(b) Si α ∈ c0, la série

∑
n∈N αn fn ⊗ en converge donc dans L∞(μ, c0) ; il en résulte que J (α) est dans W ̂̂⊗ c0.

(c) Montrons que, sur J (l∞) la norme induite par L(L1(μ), c0) est équivalente à celle de l∞ . En effet, pour tout ε > 0 et
tout n ∈N, il existe hn ∈ L1(μ), de norme 1, telle que :

(1 − ε)|αn|� |αn|
∫
Ω

fnhn dμ =
〈∫
Ω

J (α)hn dμ, e∗
n

〉
�

∥∥ J (α)
∥∥

L∞(μ,c0)
� ‖α‖�∞ . �

Notons qu’une suite ( fn)n∈N dans la sphère unité de W , qui converge vers 0 dans L1(μ), doit converger vers 0 dans
L2(μ), puisque L2(μ) est un espace d’interpolation entre L∞(μ) et L1(μ).
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Théorème 3.8. Soit Z un sous-espace fermé de L1(μ) tel que L1(μ)/Z est séparable, Z⊥ ne contient pas de copie de c0 et n’est pas
isomorphe à un espace de Hilbert. Soit X un espace de Banach qui contient une copie de c0 . Alors, il n’existe pas de projection continue :
E = L∞(μ, X) ∩L(L1(μ)/Z , X) → Z⊥ ̂̂⊗ X.

Démonstration. D’après [10, th. 4], un espace V ∗ ̂̂⊗ S (qui coïncide avec l’espace des opérateurs compacts : V → S) ne
contient pas de copie de l∞ si et seulement si S n’en contient pas et V ne contient pas de copie de l1 complémentée.
L’hypothèse sur V équivaut à, « V n’admet pas de quotient isomorphe à l1 », qui elle-même équivaut à « V ∗ n’admet pas de
copie de c0 ». En particulier, ici, ni G = Z⊥ ̂̂⊗ c0, ni F = Z⊥ ̂̂⊗ X (si X ne contient pas l∞), ne contiennent l∞ .

On va montrer que l’existence d’une projection P comme dans l’énoncé entraînerait l’existence d’un sous-espace iso-
morphe à l∞ , dans G si X contient l∞ , dans F sinon, d’où la contradiction.

Cas 1 : X ne contient pas l∞ .
Soient Y un sous-espace fermé de X isomorphe à c0 et U un tel isomorphisme. D’après la proposition 3.7, (I ⊗ U ) ◦ J

envoie l∞ dans E et l’opérateur P ◦ (I ⊗ U ) ◦ J : l∞ → F n’est pas faiblement compact, puisqu’il coincide avec (I ⊗ U ) ◦ J
sur c0. D’après [10, prop. 2], F contient l∞ .

Cas 2 : X contient l∞ .
Comme l∞ est injectif, on peut supposer X = l∞ . D’après la proposition 3.7, le noyau de l’opérateur (I − P ) ◦ J : l∞ →

L(L1(μ)/Z , l∞) contient c0. D’après [10, prop. 5], comme L1(μ)/Z est séparable, il existe un sous ensemble infini M ⊂ N

tel que le noyau de (I − P ) ◦ J contient l∞(M). Il en résulte que J envoie l∞(M) à la fois dans L∞(μ, c0) et dans Z⊥ ̂̂⊗ l∞ ,
donc dans Z⊥ ̂̂⊗ c0 = G . L’espace G contient donc la copie J (l∞(M)) de l∞ . �
Exemple. Soit Λ ⊂ Z un ensemble infini. On note L∞

Λ (T) le sous-espace w∗-fermé de L∞(T) engendré par les eint , n ∈ Λ. On
sait qu’il existe un sous-ensemble infini Λ′ ⊂ Λ tel que L∞

Λ′ (T) est canoniquement isomorphe à l1. Si L∞
Λ (T) ne contient pas

de copie de c0, si X en contient une, le théorème 3.8 implique qu’il n’existe pas de projection continue : E = L∞
Λ (T, X) →

L∞
Λ (T) ̂̂⊗ X .
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