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Nous estimons la fonction de renouvellement, associée à des variables aléatoires positives
stationnaires β-mélangeantes, par une somme finie de fonctions de répartition empiriques.
Nous étudions ses propriétés asymptotiques : normalité asymptotique, convergence
presque sûre, ainsi que sa convergence faible. Cette dernière sera traitée dans l’espace
des fonctions définies sur [0,1] continues à droite et admettant une limite à gauche muni
de la topologie de Skorokhod.

© 2013 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

a b s t r a c t

To estimate the renewal function, for stationary β-mixing positive random variables,
we consider a finite sum of empirical distribution functions. We study its asymptotics
properties: asymptotic normality, almost surely convergence, and weak convergence. This
last result will be established on the space of functions defined on [0,1] that are right-
continuous and have left-hand limits provided with the Skorokhod topology.

© 2013 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Tout au long de l’histoire, la gestion des files d’attente s’avère difficile à maîtriser. C’est pour cette raison que différents
chercheurs ont apporté leur contribution à la modélisation de cette gestion, dite « gestion des files d’attente ». L’un des outils
de recherche les plus efficaces est le processus de renouvellement.

Un processus de renouvellement est un processus à temps continu et à valeurs entières non négatives dénombrant
les occurrences d’un certain phénomène lorsque les temps entre deux occurrences sont des variables aléatoires positives
indépendantes et identiquement distribuées.
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Par exemple, on peut considérer un ensemble d’objets qui se remplacent successivement au moment où la vie de l’objet
précédent prend fin, chacun des objets ayant une durée de vie aléatoire Xi indépendante de celle des autres objets et
caractérisée par sa loi de probabilité.

Les processus de renouvellement sont adaptés à la gestion des files d’attente. La théorie des files d’attente étudie les
solutions optimales de gestion des files d’attente, ou queues. Elle peut s’appliquer à différentes situations : gestion des
avions au décollage ou à l’atterissage, attente des clients et des administrés aux guichets, ou bien stockage des programmes
informatiques avant leur traitement.

Le comportement asymptotique des processus de renouvellement a fait l’objet de nombreuses études, dont celui de
la convergence faible (en s’appuyant sur les outils développés dans Bilingsley (1968) [1]), mais jamais dans le cas des
variables aléatoires dépendantes. En considérant le cas d’une suite de variables aléatoires stationnaires i.i.d., Frees [3] avait
étudié la normalité asymptotique de l’estimateur non paramétrique de la fonction de renouvellement, ceci en utilisant les
U -statistiques. Harel, O’Cinneide et Schneider [4] avaient généralisé les résultats en montrant la convergence faible pour
la topologie de Skorokhod en utilisant une linéarisation de la différence entre l’estimateur empirique et la fonction de
renouvellement.

L’hypothèse simplificatrice comme l’indépendance des variables aléatoires est bien pratique, mais réductrice. Lorsque
cette hypothèse est fausse dans la réalité, les estimations réalisées s’en trouvent biaisées. La dépendance temporelle est
aujourd’hui prise en compte par des modèles de plus en plus nombreux et performants. Dans le domaine de la dépendance
faible, l’une des classes les plus larges est la β-mélangeance.

En considérant le cas d’une suite de variables aléatoires stationnaires β-mélangeantes, nous nous intéressons à trouver un
estimateur non paramétrique, sans biais, de la fonction de renouvellement et à étudier ses comportements asymptotiques :
normalité asymptotique, convergence p.s. et convergence faible pour la topologie de Skorokhod [1] : l’espace des fonctions
définies sur [0,1] continues à droite et admettant une limite à gauche (sans perte de généralité, nous prenons [0,1] au lieu
de prendre un intervalle fermé quelconque).

Soit (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires positives, stationnaires β-mélangeantes ; rappelons la définition de la
β-mélangeance.

Définition 1.1. Une suite (Xn)n∈N est dite β-mélangeante [2] si et seulement si :

β(n) = E
{

sup
B∈M∞

n

∣∣P
(

B|M0−∞
) − P (B)

∣∣} ↓ 0(n → ∞)

où Mb
a est la σ -algèbre engendrée par Xa, . . . , Xb .

Pour t > 0 fixé et pour m = m(n), dépendant de n avec m � n et m ↑ ∞ quand n ↑ ∞, nous définissons la fonction de
renouvellement H(t) par :

H(t) =
∞∑

k=1

F (k)(t)

où F (k)(t) = P (X1 + · · · + Xk � t), et son estimateur empirique par :

Hn(t) =
m∑

k=1

F (k)
n (t)

où

F (k)
n (t) = 1

n − k + 1

n−k+1∑
i=1

I{Xi+···+Xi+k−1�t}.

Posons :

Y (r)
i = I{Xi+···+Xi+r−1�t} − F (r)(t).

Soit également le processus tronqué défini par :

H∗(t) =
m∑

k=1

F (k)(t).

Notons Vn le processus empirique tronqué défini par :

Vn(t) = Hn(t) − H∗(t).
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2. Normalité asymptotique de Hn(t)

La normalité asymptotique de
√

n(Hn(t) − H(t)) s’énonce comme suit :

Théorème 2.1. On suppose que la suite (Xi)i∈N de variables aléatoires réelles positives absolument continues est absolument régulière
avec un taux de mélange vérifiant :∑

i�1

β
δ

1+δ (i) < ∞

où δ > 0.
De plus, si pour u � 8(1 + δ), nous avons :

E|X |u < ∞ et n = O
(
mu−4),

alors, pour tout t > 0,
√

n(H(t) − H∗(t)) → 0 (n → ∞),

√
nVn(t)

L→ N
(
0,σ 2

1

)
,

et

√
n
(

Hn(t) − H(t)
) L→ N

(
0,σ 2

1

)
,

avec

σ 2
1 = lim

n→∞

[
n

m∑
r=1

m∑
s=1

(n − r + 1)−1(n − s + 1)−1
n−r+1∑

i=1

n−s+1∑
j=1

EY (r)
i Y (s)

j

]
< ∞.

3. Convergence p.s. de Hn(t)

La convergence p.s. de l’estimateur non paramétrique de la fonction de renouvellement s’énonce comme suit :

Théorème 3.1. On suppose que la suite (Xi)i de variables aléatoires à valeurs dans R+ , absolument continues, est β-mélangeante avec
un taux de mélange vérifiant, pour 0 < τ < 1 :

β(i) = O
(
τ i).

Supposons, de plus, que, si pour u � 8(1 + δ), nous ayons :

E|X |u < ∞ et n = O
(
mu−4),

alors, pour tout t > 0 :

1

n

(
Hn(t) − H(t)

) → 0 p.s. (n → ∞).

Ici, nous utilisons une fonction de répartition empirique plutôt que la U -statistique (cf. [3]), du fait que la fonction Hn(t)
définie ci-dessus est un estimateur sans biais de la fonction de renouvellement H(t). En effet, si nous définissons Hn(t) sous
forme de U -statistique, alors nous n’obtenons pas un estimateur sans biais, ni même asymptotiquement sans biais. Or le
sujet même de cette étude étant de chercher un estimateur sans biais de la fonction de renouvellement afin de déterminer
son comportement asymptotique.

4. Convergence faible de Hn(t) pour la topologie de Skorokhod

Pour la topologie de Skorokhod, nous avons déterminé directement la convergence faible du processus
√

n(Hn(t) − H(t))
sans avoir recours à la linéarisation qui a été faite par Harel, O’Cinneide et Schneider [4]. En effet, le processus

√
n(Hn(t) −

H(t)) ne peut pas être linéarisé, du fait que Hn(t) est fonction de la somme successive des Xi (fonction de répartition
empirique F (k)

n (t) avec remise).
Dans l’espace topologique de Skorokhod, la convergence faible de

√
n(Hn(t) − H(t)) s’énonce alors comme suit :
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Théorème 4.1. On suppose que la suite (Xi)i∈N de variables aléatoires réelles positives absolument continues est absolument régulière
avec un taux de mélange vérifiant, pour 0 < τ < 1 :

β(i) = O
(
τ i).

De plus, si u � 4, avec E|X |u < ∞ et E X > 0, alors le processus empirique
√

n(Hn − H) converge en loi vers un processus U∞ par
rapport à la topologie de Skorokhod dans [0,1].

Le processus limite U∞ est un processus gaussien centré de covariance finie :

Cov
(
U∞(t1), U∞(t2)

)
= lim

n→∞

[
n

m∑
k=1

m∑
l=1

(n − k + 1)−1(n − l + 1)−1
n−k+1∑

i=1

n−l+1∑
j=1

E f1(Xi, . . . , Xi+k−1)g2(X j, . . . , X j+l−1)

]

où f1(Xi, . . . , Xi+k−1) = I{Xi+···+Xi+k−1�t1} − F (k)(t1) et g2(X j, . . . , X j+l−1) = I{X j+···+X j+l−1�t2} − F (l)(t2).

Les démonstrations des trois théorèmes nécessitent le lemme suivant :

Lemme 4.2. Supposons que la suite (Xi)i de variables aléatoires réelles positives est absolument régulière. Si pour u > 4, E|X |u < ∞
et E X > 0, alors :

F (k)(t) = O
(
k−u/2).
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