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ABSTRACT

We use the theory of special modules to define the category of de Rham p-adic complexes
on a smooth scheme over a perfect field and we prove a constructibility criterion implying
the first finiteness properties.

© 2013 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

La constructibilité de de Rham p-adique en dimension supérieure a été présentée dans notre exposé fait dans le cadre
de la conférence sur les Dx-modules de Séville, Espagne, 26-29 janvier 2009. Cette note résume trés succinctement I'ar-
ticle [12].

1. La catégorie des modules spéciaux [1]

Nous rappelons, pour la commodité du lecteur, les points-clés de la théorie des modules spéciaux [1], qui est purement
algébrique et a la base de la définition de la catégorie des coefficients de de Rham p-adiques en dimension supérieure.

11. Soient (R, I) un anneau commutatif unitaire noethérien muni de la topologie [-adique ot I est un idéal de R et X
un schéma lisse sur Ry := R/I. On peut considérer le site infinitésimal X} . pour la topologie I-adique de R [1], le signe
typographique = prenant les 2 valeurs A, T, formel pour A et faiblement formel pour f. Rappelons [1, Def. 3.1] que ses
ouverts U* := (U, Oy+,g) sont des schémas, formels dans le cas A [9] et faiblement formels dans le cas T [15], localement
topologiquement de type fini, plats sur R et relevant un ouvert de Zariski U de X. Sur le site X7 ., on dispose de trois
;;nf/R
gX;nf des automorphismes de R-algébres du faisceau structural Oxi'nf/R’ qui se réduisent suivant P'identité modulo I. Tout

faisceau d’ensembles Fiy¢ sur le site Xj . est muni d’'une action géométrique a gauche (g) du faisceau de groupes gxi.nf
[1, Prop. 4.7].

faisceaux canoniques, le faisceau structural Oxfnf/R‘ le faisceau des opérateurs différentiels T-adiques D et le faisceau
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12. En vertu du théoréme fondamental [1, Thm. 5.1] le faisceau Qxi*nf est un sous-faisceau de groupes pour la struc-

ture multiplicative du faisceau d’anneaux ol Pour toute extension des scalaires R — S, on dispose de la catégorie

X5 /R
D;, /s -Mod des D;* /s -modules a gauche et de sa sous-catégorie (DX. /s Sp)-Mod des DX. s -modules spéciaux, a savoir
la catégorie des ol -modules, dont I'action géométrique (#) coincide avec I'action différentielle (¢) qui se fait a travers

X2/S

inf

le plongement gxﬁ < Dl On note, pour simplifier, Sp(X,;/S) la catégorie (D Sp)-Mod et D*(Sp(X;;/S)) sa ca-

X5e/S X:/S
tégorie dérivée. La categorle Sp(X;¢/S) est abélienne [1, Prop. 6.17], a sufﬁsamment dmjectlfs [1, Thm. 624] de plats [1,
Thm. 10.2], et est un champ [1, Thm. 6.23] bien que ce ne soit pas une catégorie de modules, parce que le DX. /s -module
a gauche Dx* /s n’est pas spécial.

1.3. Le faisceau de groupes gxi'nf joue, a beaucoup d’égards, dans la théorie de de Rham x-adique, le role du groupe de
Galois- Grothendieck d’'un revétement topologique ou algébrique. En tout cas, la considération de l'action simultanée du
couple gx* — Dx* /S a considérablement éclairci la théorie de de Rham, de la méme maniére que la considération de
'action du groupe de Galois a éclairci I'étude des extensions de corps. Par ailleurs, un module spécial posséde les propriétés
d'un cristal de Grothendieck, se propage canoniquement [1, Thm. 6.14] et ses relévements sont canoniquement isomorphes

[1, Thm. 6.10]. Ces propriétés sont a la base du succés du couple gxi.nf > D}* /s bour les variétés éventuellement ouvertes.
inf

14. la catégorie Sp(X} /S) contient, comme sous-catégorie pleine, la catégorie MLS(OX;M/S) des modules lisses, a savoir
ceux qui sont localement libres, de type fini, sur Oxa /S ([10, Rem. 3.3.4], [1, Def. 10.28]); il s’agit d’une notion purement

algébrique. On note Dy (Sp(X}, f/S)) la catégorie des complexes a cohomologie lisse. Le lecteur prendra seulement garde a
ce que, comme d’habitude, le signe x en exposant a D peut étre vide ou prendre les valeurs +, —, b.

1.5. Soit Z un fermé de X pour la topologie de Zariski. Nous avons défini le foncteur de cohomologie locale topologique
RI'z(—) pour la catégorie p? (Sp(X7¢/S)) [13], [1, Def. 12.4]. C’est une bonne notion si * =T.

1.6. Dans le cas x = A, pour définir le foncteur de cohomologie locale utile, nous faisons la restriction que Z est une
hypersurface, c’est-a-dire est défini localement par une équation. On dispose, sur le site X{ ., du sous-faisceau (’)X_Af zi/s du
inf?

faisceau ngf]j;lffoxA s et du sous-faisceau D 2is du faisceau ]i'ff]dlffDXA /s des opérateurs qui opérent a gauche sur le

faisceau (’)X_A Zt/se On définit le faisceau HzT(D /s) par la suite exacte de (DXA s D;A /s) -bimodules :

mf

0—>DJr N —>7—l (

X)/S X) 21/ — 0.

X0 /5)

On définit le foncteur de cohomologie locale pour la catégorie Db(Sp(me/S)) [13], [12, Def. 12.4] par :
L
R (M) =My (Pl 1) Oy Mid =11
inf’

Si la premiére extension est plate, ce qui est le cas d'un anneau de valuation discréte complet [11], la suite exacte précédente
est une résolution plate du terme de droite, si bien qu’'on a un triangle distingué :

RIz1 (M) = Mipe — Dr /s®pt inf
inf, zt XIS
de la catégorie DP(Sp(X"

mn
Rj4T =D,
2tiairMine = /s®p
mf zt

calement libres de type fini sur OX_APZT/S.

f/S)) ce qui justifie la terminologie de foncteur de cohomologie locale et la définition

M -modules spéciaux lo-
NS

e On note MLS(OXA z1/s) la sous-catégorie des D

Z1/s

|nf

17. Si (R,I)=(V,m) ot V est un anneau de valuation discréte complet d’inégales caractéristiques (0, p), la théorie des
modules spéciaux permet, d’'une part, la localisation pour la topologie de Zariski et, d’autre part, le passage canonique et
fonctoriel de la caractéristique p > 0 a la caractéristique nulle. En particulier, cette théorie donne naissance a la cohomologie
de de Rham p-adique H},(X/K) d’'un schéma lisse X sur le corps résiduel k et conduisent a des vectoriels sur le corps des
fractions K [1]. Le théoréme de finitude [10] montre que, si X est séparé et de type fini, ces espaces sont de dimension
finie, ce qui constitue la raison du passage du signe A au signe f. La cohomologie de de Rham p-adique se substitue
avantageusement a la fois a la cohomologie de Monsky-Washnitzer [16] pour les variétés affines lisses et a la cohomologie
cristalline de Grothendieck [8] pour les variétés propres et lisses. Par ailleurs, le lecteur notera que les méthodes de la
géométrie non archimédienne ne sont pas adaptées a la théorie de de Rham p-adique, qui est purement algébrique; ceci
est le fond du probléme, en particulier pour la théorie de la constructibilité de de Rham p-adique.
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2. La catégorie des coefficients de de Rham p-adiques pré-constructibles [12]

Nous ne considérons, dans la présente note, que le cas d'un couple (R,I) =(V,m). Si f:Y — X est un morphisme de
schémas lisses et séparés sur k; nous avons défini, pour les catégories D”(Sp(’)* “¢/K)), le foncteur image inverse fgq [1, Def.

10.24] et le foncteur image directe ff'ff [1, Def. 11.27].

Définition 2.0.1. Nous dirons qu'un complexe M . de p? (Sp(X;¢/K)) est pré-constructible si tout point de X admet
un voisinage ouvert affine de Zariski U ayant la propriété (pcs) : il admet une partltlon finie (J, Ug en sous-schémas,
localement fermés et lisses sur k telle que le complexe 1ﬁ aiftMiqe appartient a D (Sp((Up);¢/K)) pour tout g ol ig

désigne I'inclusion canonique Ug — U — X.

Le point essentiel dans la définition de la pré-constructibilité est I'utilisation de la topologie de Zariski de X, ce que
permet précisément la théorie des modules spéciaux qui peuvent donner lieu a des modules induits, alors que, par exemple,
le DT K—module a gauche D;T K ne le peut pas [1, Rema. 10.14]. On note D (Sp(X* /K))pes la catégorie des complexes

mf inf’

inf’

pré-constructibles qui est, par construction, une sous-catégorie de Db(Sp(Xi*nf/K)), et qui, munie des morphismes induits,
devient une sous-catégorie pleine. Le lecteur notera que la pré-constructibilité est une propriété des complexes et non
de la cohomologie et I'on fait donc usage, de facon essentielle, de la théorie de la catégorie dérivée. La définition de la
pré-constructibilité p-adique, qui est une notion discréte, est paralléle a celle de la constructibilité ¢-adique [2, Exp. IX] a
partir des modules lisses et du foncteur image inverse. On dispose du théoréme [12] :

Théoréme 2.0.2. Si k est parfait, la catégorie Db(Sp(me/K ))pes est triangulée, stable par immersion ouverte, cohomologie locale
topologique, image inverse par une immersion fermée et image directe par une immersion fermée. De plus, la pré-constructibilité est
stable par sous-partition.

3. La catégorie des coefficients de de Rham p-adiques constructibles [12], cas x =}

La pré-constructibilité p-adique est surtout utile dans le cas x = f, mais elle est insuffisante. Si i : Y — X est une
immersion fermée de schémas lisses et séparés sur k telle que codimyY est bornée, nous avons défini [1, Def. 12.27] le

morphisme de foncteurs Ad_l* de la catégorie Db(Sp(me/ K)), dont la définition est trés délicate :

Adj (Mmf) ldlfflzlff(M ) = RIy (M )[COdlme]

inf inf,

Le morphisme Ad_] (Mmf) n’est pas un isomorphisme en général.

Définition 3.0.3. Nous dirons qu'un complexe /\/lmf de Db (Sp(XT o/ K)) est constructible si tout point de X admet un

voisinage ouvert affine U ayant (pcs) et la propriété (cst) : le morphisme Ad]* (M w) est un 1somorphlsme pour tout 8,

inf,
ol ig désigne encore une immersion fermée Ug — W dans un ouvert W C X et ot l'on note Vil
sur W.

inf.w I'image inverse

On note D? (Sp(XlTnf/K )est la catégorie des complexes constructibles, qui est, par construction, une sous-catégorie de

Db(Sp(me/K))pcs, et qui, munie des morphismes induits, devient une sous-catégorie pleine. La différence entre la pré-
constructibilité et la constructibilité est le comportement par image directe pour une immersion fermée due au fait que le
foncteur de cohomologie locale ne commute pas avec le foncteur image directe. Aussi, il faut imposer une autre condition.

Le faisceau DT.Tf est cohérent [13], [11, Thm. 6.2.1] et on peut considérer la catégorie triangulée ch’oh(Sp(XiTnf)) des com-
plexes a cohomologie cohérente. Le théoréme fondamental est le critére de constructibilité [12, Thm. 8.1.1], qui généralise
une implication du théoréme [13, Thm. 4.5.4] :

Théoréeme 3.0.4. Soit /\/l:rf un complexe de Dcoh(Sp(me/K)) tel que 1dlff(/\/lmf) appartient a Dhs(Sp(anf/K)), resp. d
coh(Sp(me/ K))pes et k est parfait, alors Adj*(Mmf) est un isomorphisme. En particulier l'inclusion :

chjoh( ( mf/K))cst 20]‘1( ( lﬂf/K))PCS

est une égalité.

Théoreme 3.0.5. Si k est parfait, la catégorie Db(Sp(X o/ K))est est triangulée, stable par immersion ouverte, image inverse par une

immersion fermée et cohomologie locale. De plus, la constructibilité est stable par sous-partition et D'zoh(Sp(me))cst est stable par
image directe par immersion fermée.



620 Z. Mebkhout / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. 1351 (2013) 617-621

Pour démontrer le théoréme 3.0.4 [12], on utilise les propriétés de finitude algébro-topologiques des anneaux d’opé-
rateurs différentiels p-adiques [13,14,11] et la théorie du produit tensoriel topologique de Grothendieck [7] sur un corps
ultramétrique maximalement complet.

Dans le cas x = A si i:Y — X est une immersion fermée telle que Y est une hypersurface lisse de X, on dispose, de
méme [1, Def. 12.27], du morphisme de foncteurs Adj* de la catégorie Db(Sp(XAf/K))

Adl( ik ldlfflzwf( inf) = RIyi (M) [codimx Y].

La démonstration du théoréme 3.0.4 fournit [12] :

Theoreme 3.0.6. Soienti:Y — X une hypersurface lisse et M\ un complexe de Dmh(Sp(X ) appartient d

(Sp(Y{ ¢/ K)), alors Ad]*(MAf) est un isomorphisme.

/K)) tel que i (M)

inf inf

llS

Le lecteur notera qu’a ce stade, dans le cas du signe » = A en dimension supérieure, la constructibilité n’est pas définie,
ce qui indique de nouveau la nécessité du passage du signe A au signe f.

4. La théorie des équations différentielles et la catégorie des coefficients de de Rham p-adiques

En vertu des paragraphes précédents, pour tout schéma X lisse et séparé sur un corps parfait k, on dispose de la catégorie
triangulée ch’oh(Sp(X:nf/K )est, Qui va contenir la vraie catégorie des coefficients de de Rham p-adiques cherchée, comme

I'a montré I'Ecole de Grothendieck dans les années 1960. La catégorie précédente n’est pas stable par immersion ouverte et
C'est le probléme central des propriétés de finitude dans la théorie de de Rham p-adique, qui la singularise par rapport aux
théories cohomologiques existantes.

4.1. Nous allons rappeler au lecteur comment la théorie des équations différentielles p-adiques a surmonté cette formi-
dable difficulté en dimension 1 et situer le probléme. Si j: U — X est un ouvert d'une courbe connexe, lisse sur k et M
un module lisse sur U, si »=1 et un module de MLS(Oxx yi/k) si *= A, alors JAT resp. M) = 390 T MG, est un

i
Dx* (/K
arlthmethues des exposants de la monodromie p-adique aux points singuliers Y := X — U.

-module spécial, qui n’est pas de type fini en général. L'obstruction a cette propriété de finitude vient des propriétés

4.2. Nous rappelons que le point de départ de la théorie est le théoréme de I'article de recherche [13, Thm. 4.5.4], qui
contient strictement les critéres 3.0.4, 3.0.6 pour les courbes, et qui affirme de son coté que, pour un complexe M} . de la

catégorie D on (SP(X}¢/K)), le triangle, x =T, A
RIy (Mmf) - Mmf - RJdlfszlfmef’
RIy (M) = Mg — Rj*,yfldiffMinf

est un triangle de Dgoh(Sp(Xi*nf/K)) si et seulement si M? . est a indice dans I'espace des fonctions analytiques Ay’ , de
la classe résiduelle de tout point y de Y, c'est-a-dire que le complexe RHom (M Ayg.y) est a cohomologie de

dimension finie sur I'extension non ramifiée K — K’.

inf’

4.3. La théorie des équations différentielles p-adiques définit la monodromie Mony (M7;) comme module de la catégorie
MLS(Rk y) des modules différentiels sur I'anneau des fonctions analytiques au bord RKQ}, ayant la propriété de solubilité
[5, Def. 4.1.1]. Le théoréme de décomposition selon les pentes p-adiques [5] définit la partie Gr” (Mony(M}))), de pente y
pour tout réel y >0, et la théorie de I'exposant [4] définit I'exposant p-adique de GrO(Mony(M{J)) qui est par définition
I'exposant de Mony (M)).

4.4. On dit qu'un entier p-adique de Z, posséde la propriété (NL) si ce n’est pas un nombre de Liouville. Le théoréme
de I'indice affirme, que pour un complexe M . de Db on (SP(X*/K)) a cohomologie lisse sur U, dans le cas x= A au sens
de ce paragraphe, le complexe RHomDT (M AK/.y) est a cohomologie de dimension finie si les exposants des

X/ K S
monodromies des objets de cohomologie ont la propriété (DNL) des différences et si les exposants eux-mémes possédent la
propriété (NL) [3-6].

inf’

4.5. Le théoréme de l'indice est le premier vers la stabilité par immersion ouverte. Si on part d'un module M7,, pour

pouvoir appliquer le théoréme de I'indice, il faut disposer d’'un prolongement cohérent sur ol Cest 'objet du théoréme

Xie/K
d’extension [6] qui dit que si, pour tout y € Y, Mony(Mj;) a les propriétés (DNL), (NLE), cest a-dire si pour tout y > 0,
les exposants de Gr” (EndRK,y (Mony (M;))) ont la propriété (DNL) et, si les exposants ont la propriété (NL), alors My;
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admet une extension cohérente sur D;, /K qui n’est pas canonique en général. C'est le second pas pour la stabilité par
inf
immersion ouverte.

4.6. Si on note Db(Sp(Xi*nf/K Nest.NL la catégorie des complexes dont les exposants p-adiques ont les toutes propriétés

précédentes (NL) aux points singuliers, on trouve, d'une part, que I'inclusion :

ch)oh (Sp(xi*nf/K))cst,NL C Db (Sp(xi*nf/K))cst,NL

est une égalité et, d’autre part, que la catégorie D'c’oh(Sp(Xi*nf/ K))cst.NL est stable par immersion ouverte. Les conditions (NL)
sont produites par une structure de Frobenius locale non précisée, mais le lecteur prendra garde a ce que la structure de
Frobenius ne démontre pas les théorémes précédents.

4.7. Ce sont les résultats fondamentaux de la théorie des coefficients de de Rham p-adiques sur les courbes qui ont servi
de modéle a la théorie en dimension supérieure. Nous allons construire en dimension supérieure une sous-catégorie de la

catégorie triangulée Dgoh(Sp(Xjnf/K))cst qui est stable par les opérations cohomologiques. Pour cela, il est essentiel que la
définition de la constructibilité soit indépendante de la cohérence, parce que leurs comportements vis-a-vis des opérations
cohomologiques différent et se complétent.

4.8. Le lecteur notera enfin que, déja dans le cas des courbes, les méthodes algébriques de la théorie de de Rham en
caractéristique nulle, en particulier la théorie du cycle caractéristique, sont inopérantes a ce stade dans la théorie de de
Rham p-adique, et qu'il faut revenir aux méthodes originales de la géométrie arithmétique, dont I'outil essentiel demeure
la monodromie.
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