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ABSTRACT

The subdivision of the cell decomposition of a Seifert manifold yields a A-simplicial
decomposition and a quasi-isomorphism. We exhibit A-simplicial cocycles that lift the
usual cellular generators of the cohomology of the manifold. Applying the Alexander-
Whitney formula, this allows one to describe explicitly the cohomology ring structure of
this Seifert manifold with coefficients in Z/pZ, p prime.

© 2013 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

A Seifert manifold M is a 3-manifold classified by the so-called Seifert invariants {b, €, g; (a1, b1), ..., (@m,bm)}. The
symbol € is one of the six types determined by Seifert [8] denoted by: 01, 03, n1,n3,n3,ng (see [6]). The cases where M is
orientable correspond to the types 01 and ny studied for example in [2,3,9], and we obtain essentially the same result (up
to choices of the generators).

In the sequel we add a new pair (ag, bp) = (1,b) and use the number ¢ = Z'}LO bja/a;, where a is the least common
multiple of the a;’s. Let p be a prime, we denote by n the number of a;’s divisible by p and we distinguish three cases:
Case 1: n=0 and c is divisible by p; Case 2: n=0 and c is not divisible by p; Case 3: n > 0. We reorder the pairs (a;, bj),
putting in the beginning, in Cases 1 and 2, the ones with b; divisible by p, and in Case 3, the ones with a; divisible by p.

Geometrical description of the cellular complex associated with M. The cellular decomposition of M has one 0-cell o
and
1-cell: tj, qi, h (all with initial and end point o);

4 types of 2-cell: § with boundary ngigg[tﬁfh fZi]Hogkgm qi for the types oj, H1<J<g t]z ]‘[Kk<m qy for the types n;;
x tori with boundary [h, qi]; v; tori if €; =1 or Klein bottles if &; = —1, with boundary htih—eit1; « disks with
o j J j J jo M
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boundary a particular word wg, p, (qk, h) written with a; times the letter g, and by times h, defined recursively in 0.2 (see
also [7]).

The 3-cell of M are of two types: €, whose boundary (as a cell complex) is covered by two copies of § and of each vj,
and with one copy of each py; ¢, whose boundary is covered by two copies of u; and one copy of pk. This decomposition
is related to an essential property of the word wg, 5, (qk, h).

The cochain dual to a cell x is denoted by X € C*(M; Z).

Fig. 1 gives the dimensions of H!(M; Z/pZ) which is denoted by H'. The dimensions are expressed as the sum of two
brackets, one linked to the genus g (with g’ = g for the types n; and g’ = 2g for the types o;), the other one to the
number n. When the second term is (1), the extra generator of H' is denoted by o = [(c/2a)t; + h— Zbkak k] with

the convention that c/2a =0 in the case p =2 and the generator of H? is g = [8]. The other generators used in the
following theorem are: for H', 0j = [fj — 1], o =[Gk — (1/2)fg] for all the types n; for p > 2; for all the other cases
0; = [fj],ock =[x — §1]. The indices are bounded as follows: 1 < j < g’,0 <k <n. For H%, p = [fi] for all the types;
@j =[Dj], for the types o1, ny; for the type n3, the same except ¢1 =0 if p > 2; ¢; =[Vj — (— 1)494], for the type 0y; for the
type nq we have ¢; =[D; — D1], and for na, 91 =0, @2 = [V — D11, and @ = [D;], for j > 2. The generator of H3is y =[&].

In the following theorem, the cup-products not necessarily zero are to be considered only if the left and right terms both
exist (see Fig. 1).

Theorem 0.1. In the ring structure of the cohomology H*(M; Z/pZ) of the Seifert manifold M, the only cup-products not necessarily
zero, expressed on these generators, are:

e on H' @ H!:
- 602i_1 — 09; = B for 0j, Case 1, for p > 2 and for 0,, Case 2, for p > 2;
- 0j~0; = forn;, Case 1, for p =2;
- 0j~ a =g;j foro;,n;, Case 1, for p = 2; for 01, ny, Case 1 and ny, Case 2, for p > 2;
- o~ o = D By + 8k.i % B for o4, ny, Case 3, for p=2;
-ava=58 +Zsj:71 @j for o, n;, Case 1, for p = 2;
e on H' ® H?:
- 921‘71 ~ @2i = thi ~ @2i—1 =y foro;, Cases 1,2, 3, for p =2;
= Ooi —~ i1 ==Y, 01— @i =y foroq, Cases 1, 2, 3, for p > 2;
-0jvj= yforn,,Casesl 2, 3, for p =2, and for ny, Cases 1, 2, 3, for p > 2;
- cvﬁk_bk y, foro;, nj, Cases 1, 2, 3, for p = 2; and ny, Cases 1, 2, 3, for p > 2;
- oo~ B =y foroj, n;, Case 1, for p =2 and 01, Case 1, for p > 2;
- av@j=vy,foroyny forns, j#1,forng, j#1,2, Case 1, for p=2;
- oy~ @g =1/2y foroq, ny, Case 3, for p > 2;
- aj -~ Bi =y foro;, n;, Case 3, for p =2;
- o B :bi_]yfor 01, 2, Case 3, for p > 2.

Une variété de Seifert M est une variété de dimension 3 classifiée par une famille d’invariants {b, €, g; (a1, b1),...,
(am, bm)}. L'invariant € désigne I'un des six types déterminés par Seifert [8], qui sont notés : 01, 02, 11,12, n3,n4 (voir [6]).
Les cas ol la variété M est orientable (types o et ny) sont étudiés par exemple dans [3] et [9]. Dans le cas o7, nous
retrouvons les mémes structures d’'anneau.

Dans la suite, nous ajoutons un couple (ag, bgp) = (1, b) et utiliserons le nombre ¢ = ZT:O bja/aj ot a est le plus petit
commun multiple des a;. Soit p un nombre premier, on note n le nombre des a; qui sont divisibles par p et on distingue
trois cas, qui sont : Cas 1 : n =0 et ¢ divisible par p; Cas 2 : n=0 et ¢ non divisible par p; Cas 3 : n > 0. On réordonne
les couples (aj, b;) en mettant en premier, dans les Cas 1 et 2, ceux avec b; divisible par p, et dans le Cas 3, ceux avec a;
divisible par p.

Description géométrique du complexe cellulaire associé M. La décomposition cellulaire de la variété M comporte une
0-cellule o ;

des 1-cellules (d’origine et d’extrémité o) t;, qi, h;

Il y a 4 types de 2-cellules : § de bord ngigg[tz,-,],tzf]l_[ogkgm qr pour les types o;, ]_[tjz.l_[q,< pour les types n;; o
tores de bord [h,qk]; v; tores si £; =1 ou bouteilles de Klein si £; = —1, de bord htjhfsitj_] ; Mk disques de bords, un
certain mot wg, p, (qk, h) écrit avec ai fois la lettre gy et by fois la lettre h, et qui sera expliqué plus loin 0.2 (voir aussi [7]).

Les 3-cellules de M sont de deux types : €, dont le bord (en tant que complexe cellulaire) est pavé par deux exemplaires
de § et de chaque v; et un exemplaire de chaque oy ; &, dont le bord est pavé par deux exemplaires de w et un exemplaire
de py. Ce pavage est lié a une propriété essentielle du mot wg, p, (qk, h).

La cochaine duale d'une cellule x est notée X € C*(M; Z).

La Fig. 1 donne les dimensions de H!(M; Z/pZ) qui est noté H!. Les dimensions sont exprimées comme sommes de deux
parentheéses, 1'une liée au genre g (avec g’ = g pour les types n; et g’ = 2g pour les types o;), 'autre au nombre n. Lorsque la
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Type Cas H! H?
01 1 (2g)+ ) 2g)+M

2 (2g) + (0) (2g) +(0)

3 2g)+m—-1) 2g)+m—-1)
02 1,2 (2g) + (0) 2g-2)+ 1)

3 2g)+m—1) 2g-2)+m
n 1,2 -+ (&-1)+(0)

3 g—1+ (0 g-D+n-1)
n Eg-H+m E-H+m
ns,ng &-D+m &-2)+m

Fig. 1. Dimensions de H'! et H2 pour p > 2 (pour p =2 elles sont, pour tous les types, comme le type o pour p > 2).

Fig. 1. Dimensions of H! and H? for p > 2 (for p =2, for all the types, they are like the type o for p > 2).

seconde parenthése est (1), le générateur supplémentaire de H' est noté o = [(c/2a)t; +h— Zbkak’]ék] avec la convention

c/2a=0 dans le cas p=2; celui de H? est 8 = [8]. Les autres générateurs qui interviennent dans 0.1 sont les suivants. Pour
H', 6 =[t; — 1], ax = [Gx — (1/2)f1] pour les types n;, quand p > 2; pour tous les autres cas 6; = [£;], ax = [§x — d1]. Les
indices varient comme suit : 1< j < g/, 0 <k <n. Pour H2, By = [fux] pour tous les types; @j=1[Dj], pour les types o1, ny;
pour le type n3, idem sauf ¢1 =0 si p > 2; pour le type 03, ¢;j =[Vj — (=1)/D1]. Pour le type n, @j=[Dj — 1] et pour ny,
ilya@i =0, g2 =[b — D1], et @; =[Dj], pour j > 2. Le générateur de H3 est noté y = [&].

Dans le théoréme suivant, les cup-produits non nécessairement nuls ne sont a considérer que lorsque les membres de
gauche et de droite existent tous deux (voir Fig. 1).

Théoréme 0.1. Dans la structure d’anneau de la cohomologie de la variété de Seifert M, les seuls cup-produits non nécessairement
nuls sur ces générateurs sont :

e surH'@H'! :

— 0i_1 ~ 6i = B pour o;, Cas 1, pour p > 2 et pour 03, Cas 2, pour p > 2;

- 0j~0;j =B pourn;, Cas 1, pour p =2,

- 0j — o =g;j pouro;, nj, Cas 1, pour p =2 ; pour o1, ny, Cas 1 et pour nq, Cas 2, pour p > 2,
- o~ o = D B + 8.i % B pour oy, ny, Cas 3, pour p =2

—aea= %ﬂ+2€j:_l(pj pour o;,nj, Cas 1, pour p=2;

pour H' ® H? :

= 6hi—1~ @2i = 02i ~ @21 =y pouro;, Cas 1, 2, 3, pour p=2;

- 62~ @oic1 =—Y,02i_1~ @i =7y pouroy, Cas 1,2, 3, pour p > 2;

- 0j~ @j=1y pourn;, Cas 1, 2, 3, pour p =2, et pourny, Cas 1, 2, 3, pour p > 2;

- ok~ Bk :bk_ly,pouro,-, nij, Cas 1,2, 3, pour p=2;etny, Cas 1,2, 3, pour p > 2;
- a~ =y pouroj,n;, Cas 1, pour p=2etoq,Cas 1, pourp > 2;

- O~ @j =Yy, pouroy, ny, pourns, j#1,pourny, j#1,2,Cas 1, pour p=2;

- ap~ @g =1/2y pour o1, ny, Cas 3, pour p > 2;

- aj~ Bi =y pouroj,n;, Cas 3, pour p=2;

-aj~ Bi= bi”y pour o1, ny, Cas 3, pour p > 2.

Définition et propriétés des mots wy,g. Pour pouvoir paver, comme évoqué plus haut, la sphére bordant &, le bord
Wq,. b, Gk, h) de p doit vérifier une propriété qui permet le pavage de la sphére par deux exemplaires de (i et un exem-
plaire de oy pour former le bord de la 3-cellule g. Cette fonction wq g(a,t) est définie récursivement par (voir [5]) :

wio(a, t) =a, wo,1(a, t) =t, Waig,p(a,t) =wqy g(a,at), Wa,at+8(a,t) = wy g(at, t),

si bien que le mot wy g(a,t) contient « fois la lettre a et g fois la lettre t.
Par induction, on prouve le théoréme suivant, analogue au théoréme de Osborne-Zieschang [7].

Théoréme 0.2. Soient «, B, u, v des entiers tels que au — Bv=1,0<u < B, et 0 < v < . Alors :

! Wo—v,p-u(d, t))

-1
We (A, t) =wWg v gu(@ t)wyy(a,t) = (Wv,u(a» ot )at(a
Ce théoréme est appliqué avec o = ai, 8 = by et uy, vy sont les entiers u, v correspondants. En notant wg, p, (qk, h)
sous la forme X 1...Xc, avec les x;; égaux a gy (pour ay d’entre eux dont le premier) ou h (pour b, d’entre eux
dont le dernier), le théoréme exprime que, pour wy = ay + by — ux — vi + 1, le mot wq, p, (qk, h) est aussi égal a
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Xk, w - - - Xk ap+be—19kMXk 2 - - - Xk, w—1 €t que, de plus, le morceau X w, - .. Xk q+b, de ce mot contient v fois gy et uy fois h.
Dans le cas ol by < 0 (donc ax = 1), nous poserons uy =1, vy =0, wy =1+ |bgl, et xx 1 =gk, Xk =h pour 2 < € < ag + by.

Début du découpage. Transformons ce complexe cellulaire en un A-complexe simplicial (voir [4]) en rajoutant :

- un centre et des rayons ok ¢ aux 2-cellules § et p, pour remplacer chacune par une juxtaposition de triangles;

- une «diagonale» aux vj, ok, pour remplacer chacun par deux triangles;

- pour chacune des 3-cellules €, ¢, dont le bord est une sphére pavée par les 2-simplexes déja construits : un centre, des
rayons joignant ce centre aux sommets marqués sur la sphére, des triangles joignant ce centre aux arétes marquées sur
la sphére, de maniére a remplacer chaque 3-cellules par une juxtaposition de tétraedres.

En particulier, on remplace la décomposition cellulaire ci-dessus par la décomposition A-simpliciale suivante :

- le O-simplexe o et les 1-simplexes ¢}, q, h;

- (pour découper les pi) des 1-simplexes gi (d’origine et d’extrémité o) et des 2-simplexes oy 1, ok 2 (de faces respectives
(h, gk, qk), (qk, &> 1))

- (pour découper les v;) des 1-simplexes f; (d’origine et d’extrémité o) et des 2-simplexes v; (de faces (tj, fj,h)) et
vj1 (de faces (h, fj,tj) siej=1, (h,t;, fj) sig;j=—1).

Dans le découpage de 8, € il faut distinguer les types o1, 02, n1 a n4. Dans le découpage de g, ¢ il faut distinguer le cas
particulier ot b, <0 (et ap =1) du cas général ol b, > 0 et utiliser pour ce dernier le paragraphe précédent sur wq g.

Morphisme des cellules vers les A-simplexes. Il y a naturellement un quasi-isomorphisme noté U entre les complexes
A-simplicial et cellulaire. Pour chacun des générateurs cellulaires de la cohomologie, on parvient a exhiber un cocycle
A-simplicial qui le reléve et on lui donne le méme nom.

Les cup-produits. D’aprés la formule d’Alexander-Whitney, le cup-produit de deux cochaines simpliciales f de degré p
et g de degré q est défini sur tout p + g-simplexe par (f -« g)(vo,..., Vp+q) = f(Vo, ..., Vp)E(Vp, ..., Vpig).
Tous les cup-produits énoncés dans le théoréme 0.1 sont calculés dans I'article [1]. Ici, seul I'exemple qui suit est détaillé.

Exemple p = q =1, Calcul de -: H'® H! - H2. Soit ¢ un 2-cocycle et ¢’ = U () son image dans le complexe cellulaire,
@ =x5+ Zlgjgg’ ViV + Y zkpr + Y ukfik. Alors, comme d¢’ =0, les z; sont nuls. De plus, la classe de cohomologie de
¢’ (donc de ¢) est :

a) dans le Cas 1 pour p =2 et tous les types ou pour p > 2 et le type 01 : [¢']= (x — Z,T:O ukak_])ﬂ + Zlé]‘ég’ Yi®j,
b) dans les Cas 1-2 pour p > 2 et le type o3 : idem,
c) dans tous les autres Cas : [@']= > gk UkBk + D1 j<g Vi®j- Lorsque n =0 la somme correspondante est nulle.

Pour calculer [¢], il suffira d’évaluer (mod p) les y; = @(vj1 —¢&jv;j2), les ux =@ (3 pk ¢) (sauf dans la situation c) quand
n=0)et x=@(>_3) (seulement dans les situations a), b)).

On détaille les calculs pour ¢ = @ — «. D’apres la Fig. 1 le générateur o n’apparait que dans la situation a) ou dans
les Cas 1-2 pour le type ny et p > 2. Dans cette derniére situation, o —« o = 0, car alors tous les By et ¢1 sont nuls et
y¥j =0 pour j> 1. Dans la situation a), on a uy = —(M)ak_l pour 0<k<metx= Z?:o bkak_](zl‘<k b,-ai_l). On a
alorsa—a=NB+3) yjp;j, avec :

m m
_ _ br(ax +br)\ _ cla+c) _
N:Zbkaklzb,ﬂi1+Z<k<k27k>akz:%a 2

k=0 i<k k=0

yj=0siegj=1et yj=1si ej=—1. Puisque c est divisible par p, N est congru a c¢/2 si p =2 et a zéro sinon.
Conclusion : on a bien ¢ w o = %ﬂ + Zsj:_l @j pour p =2 dans la situation a) et & — @ =0 pour toutes les autres
possibilités.
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