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Nous considérons un problème de contrôle impulsionnel en horizon infini. Pour le
résoudre, nous étendons au cas de l’horizon infini des résultats concernant les équations
différentielles stochastiques rétrogrades et réfléchies à double barrière. Les propriétés de
l’enveloppe de Snell permettent de ramèner notre problème à l’existence d’un couple de
processus continus.

© 2012 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

a b s t r a c t

We study an impulse control problem in infinite horizon. To solve this problem, we
extend to the infinite horizon case results of double barrier reflected backward stochastic
differential equations. The properties of the Snell envelope reduce our problem to the
existence of a pair of continuous processes.

© 2012 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

The impulse control problem is a topic that often appears in the literature such as economics, statistics and financial
mathematics. The basic mathematical tools used in impulse control were initiated by A. Bensoussan and J.L. Lions [2] and
then formalized by other authors.

We now give a short description of our results that will be reported in detail in [1]. Assume that a firm decides in
random times to change technology in order to maximize its gain. Let {0,1} be the possible technologies set such that 0
is the old technology and 1 is the new technology. It is well known that the firm evolution depends on several external
factors (market price, global crisis, weather, . . .), thus switching technology produces a cost defined by c0,1 if one passes
from technology 0 to technology 1 and c1,0 if one passes from technology 1 to 0. Let c0,1 > c1,0. We define an impulse
control strategy as an increasing sequence of stopping times:

α := (τn)n�−1,

where τ−1 = 0 and a limit denoted τ . Let ξ be the process modeling the technology choice, and X be the process modeling
the firm value. The firm net profit is represented by a function f > 0, the switching technology cost is represented by a
function c > 0, and β > 0 is a discount coefficient. Then, the firm expected profit for such strategy α is defined as
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K (α, i, x) = Ei,x

[ +∞∫
0

e−βs f
(
ξs, Xξs

s
)

ds −
∑
n�0

{
e−βτ2n c0,1 + e−βτ2n+1 c1,0

}]
. (1)

Denote by A the admissible strategy set.
Our main contribution is to prove the existence of an optimal strategy that maximizes the firm profit. For that, we extend

to the infinite horizon case results of double barrier reflected backward stochastic differential equations (see [4], [5], and
[6]).

The backward stochastic differential equations (BSDE) were introduced by E. Pardoux and S.G. Peng [8], who proved
existence and uniqueness of adapted solutions under Lipschitz assumptions on the drift function.

N. El Karoui et al. [4] and S. Hamadène et al. [5] extended these results to the case of reflected backward SDE’s. However,
their results are not applicable to our model which requires an infinite horizon. These authors provide a solution to the
reflected backward SDE’s that we extend to the case of infinite horizon by adding a discount coefficient and imposing
additional assumptions.

Our main result shows that the control problem reduces to the existence of a pair of continuous processes:

Proposition 1. There exist two continuous R-valued processes Y 1 = (Y 1
t )t�0 and Y 2 = (Y 2

t )t�0 such that ∀t � 0:

Y 1
t = essupθ�t E

[ θ∫
t

e−βs f
(
0, X0

s

)
ds − e−βθ c0,1 + Y 2

θ |Ft

]
, Y 1∞ = 0, (2)

Y 2
t = essupθ�t E

[ θ∫
t

e−βs f
(
1, X1

s

)
ds − e−βθ c1,0 + Y 1

θ |Ft

]
, Y 2∞ = 0. (3)

Then Y 1
0 = supα∈A K (α,0, x). Moreover, the strategy α̂ = (τ̂n)n�0 defined as follows:

τ̂−1 = 0,

τ̂2n = inf
{

t � τ̂2n−1, Y 1
t = −c0,1e−βt + Y 2

t

}
, ∀n � 0, (4)

τ̂2n+1 = inf
{

t � τ̂2n, Y 2
t = −c1,0e−βt + Y 1

t

}
(5)

is optimal for the impulse control problem (1).

1. Présentation du modèle

Soit (Ω,F , (Ft)t�0,P) un espace de probabilité muni d’une filtration (Ft)t�0 complète continue à droite et soit un
mouvement brownien W = (Wt)t�0. Nous noterons par (Gt)t>0 la filtration définie par Gt = ∨

s<t Fs, ∀s < t (notée usuel-
lement Ft− ).

Nous définissons une stratégie de contrôle impulsionnel comme une suite α := (τn)n�−1, où (τn)n�−1 est une suite
croissante de G-temps d’arrêt avec τ−1 = 0. On note τ := limn→+∞ τn. La suite (τn) modélise la suite des instants d’im-
pulsion du système de la façon suivante : pour tout n � 0, τ2n est l’instant où la firme passe de la technologie 0 à la
technologie 1 et τ2n+1 est l’instant où la firme passe de 1 à 0.

Nous introduisons le processus càdlàg ξ à valeurs dans {0,1} défini par ξ0 = 0 et

ξt := ξ01[0,τ0[(t) +
∑
n�0

1[τ2n,τ2n+1[(t) + ξτ−1[τ ,+∞[(t).

La valeur de la firme est donnée par St = exp Xξ
t , t � 0, où Xξ est le processus continu à droite défini par :

dXξ
t = b

(
ξt, Xξ

t

)
dt + σ

(
ξt, Xξ

t

)
dWt ,

où b : {0,1} ×R → R et σ : {0,1} ×R → R
+ sont deux fonctions mesurables satisfaisant sur R la condition de Lipschitz et

la condition de croissance sous-linéaire.
En appelant f > 0 le bénéfice net de la firme et c > 0 le coût de changement de technologie, toute stratégie α occasionne

un gain :

+∞∫
0

e−βs f
(
ξs, Xξs

s
)

ds −
∑
n�0

{
e−βτ2n c0,1 + e−βτ2n+1 c1,0

}
,

où β > 0 est un coefficient d’actualisation.
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Définition 1. La stratégie α = (τn)n�−1 est dite admissible si et seulement si :

E

+∞∫
0

e−βs f
(
ξs, Xξs

s
)

ds < ∞, E

∑
n�0

{
e−βτ2n c0,1 + e−βτ2n+1 c1,0

}
< ∞.

On note A l’ensemble des stratégies admissibles.

Le problème de contrôle impulsionnel posé consiste à prouver l’existence d’une stratégie admissible α̂ qui maximise la
fonction gain moyen K (α, i, x) définie par

K (α, i, x) = essupα∈A Ei,x

[ +∞∫
0

e−βs f
(
ξs, Xξs

s
)

ds −
∑
n�0

{
e−βτ2n c0,1 + e−βτ2n+1 c1,0

}]
. (1)

Introduisons les ensembles utiles suivants :

• Tt = {θ : G-temps d’arrêt tel que θ � t}.
• C2 = {(Xt)t�0: processus F.-progressivement mesurable tel que E[supt�0 |Xt |2] < ∞}.
• H

2 = {(Xt): processus F.-progressivement mesurable tel que E[∫ ∞
0 |Xt |2 dt] < ∞}.

Cette note annonce des résultats développés dans l’article en cours de finalisation [1]. Notre résultat principal est de
prouver l’existence d’une stratégie optimale α̂ telle que

K (α̂, i, x) = essupα∈A K (α, i, x).

Nous montrons par la suite que notre problème se ramène à prouver l’existence d’un couple de processus (Y 1, Y 2) à l’aide
des outils de l’enveloppe de Snell. En effet :

Proposition 2. Supposons qu’il existe deux processus de C2 Y 1 = (Y 1
t )t�0 et Y 2 = (Y 2

t )t�0 à valeurs dans R tels que ∀t � 0 :

Y 1
t = essupθ∈Tt

E

[ θ∫
t

e−βs f
(
0, X0

s

)
ds − e−βθ c0,1 + Y 2

θ |Ft

]
, Y 1∞ = 0, (2)

Y 2
t = essupθ∈Tt

E

[ θ∫
t

e−βs f
(
1, X1

s

)
ds − e−βθ c1,0 + Y 1

θ |Ft

]
, Y 2∞ = 0. (3)

Alors Y 1
0 = supα∈A K (α,0, x). De plus, la suite α̂ = (τ̂n)n�0 définie par :

τ̂−1 = 0,

τ̂2n = inf
{

t � τ̂2n−1, Y 1
t = −c0,1e−βt + Y 2

t

}
, ∀n � 0, (4)

τ̂2n+1 = inf
{

t � τ̂2n, Y 2
t = −c1,0e−βt + Y 1

t

}
(5)

est optimale pour le problème de contrôle impulsionnel (1).

La démonstration de cette proposition utilise des propriétés de l’enveloppe de Snell [3], en effet Y 1
t + ∫ t

0 e−βs f (0, X0
s )ds

est l’enveloppe de Snell du processus

Uθ :=
{ θ∫

0

e−βs f
(
ξs, Xξs

s
)

ds − e−βθ c0,1 + Y 2
θ , θ ∈ Tt

}
. (6)

Alors, le temps défini par τ̂0 = inf{t � 0, Y 1
t = −e−βtc0,1 + Y 2

t } est un temps optimal pour le problème (6).

2. EDS rétrogrades et réfléchies

Pour prouver l’existence des processus Y 1 et Y 2, nous généralisons le théorème 42.2 de S. Hamadène et al. [5, p. 167]
pour la résolution des équations différentielles stochastiques rétrogrades réfléchies (EDSRR) à double barrière en horizon
infini. On dispose de deux données :
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• Supposons que la fonction f (., y) est Ft -progressivement mesurable et que :

(H)

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

∀t, y �→ f (t, y) est décroissante,
t �→ f (t,0) est bornée,
il existe une constante C > 0 telle que pour tout t � 0, ∀y, y′ ∈ R:∣∣ f (t, y) − f

(
t, y′)∣∣ � C

∣∣y − y′∣∣ p.s.

• Deux barrières (Lt)t�0 et (Ut)t�0 : processus continus à valeurs réelles F.-adaptés satisfaisant :

Lt � 0 � Ut .

Théorème 1. Sous les hypothèses (H) et Lt � 0 � Ut , il existe un processus (Y , Z , K +, K −) tel que Y ∈ C2 et Z ∈ H
2 et pour tout

t � 0 :

(i) Yt = ∫ +∞
t e−βs f (s)ds + ∫ +∞

t e−βs dK +
s − ∫ +∞

t e−βs dK −
s − ∫ +∞

t Zs dW s, Y∞ = 0.

(ii) Lt � Yt � Ut .

(iii) (dK +
t ) et (dK −

t ) sont deux mesures positives vérifiant E(
∫ t

0 e−βs dK +
s )2 < ∞, E(

∫ t
0 e−βs dK −

s )2 < ∞ et
∫ t

0 (Ys − Ls)e−βs dK +
s =∫ t

0 (Us − Ys)e−βs dK −
s = 0, P-p.s.

Pour démontrer le théorème 1, nous utilisons principalement le résultat de comparaison en horizon fini suivant :

Proposition 3. Soient (Yt , Zt , K +
t , K −

t ) et (Y ′
t , Z ′

t , K ′+
t , K ′−

t ), t ∈ [0, T ] solutions de l’EDS rétrograde réfléchie associées à ( f , L, U )

et ( f ′, L, U ) satisfaisant (H) et f (t) � f ′(t). Alors :

∀t ∈ [0, T ], Yt � Y ′
t ,

t∫
0

e−βs dK +
s �

t∫
0

e−βs dK ′+
s et

t∫
0

e−βs dK −
s �

t∫
0

e−βs dK ′−
s .

De ce fait, en utilisant le théorème 42.2 de S. Hamadène et al. [5, p. 167], on déduit l’existence, pour tout n, d’un
quadruplet de processus (Y n, Zn, K n+, K n−). La proposition 3 nous permet d’obtenir des limites monotones presque sûres
des suites de ces quatre processus. Ensuite, en adaptant la preuve de la proposition 3.5 de [4] et en utilisant le lemme de
Gronwall, on obtient l’estimation

E
(
Y n+k

n

)2 � 1

β
‖ f ‖2

[
1 + 1

β
(2C + 1)exp

(
2C + 1

β

)]
e−βn, ∀k, ∀n,

qui permet de prouver que les suites (Y n) et (Zn) sont deux suites de Cauchy qui convergent respectivement dans L2(Ω)

et L2([0,∞[×Ω,dt ⊗ dP) vers deux processus Y , Z .

Nous étendons au cas de l’horizon infini le théorème de N. El Karoui [4, p. 716] à unique barrière qui sera utile dans la
section 3 :

Théorème 2. Sous les hypothèses (H) et E(supt�0(L+
t )2) < ∞, il existe une solution (Y , Z , K ) telle que Y ∈ C2 , Z ∈H

2 et pour tout
t � 0 :

(i) Yt = ∫ +∞
t e−βs f (s)ds + ∫ +∞

t e−βs dKs − ∫ +∞
t Zs dW s, Y∞ = 0.

(ii) Yt � Lt .

(iii) (dKt) est une mesure positive vérifiant E[(∫ t
0 e−βs dKs)

2] < ∞ et
∫ t

0 e−βs(Ys − Ls)dKs = 0, P-p.s.

(iv) Yt = essupθ∈Tt
E[∫ θ

t e−βs f (s,ω)ds + Lθ |Ft].

3. Existence de (Y 1, Y 2)

En utilisant le théorème 1 avec

f (s) = f
(
0, X0

s

) − f
(
1, X1

s

)
, Lt = −c0,1e−βt � 0 � Ut = e−βtc1,0,

il existe un quadruplet de processus mesurables (Y , Z , K +, K −) tel que :

(S)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Y ∈ C2, Z ∈H
2,

Yt =
+∞∫
t

e−βs( f
(
0, X0

s

) − f
(
1, X1

s

))
ds +

+∞∫
t

e−βs dK +
s −

+∞∫
t

e−βs dK −
s −

+∞∫
t

Zs dW s

− c0,1e−βt � Yt � e−βtc1,0,

e−βt(Yt + e−βtc0,1
)

dK +
t = e−βt(c1,0e−βt − Yt

)
dK −

t = 0.
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Théorème 3. Si
∫ +∞

0 e−βs dK +
s ∈ L

2 (donc alors
∫ +∞

0 e−βs dK −
s ), alors il existe un couple de processus continus (Y 1

t , Y 2
t )t�0 à

valeurs dans R qui satisfont (2) et (3).

Preuve. On applique le théorème 1 avec f (s) = f (0, X0
s ) − f (1, X1

s ), Lt = −c0,1e−βt � 0 � Ut = e−βtc1,0. Puisque∫ +∞
t e−βs dK ±

s sont intégrables et f bornée on peut définir les processus

Y 1
t = E

[ ∞∫
t

e−βs f
(
0, X0

s

)
ds +

+∞∫
t

e−βs dK +
s |Ft

]
,

Y 2
t = E

[ ∞∫
t

e−βs f
(
1, X1

s

)
ds +

+∞∫
t

e−βs dK −
s |Ft

]
.

Par suite, Yt = Y 1
t − Y 2

t , t � 0. Si
∫ +∞

0 e−βs dK ±
s ∈ L

2, on peut montrer, en utilisant l’inégalité de Burkholder–Davis–Gundy
[7, p. 166], que E[supt�0 |Y i

t |2] < ∞, i = 0,1. Ensuite, d’après le théorème de représentation des martingales, il existe un
processus prévisible adapté Z 1 tel que

t∫
0

Z 1
s dW s =

t∫
0

e−βs f
(
0, X0

s

)
ds +

t∫
0

e−βs dK +
s + Y 1

t −E

[ ∞∫
0

e−βs f
(
0, X0

s

)
ds +

+∞∫
0

e−βs dK +
s

]
.

En utilisant la troisième inégalité du système (S), nous avons Yt � −c0,1e−βt , et en remplaçant Yt par Y 1
t − Y 2

t , nous
obtenons Y 1

t � −c0,1e−βt + Y 2
t .

De même, la quatrième égalité du système (S), c’est à dire
∫ .

0 e−βt(Yt + c0,1e−βt)dK +
t = 0, en remplaçant Yt par Y 1

t − Y 2
t

montre ∀T ,
∫ T

0 (Y 1
t − Y 2

t + c0,1e−βt)e−βt dK +
t = 0.

Par suite, le triplet (Y 1, Z 1, K +) satisfait :{−dY 1
t = e−βt f

(
0, X0

t

)
dt + e−βt dK +

t − Z 1
t dWt,

Y 1
t � −c0,1e−βt + Y 2

t et e−βt(Y 1
t − Y 2

t + e−βtc0,1
)

dK +
t = 0.

Ensuite, on utilise le théorème 2 item (iv) avec Lt = −c0,1e−βt + Y 2
t . De fait E[supt�0 |Y 2

t |2] < ∞, l’hypothèse
E[supt�0(L+

t )2] < ∞ est vérifiée et on a :

Y 1
t = essupθ∈Tt

E

[ θ∫
t

e−βs f
(
0, X0

s

)
ds − c0,1e−βθ + Y 2

θ |Ft

]
, t � 0.

D’une manière similaire, nous obtenons

Y 2
t = essupθ∈Tt

E

[ θ∫
t

e−βs f
(
1, X1

s

)
ds + (−c1,0e−βθ + Y 1

θ

)|Ft

]
, t � 0.

D’où l’existence du couple (Y 1, Y 2). �
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