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La notion de transformée en ridelettes est étendue aux fonctionnelles de Wiener. Si la
propriété de reconstruction n’est pas vérifiée, on approche néanmoins une fonctionnelle de
Wiener à l’aide de sa transformée et nous donnons une application à la caractérisation de
sa régularité.

© 2012 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

a b s t r a c t

The ridgelet transform is extended to Wiener functionals. Even if the reconstruction
property is not satisfied, we still approximate a Wiener functional with the help of its
transform and we give an application to its regularity.

© 2012 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction et résultats

Les notions d’ondelettes, de vaguelettes ou de ridelettes sont maintenant beaucoup utilisées dans les sciences de l’in-
génieur (cf. [1–3] et leurs références). Rappelons la définition de la transformée standard en ridelettes habituellement

utilisée que nous prolongerons aux fonctionnelles de Wiener. Soit Y : R → R une fonction telle que
∫

dξ
|Ŷ (ξ)|2

|ξ |d < ∞,

où Ŷ (ξ) = ∫
dx e−ix.ξ Y (x) est la transformée de Fourier de Y . On pose, ∀ f ∈ L2(Rd), R( f )(γ ) := 〈 f ,Ψγ 〉L2(Rd) où

Ψγ (x) := a−1/2Ψ ( u.x−b
a ), γ = (a, u,b) ∈ ]0,+∞[ × Sd−1 × R, Sd−1 désignant la sphère unité de Rd . Considérons maintenant

W = C0([0,1];Rd) l’espace de Wiener classique. On désigne par H l’espace de Cameron–Martin, i.e.,

H =
{

h : [0,1] −→ Rd/h(t) =
t∫

0

ds h′(s), ‖h‖2
H :=

1∫
0

ds
∣∣h′(s)

∣∣2
< ∞

}
,

et par S la sphère unité de H. Nous introduisons l’espace de paramètres suivant : Γ = {γ = (a,ω0,ω1) ∈ ]0,+∞[×S × H} =
]0,+∞[ × S × H et nous le munissons de la mesure υα(dγ ) = a−2 da μα(dω0)μ(dω1) où μα (resp. μ) est la mesure de
Wiener de variance α (resp. la mesure de Wiener classique). Le paramètre γ = (a,ω0,ω1) a bien sûr la même interprétation
qu’en dimension finie : a est l’indice d’échelle de la ridelette ; ω0, son orientation et ω1 est son emplacement.

Fixons Ψ ∈ L2(μ). Nous supposerons de plus la propriété de symétrie sphérique pour Ψ , i.e., Ψ (ω) = η(‖ω‖H) =
‖ω‖Hη̃(‖ω‖H), ω ∈ H, avec la condition
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CΨ :=
∞∫

0

dt t
∣∣η(t)

∣∣2 =
∞∫

0

dt t3
∣∣η̃(t)

∣∣2
< ∞. (1)

La condition ci-dessus est la condition d’admissibilité. L’hypothèse de symétrie sphérique est souvent faite en dimension
finie (cf. [1]). Nous définissons la ridelette Ψγ engendrée par une fonctionnelle Ψ admissible par : Ψγ (ω) = Ψa,ω0,ω1 (ω) =
a−1/2Ψ (a−1[〈ω,ω0〉Hω0 − ω1]), ω ∈ H, où 〈.,.〉H est le produit scalaire de H et nous posons : pour δ > 0, γ ∈ Γ ,

∀ f ∈ L2(μδ), Rδ
γ ( f ) = Rδ

a,ω0,ω1
( f ) = 〈 f ,Ψγ 〉δ = 〈 f ,Ψa,ω0,ω1〉δ

où 〈.,.〉δ est le produit scalaire de L2(μδ). Rδ
γ est la transformée en ridelettes. Nous montrons tout d’abord la proposition

suivante :

Proposition. Pour tout f , g ∈ L2(μδ) où δ > 0, pour tout α > 0,

∞∫
0

da a−2
∫ ∫
H2

μα(dω0)μ(dω1)Rδ
a,ω0,ω1

( f )Rδ
a,ω0,ω1(g) = C0CΨ 〈 f , g〉2−1/2δ (2)

où C0 est une constante positive. De plus, pour α > 0 et δ > 0 fixés, posons :

f δ
α := (C0 CΨ )−1

∞∫
0

da a−2
∫ ∫
H2

μα(dω0)μ(dω1)Rδ
a,ω0,ω1

( f )Ψa,ω0,ω1 . (3)

Alors on a : pour tout α > 0,

lim
δ→0

∥∥ f δ
α − f

∥∥
δ
= 0, (4)

où ‖.‖δ est la norme de l’espace L2(μδ).

L’égalité (2) n’est pas une résolution de l’identité. Nous ne reconstruisons pas à proprement parler une fonctionnelle de
Wiener à partir de sa transformée de ridelettes, mais nous avons à l’aide de (3) une approximation. Remarquons que la
convergence de l’intégrale dans (3) peut aussi avoir lieu au sens faible, i.e., en prenant le produit scalaire des deux membres
de (3) avec un élément quelconque g ∈ L2(μδ) et en permutant le produit scalaire avec l’intégrale triple par rapport à
γ = (a,ω0,ω1) dans le membre de droite, on obtient une vraie formule.

Dans le dernier paragraphe, nous donnons une application de la transformée en ridelettes à la régularité des fonction-
nelles de Wiener comme cela se fait en dimension finie par l’utilisation de la transformée en ondelettes (cf. [1]).

2. Démonstration de la proposition

Le membre de gauche de (2) s’écrit :
∞∫

0

da a−2
∫ ∫
H2

μα(dω0)μ(dω1)〈 f ,Ψa,ω0,ω1〉δ〈g,Ψa,ω0,ω1〉δ.

Posons : F δ,α
a,ω1 (x + iy) = f (2−1/2δx)Ψa,αy,ω1 (2−1/2δx), x, y ∈ H. Alors on a, en notant par F̂ la transformée de Fourier–

Wiener (cf. [4]),

̂F δ,α
a,ω1

(
α−1ω0

) =
∫
H

μ(dξ)F δ,α
a,ω1

(
iα−1ω0 + √

2ξ
) =

∫
H

μ(dξ) f (δξ)Ψa,ω0,ω1(δξ) = 〈 f ,Ψa,ω0,ω1〉δ.

On en déduit l’écriture suivante du membre de gauche de (2) :
∫ ∞

0 da a−2
∫∫

H2 μα(dω0)μ(dω1)
̂F δ,α

a,ω1 (α
−1ω0)×

̂Gδ,α
a,ω1 (α

−1ω0) où la fonction Gδ,α
a,ω1 est définie comme F δ,α

a,ω1 ci-dessus en remplaçant f par g .
En utilisant le fait que l’opérateur de Fourier–Wiener soit unitaire dans L2(μ), on obtient

∞∫
0

da a−2
∫
H

μ(dω1)

∫
H

μ(dω0)F δ,α
a,ω1

(ω0)Gδ,α
a,ω1(ω0)

=
∞∫

da a−2
∫

μ(dω1)

∫
μ(dω0) f

(
2−1/2δω0

)
g
(
2−1/2δω0

)∣∣Ψa,0,ω1

(
2−1/2δω0

)∣∣2
0 H H
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=
∞∫

0

da a−3
∫
H

μ(dω1)

∫
H

μ2−1/2δ(dω0) f (ω0)g(ω0)
∣∣Ψ (−a−1ω1

)∣∣2

=
∫
H

μ(dω1)‖ω1‖2
H

∞∫
0

da a−5
∣∣η̃(

a−1‖ω1‖H
)∣∣2〈 f , g〉2−1/2δ

=
∫
H

μ(dω1)‖ω1‖−2
H

∞∫
0

dt t3
∣∣η̃(t)

∣∣2〈 f , g〉2−1/2δ = C0CΨ 〈 f , g〉2−1/2δ

en effectuant le changement de variable t = ‖ω1‖Ha−1.
Démontrons maintenant (4). Pour tout α > 0, 0 < δ < 1,∥∥ f δ

α − f
∥∥2

δ
= sup

{∣∣〈 f δ
α − f , g

〉
δ

∣∣2; ‖g‖δ � 1
}

� sup
{∣∣〈 f δ

α − f , g
〉
δ

∣∣2; ‖g‖μ � 1
}

où ‖g‖μ = ‖g‖1 est la norme de L2(μ),

= sup

{∣∣∣∣∫ μ(dω)
[
ϕ

(
2−1/2δω

) − ϕ(δω)
]∣∣∣∣2

; ‖g‖μ � 1

}
où ϕ(ω) = f (ω)g(ω),

= sup

{∣∣∣∣∣
∫

μ(dω)

∞∑
n=1

δn(1 − 2−n/2)In(ϕn)(ω)

∣∣∣∣∣
2

; ‖g‖μ � 1

}

avec ϕ(ω) = Eμ(ϕ) +
∞∑

n=1

In(ϕn)(ω), la décomposition de ϕ en chaos de Wiener,

� sup

{∥∥∥∥∥
∞∑

n=1

δn(1 − 2−n/2)In(ϕn)

∥∥∥∥∥
2

μ

; ‖g‖μ � 1

}
= sup

{ ∞∑
n=1

δ2n(1 − 2−n/2)2∥∥In(ϕn)
∥∥2
μ
; ‖g‖μ � 1

}

� C( f )
∞∑

n=1

δ2n = C( f )

(
1

1 − δ2
− 1

)
,

C( f ) étant une constante ne dépendant que de f . �
3. Application à la régulariré des fonctionnelles de Wiener

Nous démontrons dans ce paragraphe le théorème suivant :

Théorème 3.1. On suppose que Ψ possède la propriété de symétrie sphérique comme ci-dessus où la fonction |η| est de plus croissante
et,

∫
H μ(dω)(1 + ‖ω‖H)|Ψ (ω)| < ∞. On suppose également :

∀α > 0, ∀ω0 ∈ S,

∫
H

μα(dω)Ψ
(〈ω,ω0〉Hω0

) = 0. (5)

Soit f une fonctionnelle de Wiener bornée et höldérienne d’exposant β , 0 < β � 1, i.e.∣∣ f (ω) − f ()
∣∣ � ‖ω − ‖β

H, ω, ∈ H. (6)

Alors, en posant Ta,ω0 = R1
a,ω0,ω0

pour a > 0, ω0 ∈ S, cette transformée vérifie pour f l’inégalité∣∣Ta,ω0( f )
∣∣� C̃Ψ aβ+1/2, a > 0, ω0 ∈ S, (7)

où C̃Ψ est une constante positive ne dépendant que de Ψ .

Démonstration.∣∣Ta,ω0( f )
∣∣ = a−1/2

∣∣∣∣∫
H

μ(dω)
[

f (ω) − f (ω0)
]
Ψ

(
a−1

[〈ω,ω0〉H − 1
]
ω0

)∣∣∣∣ en utilisant (5),

� Ca−1/2
∫

μ(dω)‖ω − ω0‖β

H

∣∣Ψ (
a−1[〈ω,ω0〉H − 1

]
ω0

)∣∣ en utilisant (6),
H
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� Ca−1/2e−1/2
∫
H

μ(dξ)‖ξ‖β

H

∣∣Ψ (
a−1〈ξ,ω0〉Hω0

)∣∣exp

[
−

1∫
0

dBt (ξ)ω′
0(t)

]
en utilisant le Théorème de Cameron–Martin (cf. [5]). (8)

Si on pose Xt(ξ) = − ∫ t
0 dBs(ξ)ω′

0(s), à l’aide du calcul d’Itô on obtient :∫
H

μ(dξ)‖ξ‖β

H

∣∣Ψ (
a−1〈ξ,ω0〉Hω0

)∣∣exp
[

Xt(ξ)
] =

∫
H

μ(dξ)‖ξ‖β

H

∣∣Ψ (
a−1〈ξ,ω0〉Hω0

)∣∣ exp

[ t∫
0

ds
∣∣ω′

0(s)
∣∣2

/2

]
,

et en particulier pour t = 1, il vient∫
H

μ(dξ)‖ξ‖β

H

∣∣Ψ (
a−1〈ξ,ω0〉Hω0

)∣∣exp
[

X1(ξ)
] = e1/2

∫
H

μ(dξ)‖ξ‖β

H

∣∣Ψ (
a−1〈ξ,ω0〉Hω0

)∣∣.
L’inégalité (8) s’écrit alors∣∣Ta,ω0( f )

∣∣ � Ca−1/2
∫
H

μ(dξ)‖ξ‖β

H

∣∣Ψ (
a−1〈ξ,ω0〉Hω0

)∣∣.
Comme∣∣Ψ (

a−1〈ξ,ω0〉Hω0
)∣∣ = ∣∣η(

a−1
∣∣〈ξ,ω0〉H

∣∣)∣∣ � ∣∣η(
a−1‖ξ‖H

)∣∣
par l’hypothèse de croissance de la fonction |η|, on obtient∣∣Ta,ω0( f )

∣∣ � Ca−1/2
∫
H

μ(dξ)‖ξ‖β

H

∣∣η(
a−1‖ξ‖H

)∣∣ = Caβ−1/2
∫
H

μa−1(dξ)‖ξ‖β

H

∣∣η(‖ξ‖H
)∣∣

= Caβ−1/2
( ∫

‖ξ‖H�1

μa−1(dξ)‖ξ‖β

H

∣∣η(‖ξ‖H
)∣∣ +

∫
‖ξ‖H>1

μa−1(dξ)‖ξ‖β

H

∣∣η(‖ξ‖H
)∣∣)

� Caβ−1/2
( ∫

‖ξ‖H�1

μa−1(dξ)
∣∣η(‖ξ‖H

)∣∣ +
∫

‖ξ‖H>1

μa−1(dξ)‖ξ‖H
∣∣η(‖ξ‖H

)∣∣)

� Caβ−1/2
∫
H

μa−1(dξ)
(
1 + ‖ξ‖H

)∣∣η(‖ξ‖H
)∣∣ � C̃Ψ aβ+1/2,

en utilisant le lemme 3.2 ci-dessous. �
Lemme 3.2. ∀a > 0, ∀F ∈ L1(μ),

∫
H μa−1 (dω)|F (ω)| � aC F , où C F est une constante positive ne dépendant que de la fonction F .

Démonstration. On montre que le lemme est vrai tout d’abord pour les fonctions cylindriques du type, F (ω) =
h(Bt1 (ω), . . . , Btn (ω)), où t1, . . . , tn ∈ [0;1] et h ∈ S(Rn), l’espace de L. Schwartz. Puis, pour toute fonction F ∈ L1(μ), on
l’approche par une suite de fonctions cylindriques pour obtenir la propriété désirée. �

On a également une réciproque du théorème 3.1 comme dans [1], p. 46. La transformée Ta,ω0 peut être également utilisée
pour caractériser la régularité locale des fonctionnelles de Wiener comme dans le cas de la dimension finie (voir [1], p. 49).
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