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ABSTRACT

In this Note we consider the Cauchy problems with the modified conditions for the Euler-
Poisson-Darboux equations. We give the explicit solutions in terms of the Gauss ,F1 and
Appell F4 hypergeometric functions with applications to the classical and radial wave
equation.
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Abridged English version

Nowadays the Euler-Poisson-Darboux equation is extensively studied in several settings. The main questions on every
spaces are explicit solutions for the classical Cauchy problems with the second data null. In this Note we will generalize
and unify several results on Euler-Poisson-Darboux equation. Precisely, we consider the family of classical Euler-Poisson—
Darboux equations in R"
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and the family of radial Euler-Poisson-Darboux equations
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with the modified initial conditions

d
U(0,x) = f(x), tligg)t“ﬂgua, X) = g(x) (C1)

Adresses e-mail : cheikh976@yahoo.fr (C.0.M. El-hafedh), mohamedvall.ouldmoustapha230@gmail.com (M.V. Ould Moustapha).

1631-073X/$ - see front matter © 2011 Publié par Elsevier Masson SAS pour I'’Académie des sciences.
doi:10.1016/j.crma.2011.11.006


http://dx.doi.org/10.1016/j.crma.2011.11.006
http://www.ScienceDirect.com/
http://www.sciencedirect.com
mailto:cheikh976@yahoo.fr
mailto:mohamedvall.ouldmoustapha230@gmail.com
http://dx.doi.org/10.1016/j.crma.2011.11.006

1220 C.0.M. El-hafedh, M.V. Ould Moustapha / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. 1349 (2011) 1219-1224

. 5, 0
U(0,x) = A f(x), }E‘B” ZMEU(r,x>=A?{g<x> (C2)

where Al is the qth power of the operator

A, ifxeR", A 32+a2+ +32 dA 32+1—2v8
= = — _— —— an [p— _
¥ Ay ifxeRT, "o ol ax2 T ox2 x X

v, i and q are real parameters.

Notice that the radial part of Eq. (E1) can be given by Eq. (E2) where we write 2 — 2v for the space dimension n. For
"= % (E1) turns into the n-dimensional wave equation appears in several branches of applied mathematics such as the
transonic flow of compressible fluids. Also for u = 3, (E1) corresponds to Tricomi’s equation [1]. The main results of this
Note - Theorems 1, 2, 3 and 4 - are given in the Introduction and have many applications (see Section 4 below) such as
the classical and radial wave equations as well as the Tricomi operator [1].

1. Introduction

L'équation (E1) a été étudiée pour les valeurs entiéres de k (1 —2u = k) par A. Weinstein [9] et son école de Maryland,
D.W. Bresters [3] a exprimé la solution de I’équation (E;) avec les conditions

U@0,x) = f(x), Ut (0, %) = g(x). ()

D.W. Bresters a pris la deuxiéme donnée nulle car une solution U du probléme ne saurait étre réguliére pour t =0 que si
sa dérivée premiére par rapport a t s’y annule, les conditions modifiées (C1) et (C;) permettent de remédier a ce probléme
et de pouvoir prendre la deuxiéme donnée une fonction non nulle g, tout en recouvrant les conditions classiques (C) : ainsi
pour @ = % on retrouve les problémes de Cauchy pour les équations classiques et radiales des ondes (voir [4] et [2]).

Les résultats principaux de cet article sont les suivants :

Théoréme 1. Pour 0 < . < % le probléme de Cauchy (E1), (C1) admet la solution unique donnée par :
n—1

vt =an (i) [ S)E - )

X —x| <t

n—1

1 9\ Z _1
+ﬂ°‘”'“(ﬁ) [ ety -y o

|x'—x|<t

sin est impair,

9?2 , / 9?2 , , ,
Ut,x) = ﬂnzf’“(tat) /f(x)(tz—ix I)“dx+—ﬁn<tat) /g(X)(fz—lx—xiz)“dx

|x' —x| <t |x' —x| <t

sin est pair avec oty = ——aT—— et B, = -
22 20 (GG+p) @m)2

Théoréme 2. Pour 0 < 4 < % et —% <q< —% - %, le probléme de Cauchy (E1), (C3) admet la solution unique donnée par :

U(t,x) = /f p(tx, x)dx +22—: (X )Ny (t.x, %) dx’
R”
otl
%m—x’rm—”zﬂ(ﬁ g+1, 041, 2) si0<t<|x—¥|,
Ny (t.x,x) = ? = X‘

22 A+ r+l) , o _ )
—-2q-n n n_ o, on x=xpP _
Gt 2@+ 5 ety - w5 ) sik—x <t

avec ,F1(a,b,c,z) = Zso 0 (‘8; (z),” Z" la fonction hypergéomeétrique de Gauss et (a), = Fl(f’(z)") le symbole de Pochhammer.

Théoréme 3. Pour v > —5 leto<p<1 5, le probléme de Cauchy (E3), (C1) admet la solution unique donnée par :



C.0.M. El-hafedh, M.V. Ould Moustapha / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. 1 349 (2011) 1219-1224 1221

+00
U(t,x) = f FX)EFR_ (6%, X)X dX +—/ X ) Ky (6, %, X)X 72V dx/
0
ol
0 pourO<x' <x—toux >x+t,
1
2RI+ (o1 -1 1 1 1 1-z
m(xx) F11 -2 25F (53— v, 5 40, 5+ 1, 55)
Ku(t,x,x)= pour |x —t| <x <x+t,
2LV A+ M (1= inf(pu— —1,u—v— —putl v—u
(O s ST G-ty (21 05041 q )
pour0<x <t—x
avec z = X422

2xx
Théoréme 3 bis. Pour 0 < 1 < 1 et les données initiales analytiques
o o0
f=Y ax et gx =Y bX,

1=0 1=0
le probléme (E>), (C1) admet la solution unique donnée par :

o0 oo
U0 =) aUi+) bV
=0 =0

< 2 2
oitUy=xaF1(—5 v— 41— Gyetvi= S Fi(=5 v -4 141 5.

Théoréme 4. Pour v > —5, 0 < (4 < 5 et —% <q< —% - 411' le probléme de Cauchy (E3), (Cy) admet la solution unique donnée
par :

K (v, q)t2# b
#/g(x’)Hu(t,x,x’)x”_z”dx’
0

U(t,x)=K(,q) / SV H_p (6, %, %)X 12 dx +
avec

t2 x2
H,L(t,x,x)—xz"x/_z(q“)h(q-i-l g+1+v,1+p, 1+, /2’x/2>

2q+1 2
K(v,q) = 2504 P (g+1+4v)

TN e F4 la fonction hypergéométrique de deux variables d’Appell définie par [8] :

>\ (@mtn(b)
— Wmtn\Wm+n m . n. 1/2 172
F4(a,b,c,d,x,y) = E (C)m(d)nm!mx Yoo X+ 1yl

m,n=0
Remarque. Les noyaux des solutions du Théorémes 1 et 2 sont singuliers en t € {|x — X'|, 0} ceux des Théorémes 3 et 3 bis
sont singuliers en t € {|x — x|, x + X', 0} et le noyau du Théoréme 4 quand t € {|x — x|, 0} (la fonction hypergéométrique
d'Appell F4(a, b, c,d; x, y) est singuliére si |x|1/2 + |y|1/2 =1).

2. Préliminaires

Rappelons I'équation de Bessel [6, p. 106]

2 1-2ad a? —v2y?
- I y—1 - 7 —
[8x2 X 0x + (Brx ) T ]V =0

dont deux solutions indépendantes sont t* J,(BtY) et t*Y, (BtY) avec ], et Y, des fonctions de Bessel du premier espéce.
On définit la transformation de Fourier-Bessel-Hankel d’une fonction f par :

foy= / FEOX)" Jy(rx)x! 2" dx.
0

Dans la suite, on aura besoin des lemmes suivants :
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Lemme 1. (Voir [6], pp. 134-135.) Pour u > 0 on a les comportements asymptotiques

. " 20
(i) Ju(2)~ m et Y,L(Z) J en zéro,

(it) Ju(Z2)~ 1/ =5 C0S(Z — [,LJT — ZJT) etY,(Z) %,/NZ—Zsin(Z — —WT — er) a l'infini.
Lemme 2.

(i) Axf () = —22F (2.

(ii) La transformation inverse de Fourier-Bessel-Hankel est donnée par :

fo= f T Ty (01 ~2V da.
0

Lemme 3. (Voir [5], p. 675.)

(i) La transformation de Fourier d’'une fonction radiale est donnée par :

+00
/f(|$|)ex1)(i5'x)d§=IXI]_% / f(r)J;iﬂ(rlxl)r% dr.
R 0

+00

2—Pap—v—1bvp(w) T4v4+pu—p 1+v—p—p b2

N —p _ 2

(ii) /r Jutar) Jy(br)dr = 0 o () F1( 5 . ,v+1,az)
0

2
otv+u—p+1>0,p>—-1,a>b>0.

Lemme 4. (Voir [5], p. 677.)
+00
/ AR L (A0 Ty (Ax) Jo (M)
0
_ 220-1-l P (g 4 )
S rA4+mwra+vra-—a

pour —v <a< % + % x>0,t>0etx >x+t;etpour—v <a< % + % lintegrale converge absolument et par suite, elle prolonge
Fapour0<x <x+t.

2,2
L4V —V—2a X
tFx"x F4<aa+v1+ul+v ’2’x’2>

Proposition. Pour Wy, (t, X, X') = Cp ,,[t2 — X — x|2]* "% et Cp\ = w, ona
T2rA+p—1)
( )Tl 211 1 . . .
. X —x|“1*~2 sinestimpair,
(l) Wﬂ.ﬂ(tv X, X/) = 3 atﬂ
(7)2[ — X = X2 sin est pair.

(ii) Wh,, vérifie léquation (Eq).

La preuve de cette proposition est simple, en conséquence elle est laissée au lecteur.

3. Equation classique d’Euler-Poisson-Darboux

Preuve du Théoréme 1. Pour montrer que la fonction U (t, x) vérifie 'équation (E1) on utilise essentiellement la proposition.
Pour voir les conditions initiales, on utilise les coordonnées polaires centrées en x, X' = x+rw, w € S™! et le changement

des variables r=ts, 0 <s<1. O

Preuve du Théoréme 2. On pose F(x) = A f(x) et G(x) = Alg(x), en utilisant essentiellement la transformation de Fourier
et les Lemmes 1, 2 on obtient

U, &) =271 — ot |51* ] EOFE) + 27 Dt E7H J EOTE).
La transformation inverse de Fourier, I'interversion des intégrales et le Lemme 3 nous donnent le résultat du Théoréme 2. O
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4. Equation radiale d’Euler-Poisson-Darboux

Preuve du Théoréme 3. Il suffit de montrer que K, (t,x,x’) vérifie 'équation (E1), pour cela on fait le changement des

fonctions ¢(t, x) = xVtH=1(1 — zz)%—%c(z), avec z = "Z‘E’iiﬂz on obtient I'équation de Legendre [7, p. 198]
92 d 1\ G-w?
1-72%)— —2z— V-2 )-2 " |Gz =0,
[( )822 az+< 4) 1-— 22 @

1_ 1_
dont deux solutions sont Pjif(z) et Qif(z).
2 2

Pour voir les conditions initiales on prend t < x, et on fait le changement des variables x’ = x + ts dans les expressions
des noyaux. O

Preuve du Théoréme 3 bis. D’apreés le principe de superposition, il suffit d’étudier les problémes de Cauchy [2]

3
MUI=ATUL  Ay=Ae UO0=x, im0 x) =0, (P1)
t—
3
Alvi=Atv, vi0,0 =0, limt'"H_vi,xn=x. O (P2)
t—0 at

Preuve du Théoréme 4. Par une méthode analogue a celle procedée dans la preuve du Théoréme 2 on obtient

U, 2) =27#T (1 — thak [y AOF ) + 24710 (uyth A= ] (DG ().

La transformation inverse de Fourier-Bessel-Hankel, I'interversion des intégrales et le Lemme 4 nous donnent le résultat du
Théoréme 4. 0O

5. Applications et perspectives

Corollaire 1 (Equation des ondes en dimension n). (Voir [4].) Pour j1 — % dans le Théoréme 1, on retrouve la solution du probléme de
Cauchy pour I'équation des ondes classique en dimension n

9 /19 \"! 19\"!
U(t,x):b(N)—(——) [tZN” / cD(x—ty)da(y)]+b(N)(——> [tZN” / lll(x—ty)do(y)j|

ot \ 't at t ot
lyi=1) lyi=1)
sin estimpair (n =2N + 1) ol
bN) =2 [135--@N— 1] NN 1) = ]
- 2) " 220N

et do (y) est la mesure de surface {|y| =1},

319\ ! D(x—ty) 19 \"! W (x —ty)
U(t,x)=2b<N)—<——) [tz’“ 7dy]+2b(N)(——> [tZN—l / 7dy]
ac\ ¢ at . Ji— P tat N T

{lyl<1}
sin est pair (n = 2N).

Corollaire 2. (Voir Théoréme 1.1 [4].) Pour v = —«x et 4 — % dans le Théoréme 3, on retrouve la solution du probléme de Cauchy pour
I'équation radiale des ondes

+o0 +oo
U(t,x) = / g(X)K(t,x,x)dx + / f(x/)%K(t,x,x/)dx/
0 0
N { %x’“’%[f(x—t)(x—t)%“" +f(x+t)(x+t)%+°‘] pourt < x,
%x‘“‘%[—sinna.f(t—x)(t—x)%“" ~|—f(t+x)(t~|—x)%+°‘] pourx <t

otl
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K(t,x,x) = Ky (t,x,x)x1+2

0 pourO<x <x—toux >x-+t,
1

1 1 2 / 2
—0— 5 /54 1 1 t“—(x'—x) /
X OTIXN IO F (3 —a, 5 a1, ) pour X —t] <X < XA+t

272V L el 4xx' a+y 1 1 4xx'
—< YT 2 7(—4xx 1 1 _axx
Faaoran® X aae) T Rl g et g 2041 )

pour0 <x <t —x.

Corollaire 3. (Voir Théoréme 2.1.1 [2].) Pour . = % V= k%l dans le Théoréme 3 bis, on retrouve la solution exacte de 'équation
homogeéne d’Euler-Poison-Darboux

oo o0
U=y ali+y bV
=0 =0

N | - k+1-1 1 ¢ | - k+1-1 3 2
ol U =x2F1(F, 5=, 3, Hret vi=txhFi (3, 5=, 3, 5).

Exemples. 1. Le probléme
92 _32 Ut x) = i U(t, x)
ax2  x ox Y V7
Uu(,x) =0, Ut(0,x) =x
admet la solution unique U (t, x) = t+/x% — t2.

2. Le probléme

ax2  x 0x t2
UQ@,x) =x, U(0,x)=0

(32 1a> 92
— + - U(t,x):a—U(t,x),

admet la solution unique U (t,x) = v/x? —t2 4 tarcsin £.

En perspective, on étudiera les équations d’Euler-Poisson-Darboux a conditions modifiées dans les espaces hyperboliques
et elliptiques.
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