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ABSTRACT

Van der Put and Reversat described the form of a pure g-difference module with non
integral slopes. We deduce from this explicit matricial descriptions of the isoformal analytic
classes and of the Galois group of pure g-difference modules with non integral slopes.
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Notations

Le corps des séries de Laurent convergentes sera noté K = C({z}) = C{z}[z~'] et K désignera le corps des séries formelles
C((2)) = C[[z]1[z"1]. Soit g € C* tel que |q| > 1, on définit I'opérateur o, automorphisme de K (ou IA<) par o (f(2)) = f(qz).

Un module aux g-différences sera un couple M = (K", ®4) ol @4 est un automorphisme o -linéaire de K" défini par
®a(X)=A"10(X), A € GL,(K). Un morphisme de modules aux g-différences de (K", ®4) dans (KP, ®p) est une matrice
F € Mp n(K) telle que o (F)A = BF.

1. Introduction

A un module aux g-différences, on peut associer un polygone de Newton (cf. [5]), et les pentes de ce polygone, qui sont
rationnelles, sont les pentes du module aux g-différences. Un module pur isocline (c’est a dire qui n’a qu'une seule pente), a
pente entiére w € Z, admet une forme normale ol la matrice A est du type z*C, C € GL,(C). M. van der Put et M. Reversat
dans [2], ont donné une forme normale pour les modules purs a pente non entiére. [Is montrent qu'un module irréductible
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(qui nadmet pas de sous-modules aux g-différences autre que {0} et lui-méme) de pente d/r, pgcd(d,r) =1, est de la
forme

01
E(r.d,b)= (K", ®5) ot B=|q . 1| et c=¢"TpA, bec

Un module indécomposable (qui ne peut étre somme directe non triviale de deux sous-modules aux g-différences) pur iso-
cline de pente d/r, pged(d,r) =1, est de la forme E(r,d,b) ® Uy ol Uy, est le module aux g-différences unipotent associé
a la matrice de Jordan unipotente de taille m. Ainsi, un module pur isocline de pente non entiére est somme directe de
modules indécomposables. Ces résultats sont notre point de départ pour étendre une partie des résultats de Ramis, Sauloy
et Zhang [4], concernant les modules aux g-différences a pentes entiéres aux pentes non entiéres, en ayant le souci de
donner des descriptions matricielles explicites.

Cette Note est construite en trois temps. Nous commencerons par étudier la classification analytique isoformelle a deux
pentes non entiéres en cherchant une forme normale de Birkhoff-Guenther. Dans une deuxiéme partie, nous calculerons les
opérateurs de Stokes associés a un module irréductible. Dans la troisiéme partie, nous donnerons une description matricielle
explicite du groupe de Galois formel (déja décrit par van der Put et Reversat). Ces résultats ouvrent la voie a une description
compléte explicite du groupe de Galois des équations aux g-différences.

2. Classification analytique isoformelle a deux pentes

Dans [4], les auteurs étudient 'ensemble des classes analytiques isoformelles et les décrivent dans le cas ou les pentes
sont entiéres. L'une de leurs approches, que I'on reprend dans cette partie, est de donner la forme normale de Birkhoff-
Guenther pour les matrices représentant une classe analytique isoformelle. Ici, on traite le cas a deux pentes, I'une non
entiére et l'autre entiére puis les deux non entiéres. L'ensemble des classes isoformelles analytiques a deux pentes est noté
F(P1, P2) oti sont fixés les modules P; = (K", ®p;) pour i =1, 2 de pentes (1 < wp. D’'aprés [5], toute classe de F(Pq, P3)
peut étre représentée par un module aux g-différences My = (K", @4,) ot Ay = (BO1 :2) le bloc U est dans My, r, (K).

Dans le cas des pentes entiéres, grace a la transformée de g-Borel, (voir [4]), une classe admet un unique représentant
dont les coefficients du bloc U sont polynomiaux, c’est la forme normale de Birkhoff-Guenther. Notons E = E(r, —d, b) un
module aux g-différences irréductible de pente u = —d/r <0, de rang r et 1 = (K, o). Ici aussi, on utilise la transformée de
g-Borel pour avoir des représentants a coefficients polynomiaux, mais ce n’est pas suffisant pour obtenir une forme normale.
Le théoréme suivant traite F(E, 1) et s'étend facilement au cas de (M, 1) ol M est arbitraire de pente non entiére (que
I'on n’énoncera pas pour éviter d'introduire des notations trop lourdes).

Théoréme 2.1. Soit k € Z et Vg1 le C-espace vectoriel (Zf:,f_l CZ)" de dimension rd alors l'application ¢ de Vg 1 dans

~ Vel ~
— Kergp —

=k

~ ktd—1
Imp =y 1 cZ.

Z;‘*d’l CZ définie par o((U1,...,up) = Z;=1 ar‘j(uj) induit un isomorphisme de C-espaces vectoriels : F(E, 1)

L'étude du cas a deux pentes non entieres, F(E1, Ez), ol Ey = E(r1,d1,b1) et E; = E(r,d3, by) avec ‘f—: < ‘:—22, se ra-
meéne au théoréme précédent par I'isomorphisme entre F(Eq, E2) et F(E1 ® EJ,1), qui est di au fait que la catégorie est
tannakienne (cf. [5] et [4]).

On peut de nouveau avoir des représentants des classes analytiques isoformelles a coefficients polynomiaux, décrits
selon leur position sur la diagonale de U. Un nouvel isomorphisme ¢ apparait, ¢ : (Eq, E2) — (Zf:k”ldz’“zd“] CZH? ou
p = pged(ry,r2), 11 = puy et ry = pua.

Dans la seconde partie, dans I'esprit de [4] (et [6]), on adopte un point de vue plus géométrique pour décrire F(E, 1),
en calculant les opérateurs de Stokes.

3. Opérateurs de Stokes

A un module aux g-différences M = (K", ®4) o, sans perte de généralité, la matrice A est peut-étre prise dans
GLn(C[z,z71]), on associe un fibré vectoriel holomorphe Fy sur la courbe elliptique Eq = C*/q%, défini par Fy =

% (cf. [8]). Dans [6] ou [8], si M est pur isocline de pente entiére négative, on a un isomorphisme du type

FM,1)=H 1(Eq, Fwm), obtenu grace a la construction de «cocycles privilégiés ».

Dans cette partie, la méme démarche est adoptée pour le cas ot M = E = E(r, —d, b) est un module aux g-différences
irréductible de pente non entiére négative. Le théoréme suivant est analogue au théoréme 3.1 de [8]. Nous noterons ¢ la
classe de c € C* dans Eq et ¢ sa classe dans Egr.

Théoréme 3.1. Pour tout U € (C[z]4_1)", pour tout ¢ € Egr \ X, il existe un unique vecteur de fonctions méromorphes F¢ sur C*, F. =
Y(f1,..., f), dont les f; ont pour poles la q"-spirale [—cq—t1, ¢"1 = —cq—iT1q"%, de multiplicité < d et tel que o (F¢) — BF. = U.
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L'ensemble i est égal a {c € C*/c? = bq~40—D/2g™ 1 c 7} modulo q" et il est fini.

Il est important de remarquer qu'ici les pdles sont paramétrés par la courbe elliptique E4r, ces fonctions proviennent en
fait de fonctions associées au fibré image réciproque p*F ol p est le revétement p : Eqr — Eq induit par q?% cq?.

Posons Feq=Fg— Fe="(fed,0(fed)...,0 " (feq)) ot feq= fq— fc vérifient 'équation o' (f.) — bq=9C—D/2z=df —
@(U), ¢ étant l'application définie au théoréme 2.1. Les fonctions F.4 sont holomorphes sur Eq \ {—c, —d} et vérifient
0 (Fcq) — BF.q = 0. Ce sont des sections du fibré F¢ et elles constituent des «cocycles privilégiés» induisant un isomor-
phisme entre F(E, 1) et H'(Eq, F).

Ces opérateurs de Stokes ont vocation a étre des opérateurs galoisiens et former un sous-groupe du groupe de Galois des
équations aux g-différences (cf. [3]).

4. Groupe de Galois formel

Van der Put et Reversat ont décrit dans [2] le groupe de Galois formel des équations aux g-différences sur K du point de
vue algébrique, en tant qu'extension de Picard-Vessiot. Nous donnons ici, une description matricielle explicite de ce groupe
dans le but d’avoir une description explicite de son effet sur les Stokes (sur lesquels il opére par conjugaison).

Le groupe de Galois des équations aux g-différences G est défini dans [7], et plus généralement dans [3], par voie
tannakienne (cf. [1]), comme I'ensemble des automorphismes tenseur-compatibles d’un foncteur fibre w,,, zo € C*. Dans [3],
le groupe de Galois pur (ou formel) Gﬂ des équations aux g-différences a pentes entiéres est décrit explicitement : Gg?)] =
C* x Homg(Eq, C*) x C.

Ici, on fixe r € N* le dénominateur des pentes des modules aux g-différences sur K et on note GE,O} le groupe de Galois
associé. Un objet de cette catégorie est somme directe de modules du type E(s,t,b) ® U, de pente ’;‘ =7 (pgcd(t,s) =1).
Le théoréme suivant décrit I'action de fo)r sur les modules irréductibles E(r,d, b") de matrice B associée (définie dans 1).
On fixe donc r € N*, également zg € C*, une racine ¢ de zg notée zg)/r, & = e%7/T racine primitive r¢ de l'unité et g, une
racine r¢ de q. Pour tout groupe abélien E, on note E¥ le groupe proalgébrique Hom(E, C*). On note également diag pour
matrice diagonale.

Théoréme 4.1. Soit ¢ € Gg)r. Alors g = (t,y, M) outeC* y eEjetieCetona

9(B) =Gy (2" )ty by (Tp) diag(1. y @) ... ¥ @) ") Gp.a(z),
ol
0 1
Gb,d(zé/r)=diag(1,oz0,0tooz1,...,ag-~~ar_2), Olj=b_1qr_jdzad/r et Tr=|¢g . 1] ¢€GL().
1 0... 0

La loi de groupe est alors : (t,y, A)(t, Y, X)) = (tt'e(y,y"), Yy . A+ 1) ol e(y,y) = m =& siy(g) =6l et
Y (E) =&

Le groupe de Galois Gg?)r est alors égal @ Hr x C ot 1 — C* — Hy — EJ — 1 est une extension centrale. On retrouve
de maniére explicite le résultat de van der Put et Reversat qui affirme que le groupe de Galois formel des équations aux
g-différences GE,O) estégal a HxColl1—- QY — H— Eqv — 1 est une extension centrale.
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