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On considère le problème d’estimation du coût quadratique ‖δ − θ‖2 d’un estimateur
δ de la moyenne θ = (θ1, . . . , θp) d’une loi à symétrie sphérique lorsque l’on sait que
certaines composantes θi de celle-ci sont positives ou nulles. En premier lieu, lorsque X
est un vecteur gaussien, on s’intéresse à l’amélioration de l’estimateur sans biais λ0 de
‖δ − θ‖2 par des estimateurs de la forme λ0(X) + h(X) en fournissant des conditions sur
la fonction h. On étend ensuite cette problématique à un modèle distributionnel où l’on
dispose d’un vecteur résiduel U : la loi de (X, U ) est supposée à symétrie sphérique autour
du couple (θ,0) et l’on considère des estimateurs de coût de la forme λ0(X) + ‖U‖4h(X).

© 2011 Publié par Elsevier Masson SAS pour l’Académie des sciences.

a b s t r a c t

We consider the problem of estimating the quadratic loss ‖δ − θ‖2 of point estimators δ

of a location parameter θ = (θ1, . . . , θp) for family of symmetric distributions with known
scale parameter, when a subset of the components of θ are restricted to be nonnegative
and when a residual vector U is available. In the normal case, we give a class of estimators
λ0(X) + h(X) which dominate, under the usual quadratic loss, the unbiased estimator
λ0 of ‖δ − θ‖2. In the general case when the vector (X, U ) has a spherically symmetric
distribution around (θ,0), we give a class of estimators of the form λ0(X) + ‖U‖4h(X).

© 2011 Publié par Elsevier Masson SAS pour l’Académie des sciences.

1. Introduction

On se propose d’étudier l’estimation du coût quadratique d’un estimateur du paramètre de position d’une loi à symétrie
sphérique lorsque ce dernier est soumis à certaines contraintes. Une hypothèse essentielle de notre modèle sphérique est
que l’observation aléatoire est de la forme (X, U ) dont la loi est à symétrie sphérique autour de (θ,0), avec dim X = dim θ =
p et dim U = dim 0 = k, où U est un vecteur dit résiduel.
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Le problème d’estimation du coût (sans contrainte sur le paramètre de position) a originellement été abordé par Lehmann
et Scheffé [8] à travers la puissance d’un test statistique. Plus récemment Johnstone [7], Lele [9] et Fourdrinier et Wells [5]
ont traité plusieurs variantes de ce problème (cf. aussi Ouassou et Rachdi [10]).

Les estimateurs δ de θ sont donnés à l’aide du coût quadratique usuel ‖δ(X, U ) − θ‖2 et, plus précisément, à l’aide de
son espérance Eθ [‖δ(X, U ) − θ‖2] qui est, par définition, le risque de δ.

Après avoir estimé θ par δ(X, U ), on s’intéresse à l’évaluation du coût quadratique pour cet estimateur. Il s’agit, en
fait, de donner une évaluation de ‖δ(X, U ) − θ‖2 au travers d’une fonction de (X, U ), soit λ(X, U ). La fonction λ ainsi
retenue est dite estimateur de coût et, afin de la comparer à d’autres estimateurs du coût, une nouvelle mesure de distance
entre l’estimateur de coût et le coût lui même est nécessaire. Traditionnellement, et par simplicité, on choisit (λ(X, U ) −
‖δ(X, U ) − θ‖2)2 que l’on utilise par l’intermédiaire de son espérance qui définit ainsi une nouvelle notion de risque de
l’estimateur de coût λ, qu’on note : R(λ, δ, θ) = Eθ [(λ(X, U ) − ‖δ(X, U ) − θ‖2)2].

Dans cette note, nous considérons l’estimation du coût quadratique de l’estimateur des moindres carrés de la moyenne θ

d’une loi à symétrie sphérique en présence d’un vecteur résiduel U quand certaines composantes du paramètre de position
sont positives. Fourdrinier et Wells [5] ont déjà étudié ce problème sans hypothèse de contrainte et ont fourni une classe
d’estimateurs de la forme λ0 − c‖U‖4/‖X‖2 qui dominent l’estimateur sans biais λ0(X) = p‖U‖2/k du coût quadratique de
l’estimateur minimax X . La présence du vecteur résiduel U complète, dans l’expression de ces estimateurs, l’information
donnée par l’observation X sur θ .

2. Le cas gaussien

Dans ce paragraphe, le vecteur aléatoire X suit la loi normale de matrice de covariance l’identité I p et de moyenne
θ = (θ1, . . . , θp) telle qu’un nombre s de ses composantes soient positives. Pour des raisons de simplicité, on suppose que
θ1 � 0, . . . , θs � 0 pour s � p.

2.1. Estimation du coût de l’estimateur du maximum de vraisemblance

Dans ce cas, il est commode d’écrire l’estimateur du maximum de vraisemblance sous la forme :

δ0(X) = X + γ (X) où δ0(X) = (
δ01(X), . . . , δ0p(X)

)
et γ (X) = (

γ1(X), . . . , γp(X)
)

avec :

δ0i(X) =
⎧⎨
⎩

{
0 si Xi < 0

Xi si Xi � 0
pour i = 1, . . . , s,

Xi pour i = s + 1, . . . , p,

et γi(X) =
⎧⎨
⎩

{−Xi si Xi < 0

0 si Xi � 0
pour i = 1, . . . , s,

0 pour i = s + 1, . . . , p.

Un estimateur sans biais du coût quadratique ‖δ0(X) − θ‖2 de l’estimateur usuel δ0(X) est :

λ0(X) = p +
s∑

i=1

(
X2

i − 2
)

I[Xi<0]

où I A désigne la fonction indicatrice de tout ensemble A.
Finalement le risque de δ0(X) est fini et est donné par : p + Eθ [∑s

i=1(X2
i − 2)I[Xi<0]].

Une classe alternative d’estimateurs qui améliorent λ0(X) sont de la forme :

λh(X) = λ0(X) − h(X),

où h est une certaine fonction de R
p dans R. Le théorème suivant donne une condition suffisante sur la fonction h pour

que l’estimateur λh domine l’estimateur λ0.

Théorème 2.1. Soit h une fonction positive deux fois faiblement différentiable sur R
p . L’estimateur λh(X) domine λ0(X), pour θ ∈

R
s+ × R

p−s , dès que

h2 + 2�h + 4sh < 0. (1)

Remarque 1. Le cas où il n’y a pas de contrainte de positivité sur les composantes du paramètre peut se traduire par le fait
que s = 0. Remarquons que, dans cette interprétation, l’inégalité (1) coïncide avec la condition donnée par Johnstone [7].

2.2. Estimation du coût d’un estimateur général

Dans ce paragraphe, on désire estimer le coût quadratique de tout estimateur δ que, sans perte de généralité, on peut tou-
jours exprimer au travers de l’estimateur du maximum de vraisemblance δ0(X) sous la forme δ(X) = δg(X) = δ0(X) + g(X)

pour une certaine fonction g faiblement différentiable de R
p dans R

p . Comme précédemment on détermine tout d’abord



I. Ouassou, M. Rachdi / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 349 (2011) 995–998 997
un estimateur sans biais de la fonction de coût ‖δg(X) − θ‖2 de l’estimateur δg(X). En effet, par une simple application du
Lemme de James–Stein (cf. Stein [11]) à la fonction γ + g , on peut écrire :

Eθ

[∥∥δg(X) − θ
∥∥2] = p + Eθ

[∥∥γ (X) + g(X)
∥∥2 + 2 div(γ + g)(X)

]
.

Donc un estimateur sans biais de ‖δg(X) − θ‖2 a pour forme λ0
g(X) = p + ‖γ + g‖2 + 2 div(γ + g).

Comme dans le paragraphe précédent, nous montrons que cet estimateur sans biais du coût quadratique peut être
amélioré par une classe plus générale d’estimateurs de la forme λh

g(X) = λ0
g(X) − h(X) où h est une fonction vérifiant

certaines conditions. Le théorème suivant donne donc une condition de domination de l’estimateur λ0
g(X) par λh

g(X).

Théorème 2.2. Soit h une fonction positive deux fois faiblement différentiable sur R
p et p � 4. L’estimateur λh

g(X) domine l’estimateur

λ0
g(X), pour θ ∈ R

s+ × R
p−s , dès que : h2 + 2�h + 4sh + 4〈�h, g〉 � 0.

3. Le cas sphérique unimodal

Une hypothèse essentielle de notre modèle sphérique est que l’observation aléatoire est de la forme (X, U ) dont la loi
est à symétrie sphérique autour de (θ,0), avec dim X = dim θ = p et dim U = dim 0 = k.

Quant aux contraintes sur θ , on reprend celles du paragraphe 2 où quelques composantes de la moyenne θ sont suppo-
sées positives (i.e. θi � 0 pour i = 1, . . . , s avec s � p).

On se propose d’étudier l’estimation du coût quadratique ‖δg(X, U ) − θ‖2 de tout estimateur de la forme δg(X, U ) =
X + γ (X) + ‖U‖2 g(X) de la moyenne θ , où g est une fonction faiblement différentiable de R

p dans R
p . Des conditions gé-

nérales pour qu’un tel estimateur δg(X, U ) domine l’estimateur X +γ (X) sont données dans Brandwein et Strawderman [1],
Brandwein et al. [2], Cellier et al. [4] et Fourdrinier et al. [6]. Le lemme suivant nous fournit alors un estimateur sans biais
du coût quadratique ‖δg(X, U ) − θ‖2 de l’estimateur δg(X, U ).

Lemme 3.1. Pour toute fonction g : R
p → R

p faiblement différentiable et pour tout θ ∈ R
p , un estimateur sans biais de la fonction

du coût ‖δg(X, U ) − θ‖2 de l’estimateur δg(X, U ) est égal :

λ0
g(X, U ) = p

‖U‖2

k
+ 2

‖U‖2

k
divγ (X) + 2

k + 2
‖U‖4 div g(X) + ∥∥γ (X) + ‖U‖2 g(X)

∥∥2
. (2)

Remarque 2. Le cas où il n’y a pas de contrainte de positivité sur les composantes de θ peut s’obtenir en prenant γ ≡ 0. On
retrouve ainsi l’estimateur sans biais donné par [3].

Dans la suite de ce paragraphe, on montre que l’estimateur λ0
g(X, U ) peut être amélioré par une classe plus générale

d’estimateurs de la forme :

λh
g(X, U ) = λ0

g(X, U ) + ‖U‖4h
(‖X‖2)

où h(·) est une fonction à valeurs réelles négatives et deux fois faiblement dérivable. Comme dans le paragraphe précédent,
nous avons le théorème suivant où nous supposerons que la loi de (X, U ) est unimodale c’est-à-dire qu’elle admet une
densité de la forme (x, u) → G(‖x − θ‖2 + ‖u‖2) où G(·) est une fonction décroissante.

Théorème 3.1. On suppose que la distribution de (X, U ) est unimodale. Si la fonction h est négative, deux fois faiblement dérivable et
concave et telle que :

∂h

∂ Xi

(‖X‖2) � −h(‖X‖2)

‖X‖2
Xi pour tout i = 1, . . . , p

alors l’estimateur λh
g(X, U ) domine l’estimateur sans biais λ0

g(X, U ), pour θ ∈ R
s × R

p−s , dès que

h2(‖X‖2) − 2

(k + 4)(k + 6)
�h

(‖X‖2) − 8

k + 4
div(g · h)(X) + 4

k + 2
h
(‖X‖2)div g(X)

− 2s

(k + 4)(k − 2)

h(‖X‖2)

‖X‖2
� 0. (3)

Remarque 3. Dans le cas sans contrainte, c’est-à-dire s = 0 et γ ≡ 0, on retrouve la condition de domination du théorème 3.1
dans Fourdrinier et Wells [5].

Le corollaire suivant donne un exemple de fonctions h et g vérifiant les conditions du théorème 3.1.
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Corollaire 3.1. Soit θ ∈ R
s × R

p−s et soit p � 4. Alors pour g(X) = − d
‖X‖2 X et h(‖X‖2) = − c

‖X‖2 l’estimateur λh
g(X, U ) domine

l’estimateur λ0
g(X, U ) dès que :

0 < c <
4(p − 4)

k + 2
+ 4

(
2(p − 4)

k + 4
− (p − 2)

k + 2

)
d − 2s

(k + 4)(k − 2)
.
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